
iH



LETNIK 32 — ŠTEVILKA 2/3

OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO

LJUBLJANA, MAREC—MAJ 1985

Uredniški odbor: Peter Petek — glavni urednik, Janez Strnad — urednik za fi-

ziko in odgovorni urednik, Ciril Velkovrh — urednik, Matjaž Omladič — urednik

za matematiko.

Odbor svetovalcev: Robert Blinc, Alojz Kodre, Peter Legiša, Anton Moljk, Mitja

Rosina, Tomaž Skulj, Anton Suhadolc, Ivan Vidav.

Jezikovni pregled Marija Janežič, slike Miha Štalec.

Naročnina: za posameznike 650.— din (za člane društva je že vračunana člana-

rina), za dijake in študente 300.— din, za ustanove in podjetja 1500.— din, za tujino

20 $, posamezna številka 200.— din, dvojna številka 400.— din.

Dopise pošiljajte in list naročajte na naslov: Društvo matematikov, fizikov in

astronomov SRS — Podružnica Ljubljana — Obzornik za matematiko in fiziko,

61111 Ljubljana, Jadranska c. 19, p.p. 64, tel. št. (061) 265-061/53, žiro račun

50101-678-47233, devizni račun pri Ljubljanski banki št. 50100-620-107-257300-5694/4.

Tisk: Tiskarna Ljudske pravice v Ljubljani. Naklada 1500 izvodov. Izdajo revije
sofinancirata ISS in RSS.

(O 1985 DMFA SRS — 746 Poštnina plačana na pošti 61102 Ljubljana

VSEBINA — CONTENTS

Str.-Page

Članki — Articles

Mordellova domneva dokazana — Mordells' conjecture proved (Jože Grasseli) 33

O relativni frekvenci polnih kvocientov verižnih ulomkov — On the relative

freguency of complete guotients of continued fractions (Peter Petek) . . 38

Pregled metod za reševanje sistemov linearnih enačb — A survey of methods
for the solution of systems of linear eguations (Zvonimir Bohte) . . . . . 47

O plimi in oseki — The tide (Janez Strnad) . . 66

Nekaj o drugem Keplerjevem zakonu — On the second Kepler law (Marijan
Prosen) . . A INN (v)

Domače vesti — Home news
Komisija za tisk DMFA SRS v letu 1984 (Edvard Kramar, Ciril Velkovrh) ... 15

Finančno poročilo KT DMFA SRS (Janez Markelj, Ciril Velkovrh) . .—. 16
Prof. Jože Povšič — umrl (Ciril Velkovrh) . . nan... TT

Prvo leto sekicje za uporabno matematiko (Nevenka Gorenšček) .—. 19
Nagrade Sklada Borisa Kidriča v letu 1985 (Zbral in uredil Ciril Velkovrh) . . 81
3. jugoslovanski seminar iz teorije grafov (Bojan Mohar) . . 82

Seznam diplomantov prve, druge in tretje stopnje ter doktoratov iz matematike
in fizike v letu 1984 (Zbral in uredil Ciril Velkovrh) . . 83

Raziskovalne naloge matematičnega oddelka IMFM v letu 1984 (Zbral din prir.
Janez Rakovec) . . aa a a na... 86

Navodila avtorjem za pripravo rokopisa ——. a ana. 89
Obvestilo naročnikom (Janez Strnad, Ciril Velkovrh) . ana ar er... . . IV
Utrinek — Strokovni predmeti in fizika (Janez Strnad) aa nn. 89
Nove knjige — New Books

— (Peter Petek, Bojan Mohar, Janez Strnad, Boris Lavrič, Ciril Velkovrh, Janez

Rakovec, Janez Strnad) . . .. 46, 65, 71, 90, 93, 95, 96
Knjižna zbirka Sigma v prihodnjih letih (Ciril Velkovrh) ea... ...... 90
Šeststo največkrat citiranih fizikalnih knjig (Janez Strnad) . . ......91

Publikacije Komisije za tisk DMFA SRS v letu 1984 (Ciril Velkovrh) . ...... 94
Revije, ki smo jih v letu 1984 prejemali v zameno za Presek ter Obzornik za

matematiko in fiziko (Ciril Velkovrh) . . . .. ........ :. .. IH

Na ovitku: Udeleženci prvega srečanja sekcije za uporabno matematiko DMFA

SRS v predavalnici Oddelka za matematiko FNT (Foto Ciril Velkovrh)



Math. Subj. Class. (1980) 10B15

članek opisuje Mordellovo domnevo in omenja Faltingsov dokaz te domneve.

MORDELL'S CONJECTURE PROVED

An information on Mordell's conjecture and its proof by Faltings is given.

V letu 1983 se je razvedelo, da je zahodnonemški matematik Gerd Faltings

(roj. 1954) dokazal Mordellovo domnevo. Med drugim je s tem dosežen tudi

pomemben napredek pri reševanju Fermatovega problema. Skušajmo nekoliko

opisati, v čem je stvar.

Imejmo polinom f(x, y) s spremenljivkama x, y, koeficienti naj bodo racio-

nalna števila. Če je k Z 1 najvišja stopnja, v kateri nastopa v [(x, y) spremen-

ljivka y, je mogoče f(x, y) predstaviti v obliki

HA, y) — Dx(X) YE - Proa(E)ykA t... - pi(x) t POZ) (1)

Tu so P;(X),..., po(x) polinomi v x, ki imajo za koeficiente racionalna števila.

Polinom p,;,(X) ni identično nič, saj po privzetku y<k nastopa v f(x, y). Označimo

stopnjo polinoma p(x) z d'p. Stopnja polinoma f(x, y) je določena z največjim

od števil 09975, 0%p; - 1,..., 0%p, - k. Tako ima f;(X, y) — y? — x8 — x? stopnjo

tri, fa(X, $) — X yYt — x8y% -- y — x stopnjo šest. Če se da polinom j(x, y) izraziti

kot produkt dveh polinomov z racionalnimi koeficienti in nobeden teh poli-

nomov ni konstanta, je polinom f(x, y) razcepen. Če tak zapis ni mogoč je

polinom (x,y) nerazcepen. Ker je fs(x,y) < —2y? - (x - l)y - x —x s

— (29 - x— 1) (— y -- x), je to razcepen polinom. Polinom f,(x, y) — y? — 2x?

pa je nerazcepen. Razcepnost oz. nerazcepnost polinoma f(x, y) je odvisna od

množice, iz katere smejo biti koeficienti polinomov faktorjev. Tu smo vzeli,

da je ta množica obseg racionalnih števil. Šlo je torej za razcepnost oz. ne-

razcepnost nad obsegom racionalnih števil.

Vprašujmo po rešitvah enačbe

HX,Y) <0 tj. pr() JE... - po(A) <0 | (2)

Gre nam tedaj za pare števil x — a, y — 6, pri katerih je f(a, 8) — 0. Odgovor,

koliko je rešitev, je odvisen od obsega, v katerem smeta biti a, 6.

Hitro vidimo, da je v obsegu kompleksnih števil za (2) neskončno rešitev.

Po osnovnem izreku algebre polinom p;(x) premore 0%p;, kompleksnih ničel.

Ko vzamemo kompleksno število a, ki se ne ujema z nobeno teh ničel, in ga

namesto x vstavimo v (2), dobimo za y enačbo

f(c, Y) — 0tj. Dala) YE -... - Pola) <0 (3)

Koeficienti p;,(c), ..., pola) so kompleksna števila. Ker je py(a) -"< 0, ima enačba

(3) stopnjo k < 1. Zato obstaja vsaj eno kompleksno število 6, ki je koren

enačbe (3) in tako f(a,68) — 0. Za a so na razpolago vsa kompleksna števila

razen ničel polinoma p;,(x), ki jih je končno mnogo. Iorej ima enačba (2)

v kompleksnih številih res neskončno rešitev.
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Razmere glede števila rešitev enačbe (2) se zapletejo, če zahtevamo, naj bodo

rešitve iz kakšnega podobsega kompleksnih števil. Zanimale nas bodo pred-

vsem racionalne rešitve. Iščemo torej pare racionalnih števil x — 7, y — s, za

katere je f(r,s) — 0. V (2) imamo tedaj diofantsko enačbo, ki jo rešujemo

v racionalnih številih.

Ugotovili smo zgoraj, da ima vsaka od enačb

y? —AB— x <0 | (4)

yi -xtrI—-o (5)

y8 - xa—1I—0 (6)

v kompleksnih številih neskončno rešitev. Kako je z racionalnimi rešitvami?

Preizkus pokaže, da je za x — tč—1, y — iš — i enačba (4) identično izpol-

njena. Pri racionalnem ž sta števili x — t?£—1, y — t8 — racionalni in dajeta

racionalno rešitev enačbe (4). Torej ima ta enačba tudi v racionalnih številih

neskončno rešitev. Enačba (5) v racionalnih številih ni rešljiva; saj je za ra-

cionalna x,y zmeraj xt -- yt - 1>0. Enačba (6) premore racionalni rešitvi

x—1,y—<0in x—0, y — 1; dokazati se da, da drugih racionalnih rešitev za

(6) ni. Po teh zgledih bi se morda zdelo, da kakšne zakonitosti o številu racio-

nalnih rešitev enačbe (2) ni. Toda če polinom f(x, y) natančneje karakteriziramo,

velja zakonitost, ki jo je predvideval Mordell. To zakonitost bomo še opisali.

Enačbo (2) je mogoče tolmačiti tudi geometrično. V urejenem paru (x, Y)

realnih števil x, y gledamo točko v ravnini. Množica točk (x, y), za katere je

[(X, Y) — 0, se imenuje algebraična krivulja v ravnini. Stopnja polinoma f(x, y)

je red algebraične krivulje. Polinom f(x, y) mora seveda izpolnjevati določene

pogoje, da algebraična krivulja f(x, y) — 0 ne bo degenerirala v končno mno-

žico točk. Pogoji za obstoj implicitne funkcije že npr. zadoščajo. Če je

polinom f(x,y) nerazcepen nad obsegom racionalnih števil, pravimo, da je

algebraična krivulja f(x, y) — 0 ireductibilna.

Naj leži točka (x, yo) na ireducibilni algebraični krivulji (2). Tangenta na

krivuljo v tej točki je podana z enačbo

(y — yo) fy(Xo. Yo) -E (x — %5) fx(Xo, Yo) — 0 (

Z f,,(X0, Yo), fx(Xo, Yo) smo zaznamovali parcialna odvoda polinoma f(x, y) na y

in x v točki (%, Yo). Če je f7(X0, Yo) — 0 in f,(X0, Yo) — 0, iz (7) tangente ne do-

bimo. V takih točkah je treba posebej raziskati, kaj je s tangento. Zato so

točke, ki ustrezajo sistemu

HX, y) — 0, f(X, y) — 0, fa(X, ) —0 (8)

singularne. Dokazati je mogoče, da ima ireducibilna algebraična krivulja le

končno mnogo singularnih točk. Singularna točka (a,b) je dvojna točka, če

je vsaj eden od drugih odvodov f,,(d, 5), fxy(d, 0), f,,y(a, 0) različen od nič.

Dvojne točke so le eden od tipov singularnih točk; v splošnem nastopajo še

drugačne singularne točke. Če ireducibilna algebraična krivulja reda m pre-

more d dvojnih točk in nima nobenih drugih singularnih točk, določa število

g<— (n—lh(n—2/2—d ()

rod krivulje. Kako se izračuna rod pri krivuljah, ki imajo drugačne singularne

točke kot dvojne ali singularne točke v neskončnosti, ne bomo opisovali.
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Povejmo le, da je rod zmeraj nenegativno celo število in da ne presega

(na — l) (n — 20/2, če je n red krivulja. Zgled: Krivulje reda ena in dve nimajo

singularnih točk. Zato je po (9) njihov rod g — 0. Pri krivuljah reda tri je rod

nič ali ena. Krivulja y? — 45 -- x? je roda nič, krivulja y% — x8 —x roda ena.

Oboje ugotovimo iz (8) in (9).

Točka je racionalna, če sta njeni koordinati racionalni števili. Iskanje

racionalnih rešitev enačbe (2) se ujema z iskanjem racionalnih točk na alge-

braični krivulji f(x, y) — 0. Izhajati smemo iz privzetka, da je algebraična kri-

vulja ireducibilna. Za polinome f(x, y) velja namreč enolična faktorizacija. To

pomeni, da obstajajo do racionalnih faktorjev enolično določeni nerazcepni

polinomi z racionalnimi koeficienti g,(X,Y),..., g;(X,Y) tako, da je f(x, y) —

— £i(X, 9)... 8;(X,Y). Od tod izhaja, da je f(7r,s) — 0 le, če je vsaj eden od

faktorjev g,(r,5),..., g;(r, S) enak 0.

Ali lahko povemo kaj splošnega o racionalnih točkah na algebraični kri-

vulji?

Če je krivulja prvega reda, je f(x, y) — mx -- ny - p in koeficienti m, n, p

so racionalna števila. Enačba (2) daje premico

mx - nye-pe<0 10

Po privzetku je n < 0; za vsak racionalen x je po (10) tudi y racionalen. Na

premici (10) je torej neskončno racionalnih točk.

Pojdimo h krivuljam drugega reda. Na krožnici x? -- y? — l je npr. ne-

skončno racionalnih točk. Za racionalen t sta namreč x — (1 —:%/(1 -- fs,

— 21/(1 -- 12) racionalni števili in vstavitev pokaže, da ustrezata enačbi

x? -- y? — 1. Za krožnico x? -- y? — 3 pa se da pokazati, da na njej ni nobene

racionalne točke. V teh dveh zgledih je zajeto že vse, kar se more glede ra-

cionalnih točk na krivulji reda dve pripetiti: takih točk na krivulji ali ni ali

pa jih je neskončno. To izhaja iz dejstva: če leži na krivulji f(x, y) — 0 drugega

reda ena racionalna točka, je na krivulji neskončno racionalnih točk. Dokaz

tega dejstva je preprost. Naj bo (r, s) racionalna točka in f(r, s) — 0. Položimo

skozi točko (r, s) premico

| y — K(x —r) s (11)

s smernim koeficientom K, ki naj bo racionalno število, različno od smernega

koeficienta tangente na krivuljo v točki (7,s). Ko vnesemo y iz (11) v enačbo

](x, y) — 0, pridemo do kvadratne enačbe za abscisi presečišč krivulje s pre-

mico. Ker so vsi nastopajoči koeficienti racionalni in smo uporabili le racio-

nalne računske operacije, ima enačba racionalne koeficiente. O tej enačbi

vemo, da ima racionalno ničlo 7, saj je točka (r7,s) na krivulji in na premici.

Če pa je pri kvadratni enačbi, ki ima racionalne koeficiente, ena ničla racio-

nalna, je tudi druga ničla 7, racionalno število. To povedo npr. Vietovi obrazci.

Ker premica (11) ni tangenta krivulje, je r; »£ 7. Po (1h) je ordinata drugega

presečišča s; — k(r; —r) - s racionalno število. Torej je (rj, s;) od (r, s) raz-

lična racionalna točka na krivulji. Ker je mogoče smerni koeficient k spre-

minjati po racionalnih številih, je na krivulji res neskončno racionalnih točk.

Dejansko zajamemo na ta način vse racionalne točke na krivulji reda dve.

Pri algebraičnih krivuljah reda tri so znani primeri, ko na krivulji ni no-

bene racionalne točke, ko je racionalnih točk končno mnogo, pa tudi, ko jih
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je neskončno. Iz ene racionalne točke, ki je na krivulji, tukaj ni več mogoče

sklepati, da je racionalnih točk na krivulji neskončno. Velja pa tole: če na

algebraični krivulji reda tri ležita racionalni točki A, B in premica, potekajoča

skozi A in B, seka krivuljo v tretji točki C, je tudi točka C racionalna. In dalje:

če v racionalni točki M algebraične krivulje reda tri položimo tangento na

krivuljo in ta tangenta seka krivuljo v točki N, je tudi točka N racionalna.

Obe trditvi doženemo, ko upoštevamo, da je pri polinomu stopnje tri, ki ima

racionalne koeficiente in dve ničli racionalni, tudi tretja ničla racionalno

število.

Poglejmo, kako uporabimo gornji ugotovitvi za iskanje racionalnih točk

na krivulji reda tri.

Izhajajmo iz racionalne točke A na krivulji. Tangenta na krivuljo v točki A

v splošnem krivuljo seka, in sicer v racionalni točki B. V točki B položimo

tangento na krivuljo; v splošnem seka ta tangenta krivuljo v točki C, ki je

racionalna. Sedaj vzamemo tangento krivulje v točki C, presečišče D je spet

racionalna točka krivulje. Nato skozi točki A, C položimo premico, njeno pre-

sečišče s krivuljo je racionalna točka E. Postopek nadaljujemo in prihajamo

do novih racionalnih točk krivulje. Moglo bi se zgoditi, da se katera tako

dobljenih točk ujema s kakšno prejšnjih točk. Če z nadaljevanjem postopka

nikdar ne pridemo do samih takih točk, ki smo jih že poznali, pelje postopek

do neskončno mnogo racionalnih točk na krivulji. Ni rečeno, da smo tako,

izhajajoč iz dane racionalne točke A, dobili že vse racionalne točke na krivulji.

Morda je na krivulji racionalna točka A', ki je še nismo dosegli. Že dobljene

racionalne točke in točka A' omogočajo, da se postopek ponovi in našli bi

spet druge racionalne točke na krivulji. Če tudi sedaj še nismo zajeli vseh

racionalnih točk krivulje, je npr. na njej racionalna točka A", ki je še nimamo.

Postopek ponovimo z A" in že dobljenimi racionalnimi točkami.

Ali gre to brez kraja dalje? Ali pa je na krivulji končno mnogo racionalnih

točk A, A',..., Al), da, izhajajoč iz njih po opisanem postopku, dosežemo vse

racionalne točke na krivulji? H. Poincarč (1854—1912) je bil prepričan, da

velja zadnje. Leta 1901 je namreč postavil domnevo: vse racionalne točke na

algebraični krivulji reda tri in rodu ena najdemo, ko izvedemo opisani po-

stopek na končno mnogo racionalnih točkah krivulje. Resničnost te Poinca-

rčjeve domneve je dokazal leta 1922 L. J. Mordell (1888—1972).

V množici točk G, ki sestavljajo krivuljo reda tri in rodu ena, je mogoče

vpeljati neko binarno operacijo. Pokaže se, da je G za to operacijo komuta-

tivna grupa, racionalne točke krivulje pa dajejo podgrupo G; v G. Poincarčjevo

domnevo in ustrezni Mordellov izrek je sedaj mogoče povedati takole: grupa

G, je končno generirana.

V objavi dokaza Poincarčjeve domneve je Mordell izrekel novo domnevo:

na algebraični krtvulji roda g — 2 leži samo končno mnogo racionalnih točk.

Da to drži, je dognal Faltings. (Dokazal je neke domneve iz algebraične geo-

metrije in iz njih izpeljal resničnost Mordellove domneve.)

Matematiki so se precej ukvarjali z Mordellovo domnevo že pred Falting-

som. Tako je C. L. Siegel (1896—1981) leta 1929 ugotovil, da je na algebraični

krivulji roda g < 1 samo končno mnogo celih točk, tj. takih, katerih koordinati

sta celi števili. To Siegelovo odkritje je podpiralo Mordellovo domnevo, do-

kazovalo je seveda ni. V splošnem se namreč iz števila celih točk krivulje ne
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da sklepati na število racionalnih točk krivulje. Pozneje so Mordellovo dom-

nevo posploševali in so v tej smeri marsikaj dosegli. Vendar glede prvotne

Mordellove domneve vse do Faltingsa ni bilo pravega napredka. Navedirno

nekaj izjav, ki o tem govore.

Mordell sam je leta 1969 zapisal: »Domneva je v preteklih letih zahtevala

dosti naporov, a je še zmeraj nedokazana. Tudi ni znanih veliko netrivialnih

zgledov zanjo...« Deset let pozneje beremo pri P. Ribenboimu: »Upravičeno

se zdi v tem trenutku dokaz Mordellove domneve še zelo daleč.« In leta 1981

piše Hi. Kraft: »O tej Mordellovi domnevi je komaj kaj znano...«

Zato je Faltingsovo dognanje vzbudilo med matematiki veliko pozornosti.

Pa tudi v nematematičnem svetu. Tu pač zaradi neke posledice za Fermatov

problem.

P, Fermat (1601—1665) je trdil, da enačba

Xn - Yn — Zn (12)

za n — 3,4, 5,... ni rešljiva v celih, od nič različnih številih. Trditev so doslej

dokazali za vse eksponente m, ki so deljivi s štiri ali z lihim praštevilom pod

125 000. Ali trditev drži za vse n %— 3, ni znano. Pač pa iz resničnosti Mordellove

domneve izhaja, da ima enačba (12) za n < 4 kvečjemu končno mnogo rešitev

v tujih, od nič različnih celih številih. Ta ugotovitev pove seveda veliko manj,

kot je zatrjeval Fermat. Do nje pridemo takole.

Algebraične krivulje, podane z enačbo

xn tyno] | (13)

za n — 1, 2, 3,..., imenujemo Fermatove krivulje. Te krivulje so ireducibilne

in po (8) brez singularnih točk. Za njihov rod po (9) izračunamo g — (n—1)

(un — 2)/2, tako da je g — 3 pri n Z 4. Upoštevajmo resničnost Mordellove dom-

neve, pa vidimo, da na Fermatovi krivulji reda n > 4 leži le končno mnogo

racionalnih točk. (Po Fermatu so edine racionalne točke na krivulji (13) pri

n — 3 presečišča s koordinatnima osema.)

Če cela od nič različna števila X, Y, Z izpolnijo enačbo (14, je (X/Z)" -

-- (/Z;jn — 1 in (X/Z, Y/Z) je racionalna točka na Fermatovi krivulji (13).

Vemo, da je na Fermatovi krivulji pri x > 4 le končno mnogo racionalnih točk.

To pomeni, da more imeti enačba (12) pri n > 4 le končno mnogo rešitev

v tujih celih od nič različnih številih X, Y, Z.

Preden je bila Mordellova domneva dokazana, so dajale Fermatove krivulje

tistih eksponentov m, za katere se je vedelo, da zanje drži Fermatova trditev,

slavne zglede, ki so domnevo potrjevali.
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O RELATIVNI FREKVENCI POLNIH KVOCIENTOV

VERIZNIH ULOMKOV

PETER PETEK

Math. Subj. Class. (1980): 10 F20, 10 F40, 10 K 05

Zvezno porazdeljeno slučajno spremenljivko na intervalu [0,1] razvijemo v ve-

rižni ulomek. Dobimo zaporedje slučajnih spremenljivk na istem intervalu. Že

Gauss je poznal limitni porazdelitveni zakon, ki je logaritemski. V članku je dan nov

dokaz izreka.

ON THE RELATIVE FREOUENCY OF COMPLETE OUOTIENTS

OF CONTINUED FRACTIONS

A continously distributed random variable over the interval [0, 1] is expanded

to a continued fraction. A series of random variables on the same interval is ob-

tained. Gauss already knew the logarithmic distribution law. A new proof of the

respective theorem is given.

Naj bo X slučajna spremenljivka, zvezno porazdeljena na intervalu [0, 1]

z verjetnostno gostoto p(x). Slučajno spremenljivko razvijemo v enostaven

verižni ulomek, tj. definiramo zaporedje naravnih števil a, in slučajnih spre-

menljivk X;e (0, 1]: |

X;—<X, a,<[Xxi], Xpiu — Xi —a; (1)

Običajno imenujemo X;, k-ti polni kvocient, a;, pa k-ti delni kvocient veriž-

nega ulomka. Seveda sta za vsak k tako X;, kot a;, slučajni spremenljivki, X;

je zvezno porazdeljena na intervalu [0, 1] z verjetnostno gostoto p;(x), a; je

porazdeljena diskretno. Že Gauss je poznal naslednji rezultat:

lim 9;(x < ((1 -- x ln 2)! (2)
k—co

V nekem pismu Laplaceu je to omenil, ni pa navede] dokaza. Prvi je re-

zultat dokazal Kuzmin in o tem poročal na mednarodnem matematičnem kon-

gresu leta 1928 v Bologni. Leto kasneje je, ne da bi vedel za Kuzminov dokaz,

po svoje dokazal isti rezultat francoski matematik Levy. Nekaj podobnega se

je pripetilo tudi meni. Nisem vedel ne za Gaussov rezultat ne za Kuzminov in

Levyjev dokaz in sem po svoje prišel do (2) ter našel dokaz, ki ga v nadaljnjem

navajam.

Najprej poiščemo zvezo med verjetnostno gostoto p;(X) in verjetnostno go-

stoto py--4(X).

Trditev 1. Verjetnostna gostota slučajne spremenljivke X;,, se izraža z ver-

jetnostno gostoto slučajne spremenljivke X;, po formuli

— 1
PG) — > (A pi ( (3)

n - x

n—]
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Res: vzemimo 0 < x < 1 in izračunajmo verjetnost, da je X;,j, < X:

P(X,44 < X) — P(X,yri —a;, < x)

Ker je lahko a;, — n — 1,2,3,... je zgornja verjetnost enaka vsoti

1
je.e) CO 4)

x, POO< Xyi—n<x < $ ( pr) di

nu<—] nu -l 1|

nu J-x

in verjetnostna gostota P;,-.1(X) je odvod te vsote

Pr:16) - > a aršee |
n - x

nu —l

Poglejmo zdaj prostor vseh po Lebesgueu integralnih funkcij nad našim inter-

valom .£! [0, 1]. Verjetnostne gostote so iz tega prostora. Formulo (3) lahko

opišemo tudi tako, da definiramo linearni operator A: 4! -> /!

A f(x) -> in bxjof (: - J 4)
n<—]

Krajše bi zdaj povedali trditev 1 takole: A p;, — P;ai.

Seveda pa operator A ni definiran le na verjetnostnih gostotah, ampak na vseh

funkcijah iz .£!. Funkcija iz £! je verjetnostna gostota, če je (1) pozitivna in

(2) ima normo 1. Množico vseh pozitivnih funkcij iz £! bomo označili s P.

Ugotovimo zdaj tri važne lastnosti operatorja A

Trditev 2.

(i) A ne povečuje razdalje v £i: JAf—Agj s (f—gi

(ii) A ohranja množico pozitivnih funkcij, ohranja pa tudi normo teh funkcij:

feF >AfeFin JAfi — Ji]

(iii) Verjetnostna gostota po — ((1 -- x) In2)-1 je negibna točka operatorja A:

A po — Pe
Dokaz: Normo računamo v /£l z integralom absolutne vrednosti, zato je

1

]-eaz(— ) as s
X nu -— x

ja—asi- | NERNJE

-[> m obasi(—J—e(— ) |e -Š ji Ht) — g(t)| dt —

o

n-I
1

— | f() — Ed — |F—el
0

1
Tu smo vpeljali spremenljivko ft —

n - x
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Prvo lastnost smo tako preverili. Druga lastnost obravnava pozitivne funkcije.

Iz definicije operatorja A neposredno sledi, da je A f(x) pozitivna funkcija, če

je f pozitivna. S podobnim računom kot zgoraj preverimo še, da ohrani normo:

jari | edaa(i) s- [jo de — |]

V zapisu tretje lastnosti smo očitno dodali faktor (ln 2)! le zato, da imamo

opravka z verjetnostno gostoto. Ker je operator A linearen, bo dovolj, če po-

kažemo, da ohrani f(x) — :

1-x

Ji 1 -: 1
A f(x) -in - x)-?. — —

1 n -x (in -xt-h
n<—] 1-t n—]
co n -- x

1 1 l
x — — f(x)

n-x nJ-x-1]l 1x

n—]

S tem so vse tri lastnosti dokazane.

Naj bo zdaj a 1; označimo s g, e.£' [0,1] funkcijo g,(X) — (a - x)-,

z M c £' pa podprostor, ki ga sestavljajo vse funkcije oblike

ž, C; da, (x)

kjer zgornja vrsta konvergira absolutno v normi .£! [0,1].

Trditev 3.A /Zc 4

Res, izračunajmo namreč A g,:

CO CO

A 44) -m daja -> h -— aa dne (a)
n<l

2

(a -- | n—]l a? (s r—EX nu —]l
nu - x a

Trditev 4. Obstaja tak podprostor, gost v .£!, da za vsak element f tega pod-

prostora obstaja naravno število 4, za katero je Akf c./.

Dokaz. Najprej pokažimo, da nekatere stopničaste funkcije po nekajkratni

uporabi operatorja A pripeljemo v ./. Naj pomeni r«,,g, karakteristično funk-

cijo intervala [4, 8], tj.

| l a<x<B

Za a In 6 bomo vzeli racionalni števili.

Oglejmo si razvijanje realnega števila xec [0, 1] v enostaven verižni ulomek.

(glej [3] ali [4]).

40



1

1
mg - —

kar lahko krajše zapišemo

X zz [0, m, ma, ....]

1 1
Prvi delni kvocient m; pove, da leži x na intervalu ( , J Interval [0, 1]

my, 1 44ŠI

razdelimo na števno podintervalov glede na prvi edini kvocient prvega reda. Če

poznamo še drugi delni kvocient m3, vemo, na katerem podintervalu drugega

reda leži x. Intervale drugega reda delimo naprej na intervale tretjega reda

itd. Če imamo npr. 41, — 2 in m; — 5, vemo, da leži x na intervalu drugega reda

5. 6

Eaok
itd... itd.

o ri— h Hi o-— o | U |—— o
11 1 |

0 i5E 3 Ž 1 3 EM z S tu z
intervali prvega reda intervali drugega reda

Slika 1

Interval k-tega reda je potemtakem interval [a, 6), kjer je

a — [0,m,, ma,... My], B<[0,m;,m,... m;, - 1] (5)

Tu pravzaprav ni važno, da je interval na enem koncu odprt, na drugem pa

zaprt, saj je njegova karakteristična funkcija r,, z, iz .£1, kjer pa ni važno, če

vrednost funkcije spremenimo v eni točki.

Pokažimo, da po k-kratni uporabi operatorja A na funkcijo 7,,,5; dobimo

Ak Via, B) S C Ga (6)
Najprej izračunamo A r«, g)

A re, (8) <

a S < B
n - x

| >nkaži
a B

l ,2x2.—n
a P

Ker pajeO<xs< lin

1] l

a 1

mn;
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1

m;,-1

dobimo od nič različen sumand le, če je m — m,;. Tako je

A Via, p) S (My EH XJT? Te, 5,

v — [0, io, IH3,... M;|, O — [0, mg, M3,... TH; te 1]

Dobljena funkcija je torej oblike g,Y«,,g), zato izračunamo, kaj dobimo, če

spet uporabimo operator A.

co 1 ce

A(da V, p)(8) in jajo (a f
n -— x

nu —1

kjer seveda spet dobimo vrednost, različno od nič le za a <
1

n - x

račun kot zgoraj nas prepriča, da je to mogoče le za x — m;; če še zmnožimo

dvojne ulomke, imamo

< 6. Isti

1

A(da s, p) — 7 o. Toai bsmit-

1 , 1 1 1
V zadnjem koraku je ,— —in B — ———, tako da iz pogoja—<n -x<-

sledi le x — m,;, X pa je poljubno število med 0 in 1.

Našli smo torej, da je po k korakih — po k-kratni uporabi operatorja A —

funkcija r«,, ;, prešla v C. g,, kjer je pač C neka konstanta in

1
mp g Tr —

1

Ca!

Iz funkcij 7«,,g, —a in B sta kot zgoraj krajišči intervala k-tega reda —

sestavimo s končnimi linearnimi kombinacijami prostor .f stopničastih funk-

cij. Seveda so naše stopničaste funkcije le tiste, ki so linearne kombinacije

karakterističnih funkcij zgornjih intervalov.

Znano je, da je množica vseh stopničastih funkcij gosta v £! (glej npr. [5].

Nadalje je očitno, da lahko vsako stopničasto funkcijo poljubno natančno

aproksimiramo s stopničasto funkcijo, sestavljeno iz karakterističnih funkcij
eaww va

pa lahko zapišemo kot linearno kombinacijo karakterističnih funkcij intervalov

sev ive

določenih redov. Oglejmo si za ilustracijo primer. Vzamemo interval P , zd
7

4
— — [0,1,1,3] —
fi 1
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2". 10,1,3,2,3] — :
31 esmeh

to uro Z] Jd- uni -- m] -- -i lO: 3— coo|—i——- OO
CD? sma C

DO O vis

gi O oj

Na sliki 2 je narisan najprej interval prvega reda B i, znotraj katerega sta
Day ve

ge v uve 3. 4
drugega reda narisali še dve delišči tretjega reda — in —. lorej moramo vzeti,

| 4 24 2. Z — 12 3da pokrijemo interval E il najprej interval drugega reda E h in do levega
4 3 [3 2

oglišča še dva intervala tretjega reda E s in 5 3! Interval drugega reda je

povečano narisan na 2b z nekaj delilnimi točkami tretjega reda. Da ni treba

vo. z 3, 10 ve
vzeti neskončno intervalov tretjega reda od — do —., vzamemo rajši ves interval

4 13

3 4]. as 1 4] . [10 7 s
—,—| in odštejemo intervala |—,—| in |—,—|, potem pa pogledamo še na
4 5 9 5 13 9

x x 2 1017] . pi7 24
povečano sliko 2c in dodamo še intervala | —,—| in |—,—|.

13 22 22 31

Tako imamo končno:

2Ee BA Ee ENE ME Ee ea a Ku LE
7 31 3 4 5 3 1 5 4 5 9 5 13 9 13 22 22 31

Seveda ustreza tej predstavitvi intervala predstavitev njegove karakteristične

funkcije.

Naj bo zdaj f e S stopničasta funkcija, tj.

f— >, C(a,B) .Yia,B)
(a, B)

in k maksimalni od redov intervalov (a, 6).

Dokazali smo že, da vsako funkcijo r«,g po največ k korakih pripeljemo v ./,

po trditvi 3A./ c ../ inzato Akj c ./.

Lastnost (i) v trditvi 2 pomeni tudi zveznost operatorja A, zato bo dovolj po-

kazati Gaussov rezultat (2) za stopničaste funkcije, ki so goste v £!. Ker pa

vsako stopničasto po nekaj korakih pripeljemo v ./, bo dovolj dokazati
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Trditev 5. Za vsako funkcijo f e./ velja

lim Akf — —'(l x- (7)
kos ln 2

kjer je K(f) neka konstanta, odvisna od f.

Dokaz. Funkcijo f najprej predstavimo kot f — f" -- f«, kjer je f" vsota vseh

tistih členov v predstavitvi

f — Ž, Ca) da
a

za katere je C(a) > 0, f- vsota vseh tistih členov z negativnimi koeficienti C(a).

Ker je operator A linearen, zadošča dokazati trditev le za f"', tedaj za vse

funkcije, ki so linearne kombinacije funkcij g, s pozitivnimi koeficienti. Naj bo

f taka funkcija.

(x) < x C(a (x taj?, C(a) >0 (8)

Ta funkcija je pozitivna, njena norma je enaka

SR. Ca) hli-> Zi 9)
a

Hkrati je odvedljiva:

J(x) < —22((8 (x t a
a

Odvod lahko ocenimo po absolutni vrednosti

A 2 C(a) aa - h <4. C(a) —4 10rei-> 5 (a -- x) — Ž ab udi ii
da di

ala t- lh

(a -- x)

Zapišemo funkcijo f kot vsoto

Tu smo ocenili kvocient ob upoštevanju, da jea Z 1.

HK) — - tr £(X) B>O0, gi) 20 (11)
1--x

kjer izberemo B čim večji, tj. B — B(f) — min (1 -- x) f(x). Iz lastnosti (ii) in

0<x<1

(i11) operatorja A sledi, da je B(Af) < B(f). Zaporedje B(Ak fh — B; je nepada-

joče, navzgor je omejeno z li , kar lahko hitro izračunamo. Zato ima limito
D — Dih) ln 2

D — lim B(A< f) — lim 5; (12)
kos k-»co

Pokazali bomo, da je omenjena zgornja meja m tudi natančna zgornja meja,
tj. limita D našega zaporedja. ln 2
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Pa recimo, da je D< II
B;, > D—« in funkcija ln 2

Ba(X) — AS f(x) — B;/(l -b x) (13)

. Za vsak s .>0 obstaja tak indeks K, da je

ki ima normo večjo od |if|| — D .in 2, odvod pa absolutno manjši od 4/[f/|.

Funkcija g;, ima natančno zgornjo mejo M x |£x| > (jh —D.in2, ki jo

zavzame, recimo, v točki c. Zaradi absolutne omejenosti odvoda funkcija g,;

vsaj na intervalu [ — a c -- UH ii ni manjša od > Če izberemo dovolj

velik z lahko na tem CZ a demo nekaj intervalov reda n tako, da je
njih skupna dolžina večja od polovice dolžine intervala II Naj bo /(x) ka-

rakteristična funkcija te unije intervalov. Potem je seveda

8x(X) Z zle (14)

Po mn-kratni uporabi operatorja A na karakteristično funkcijo pridemo v ./:

A" h(X) — S) vale -b a?
di

M
Norma te funkcije je enaka žu ya/(A(a -- h) in je večja od Sji saj operator A

ohranja normo pozitivnih funkcij. Iz istega razloga je tudi
M v—

An gif) 2 male aja (15)
da

Zato lahko ocenimo

144 g)2(44a— ze kar> Koža
a(a )

re >> č., Va > el>

) a -t- x a(a - h pir
ad

Tako lahko po n korakih povečamo B, vsaj še za zalij

?

32)

Ker lahko izberemo z poljubno majhen, že imamo protislovje, ki pove, da

je D< nk To seveda velja za funkcijo, ki ima koeficiente C(a) vse pozitivne.
n

Če pa je, kot smo na začetku dokaza zapisali, f — f"' - f«, je jasen tudi pomen

konstante K(f) v trditvi:

45



K — |f'|— HI — 4) di

Irditek je dokazana, z njo vred pa tudi

Izrek: Za vsako funkcijo f c L'1[0, 1] velja

1

1
lim AK f(x) — b dtkao Ko TETI

0
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NOVE KNJIGE

Grasselli J., Diofantske enačbe, Društvo matematikov, fizikov in astronomov

SRS 1984, 108 str. (Knjižnica Sigma; 38).

Teorija števil je ena najstarejših matematičnih disciplin. Človeški duh se je

že od nekdaj rad igral s števili, iskal zveze med njimi, iskal zakonitosti. In

posebnemu področju teorije števil, diofantskim enačbam, je posvečena Gras-

sellijeva knjiga. Grški matematik Diofant je bil med prvimi, ki je sistematično

raziskoval rešitve enačb s celimi števili. Od stare dediščine največ dolgujemo

seveda helenski tradiciji, reševali pa so diofantske enačbe tudi drugi stari

narodi, npr. Indijci in Kitajci.

Grasselli obravnava tri sklope enačb: linearne, kvadratne in Fermatovo

(Pellovo). Knjigo bo lahko bral vsak srednješolec, ki ga zanima matematika,

saj ne zahteva posebnega predznanja, razen morda v nekaterih poglavjih, ki so

označena z zvezdico. Posebna odlika knjige so dobro izbrane naloge, ki sledijo

vsakemu razdelku, pa še precej jih je. Tako si bo učenec, ki bo resno predelal

knjigo, pridobil kar solidno znanje.

O diofantskih enačbah je bilo doslej napisanih nekaj člankov v Obzorniku

in Preseku, nekaj najdemo v Plemljevi Algebri s teorijo števil in Vidavovi

Algebri. Grassellijeva knjiga je prva sistematična obravnava tega področja

v slovenščini.

Peter Petek
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V članku je podan pregled metod za reševanje sistemov linearnih enačb. Obrav-

navani sta apriorna in aposteriorna ocena za napako in opisane glavne značilnosti

direktnih in iterativnih metod, Posebej je omenjeno iterativno izboljšanje natanč-

nosti približne rešitve, izračunane z direktno metodo. Na koncu je na kratko opisano

reševanje predoločenega sistema linearnih enačb po metodi najmanjših kvadratov.

OF LINEAR EOUATIONS

In this paper a survey of methods for the solution of systems of linear eguations

is given. A priori and a posteriori bounds for the error are treated and the main

characteristics of direct and iterative methods described. The iterative refinement

of an approximate solution obtained by a direct method is mentioned separately.

At the end the least sguares solution of an overdetermined system of linear egua-

tions is briefly described.

1. Uvod

Reševanje sistemov linearnih enačb je zelo pogosta pomožna naloga pri re-

ševanju mnogih tehniških, ekonomskih ali statističnih problemov. Samo v nu-

merični analizi (glej [2]) naletimo na reševanje sistemov linearnih enačb pri

računanju lastnih vektorjev matrik (ko že poznamo približke za lastne vred-

nosti), pri reševanju sistemov nelinearnih enačb (ko moramo, npr. pri New-

tonovi metodi, na vsakem koraku iteracije rešiti linearni sistem), pri inter-

polaciji (ko iščemo koeficiente interpolacijske funkcije), pri aproksimaciji po

metodi najmanjših kvadratov (ko rešujemo normalni sistem enačb), pri reše-

vanju navadnih in parcialnih diferencialnih enačb z diferenčno metodo ali

s kako variacijsko metodo, pri reševanju integralskih enačb z metodo kvadra-

turnih formul ali kako drugo metodo itd.

Osnovna naloga je rešitev sistema

Ax — d, detA 0 | (1)

kjer je A dana realna kvadratna nesingularna matrika reda m in d dani vektor

iz R,. V tem primeru ima sistem natanko eno rešitev x iz R,. Če to osnovno

nalogo dobro obvladamo, lahko rešimo tudi druge naloge; omenili bomo le

nekatere najpomembnejše.

(i) Več sistemov enačb z isto matriko

Zelo pogosta naloga je rešitev več sistemov linearnih enačb z isto nesin-

gularno kvadratno matriko A:

Ax0 — d0, r—<]l,..., p

" Ta članek je nastal po predavanju, ki ga je imel prof. dr. Zvonimir Bohte na

Seminarju sekcije za uporabno matematiko pri DMFA v Ljubljani, 20. in 21. sep-

tembra 1984.
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Ta naloga je ekvivalentna rešitvi matrične enačbe

A Xx—D

kjer sta znani kvadratna matrika A reda n in pravokotna matrika D dimenzije

n X p in iščemo pravokotno matriko X dimenzije n X Pp.

(ii) Inverzna matrika

Če je A nesingularna kvadratna matrika reda m, je najceneje izračunati in-

verzno matriko A"! kot rešitev matrične enačbe

AX-—TI

kjer je Z enotna matrika reda mn. Rešiti moramo torej m sistemov linearnih

enačb

Ax0 <eno, r<1,...,n

kjer so na desni strani stolpci enotne matrike, vsakokratne rešitve sistema pa

so ustrezni stolpci inverzne matrike.

(iii) Izrazi, ki vsebujejo inverzno matriko

Naj bosta dani kvadratni matriki A in B reda n in naj bo matrika A nesin-

gularna. Vzemimo, da je treba izračunati matriki

C — A-i B

in

Namesto da izračunamo najprej A-! in nato oba produkta, je bolje prevesti

obe nalogi na problem (i). Matrika C je namreč rešitev matrične enačbe

AC-— B

matrika D — ET pa je enaka transponirani rešitvi matrične enačbe

AT E — BT

Na ta način lahko izračunamo tudi bolj komplicirane izraze, ki vsebujejo in-

verzne matrike kot faktorje, ne da bi le-te eksplicitno izračunali.

Omenimo še nekaj nalog, ki niso tako pogoste, a jih v praksi le srečujemo.

(iv) Kompleksni sistem linearnih enačb

Če so v nesingularnem sistemu enačb

Ax—-d (2)

podatki kompleksna števila, lahko zapišemo

A<B-icC (3)

d —e-if (4

Rešitev kompleksnega sistema reda m lahko prevedemo na rešitev realnega

sistema reda 2n. Iskana rešitev x je v splošnem tudi kompleksna

x —y iz (5)

48



Če vstavimo (3) — (5) v sistem (2) in izenačimo realni in imaginarni kom-

ponenti, dobimo sistem enačb

By—(z<e

ki ga lahko zapišemo v bločni obliki

B —C][yl [e 6

lc sbje ij] s
Za večino metod velja, da je bolj ekonomično kar s kompleksno aritmetiko

rešiti prvotni sistem (2), kot pa z navadno (realno) aritmetiko rešiti sistem (6).

(v) Homogen singularni sistem enačb

Če je matrika A singularna, potem vemo, da ima homogen sistem

Ax—0

vedno netrivialno rešitev x -: 0 in da je takih rešitev nešteto. Če je rang(A) —

— n — 1, potem lahko eno enačbo odvržemo, eno neznanko pustimo kot prosti

parameter in rešimo en nesingularen sistem reda m — 1 (osnovna naloga). Če

pa je rang(A) — n —mm, lahko odvržemo enačb in splošno rešitev (kot line-

arno kombinacijo m neznank) dobimo z rešitvijo m sistemov linearnih enačb

reda n — m z isto nesingularno matriko (naloga (i)). Praktične težave so v tem,

da je numerično ugotavljanje ranga matrike težka naloga; tu je ne borno

obravnavali.

(vi) Pravokotni sistem enačb

Podobne ugotovitve veljajo za sistem enačb

Ax—-d

kjer je A pravokotna matrika dimenzije n X m, d dani vektor iz R,, x pa iskani

vektor iz R,,. Tak sistem ima rešitev, če je

rang(A) — rang(B)

kjer je B pravokotna matrika dimenzije n X (m - h, ki jo dobimo tako, da

matriki A dodamo d kot (m - l)-ti stolpec. Če ta pogoj ni izpolnjen, sistem

rešitve nima. Tedaj navadno iščemo »rešitev« po metodi najmanjših kvadratov,

to je tisti x, pri katerem je vsota kvadratov razlik med levimi in desnimi stran-

mi najmanjša. O tem bomo govorili v zadnjem razdelku.

2. Apriorna in aposteriorna ocena za napako

Naj bo x rešitev realnega nesingularnega sistema linearnih enačb (h). Oglej-

mo si oceno za spremembo rešitve, če spremenimo podatke, to je matriko in

desno stran. Do takšnih sprememb skoraj vedno pride, kadarkoli podatke me-

rimo, računamo ali beremo v računalnik. Naj bo torej x -- 8x rešitev sistema

(A -86A (x -ox) —-dtad



Potem velja ocena (glej [2]) za relativno spremembo rešitve

JO Ve S JA] (ASI ALIJA, £ Jo did bid — jAS ja A (7)
če je le

joAj < WjA-j

Ocena velja za poljubno vektorsko in z njo usklajeno matrično normo, to je

tak par norm, da velja neenačba JAx| < JA; x. Najpogosteje vzamemo tele

pare:

JA; — max X [ax
1l<k<ni<l

kle- (Že). Ile-(Ž žar)
i—1 k<—

||. — Max x;, |A|. — max y la;
<i<n 1i<i<snks<l

Število

cond(A) — |A| |A-'|

imenujemo število pogojenosti (condition number) ali občutljivost sistema.

Vedno je

cond(A > 1

Kadar je to število blizu 1, pravimo, da je sistem neobčutljiv in takrat majhne

spremembe podatkov le malo spremenijo rešitev.

Sistem je v drugi normi idealno neobčutljiv, če je matrika A ortogonalna, to

je taka, da je

ATA-TI

Tedaj je A-! — ATin

JlAlje (ASE — 1
kjer je

(Ale — (max 24474)
l<i<n

spektralna norma. Takrat je (glej [2]

|Ae |A—je — m
Torej tudi v evklidski normi občutljivost tedaj ni zelo velika.

Neobčutljivi so tudi sistemi enačb z matriko, ki je diagonalno dominantna,

to je taka, da je
n

caj > ž ik i—51,...,n

PINE
za 0 < c < 1. Za take matrike velja (glej [4], str. 179)

JA. Ari, S (1 - c max 4;1/((l —c) min Ja;;)
l<i<n l<i<n

To število je zmerno veliko, če le ni c zelo blizu 1 in če so diagonalni elementi

istega velikostnega reda.
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Občutljivi so tisti sistemi, pri katerih je

cond(A > 1

Tedaj se utegne zgoditi, da majhne spremembe v podatkih močno spremenijo

rezultat.

Praviloma so občutljivi vsi skoraj singularni sistemi, ki imajo matrike

z majhno determinanto v primerjavi z elementi matrike. Isto velja za matrike,

ki imajo v kaki vrstici ali stolpcu same zelo velike ali zelo majhne elemente.

Takim matrikam pravimo neuravnotežene matrike. Zelo občutljive so Hilber-

tove matrike H,, ki imajo elemente

hy <lW(iSk—UH, i,k—<l,...,n

Občutljivost teh matrik je razvidna iz tabele 1. Te matrike ali njim zelo po-

dobne nastopajo v praksi pri aproksimaciji podatkov s polinomi po metodi

najmanjših kvadratov.

Tabela 1

H |H,, 2 H,? ja

4 155.104

1 475.108

10 160.1013

Reševanje občutljivih sistemov je naloga, ki se ji je treba izogibati. Ob-

čutljivost lahko zmanjšamo tako, da probleme primerno formuliramo. Včasih

dosežemo zmanjšanje občutljivosti s kako analitično transformacijo enačb,

včasih pa kar z uravnoteženjem enačb, tako da z množenjem enačb ali neznank

dosežemo, da niso v nobeni vrstici ali stolpcu matrike elementi, ki so po

absolutni vrednosti vsi zelo veliki ali zelo majhni.

Občutljivost danega sistema lahko eksperimentalno ugotovimo tako, da

rešimo najprej sistem z originalnimi podatki, nato pa z nekoliko spremenje-

nimi. Spremembe naredimo na tistih mestih, ki niso več zanesljiva. Če se

rešitev pri tem močno spremeni, imamo opravka z občutljivim sistemom. Če

pa je sprememba v rešitvi majhna, imamo upanje, da je sistem neobčutljiv.

Apriorna ocena za napako (7) ni direktno uporabna, saj pred računom

inverzne matrike ne poznamo. Pomaga nam le razložiti vpliv sprememb po-

datkov na rezultat.

Bolj uporabna je aposteriorna ocena za napako približne rešitve.

Naj bo x eksaktna rešitev sistema (lj). Vzemimo, da smo s katerokoli me-

todo izračunali vektor y kot približek za x. Zanima nas ocena za napako y — x.

Če vstavimo približek y v sistem (|), lahko izračunamo ostanek

r—< Ay—d

ki je nič, če je y — x. Približna rešitev y torej eksaktno zadošča sistemu

ki se od prvotnega razlikuje le v desni strani. Torej lahko uporabimo oceno (/),

v katero vstavimo 8Ax<— 0 in ad — r. (Tako dobimo oceno za relativno napako

približne rešitve
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ip — zlil S MA (ASI ril
Ocena za relativno napako je torej produkt občutljivosti sistema in relativnega

ostanka.

Dobljene ocene ne moremo uporabiti, če ne izračunamo inverzne matrike.

Ker praviloma tudi te ne moremo izračunati eksaktno, moramo za zanesljivo

oceno opraviti dodatne račune.

Vzemimo, da smo izračunali približno i inverzno matriko X — Ai, ki je lahko

precej grob približek. Nato izračunamo ostanek

R—<AX—I

Od tod sledi

A"4R-—- X— A-

in

X — A4 - AR

Če upoštevamo, da norma vsote ni manjša od razlike norm, dobimo oceno

| (X| Z (A, — (AE Ri Z JA | — (A-) JR)
iz katere sledi

(AS) s |X//U— |R)
če Je le

IR <1

Če torej izračunamo 7, X in R, imamo aposteriorno oceno za relativno napako

približne rešitve y v obliki

(9 — zil s JA, 1X) rud — RI)
Prav je, da omenimo, da izračun ocene zahteva veliko dodatnih operacij in

zato v praksi le redkokdaj s približkom podajamo še oceno za napako. Dosti-

krat se tudi zgodi, da je ocena preveč pesimistična.

3. Direktne metode za splošne matrike

Direktne so vse metode, ki pripeljejo do rešitve s končnim številom aritme-

tičnih operacij. Rešitev bi bila eksaktna, če bi računali z eksaktno aritmetiko.

Zaradi zaokrožitvenih napak dobimo praviloma le približek za rešitev.

Od vseh direktnih metod je najbolj znana in največkrat uporabljena Gaus-

sova metoda; njene variante imajo v literaturi (glej [3] tudi različna imena

(po matematikih Doolittle, Crout, Banachiewicz, Cholesky, Jordan itd.. Pri

vseh teh metodah je cilj prevedba prvotnega sistema (l) na preprostejši ekvi-

valentni sistem, ki je enostavno rešljiv. Ponavadi je to sistem s trikotno

matriko, le pri Jordanovi metodi ima ekvivalentni sistem diagonalno obliko.

Tu bomo omenili le osnovno varianto Gaussove metode in nekatere njene

izboljšave. S podrobnim opisovanjem algoritmov se ne bomo ukvarjali. Izpe-

ljavo in analizo metod najdemo v knjigah [3] in [9], algoritme, zapisane

v algolu, pa v priročniku [10].

Osnovna ideja pri Gaussovi metodi je v tem, da s sistematično eliminacijo

neznank prevedemo prvotni sistem na ekvivalentni sistem z zgornjo trikotno

matriko. V procesu eliminacije imamo tako n ekvivalentnih sistemov enačb
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A0 x < do, r<l]l,2, ..., n

kjer je

Ab —A, dbe-d

in

Ab —U, dnb.-— y

Tu je U zgornja trikotna matrika (u;, — 0, t>khk).

Matrika A() ima obliko

A) -| AN im
O | A, n—r-l

r—l n—r-1

in je že zgornja trikotna v prvih r — 1 stolpcih in prvih r vrsticah. Na r-tem

koraku obravnavamo samo matriko A, reda n —r - l v desnem spodnjem

vogalu. Pogoj za izvršljivost metode je, da so vsi pivotni elementi a,,0), r — 1,

..., n različni od nič. Na r-tem koraku eliminacije (r — 1,.. ., mn— |) pomno-

žimo r-to vrstico s kvocientom

,, — a;D/a,,) (8)

in jo odštejemo od i-te za vsak i— r -- 1,..., n. Tako dobimo elemente nasled-

njega sistema

aj, — aj) a l,, a,y), k — pr -e 1, ..., HM

d,rtbh — dAa — 1d, (9)

Če iz kvocientov (8) oblikujemo spodnjo trikotno matriko Ll;, — 0, t < k)

z enojkami na diagonali (;;< 1, i<— 1,..., m), iz elementov pivotnih vrstic pa

zgornjo trikotno matriko U(u,;, — aj), i < k; u;, — 0, 1> k), se izkaže (glej

[2), da velja

A—LU (10)

in da je vektor y(y; — d;0,i— 1,..., m) rešitev spodnjega trikotnega sistema

Ly<—d (11

Tako je treba rešiti le še zgornji trikotni sistem

H

a (n— bI ja) [su Z —<H, n —1, 4 0 03 1
jsid1l

po formulah

Če pomnožimo enačbo (12) z L in upoštevamo zvezi (10) in (1h, vidimo, da

dobljeni x res reši prvotni sistem (l).

Gaussova metoda ima torej tri glavne dele: trikotni razcep matrike (10),

rešitev spodnjega trikotnega sistema (11) in rešitev zgornjega trikotnega si-

stema (12).

Glede eksistence in enoličnosti trikotnega razcepa (10) velja: Če so vse

vodilne podmatrike matrike A nesingularne, trikotni razcep obstaja. Če obstaja

trikotni razcep nesingularne matrike A — L U, potem sta trikotna faktorja L in

U enolično določena.
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Oglejmo si še ekonomsko plat metode (glej [12]. Za razcep (10) moramo

opraviti m3/3 — n/3 množenj ali deljenj. Rešitev spodnjega trikotnega sistema

(11) zahteva nž/2 — n/2 množenj, rešitev zgornjega trikotnega sistema (12) pa

še n deljenj več. Za rešitev sistema (1) moramo torej opraviti n3/3 -- n? — n/3

množenj ali deljenj in približno toliko seštevanj ali odštevanj.

Če imamo m sistemov linearnih enačb z isto matriko A

AX-—D (13)

najprej matriko razcepimo v produkt (10) in nato rešimo m parov trikotnih

sistemov

LY-—D

in

UX—Y

ki smo jih zapisali v matrični obliki. Za rešitev te naloge je treba opraviti

nš/3 -- m n'— n/3 množenj ali deljenj (odslej operacij).

Če hočemo izračunati X — A?!, matriko A najprej razcepimo v produkt (10),

nato pa rešimo m posebnih parov trikotnih sistemov

LY-—I

in

U X— Y

ki so tudi zapisani matrično. S tem smo rešili problem (13), kjer je D<— I

enotna matrika. Če se izognemo trivialnim operacijam (množenju z 0 ali de-

ljenju števila 0), je za izračun inverzne matrike treba opraviti natanko ns

Operacij.

Osnovna varianta Gaussove metode ni vedno izvršljiva, saj je lahko kak

a,;,0 — 0. Tudi numerično stabilna ni, saj lahko pride do poljubno velikih za-

okrožitvenih napak. To se zgodi navadno takrat, kadar je kak pivotni element

a;,W po absolutni vrednosti zelo majhen, kar povzroči veliko rast elementov

in s tem rast zaokrožitvenih napak. Temu se izognemo s pivotiranjem.

Pri delnem pivotiranju (glej [9] na r-tem koraku izberemo za pivot abso-

lutno največji element v prvem stolpcu matrike A,. Z zamenjavo r-te vrstice

z ustrezno vrstico dosežemo, da pride ta element na prvo mesto. Če sedaj

izvršimo eliminacijo, opazimo, da so vsi kvocienti l;, po absolutni vrednosti

omejeni z 1. Pri tem pride do razcepa

PA-LU, il, <1

ki vedno obstaja, če je le A nesingularna matrika. Tu je P permutacijska

matrika, ki jo dobimo iz enotne matrike 7, če tudi v njej sproti zamenjujemo

istoležne vrstice kot v tekoči matriki AW). Reševanje sistema (l) razpade tako

na dva trikotna sistema.

Ly —< Pd

in

U x< y
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Ta metoda zahteva približno n?/2 seštevanj ali odštevanj več, a je numerično

stabilna (glej [9]. Dokazati se namreč da, da je za aritmetiko s premično piko

(floating point) izračunani x točna rešitev nekega perturbiranega sistema

(A £ oA)x—< d (14
kjer velja ocena

|OAj scen? gu (15)

Tu je c konstanta velikostnega reda 1, ki je odvisna od norme in tehnike oce-

— njevanja, Število g je največji element v procesu

— max max aj;,)

I<r<n rsi,k<n

u pa osnovna zaokrožitvena napaka, to je največja relativna napaka pri eni

aritmetični operaciji. Za večino računalnikov je

[be , Pri rezanju
u —

| bi-t/2, pri zokrožanju

kjer je Db osnova številskega sistema (navadno 2 ali 10), £t pa število mest

v mantisi.

Če vpeljemo rast elementov R z enačbo

R — g/ max a;

l<i,ks<n

lahko v splošnem dokažemo, da je za delno pivotiranje (glej [8])

R < 2n-l (16

Obstajajo matrike, pri katerih res lahko pride do eksponentne rasti elementov,

kar pomeni, da je Gaussova metoda z delnim pivotiranjem potencialno ne-

stabilna. V praksi je takšna rast elementov zelo redka.

Rast elementov je mnogo bolj omejena pri kompletnem pivotiranju, pri

katerem na r-tem koraku izberemo za pivotni element absolutno največji

element v celi preostali matriki A,. S primerno zamenjavo dveh vrstic in dveh

stolpcev (preimenovanjem neznank) v matriki A lahko dosežemo, da pride

na prvo mesto ta dominantni element. Po eliminaciji so spet vsi kvocienti po

absolutni vrednosti omejeni z 1. Sedaj pride do razcepa

PAO-LU, ll <1 (17)

kjer je tudi O permutacijska matrika, dobljena iz 7! z ustreznim zamenjeva-

njem stolpcev. Reševanje sistema (1) ima po razcepu (17) še tri dele

Ly <Pd

Uz<— y

x — Oz

Zadnji del pomeni le, da moramo dati izračunanim neznankam prava imena.

Ta metoda zahteva približno n3/3 seštevanj ali odštevanj več in je zato precej

bolj zamudna. Dokazati se da (glej [8]), da za kompletno pivotiranje velja isti

rezultat (14) z oceno (15), le da je rast elementov znatno bolj omejena, kot kaže

ocena (16) za delno pivotiranje.
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Še vedno nedokazana domneva je, da za kompletno pivotiranje velja

R<n

kar bi pomenilo, da je Gaussova metoda s kompletnim pivotiranjem nu-

merično stabilna. V praksi se ta metoda zaradi večjega števila operacij le

redko uporablja.

Še redkeje se uporabljajo druge direktne metode; na kratko bomo omenili

le razred ortogonalnih metod.

Pri teh gre za razcep matrike

A —<O0U

kjer je O ortogonalna matrika OT O — Tin U zgornja trikotna matrika. Sistem

(l) rešimo v dveh korakih

Oy—d

ali

y — 0Td
in

Ux<— y

Najbolj znani ortogonalni metodi (glej [9]) sta Givensova, kjer dobimo

matriko O kot produkt n(n — l)/2 elementarnih zasukov (s približno 4 n3/3

operacijami), in Householderjeva, kjer dobimo O kot produkt n — 2 elementar-

nih zrcaljenj (s približno 2 n/3 operacijami). Za obe metodi se da dokazati

numerična stabilnost. Prednost pred Gaussovo metodo je v tem, da ortogonalni

razcep vedno obstaja in da elementi ne rastejo, s tem pa so tudi omejene za-

okrožitvene napake. Zaradi večjega števila operacij se ortogonalne metode —

kot rečeno — le redkokdaj uporabljajo za reševanje osnovne naloge (1).

4. Direktne metode za posebne matrike

Pri reševanju mnogih praktičnih problemov ima matrika A kako posebno

dodatno lastnost ali strukturo, ki se da uspešno izkoristiti za to, da bodisi

zmanjšamo število operacij in s tem skrajšamo računski čas bodisi zmanjšamo

zasedbo spomina v računalniku in s tem omogočimo reševanje sistemov večjih

redov. Tu bomo našteli najpogostejše takšne primere in omenili, kako lahko

pri Gaussovi metodi upoštevamo te posebnosti. Podobne ugotovitve veljajo

tudi za druge direktne metode.

(1) Diagonalno dominantne matrike

Naj bo A nesingularna diagonalno dominantna matrika po stolpcih, to je,

naj velja

isl

izdek

Wilkinson (glej [8]) je dokazal, da se diagonalna dominantnost v toku Gaussove

eliminacije ohranja. To pomeni, da so vse matrike A, tudi diagonalno domi-

nantne. Obenem je dokazal, da je rast elementov omejena z 2:

R<2
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Od tod sledi, da je osnovna varianta Gaussove metode (brez pivotiranja) za

diagonalno dominantne matrike numerično stabilna.

(ii) Simetrične matrike

Če je matrika A simetrična AT — A, lahko shranimo v spomin samo en tri-

kotnik (zgornji ali spodnji) te matrike, torej lahko prihranimo približno po-

lovico prostora v spominu. Hitro se da videti iz formul (8) in (9), da se sime-

trija v toku Gaussove eliminacije ohranja, torej da so vse matrike A, tudi

simetrične. To pa pomeni, da je dovolj, če izračunamo le en trikotnik tekočih

matrik A, in s tem zmanjšamo število aritmetičnih operacij skoraj za polovico.

Če obstaja razcep nesingularne simetrične matrike

A<LU

potem sledi iz izreka o enoličnosti razcepa, da je med trikotnima faktorjema

zveza

U.-— DKLT

kjer je D diagonalna matrika

D — diag(u;)

Žal simetričnost sama še ne zagotavlja numerične stabilnosti Gaussove metode.

Če nimamo dodatnih lastnosti (npr. diagonalne dominantnosti ali pozitivne de-

finitnosti), je najbolje, da se simetriji odpovemo in rešimo sistem z Gaussovo

metodo z delnim pivotiranjem; pri tem pa se seveda simetrija pokvari. Tako

ni nobenega prihranka ne prostora, ne časa.

(iii) Pozitivno definitne matrike

Simetrične matrike, ki niso pozitivno definitne, v praksi le redko nastopajo.

Naj bo sedaj A simetrična pozitivno definitna matrika: AT — A in xsTAx>0

za vsak x x 0.

Wilkinson (glej [8]) je dokazal, da se v toku Gaussove eliminacije pozitivna

definitnost ohranja, torej da so vse matrike A, tudi pozitivno definitne. Ob-

enem je pokazal, da elementi ne rastejo, torej da je

R—-1

Osnovna varianta Gaussove metode je torej numerično stabilna. Iz izreka

o eksistenci trikotnega razcepa sledi, da za pozitivno definitne matrike trikotni

razcep vedno obstaja. Vse vodilne podmatrike so namreč tudi pozitivno de-

finitne in zato nesingularne. Zato velja

A—<LU-< LDLT

Izkaže se, da ima diagonalna matrika D pozitivne elemente. To pa pomeni, da

obstaja razcep

A — VTV (18)

kjer je

V — DW2 LT

in seveda vzamemo pozitivne vrednosti kvadratnih korenov. Pozitivno definitna

matrika se da razcepiti v produkt dveh trikotnih matrik s pozitivnimi diago-

nalnimi elementi, od katerih je prva enaka transponirani drugi.
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Razcep (18) se da izvesti direktno z algoritmom (glej [2]:

1—1,...,n

f i—1 1/2

Vi; — (ai —> vir)
jsl

N

isl

i—1 N

Vip — (s — x V;; vn) [a k—-i- 1, ..., HM

ki ga imenujemo metoda Choleskega.

Če ne vemo naprej, ali je matrika A pozitivno definitna, lahko z enim od

algoritmov poskusimo matriko razcepiti. Če dobimo trikotni razcep po Gaus-

sovi metodi z zgornjo trikotno matriko, ki ima pozitivne diagonalne elemente,

ali trikotni razcep (18) po metodi Choleskega z realno matriko V, je matrika A

pozitivno definitna, sicer pa ne.

(iv) Pasovne matrike

V praksi zelo pogoste so pasovne matrike ((2 p -- 1)-diagonalne), to je

takšne, da velja

Take matrike nastopajo npr. pri numeričnem reševanju diferencialnih enačb,

pri interpolaciji in aproksimaciji z zlepki, pri analizah raznih omrežij in po-

dobnih problemih.

Očitno je, da za take matrike potrebujemo v spominu znatno manj pro-

stora. Pri Gaussovi metodi z delnim pivotiranjem potrebujemo za spodnjo

trikotno matriko p diagonal, za zgornjo trikotno matriko pa 2 p - 1 diagonal.

Wilkinson (glej [8]) je dokazal, da je za tridiagonalne matrike (p — l) rast ele-

mentov omejena Z

R<2

Za splošni p velja ocena (glej [1])

R < 22P-!— (p— 1) 2p-?

To pomeni, da je za pasovne matrike Gaussova metoda z delnim pivotiranjem

numerično stabilna, če je p majhen v primeri z H.

(v) Razpršene matrike

Še bolj kot pasovne so v praksi pogoste razpršene matrike, to so take, ki

imajo pretežno število elementov enakih 0 (cca 909/0), neničelni elementi pa ne

nastopajo v kakem preprostem pravilnem vzorcu. Take matrike so po pravilu

zelo velike; zato je važno, da shranjujemo v računalnik samo neničelne

elemente. Pri Gaussovi metodi pa je tako, da lahko med potekom eliminacij

nastajajo iz prejšnjih ničel neničelni elementi. Zato je treba pri realizaciji

Gaussove metode za take matrike paziti na dvoje, da bo zapolnjevanje čim

manjše in da ne bo rast elementov prevelika. V zadnjem času je delo na tem

področju zelo živahno (glej [6]). Doslej znane metode so prekomplicirane, da bi

jih lahko v tem kratkem pregledu podrobno opisali.
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5. Iterativne metode

Nekateri sistemi linearnih enačb, posebno tisti, ki nastanejo pri numerič-

nem reševanju parcialnih diferencialnih enačb, so takšni, da jih ne moremo

reševati z direktnimi metodami, ker bi pri tem potrebovali preveč prostora

v računalniku, z uporabo zunanjega spomina pa bi porabili preveč časa. Če je

matrika sistema posebne vrste, potem so za reševanje primernejše iterativne

metode. Pri njih računamo zaporedne približke k rešitvi.

Oglejmo si osnovno idejo iterativnih metod. Matriko sistema enačb (1)

razdelimo na dva dela

A —- N—P

in zapišemo sistem v obliki

Nx—-Pxd-d

Izberemo si začetni približek x0) (lahko kar vektor 0) in oblikujemo zaporedje

približkov x0), r — 0,1,..., po pravilu

NxTbh —Pxo0 sd, r—0,1,... (19)

Če je det N x 0, je zaporedje x() z začetnim približkom x enolično določeno.

Na vsakem koraku iteracije moramo rešiti sistem linearnih enačb z matriko N.

Če je ta preprosta (npr. diagonalna ali trikotna), zahteva računanje enega

približka le malo operacij. In če zaporedje približkov hitro konvergira k re-

šitvi, ali če potrebujemo le majhno natančnost v rešitvi, se utegne zgoditi, da

je iterativna metoda bolj ekonomična od direktne. Če pa je matrika A tako

velika, da onemogoča uporabo direktne metode, a je po strukturi tako pre-

prosta, da je enostavno izračunati desno stran v sistemu (19) in ga rešiti, je

iterativna metoda lahko edina možnost.

Konvergenca metode je odvisna od iterativne matrike

Veljata izreka (glej [2], [5]:

(i) Zaporedje približkov x() konvergira k rešitvi x za vsak začetni približek x0

natanko takrat, ko ležijo vse lastne vrednosti matrike M znotraj enotnega

kroga.

(ii) Če je katerakoli norma matrike M manjša od 1, zaporedje x() konvergira

k x za vsak x0,

Če je izpolnjen zadostni pogoj (ii) za kako normo, potem velja za tisto

normo ocena za napako

e— zo s Ml jeo — ao pa — |M))
Oglejmo si dve konkretni iterativni metodi in eno družino takih metod.

Matriko A razdelimo na tri dele

A—<L-4D-U

kjer je L spodnji trikotnik matrike A (brez diagonale), D diagonala in U zgornji

trikotnik (brez diagonale).

(1) Jacobijeva iteracija

Pri Jacobijevi iteraciji vzamemo

N—<D, P<—i(L-UV

59



Zaporedje približkov računamo po pravilu

k<l k<itl

i—1 n

x,Yrrh — (— » A; XD) — > A;; zao) Ja t — 1, ..., HA

Zadosten pogoj za konvergenco je npr. |M(|., < 1, ki ga lahko izrazimo v obliki

aj] > X, |aix
kl
kdet

Z besedami ga izrazimo takole: Če je matrika A strogo diagonalno dominantna

po vrsticah, je Jacobijeva iteracija konvergentna za vsak začetni približek.

Ocena za napako je

Na [s — ale, S mis — ze .a)/a—m (21)
kjer je

m — maX y (Aix)) Aj; | (22)

Število operacij na iteracijo je n?, če je matrika polna. Če ima matrika veliko

število ničel, je teh operacij lahko znatno manj.

(ii) Seidlova iteracija

Seidlovo iteracijo dobimo iz Jacobijeve, če vsako komponento novega pri-

bližka takoj po računu upoštevamo pri računanju naslednje komponente:

i—1 n

x,rth) — (— Hi dje Xprrb — Y) a; slo) Ja i—l,...,n

Sedaj je

Izkaže se (glej [2], da je zadostni pogoj (20) zadosten tudi za konvergenco

Seidlove iteracije in da velja ista ocena za napako (21), (22) tudi zanjo.

Število operacij na iteracijo je isto kot pri Jacobijevi iteraciji.

V praktičnih primerih sistemov, ki nastanejo pri numeričnem reševanju

parcialnih diferencialnih enačb eliptičnega tipa, sta navadno Jacobijeva in

Seidlova iteracija konvergentni, a zelo počasi, da si z njima ne moremo dosti

pomagati. Zato so se razvile metode za pospeševanje konvergence (glej [7).

Najbolj znana med njimi je metoda S.O. R. (Successive Over-Relaxation).

(ii) Metoda S. O. R.

Popravek približka po Seidlovi metodi pomnožimo s parametrom wo. Tako

dobimo družino metod

i—1 n V

XPEhD — xO too (4— N d;p Xjreb — Ya;; zao) Ja i—l1,...,,n
k<l k<i

Tu je

N—<Ld-oao!iD, P——(1—ao.D—U

Teorija te metode je dokaj komplicirana. Glavni rezultat pa lahko v grobem

povzamemo takole (glej [/);
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Če je matrika A pozitivno definitna in ima primerno blok-tridiagonalno

strukturo, je optimalna vrednost parametra w podana z enačbo

cop — 2/4 -£ (1 — je)!

kjer je u spektralni radij ustrezne Jacobijeve iteracijske matrike. Pri optimalni

vrednosti parametra w se število iteracij za določeno natančnost v primeri

s Seidlovo iteracijo (pri o <— 1) drastično zmanjša. Težava pri praktični reali-

zaciji je v tem, da vrednosti w;, ne moremo izračunati, ker ne poznamo števila

u. Sproti lahko dobivamo le približke zanj, npr. s potenčno metodo (glej [2).

Razred matrik, za katere velja zgornja formula za «;, je zelo obsežen. Do njih

vodi primerno uporabljena diferenčna metoda za reševanje linearnih parcial-

nih diferencialnih enačb drugega reda.

Obstajajo še druge iterativne metode. To so predvsem razne gradientne

metode (glej [3]), pri katerih se postopno približujemo absolutnemu mini-

mumu funkcije f(x) < |JAx—dje.

6. Iterativno izboljšanje natančnosti približne rešitve

Vzemimo, da srno rešili sistem enačb (1) z Gaussovo metodo z delnim pi-

votiranjem in dobili približek za rešitev x, ki ga bomo označili z x0, Pri tem

smo dobili spodnjo trikotno matriko L (z enojkami na diagonali in z elementi,

ki so absolutno omejeni z 1) in zgornjo trikotno matriko U. Zaradi zaokro-

Žitvenih napak eksaktni produkt L U ni enak PA (glej razdelek 3), ampak

velja

LU—<PA-E (23)

kjer so elementi perturbacijske matrike E v splošnem majhni. Dokazati se da

glej [8], da velja ocena

JE| s ere gu
ki je podobna oceni (15).

Oglejmo si sedaj iterativno metodo, pri kateri lahko izboljšamo natančnost

približne rešitve, kolikor pač dopušča končna aritmetika. Opišemo jo takole:

r<—0,1,2, ...

do — d—Axn (24)

Ly) — P dio (22)

U em) — yn) (26)

xD — xD) de en) 
(27)

Na vsakem koraku iteracije izračunamo najprej ostanek (24), rešimo dva

trikotna sistema (25) in (26) in z rešitvijo popravimo prejšnji približek (27).

Število operacij na iteracijo je 2 n?.

Zadosten pogoj za konvergenco te iteracije bomo izpeljali pri pogoju, da

lahko izračunamo ostanek in rešimo oba trikotna sistema brez napake. To

pomeni, da je x približek za x le zaradi tega, ker trikotna faktorja L in U

nista eksaktno izračunana.
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Če pomnožimo enačbo (26) z L in upoštevamo v njej zveze (25), (24) in (23),

dobimo

(PA-Ejeo < Pd—PAx

ali

(A -PTEe0 — d—Axo

saj je P kot permutacijska matrika ortogonalna. Če pomnožimo enačbo (27)

z matriko A -- F, kjer je

F—PTE

dobimo

(A - F)x6tb — da Fxo

Od tod sledi, da je iteracijska matrika te metode

Od tod dobimo

(A- FM-—-F

in

1 -G)M<—G

kjer je

G-— Aa F

Iz enačbe

M-GM-—G

takoj sledi ocena

|C| < (Mj—iGM| z d4—jep IM)
Ocena za normo iteracijske matrike je

IM s leh — leh
ki velja, če je izpolnjen pogoj

|e, <1
Ker pa je

| |G| s (AS FI — (ASE
kar velja za vse norme 1, 2 co in za evklidsko normo, saj je P permutacijska

matrika, je zadosten pogoj za konvergenco iteracije

LAS JEj< % (28)
Od tod namreč sledi |G| < 4 in jM) <1.

Če je trikotni razcep (23) toliko natančen, da velja (28), potem iteracija

konvergira, če jo izvajamo z eksaktno aritmetiko. No, v resnici tudi pri ko-

rakih (24) — (27) delamo zaokrožitvene napake, zato je resnični pogoj nekoliko

drugačen.

Za praktično uporabo iterativnega izboljšanja natančnosti je treba po-

udariti, da moramo ostanek (24) izračunati čim bolj natančno (npr. z dvojno

natančnostjo), če želimo, da bo imelo izboljšanje kakršenkoli efekt. Vse druge

korake lahko izvajamo z osnovno natančnostjo. Iteracijo prekinemo, ko ni več

opaziti nobenega izboljšanja, torej ko se ostanek d(") ne manjša več. Navadno

zadoščata že 2 koraka iteracije.

Gaussovo metodo z delnim pivotiranjem in iterativnim izboljšanjem na-

tančnosti štejemo za najboljšo metodo za reševanje sistemov linearnih enačb.
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7, Predoločeni sistemi enačb

Oglejmo si na kratko še reševanje predoločenih sistemov linearnih enačb,

v katerih je več enačb kot neznank

Ax—-d (29)

Tu je A pravokotna matrika dimenzije n X m, kjer je n > m, vektor d je iz R,,

iskani vektor x pa iz R,,. Ponavadi je m znatno večji od m. Taki sistemi naj-

pogosteje nimajo nobene rešitve. Pri nalogah iz aproksimacije (glej [5] do-

stikrat iščemo rešitev po metodi najmanjših kvadratov, to je »rešitev« x,, pri

kateri so enačbe v povprečju najbolje izpolnjene. To je tisti x,, za katerega

velja

xE Rm

Rešitev po metodi najmanjših kvadratov minimizira vsoto kvadratov razlik

med levimi in desnimi stranmi v sistemu.

Omejili se bomo na primer, ko je

rang(A) — m .

Takrat so stolpci matrike A linearno neodvisni, kar pomeni, da ne moremo

nobene neznanke nadomestiti z linearno kombinacijo drugih neznank. V tem

primeru je rešitev po metodi najmanjših kvadratov x, enolično določena kot

rešitev norinalnega sistema enačb

AT Ax, — ATd (31)

To sledi iz identitete

[A x — dlje? — (ATAx—ATA)T (ATA) (ATAx— AT d) —

— (AT djT (AT AJA (AT d) 4 dTrd (32)

ki jo lahko neposredno preverimo. Ker ima matrika A rang m, je matrika

B — ATA pozitivno definitna, saj je

XTBESXTATAx—< AYyTAxX<— (Ax?

Ia izraz je za vsak x x 0 pozitiven, saj iz Ax — 0 sledi x — 0. Zato je matrika

B nesingularna, matrika B-! pa je tudi pozitivno definitna. Torej ima izraz

(32) najmanjšo vrednost za tisti x, ki reši sistem (31). Ker je matrika tega

sistema nesingularna matrika reda m, je rešitev x, enolično določena.

Klasična pot do rešitve x, je torej tale. Najprej izračunamo normalno

matriko

Bx<— ATA

jo razcepimo po Choleskem na produkt transponiranih trikotnih matrik

B<—< VTV (33)

kjer je V zgornja trikotna matrika. Nato pa rešimo dva trikotna sistema

VTy — ATd (34

in

V x< y (35)
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Ta pot je neekonomična in poleg tega se dostikrat izkaže, da je normalna

matrika B zelo občutljiva, če so stolpci prvotne matrike A slabo linearno

neodvisni.

Bolj priporočljiva je tale pot. Najprej matriko A zreduciramo z ortogonal-

nimi transformacijami (elementarnimi zasuki ali zrcaljenji) na zgornjo tra-

pezno matriko U:

OTA—<U, 0T0<I (36)

Tu je U pravokotna matrika dimenzije n X m, za katero velja

u;y, <0, i>k

Zapišemo jo lahko v obliki

O n—m
m

kjer je V zgornja trikotna matrika reda m. Hkrati z razcepom (36) predelamo

tudi desne strani

OTA c— m ih (37)
n—m

Hitro se lahko prepričamo, da velja

B—-ATA—(OUTOU-UTOTOU-UTU-VTrV

Z ortogonalnim razcepom matrike A smo dobili že kar razcep Choleskega (33)

normalne matrike B. In ker je

je zgornji del vektorja c že kar rešitev spodnjega trikotnega sistema (34).

Iskano rešitev sistema (29) po metodi najmanjših kvadratov dobimo torej

z rešitvijo zgornjega trikotnega sistema (35).

Zanimivo je, da dobimo vsoto kvadratov odstopov pri rešitvi xa kot kvadrat

norme drugega dela vektorja c. Najprej imamo

—dTAx, t dTd

Ker je x, rešitev sistema (31), je

V tem izrazu upoštevajmo obliko matrike U, zvezo (37) in razcep (36) pa

dobimo

— — cT OT(A Xo dh a cTGU x — c) —

V x, —

— — 7, z7] PO — zT z

Saj je x, rešitev sistema (35).

Tudi tu lahko natančnost izračunanega približka za rešitev x, izboljšamo

z iteracijo.

Če ima matrika A rang manjši od m, je rešitev po metodi najmanjših kva-

dratov praviloma nešteto in lahko potem dodamo še kak pogoj. Ponavadi
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iščemo tisto rešitev po metodi najmanjših kvadratov, ki ima najmanjšo

normo. Te probleme obravnava specialna literatura za aproksimacijo podatkov

(slej [5]).
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Bratko I., Rajkovič V., Računalništvo s programskim jezikom pascal. —

Ejubljana, Državna založba Slovenije 1984.

Leta 1984 smo končno dobili srednješolski učbenik računalništva in infor-

matike. Izid knjige moramo pozdraviti, saj smo jo že dolgo pričakovali. Snov

je krojena po učnem načrtu, ki je žal že precej zastarel. Zato nam tudi učbenik

ne prinaša posebnih novosti.

[Tako kot zahteva učni načrt, je knjiga razdeljena na dva dela: zgradba,

delovanje in uporaba računalnikov ter programski jezik pascal. Oba dela med

seboj nimata skoraj nobene zveze; pri učenju pascala nam utegne pomagati

le krajši razdelek o algoritmih iz prvega dela knjige. »Zgradbi, delovanju in

uporabi računalnikov« se pozna, da je le dopolnjena verzija snovi iz knjige

Uvod v računalništvo, DZS 1974 (zadnji ponatis 1979) istih avtorjev. Tako tu

najdemo računalniške kartice, luknjani trak, mnogo o zmogljivih hitrih tiskal-

nikih, o velikih računalniških sistemih, ne zasledimo pa skoraj ničesar o hišnih

in osebnih računalnikih, o dodatkih za njihovo uporabo in podobnem, kar je

danes na dosegu mladega človeka. | |

Drugi del, ki vsebuje popoln pregled pascala, ne prinaša mnogo novega.

Snov se omejuje v glavnem na sintakso jezika, vse premalo pa nas uči pro-

gramiranja, osnovnih algoritmov in podatkovnih struktur.

Tlako kot za vse »usmerjene« učbenike velja tudi tu, da je snovi preveč.

Del snovi (npr. poglavje o Boolovih algebrah) bi lahko brez škode izpustili.

Knjiga je napisana strokovno neoporečno in v njej skoraj ne najdemo

napak. Mislim, da bo s pridom služila srednješolcem in študentom.

Bojan Mohar
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O PLIMI IN OSEKI

JANEZ STRNAD

UDK 523.31:423.3

Članek postreže z nekaterimi zgodovinskimi pripombami in preprosto pojasni

plimo in oseko.

THE TIDE

A few historical remarks are presented and the tide is considered in a simple

way.

Dandanes navadno ne obdelamo plime in oseke niti pri fiziki v prvem let-

niku na univerzi. Tega ni težko razumeti: pri predavanjih in vajah zmanjkuje

časa in veliko pojavov se zdi pomembnejših od plime in oseke. Če se spom-

nimo na vlogo, ki jo je plima imela ob začetkih fizike, pa lahko obžalujemo,

da ji posvečamo tako malo pozornosti.

Galileo Galilei je v plimi in oseki videl glavni dokaz za to, da kroži Zemlja

okoli Sonca. Potem ko je kardinal Maffeo Barberini, podpornik znanosti in

— tako kot Galilei — član florentinske akademije znanosti (Akademije risov)

postal papež Urban VILI, je Galilei želel zbrati razloge za gibanje Zemlje v po-

sebni knjigi. Že prej je napisal sestavek z naslovom Discorso sopra il flusso

e riflusso del mare (Razprava o plimi in oseki morja). Zdaj je sestavil rokopis

z naslovom Dialogo del flusso e del riflusso (Pogovor o plimi in oseki). Dela

s podobnimi naslovi niso bila tedaj nobena redkost. Cenzorji pa so po pape-

ževem navodilu naslov prepovedali in opozorili Galileja, naj v knjigi ne daje

Kopernikovi heliocentrični sliki prednosti pred Ptolemejevo geocentrično in

naj jo obravnava zgolj kot domnevo. Tako je nastal Dialogo sopra i due mas-

simi sistemi del mondo, tolematco e copernicano (Pogovor o dveh glavnih sve-

tovnih sistemih, ptolemejskem in kopernikanskem), ki je izšel leta 1632.

Delo je zasnovano kot pogovor med tremi namišljenimi osebami: Salviati-

jem, Sagredom in Simpliciom. Prvi ima poteze umrlega Galilejevega učenca

Filipa Salviatija in zagovarja heliocentrično sliko. Drugega je Galilei obliko-

val po umrlem beneškem prijatelju Giovan-Francescu Sagredu, ki se kot izo-

bražen meščan zanima za novost, a jo sprejema kritično. Tretji pa nosi ime

Aristotelovega komentatorja iz 6. stoletja in se zavzema za staro geocentrično

sliko. Dialog obsega štiri dneve. Prvi dan obravnava podobnost nebesnih in

zemeljskih teles, drugi je posvečen vrtenju Zemlje in tretji njenemu kro-

ženju okoli Sonca. Za četrti dan je Galilei prihranil glavni — in edini dina-

mični — dokaz za gibanje Zemlje, ki ga je posnel po Discorsu.

Plimo in oseko je pojasnil s seštevanjem hitrosti zaradi vrtenja Zemlje

in hitrosti zaradi njenega kroženja okoli Sonca. Zamislil si je točko na zemelj-

skem ekvatorju, ki kroži okoli središča Zemlje in hkrati tako kot središče

Zemlje kroži okoli Sonca. V danem trenutku je hitrost točke glede na Sonce

določena z vsoto obeh krožilnih hitrosti, v poznejšem trenutku pa z njuno

razliko (SI.1). Po opazovanju bark, ki so vozile v Benetke pitno vodo, je Ga-

lilei vedel, da se voda ob začetku gibanja nabere ob zadnjem delu in ob za-

ustavljanju na sprednjem. Po tem je sklepal, da se voda v morju zdaj dvigne

zdaj zniža zaradi zvečane in pozneje zmanjšane hitrosti.
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Pri tem se je bridko motil. Podatka, da doseže hitrost točke na ekvatorju

zaradi vrtenja Zemlje 460 m/s samo 1,5 %6 hitrosti kroženja Zemlje okoli Sonca

(30 km/s), Galilei še ni poznal. Spregledal pa je to, da se plima ne ponavlja

na 24 ur, ampak na 24 ur in 50 minut, kolikor poteče med dvema zaporednima

kulminacijama Lune. Načelno je odklonil, da bi povezal Luno s plimo, ker

ni znal pojasniti, kako naj bi Luna povzročala plimo, ko je na nasprotni strani

Zemlje. V resnici se je torej Galilei odločil za heliocentrično sliko zato, ker

se mu je zdela preprostejša od stare geocentrične. To je eno izmed številnih

potrdil, da je »fizikova intuicija močnejša od njegovega znanja«, kot je ob

neki priložnosti rekel E. P. Wigner.

PE MR

Simplicio: ... Dalje zelo številni pripisujejo ta pojav Luni in pravijo, da ima

Luna posebno oblast nad vodo. Pred nedavnim je neki visoki duhovnik" objavil

spis, v katerem pravi, da Luna, ki se potepa po nebu, privlači in dviga k sebi vodni

val in ta nenehno potuje za njo, tako da je morje vedno visoko v delu pod Luno.

Ko se plima vrača in je Luna Pod obzorjem, pravi dalje, pa tega ni mogoče po-
jasniti drugače, kot da Luna... prenese to lastnost tudi na nasprotno znamenje

živalskega kroga...

Sl.i. Risbi iz Galilejevega Dialoga: z levo je pojasnil sestavljenje hitrosti letnega

in dnevnega gibanja, z desno pa je poskušal razložiti odstopanje periode plime od

periode letnega in dnevnega gibanja z vplivom Lune na zemeljsko hitrost in z na-

gibom zemeljske osi

Salviati: ... Kot smo ugotovili, obstajata dve gibanji zemeljske krogle: prvo —

letno, ki ga opravi njeno središče po večjem tiru v ekliptiki skozi znamenja žival-

skega kroga, to je od zahoda proti vzhodu, in drugo, ki ga opravi sama, ko se

zavrti okoli lastnega središča enkrat v 24 urah prav tako od zahoda proti vzhodu,

toda okoli osi, ki je nekoliko nagnjena in ni vzporedna z osjo letnega kroženja.

S sestavljanjem obeh teh gibanj, ki sta sami po sebi vedno enaki, nastane neenako-

merno gibanje delov Zemlje. Da bomo to laže razumeli, si pomagajmo z risbo.

Najprej narišem okoli središča A krog velikega tira BC, na katerem vzamem po-

ljubno točko B za središče in narišem okoli nje manjši krog DEFG, ki predstavlja

zemeljsko kroglo. Privzamemo, da obide njeno središče ves krog velikega tira od

zahoda proti vzhodu, to je od B k C. Poleg tega vzamemo, da se zemeljska krogla

vrti okoli lastnega središča B od zahoda proti vzhodu, to je od D preko E in F

h G... Pri vrtenju kroga okoli središča se mora poljuben del gibati ob različnih

časih v različnih smereh... V času, ko se del kroga okoli točke D giblje na levo,

to je k E, se nasprotni del kroga okoli točke F giblje na desno, to je h G. Ko je

del D v F, pa je gibanje nasprotno kot prej v D. ... Zaradi takega nasprotnega

« »Visoki duhovnik« je splitski nadškof Marcantonio de Dominis, ki je leta

1624 v Rimu izdal delo Euripus sive sententia de fluxu et refluxu maris (Morska

ožina ali izrek o plimi in oseki morja).
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gibanja delov zemeljskega površja... dobimo, ko sestavimo dnevno gibanje z let-

nim, za različne dele... absolutna gibanja, ki so ponekod znatno hitrejša, drugod

pa ustrezno počasnejša. ... Tako torej pridemo do sklepa, da bi bilo gibanje vse

krogle in vsakega njenega dela vedno enako, če bi se del gibal z enim samim gi-
banjem, bodisi samo z letnim bodisi samo z dnevnim, in da dobimo s sestavljanjem
teh dveh gibanj za dele zemeljske krogle dvoje neenakomernih gibanj, zdaj hitrej-
ših zdaj počasnejših, pač po tem, ali se dnevno gibanje prišteje k letnemu ali se

od njega odšteje... Če je res (a to je zagotovo res in to dokazuje poskus), da po-

speševanje in zaviranje posode sili vodo h gibanju nazaj in naprej in se voda
dvigne in spusti spredaj in zadaj, zakaj potem ne bi dopustili takih pojavov ali

jih imeli za nujne pri morski vodi v zbiralnikih, ki so podvrženi takim spremem-

bam, posebno če so postavljeni po dolžini z zahoda proti vzhodu, to je v smeri,

v kateri se gibljejo? To je prvobitni in glavni vzrok za plimo in oseko, brez kate-

rega pojav ne bi bil mogoč.« |

G. Galilei, Dialogo sopra i due massimi sistemi, 1632.

sko sko SR

Galilei je opozorilu navkljub dokaj neprikrito pokazal, da se je odločil

za heliocentrično sliko. Načelno je nasprotnike menda najbolj dražila nje-

gova metoda, iz katere se je razvila hipotetično-deduktivna metoda sodobne

fizike. Postavi domnevo, ne da bi jo poskušal že spočetka utemeljiti, in izpelji

iz nje enačbe in izreke, te pa neusmiljeno preveri z opazovanji in merjenji!

Poleg tega je Galilei zagrešil tudi nekaj nepremišljenosti. Tako je na primer

Simpliciu položil na jezik besede: »Priznavam, da je vaša domneva o plimi in

oseki mnogo boljša kot katera koli od tistih, ki sem o njih slišal. Vendar je

nimam niti za resnično niti za dokončno. Glede na nadvse veljavno izjavo, ki

sem jo dobil od zelo znane osebe, vem, da bi, če bi vas vprašali, ali bi mogel

Bog v svoji brezmejni modrosti podeliti vodnemu elementu dvojno gibanj e

na kak drug način, odgovorili, da bi to lahko storil, in to na mnogo načinov,

od katerih so nekateri zunaj dosega našega razuma.« »Zelo znana oseba« meri

na Urbana VIIL. in Galilejevi nasprotniki so na tej osnovi namigovali, da ne-

koliko okorno misleči Simplicio pooseblja prav papeža. Tudi zunanje okoli-

ščine so se zasukale proti Galileju — zaradi Dzaloga je moral naposled pred

inkvizicijo [1].

Galilei seveda ni mogel pojasniti plime in oseke, saj še ni poznal gravita-

cijskega zakona. Tega je objavil Isaac Newton v znameniti knjigi Principia

mathematica philosophiae naturalis (Matematični principi naravoslovja) leta

1687. V njej je tudi okvirno pojasnil plimo in oseko. Dandanes to ni pretežka

naloga. Lotimo se je tako, da na začetku pomislimo na dovolj veliko vesoljsko

postajo v obliki tanke krogelne lupine z radijem r;, ki kroži okoli Lune. Njeno

središče se giblje po krogu z radijem R in pri tem prosto pada v gravitacij-

skem polju Lune s pospeškom g;, — x m/R2?. Pri tem je x — 6,67. 10-4 Nm?/kg?

gravitacijska konstanta in m — 7,3 .10% kg masa Lune.

Prestavimo se v mislih na postajo in si pomagajmo z mislijo, da veljajo

v prosto padajočem laboratoriju v gravitacijskem polju enaki zakoni kot v la-

boratoriju, ki miruje ali se giblje premo enakomerno daleč od teles z veliko

maso. Ugotovitev izvajamo iz enakosti vztrajnostne in gravitacijske mase in

jo izraža načelo ekvivalentnosti.

V daljni točki postaje T,, oddaljeni od središča Lune za R -- r;, je gravi-

tacijski pospešek v polju Lune g; — x m/(R -- rj)? — gi(1 —2r;/R -— ..) (Sl.2).

V bližnji točki postaje T;, oddaljeni od središča Lune za R—r, pa je gravi-

tacijski pospešek g;, — x m/(R—r)? — g,(1 -- 2r;/R -...). V obeh primerih
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smo razvili imenovalec in zanemarili kvadrat in višje potence majhnega raz-

merja r41/R. Za potnika na vesoljski postaji se telo, ki ga spusti v daljnji točki,

giblje s pospeškom gy — g; — — 2gi ri/R, torej od središča Lune proč. Telo,

ki ga spusti v bližnji točki, pa se giblje s pospeškom g; — g; — 2gj ra/R, torej

proti središču Lune. Vesoljska postaja se namreč giblje kot celota tako, kot

da bi bila njena masa zbrana v njenem središču, se pravi, da prosto pada s po-

speškom gj. Zaradi take razlike gravitacijskih pospeškov je vesoljska postaja

obremenjena na nateg v smeri zveznice s središčem Lune.

LM središče
d lune

SI. 2. Medsebojna lega Lune in vesoljske postaje ali Zemlje

Namesto vesoljske postaje si mislimo Zemljo, ki kroži okoli skupnega te-

žišča Zemlje in Lune s sideričnim obhodnim časom 27,3 dneva. Plimo pojas-

nimo z dodatno silo, ki je v daljni točki obrnjena od Lune proč in v bližnji

točki k Luni. Za r; moramo vzeti radij Zemlje 6400 km in za R oddaljenost

Lune od Zemlje 384 000 km. S temi podatki dobimo za plimski pospešek Lune

£y — Bi — £a — Bo — gi — 2giry/R — 2x mrj/RS — 1,1.10—- m/s?, Pojasnilo je

okvirno, ker smo se brigali le za točki na zveznici središč in nismo upošte-

vali gravitacijskega polja Zemlje.

V nekoliko podrobnejšem računu preiščimo gravitacijski pospešek Lune

na površini Zemlje (Sl. 2) [2]— 4]:

g— xm/rt —o rž — RE - rj —2Rr, coseg

Razdaljo r točke na zemeljski površini od središča Lune smo poiskali s ko-

sinusnim izrekom. Razmere so osno simetrične okoli zveznice središč Zemlje

in Lune. Pospešek g razstavimo na radialno in na tangentno komponento:

gr — 8CoS(g ta). g,— —gsin(g t a)

Razmerje r,/R in kot a sta tako majhna, da smemo postaviti

1/r2 — R-"1 — 2(r;/R) cos g) sin , — (r,/R) sin g cos ga — 1

Naposled dobimo

8x — gi(cos g — (ri/R) (1 — 3 coss ())
in

g, — — gi(sin g - (r,/R) .3 sin g cos 9)

Oba prva člena, radialna komponenta g;, cos in tangentna komponenta

— gi SIn g, podajata pospešek, ki ima po vsej površini Zemlje velikost g, in

ki je vzporeden z zveznico središč Zemlje in Lune. Zaradi tega pospeška —

srečali smo ga že pri vesoljski postaji — Zemlja kot celota pada v gravita-

cijskem polju Lune. Če opazujemo gibanje Zemlje okoli skupnega težišča

z Luno iz inercialnega opazovalnega sistema, v katerem težišče miruje, je to

centripetalni pospešek, zaradi katerega Zemlja kot celota kroži okoli skup-

nega težišča, ne da bi se vrtela. Prva člena torej zagotovo ne povzročata plime.
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Tako preostaneta oba druga člena. Radialna komponenta — g;(r,/R).

.(3 cos? o —1) — — 3 g,(3 cos? , — 1) spremeni gravitacijski pospešek na Zem-

lji. Največjo vrednost, prav g, — 1,1.10-5 m/s, doseže sprememba pri kotu

g — 0, se pravi na zveznici obeh središč. Tangentna komponenta —ž g;(7,/R).

.Sin 2p9 — $ g, sin 2p pa je pravokotna na zemeljski gravitacijski pospešek in

je predvsem odgovorna za gibanje vode v morjih (Sl.3). Največjo vrednost

ž gp — 8.10— m/s? doseže pri kotu g — 45". Voda se nabira na strani Lune in

na nasprotni strani, dokler razlika hidrostatičnih tlakov ne uravnovesi plim-

skega pospeška. Zdaj moramo upoštevati, da se Zemlja vrti okoli osi skozi

svoje središče, in sicer poteče med zaporednima kulminacijama Lune v neki

točki 24 ur in 50 minut. Zaradi tega potuje po morju plimski val in zaznajo

plimo in oseko v vsaki točki ob morju po dvakrat na 24 ur in 50 minut.

Sl.3. Tangentna komponenta plimskega pospe-
ška na Zemlji [2]

Dosedanje razglabljanje nas pouči, kako Luna povzroča plimo in zakaj

opazimo plimo in oseko dvakrat v približno 24 urah. Pri natančnejšem obrav-

navanju pa bi bilo treba vključiti še marsikatero podrobnost. Najprej ome-

nimo, da je višinska razlika med plimo in oseko odvisna od oblike morskega

dna in lege obale (Sl.4). Nato pride na vrsto upor pri gibanju plimskega vala

po dnu. Zaradi tega plimski val zaostaja in najvišja plima ni v točki, v kateri

kulminira Luna, ampak za 3" iz te točke. Upor tudi zavira vrtenje Zemlje in

kroženje Lune, tako da se dan podaljša za okoli 20 ,,s na leto in oddaljenost

Lune poveča za okoli 3 cm na leto. Luna povzroča plimo in oseko tudi na

meji ozračja in deformira trdno zemeljsko skorjo. Plima in oseka nastaneta

pri kateri koli dvojici vesoljskih teles, ki se gibljeta okoli skupnega težišča.

Ni višinah

glšipot glodne
morja

čas
8 m uč -p pn

ve y/l£ur 25min

4:

vIŠING
gladine

čas
aaa IS DIA nn,

0 4 6 12 16" . čas

Sl.4. Plima in oseka v izlivu reke Rance kane ' IZur 2>min
v Franciji, kjer je zgrajena plimska elek- MN Da

trarna [5]. Za največjo višinsko razliko m

gladin navajajo: 19,6 m v zalivu Fundy Sl.5. Skrajna primera za sestavljanje
(Kanada), 18,0 m v Port Gallegosu (Argen- lunine (črtkano) in sončne plime (pik-

tina) in 17,4 m v zalivu Frobisher (Kanada) často)
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Na Zemlji povzroča plimo in oseko tudi Sonce. Po enačbi g, — 2x m rj/RS sta

plimski pospešek Sonca in plimski pospešek lune v razmerju g£,s/£, —

— (m/m) MRsiR)A. Če upoštevamo, da je masa Sonca ms 2,11 ..107-krat večja

od mase Lune rm in da je oddaljenost Sonca R;s 389-krat večja od oddaljenosti

Lune R, dobimo za to razmerje 0,46. Glede plime in oseke je torej Sonce manj

učinkovito od Lune. Oba prispevka se seštevata z različnim faznim premikom,

pač po tem, kdaj kulminira Luna in kdaj Sonce. Posebno visoka plima na-

stane, ko kulminirata Luna in Sonce hkrati in se prispevka seštejeta brez

faznega premika (Sl. 5).
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NOVE KNJIGE

SELLERI F., Die Debatte um die (Ouantentheorie, Friedr. Vieweg € Sohn, Braun-

sehweig/Wiesbaden 1984, 2. izdaja, 156 str., 32.— DM.

Franca Sellerija knjižica Razprave ob kvantni mehaniki iz zbirke Obrazi fizike,

ki jo izdaja dunajski profesor R. Sexl, je posvečena osnovam kvantne mehanike.

Razprava o teh osnovah ni nikdar zamrla, zdi pa se, da je v zadnjem času postala
živahnejša. |

Na začetek prvega poglavja Kvanini teoretiki in fizikalni svet postavi Selleri

misel Erwina Schrodingerja: »Zgodovina je najbolj temeljna znanost, ker ni člo-

veškega znanja, ki ne bi zgubilo svojega znanstvenega značaja, ko bi človek po-

zabil na okoliščine, v katerih je nastalo, vprašanja, na katera je odgovorilo, in

namen, ki naj bi mu služilo. V njem so kratki življenjepisi fizikov, ki so ustvarili

kvantno mehaniko, in opisi njihovih pogledov na fiziko in na kvantno mehaniko.

Drugo poglavje Alt je kvantna mehanika polna teorija? ugotavlja, da je »kvantna

mehanika polna, če ne obstaja v objektivni resničnosti nič, česar formalizem

kvantne mehanike ne zajema.« Že na začetku omeni skrite spremenljivke, posebej
obdela spin in na koncu uvede kvantni potencial. Tretje poglavje Dualizem- delec-

valovanje obravnava zadrege, do katerih je prišlo delno tudi zato, ker vsi fiziki

ne razumejo pojmov enako. Obdela Bohrov pojem komplementarnosti in potem
še Wignerjeve valove zavesti. Nazadnje podrobneje opiše poskuse z nevtronskim

interferometrom. Paradoks Einsteina — Podolskega in Rosena, ki ga obravnava
naslednje poglavje, je v prvotni inačici pojasnil že N. Bohr. Dandanes navadno
obravnavamo inačico z dvema delcema s spinom. Poglavje Separabilnost vodi do

neenačb obdela vprašanje, kako opišemo dva sistema, ki sta nekdaj sestavljala

enega samega, in neenačbe J.S. Bella, povezane s tem. Zadnje poglavje Eksperi-

mentalna filozofija govori o merjenjih, s katerimi so želeli potrditi Bellove ne-

enačbe. Ta merjenja pa potrjujejo napovedi kvantne mehanike. Fiziki so tako

v zadregi, ker kaže, da mora biti napačna vsaj ena od trditev: 1. atomski objekti

obstajajo neodvisno od opazovanja, 2. prostor poskrbi za učinkovito ločitev objek-

tov, tako da preneha medsebojno delovanje objektov, če se poveča razmik med

njima in 3. kvantna mehanika je pravilna.

Brž ko se fizik ne sprijazni s teorijo samo zato, ker je uspešna, se mora spo-

prijeti s takimi vprašanji. Knjižica na kratko, a dokaj temeljito, pregledno in ne
prezahtevno razgrinja vprašanja o osnovah kvantne mehanike. Posebej zato, ker
spodbuja k razmišljanju na mejah fizike, jo toplo priporočamo našim bralcem.

Janez Strnad
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NEKAJ O DRUGEM KEPLERJEVEM ZAKONU

MARIJAN PROSEN

UDK 52 (091)

Prispevek obravnava drugi Keplerjev zakon in navede ob njem nekaj poučnih

zanimivosti.

ON THE SECOND KEPLER LAW

In the article Kepler's second law is considered and some instructive facts be-

hind it are mentioned.

Okrog Sonca se giblje devet planetov v ravninah, ki se skoraj prekrivajo,

če izvzamemo Plutona. Planete do Saturna so opazovali Že oddavna, ne da bi

prav razvozlali njihovo resnično gibanje.

N. Kopernik (1543) je prišel do prepričanja, da se Sonce navidezno giblje

zaradi gibanja Zemlje [1]. V začetku 17. stoletja je J. Kepler po proučevanju

več kot dvajsetletnih opazovanj Marsa, ki jih je opravil Tycho Brahe, ugotovil,

da se planeti gibljejo po elipsah. Postavil je tri zakone o gibanju planetov.

1. Planet se giblje po elipsi, v enem od njenih gorišč leži Sonce.

2. Pri gibanju planeta je ploščina, ki jo v enakih časih opiše zveznica od

Sonca do planeta (to je ploščinska hitrost planeta) konstantna.

3. Kvocient kvadrata obhodnega časa to in kuba velike polosi a, to je tož/aš,

je za vse planete enak.

V drugem letniku naravoslovno-matematične usmeritve v srednji šoli ome-

nimo drugi Keplerjev zakon za eliptični tir. Flipso obravnavamo na več nači-

nov, na primer s pravokotno projekcijo kroga. Če ravnina kroga z radijem a

oklepa kot g s projekcijsko ravnino, dobimo za projekcijo elipso s ploščino

S — ga?.coSg — ga?. b/a — zab (sl.1). Tu je a velika polos elipse, b pa

mala. V astronomiji je prikladneje podati elipso z veliko polosjo a in ekscen-

tričnostjo e — (1 — bja)"; 0 < e< 1. Za e — 0 preide elipsa v krog. Čim manj

se e razlikuje od 0, tem bolj je elipsa sploščena. Pri e — 1 elipsa degenerira

v veliko os 2a (sl. 2).

krog z

radijem

a

——elipsa S
:.. polosema

; a in b

o rosete;ŠPO OČA PAČ Ji MM Mb stena

Sl. 1. Pravokotna projekcija kroga je elip- Sl.2. Gorišči elipse F, in F> sta med se-

sa. Za naklonski kot v med ravnino kroga boj razmaknjeni za 2ae. P — perihel,

in projekcijsko ravnino velja cos g — b/a, A — afel. Velja PF; < a(1—e) in AF, — ze

če sta a in b polosi —<al-e)
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Uporabimo pravokotni koordinatni sistem s središčem v Soncu. Krajevni

vektor r planeta ima začetek v Soncu, konec pa v planetu. Ploščinsko hitrost p

planeta določa polovica ploščine paralelograma, ki ima za stranici krajevni

vektor r planeta in njegovo hitrost v, (p| — šrvsin 9 — (3r X v). Tu je 9 kot
med vektorjema r in v (sl. 3). S slike tudi razberemo, da je p<— pi; t Pa — ps

označenih treh ploščin trikotnikov. S komponentami vektorjev r in v izrazimo

ploščinsko hitrost takole:

V času dt se ploščina spremeni za dp — p dt. Ker velja dx — v, dt in d, — v, di,

je

dp — š(v, vy dt - x dv, —v, V, dt —y dv,) — š(x dv, —y dv.,)

Privlačna sila Sonca je centralna in je dv,/dv, — x/y in zato dp — 0in p < kon-

stanino."

Izračunajmo sedanjo ploščinsko hitrost Zernlje. V času 5 — 1 leto — 3,2.107

s opiše zemeljski krajevni vektor elipso s ploščino S — z a"1— e")":, Pri tem

jea<—1,5.101 m in e — 0,017, tako da je ploščinska hitrost Zemlje p — S/to —

— 2,2..1015 m/s.

Ker je ploščinska hitrost planeta konstantna, se hitrost planeta spreminja

z razdaljo od Sonca. V perihelu, ko je planet Soncu najbližje, je največja,

v afelu, ko je planet najdlje od Sonca, pa najmanjša. Za Zemljo dobimo hi-

irost v perihelu vp — 2p/a(l —e) — 27 až(1— e?)"/to.a(l — e) — (rzajt) [1

e)/(1 — e)f'": — 30,3. 10% m/s, v afelu pa va — (27 a/t) [(1— e0/(1 -- ee)" —

— 29,3 .105 m/s.

x 1

Sl. 3. K izpeljavi drugega Keplerjevega zakona za eliptični tir. Komponenti krajev-

nega vektorja r sta x in y, vektorja hitrosti v pa v, in v,. Ploščino p — srvsinv

lahko izračunamo kot vsoto ploščin treh različno osenčenih trikotnikov p;, p2 in p3

« "Do prepričljivo pokaže časovni odvod vektorja ploščinske hitrosti: dp/di —

— b dr/dt X v - sr X dv/dt. V obeh sumandih imamo koaksialna vektorja, zato sledi

dp/dt < 0 in p — konstantno.
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Ravnina, v kateri se giblje planet, ne spreminja svoje lege: vektor p plo-

ščinske hitrosti, ki je pravokoten na ravnino, ohrani svojo smer.

To velja le v primeru, če bi se gibal okoli Sonca en sam planet. V Osončju

pa gibanje tega planeta motijo s svojo gravitacijsko silo drugi planeti. Motnja

je tem večja, čim večja je masa drugih planetov. Tako Zemljo najmočneje mo-

tita Jupiter z največjo maso ob opozicijah in najbližja Venera ob notranjih

konjunkcijah. Če je mg masa Sonca, m; masa Jupitra, my masa Venere, a ve-

lika polos zemeljskega tira, aj; Jupitrovega in av polos Venerinega tira, je

razmerje gravitacijskih sil Jupitra in Sonca na Zemljo enako ali manjše od

(m;/mg) . až/(aj — a)? — 5.105, Venere in Sonca na Zemljo pa enako ali manj-

še od (my/ms) . až/(a — ay)? — 3.10.

Konjunkcije oziroma opozicije se periodično ponavljajo. Frekvenca l1/t

ponavljanja za Zemljo z obhodnim časom ft, in planet z obhodnim časom f,

je l/t — l/io —1/t,/ [1].

Značilni čas, v katerem se tir Zemlje občutno skazi, ker se spremeni smer

vektorja ploščinske hitrosti in ekscentričnost tira zaradi motnje drugega pla-

neta (Jupitra ali Venere), je približno sorazmeren s f in tudi z razmerjem

gravitacijskih sil Sonca in planeta na Zemljo, to je s £t(rmg/m,).. (a,, — a)ž/a?,

če smo z in, označili maso planeta, z a, pa veliko polos planetnega tira.

Z znanimi podatki [1] ocenimo ta čas na 2.104 let. Natančni računi kažejo,

da se ekscentričnost zemeljskega tira spreminja s kvaziperiodo nekako 105

let [2] okoli srednje vrednosti 0,03 (Sl.4). Zdaj je manjša od tega in se bo še

manjšala. Čez 25.10" let bo zemeljski tir praktično krog. Največja ekscen-

tričnost zemeljskega tira pa meri 0,06. Treba je omeniti, da neenakomerno gi-

banje Zemlje na njenem tiru in spreminjanje razdalje Zemlje od Sonca pri

večjih ekscentričnostih privede do močnejšega spreminjanja temperature, to-

rej podnebja.

ČzA

0,06

0,02- | t
KS H h nI Hi H 1 MI NA ee

0 200 400 600 800 leta

Sl. 4. Spreminjanje ekscentričnosti zemeljskega tira v prihodnjih milijon letih [2]

Ker planet nima natančno obliko krogle in Sonce nanj ne deluje natančno

s centralno silo, se spreminja tudi smer vektorja ploščinske hitrosti planeta

(ne pa njegova velikost). Vektorji ploščinske hitrosti planetov so skoraj vzpo-

redni med seboj. Kažejo v prostorski kot okoli smeri vektorja ploščinske hi-

trosti Osončja, ki jo sestavljajo prispevki vseh planetov. Pri medsebojnem

učinkovanju planetov se vsota vektorjev ploščinskih hitrosti planetov ohranja

in kaže v smer ozvezdja Zmaja. Vektor zemeljske ploščinske hitrosti oklepa

s smerjo vektorja ploščinske hitrosti Osončja kot okoli 29. Zaradi medseboj-

nih motenj vektorji ploščinskih hitrosti posameznih planetov počasi krožijo

okoli vektorja ploščinske hitrosti Osončja. '[ako pride do rahlega spreminja-

nja lege ravnin planetnih tirov, ki se v prostoru počasi obračajo in nihajo.

LITERATURA

[1] F. Avsec, M. Prosen, Astronomija, DZS, Ljubljana, 1975.

[2] A. V. Bjalko, Naša planeta — Zemlja, Nauka, Moskva 1983.
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KOMISIJA ZA TISK DMFA SRS V LETU 1984

Med periodičnimi publikacijami smo v tem letu izdali pri Obzorniku za

matematiko in fiziko in pri Preseku po šest številk, pri obeh po eno dvojno.

Za prvo revijo je izšlo tudi Stvarno in abecedno avtorsko kazalo za drugih 15

let, pri Preseku pa enako kazalo za prvih deset let izhajanja. Od polperiodičnih

publikacij smo izdali še Preprint series of the department of mathematics,

no. 21 ter letno poročilo Inštituta za matematiko, fiziko in mehaniko ter Dru-

štva matematikov, fizikov in astronomov SRS in Podružnice v Kopru, biltene

ob društvenem seminarju za uporabno matematiko, letni šoli iz fizike ter ne-

katerih tekmovanjih.

Med knjižnimi zbirkami pa so izšle knjige in brošure, med njimi 13 novih

del in 16 ponatisov. |

Komisija za tisk skrbi tudi za obe spominski sobi (Vegovo ob pomoči Kul-

turne skupnosti Ljubljana Moste-Polje ter Plemljevo ob pomoči Kulturne skup-

nosti Radovljica). Za obiskovalce ima na razpolago več različnih brošur, raz-

slednic in značk. Te in pa razna priznanja so namenjene tudi tekmovalcem iz

matematike, fizike, astronomije ter računalništva v osnovni in srednji šoli.

V skrb komisije sodi tudi oskrba groba prof. Josipa Plemlja v Ljubljani.

Poleg del, ki izidejo pri našem društvu, lahko dobe člani društva in študenti

v pisarni komisije za tisk tudi nekatere druge učbenike in priročnike z 209/6

popustom. Večina teh del izide pri drugih založbah s sodelovanjem našega

društva (prevajanje, recenziranje). Podroben pregled vseh naših publikacij je

natisnjen na 94. in 95. strani.

Da smo tudi lani lahko izdali toliko publikacij, so v veliki meri pripomogle

subvencije republiških skupnosti in nekaterih drugih ustanov, v skupni vred-

nosti 5,043.900.— din; od tega je največ prispevala Raziskovalna skupnost Slo-

venije (2,150.966.— din), Izobraževalna skupnost Slovenije (969.900.— din), Kul-

turna skupnost Slovenije (izjemoma 300.000.— dinj;, VTOZD Matematika in

mehanika (26.000.— din), Inštitut za matematiko, fiziko in mehaniko (195.400.—

dinarjev), Inštitut Jožef Stefan (155.000.— din) ter Slovenska akademija zna-

nosti in umetnosti (113.000.— din). Največ subvencije so prejeli list Presek

(2,133.000.— din), Obzornik za matematiko in fiziko (1,148.766.— din) ter Knjiž-

nica Sigma (909.900. — din). Poleg rednih subvencij moramo omeniti nekatere

posebnosti v tem letu. Pri republiških skupnostih nam je uspelo z nemalo

truda dobiti za Presek večjo subvencijo v primerjavi z letom prej, ko je bila

ta revija slabo subvencionirana. Zato bi bilo prav, da bi v prihodnje tudi Presek

redno izhajal in si na ta način zagotavljal redno subvencijo. Dalje je vredno

posebej omeniti sprejetje del iz Knjižnice Sigma v redni program Raziskovalne

in Izobraževalne skupnosti z rednimi, povečanimi subvencijami. Prav tako

pa sta nam tudi Izobraževalna skupnost Slovenije in Inštitut Jožef Stefan

namenila za Obzornik za matematiko in fiziko nekoliko več finančne pomoči

kot leto dni prej.

Še vedno pa imamo hude težave pri izdajah naših knjig pri drugih profe-

sionalnih založbah. Še vedno je njihovo finančno stanje zelo težko in si dragega

matematičnega stavka ne morejo privoščiti. Naklade naših del so po pravilu
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zelo nizke, zato pa tudi nesorazmerno drage. Izdaje nam uspevajo z angaži-

ranjem sodelavcev v okviru društva in z nizkimi režijskimi stroški (slike,

tipkanje na novem IBM composer pisalnem stroju, s čimer bomo prihranili

mnogo papirja, ter delno z amaterskim delom urednikov). Za lažje in uspeš-

nejše delo pri naši komisiji za tisk, ki vključuje tudi dela Inštituta za mate-

matiko, fiziko in mehaniko ter obe VTO za matematiko, mehaniko ter fiziko,

predlagamo tudi drugim avtorjem, da svoja dela, monografije, učbenike in

priročnike posredujejo Zavodu SR Slovenije za šolstvo ter raznim založbam

preko našega društva. Tako bomo laže dosegli tudi višjo kvaliteto izdanih del

s področja matematike, fizike, astronomije in računalništva. Društvo bi so-

delovalo pri recenzijah posameznih del, usklajevalo posamezne programe pa

tudi finančna sredstva bi laže bolj smotrno obračali. Ta predlog velja tudi

Zavodu za šolstvo in založbam ter njihovim sodelavcem. Krog sodelavcev je

bil doslej sorazmerno majhen. Zato se je pogosto čutilo pomanjkanje roko-

pisov za periodične publikacije, kamor sodi tudi Knjižnica Sigma z obvez-

nostjo, da redno izhaja.

Edvard Kramar, Ciril Velkovrh

FINANČNO POROČILO KT DMFA SRS

Dohodki Izdatki Saldo

Obzornik za matematiko in fiziko

s petnajstletnim kazalom 2,503.876 2,121.213 382.663!

Presek z desetletnim kazalom 4 ,131.276 4 131.276 0

Vega (priznanja, značke, spominski sobi,

Presekova knjižnica) 1,893.347 1,401.971 491.376:

Učbeniki in priročniki 233.459 233.459 0

Knjižnica Sigma 1,924.726 1,747.826 176.9003

Matematični rokopisi 216.579 279.070 —2.4914

Izbrana poglavja iz matematike in

računalništva 2,104.375 1,632.231 412.144

Zbirka izbranih poglavij iz mehanike 109.784 170.000 —60.2166

Zbirka izbranih poglavij iz fizike 215.689 394.215 —118.526?

Matematika-Fizika 343.190 — 343.1908

Publikacije IMFM — oddelek

za matematiko 449.573 320.762 128.8119

Nabava in prodaja drugih knjig 6,513.313 5,485.532 1,027.78010

Režija 2,452.565 2,093.788 358.717U

Skupaj 23,698,752 ?20,501.211 3,200.408
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OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO 32 (1984) 1—6

Dohodki skupaj 1,884.334 Izdatki skupaj 1,630.903

Subvencije 830.001 lisk 975.882

Naročnine 1,054.333 Avtorski honorarji 482.794

Članarina DMFA SRS 26.460

109/5 režija 145.867

Saldo 31. 12. 1984 253.431

Dolžniki 90.70012

PRESEK 11 (1983/84) 3, 4,5/6, 12 (1984/85) 1, 2

Dohodki skupaj 4,727.600 Izdatki skupaj 4 727.600

Subvencije 1,693.000 Tisk 3,383.285

Naročnina 3,034.600 Avtorski honorarji 519.465

Saldo 0 PIT 144.000

Režija 390.636

Rabat 290.214

REŽIJA

Dohodki skupaj 2,452.565 Izdatki skupaj 2,452.565

Izdajanje knjig 351.775 Saldo 1983 —171.207

Prodaja knjig 909.583 OD — refundacije 868.937

Presek 390.635 Avtorski honorarji — refundacije 444.861

OME 145.867 PIT stroški za Presek in OME 132.878

Drugi dohodki 654.705 SDK provizija 21.200

Materialni stroški pisarne 362.670

Drugi dohodki 92.035

Saldo 1984 -- 358.771

! Znesek je namenjen za plačilo tiskarskih stroškov in avtorskih honorarjev pri

prvi številki letošnjega letnika, ko še nimamo novih dohodkov.

2 Znesek je namenjen za ponatise priznanj, značk, razglednic ter za izdajo nove

brošure v Presekovi knjižnici oziroma računalniške kasete in pa tudi obratni kapital
za Presek.

8 Znesek je bil rezerviran za plačilo tiskarskih stroškov pri knjigi Diofantske

enačbe, ki je izšla z zamudo.

4 Pri Matematičnih rokopisih je negativni saldo zelo majhen. Ob razprodaji za-

loge bomo lahko ponatisnili ali izdali druga dela.

5 Z zamudo smo izdali nekatere ponatise, kot so: Računalniško programiranje

1. del, Naloge iz algebre 1. del, Podatkovne strukture in algoritmi. Začni s TOPS-10

idr.

6 Zaradi odlašanja s ponatisom so se povečali tiskarski stroški, zato je nastal

večji deficit.

7 Negativni saldo je nastal zaradi ponatisa učbenika Fizika 1. del, kar pa bo

pokrila VTO Fizika.
8 Razpoložljiva finančna sredstva bomo investirali v ponatise Višja matematika

3. del in Matematika za enoletni kurz, kar bi zaradi velike inflacije morali storiti

že lani.

? Sredstva so namensko rezervirana za sprotne stroške pri izdajah IMEM.

10 Sredstva so namensko rezervirana kot obratni kapital za nabavo tujih učbe-

nikov in priročnikov, ki jih prodajamo tudi pri nas, ter za pokritje trenutnih nega-

tivnih stanj pri nekaterih partijah.

ti Pod režijske stroške knjižimo OD, materialne stroške pisarne, poštnino in vse

druge skupne izdatke Komisije za tisk.

12 Pri Obzorniku je iz lanskega leta izredno veliko dolžnikov. Zaostanke moramo

izterjati čimprej.
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V lanskem koledarskem letu smo prodali naslednje število knjig:

Zbirka v vrednosti

din

Presekova knjižnica 3.563 215.760

Značke, razglednice, priznanja, karikature 1.271 58.240

Razne knjige, učbeniki in priročniki 2.118 484.172

Knjižnica Sigma z Logaritemskimi tabelami 16.968 3,015.976

Matematični rokopisi 1.613 316.090

Izbrana poglavja iz matematike in računalništva 4.108 1,976.874

Zbirka izbranih poglavij iz mehanike — —

Zbirka izbranih poglavij iz fizike 636 102.620

Postdiplomski seminar iz matematike 103 19.720

Matematika-Fizika 1.443 712.448

Skupaj 39.975 6,961.900

Ciril Velkovrh, Janez Markelj

Prof. Jože Povšič je bil aktiven član društvenega odbora vse od ustanovitve

leta 1949. Tih in marljiv pri svojem delu je bil večini članov neopazen. Ob

75. obletnici življenja smo v naši reviji objavili kratek zapis o njegovem delu

in življenju (Obzornik mat. fiz. 30 (1983) 56). Na lanskem občnem zboru v Por-

torožu pa smo ga imenovali za častnega člana društva, v veliki meri tudi zaradi

zbranih in objavljenih bibliografij in biografij vidnejših starejših slovenskih

matematikov: F. Močnika, J. Vege, F. Hočevarja, R. Župančiča in J. Plemlja

(Obzornik mat. fiz. 32 (1985) 25, Presek 12 (1984/85) 214—215). Žal pa moramo

Že danes zapisati, da je naš zaslužni član umrl. Vse do zadnjih tednov, ko ga je

bolezen že opozarjala na visoko starost, je še vedno brskal po literaturi v knjiž-

nicah in iskal nove podatke za svoje rokopise. Hitro, prehitro smo ga izgubili

in malo upanja imamo, da bomo za nedokončano delo kaj kmalu našli nado-

mestilo.

Ciril Velkovrh
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PRVO LETO SEKCIJE ZA UPORABNO MATEMATIKO

Dolgo smo si želeli, da bi pri Društvu matematikov, fizikov in astronomov

SR Slovenije zaživela sekcija za uporabno matematiko. Njen osnovni cilj je

strokovna povezava diplomantov uporabne (prej tehniške) matematike.

Z izvolitvijo predstavnika diplomantov uporabne matematike v upravni od-

bor DMFA na občnem zboru v Cerknem smo začeli intenzivneje razmišljati

o delu te sekcije. |

Vedeli smo, da bo sekcija prav zaživela le, če bomo matematiki spoznali, da

Si imamo kaj povedati. Za začetek smo organizirali seminar; saj so seminarji

poleg rednih letnih občnih zborov, na katerih pa do sedaj ni bilo veliko diplo-

mantov uporabne matematike, ena od možnosti, da se matematiki lahko

srečamo v večjem številu. (Glej sliko na prvi strani ovitka).

Seminar je bil 20. in 21. septembra 1984 na VTOZD Matematika in meha-

nika, Ljubljana, Jadranska 19, Teme tega seminarja so bile pregledne in zani-

mmive za širši krog matematikov; organizirali pa smo tudi pogovor o nadaljnjem

življenju sekcije.

Kakšen je bil program prvega seminarja sekcije za uporabno matematiko

DMFA?

Zvonimir Bohte je po pozdravnem nagovoru osvežil spomin na metode

reševanja linearnih enačb, Jernej Kozak je povedal nekaj o aproksimaciji po

metodi najmanjših kvadratov, ki se dokaj pogosto pojavlja v praksi, zaključno

predavanje tega dneva pa je imel Matjaž Omladič — o linearni regresiji.

Drugi dan je bil v znamenju novejših vej matematike. O problemih, ki so

bili prikazani, starejše generacije matematikov na fakulteti še niso slišale.

Vladimir Batagelj je pojasnil problem razvrščanja v skupine in pri popol-

danskem praktičnem delu seminarja smo med drugim razvrstili v skupine

tudi udeležence tega prvega seminarja. Bojan Mohar je prikazal nekaj za-

nimivih problemov barvanja grafov, 'omaž Pisanski pa je govoril o problemih

kombinatorične optimizaclje.

V pogovoru smo začrtali nekaj smernic za bodoče delo sekcije. Že tra-

dicionalne »sredine seminarje« bi približali širšemu krogu matematikov, tudi

tistim zunaj Ljubljane, z rednimi obvestili o temah v reviji Obzornik in s po-

novitvijo zanimivejših tem v primernejšem kraju in času za zainteresirane

udeležence. Še naprej bi enkrat letno organizirali seminar sekcije, na katerem

bi bilo poleg ene glavne teme (en dan) še nekaj krajših. Izvedli smo mini

anketo (odgovarjali so udeleženci seminarja, vsak pa je lahko označil več

tern) in rezultat je bil naslednji:

TEME ZA BODOČE SEMINARJE

Področje Število odgovorov

Kombinatorika in teorija grafov 22

Algoritmi, podatkovne strukture 21

Relacije, baze podatkov

Praktični primeri aplikacij

Operacijske raziskave

Računalniška grafika, CAD/CAM
Numerična matematika

Statistika

Sistemska in programska oprema

Drugi predlogi — navedi:

umetna inteligenca

diferencialne enačbe

ld knemk |

bem, CD OD a ma CA GO CONO
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Ob tem nas je zanimalo tudi:
Kaj delajo diplomanti uporabne/tehniške matematike.

Dobili smo naslednje odgovore:

Področje dela Število odgovorov

Poučevanje 15

Aplikativno programiranje:

tehnične aplikacije

komercialne aplikacije

Raziskovanje

Sistemsko programiranje

Sistemska analiza in načrtovanje sistemov
Statistika

Operacijske raziskave in matematično modeliranje

Nematematično delo DB UI co OKON
Nekaj številčnih podatkov o uspehu seminarja:

Seminarja se je udeležilo 51 diplomantov uporabne matematike, dobili pa

smo 01 izpolnjenih vprašalnikov o naslovih diplomantov oziroma o vključitvi

v DMFA. S temi naslovi bomo dopolnjevali evidenco o diplomantih uporabne

matematike.

DMFA SR Slovenije je dobilo osem novih članov, pri Komisiji za tisk pa

smo lahko prijavili šest novih naročnikov revije Presek.

Poleg tega, da vabimo na letne seminarje, sredine seminarje, želimo vzpod-

buditi vse diplomante uporabne matematike, da o zanimivih nalogah in re-

zultatih na svojem delovnem mestu objavljajo članke v reviji Obzornik. Enako

pa je za starejše diplomante zanimivo zvedeti, kaj se učijo bodoči matematiki.

Ob tem, kaj matematika danes je in kaj naj bi bila (kaj potrebujejo ma-

tematiki v praksi), se je razvila živahna debata, katere zaključek je bil, da

študij uporabne matematike ne more postati množica razdrobljenih pred-

metov, ki bi obravnavali praktično uporabo na posameznih področjih, postane

pa lahko študij »mejnega področja« matematične teorije z nakazanimi ne-

katerimi praktičnimi primeri iz prakse. K takemu študiju bi veliko pripomoglo

tudi delo pri praktičnih diplomskih nalogah; z njimi imamo matematiki

v gospodarstvu lahko zelo pomembno besedo.

Eno od področij dela pa naj bi bilo tudi razvijanje računalniške termino-

logije skupaj z drugimi skupinami strokovnjakov, ki se s tem že ukvarjajo.

Naslednje seminarje bomo organizirali z bolj specialnimi temami in ob

čvrstejšem povezovanju z matematiki iz industrije. Vabimo vse, ki jih zanima

delo v tej sekciji, naj se oglasijo na naslov

Sekcija za uporabno matematiko, DMFA SRS,

61111 Ljubljana, p.p. 64, Jadranska 19.

Veseli bomo vsakega novega člana in vsakega predloga za poživitev dela.

Oglasite se lahko tudi na sredinem seminarju (18.00—20.00 ure na Jadranski 19)

kot poslušalci; morda pa imate zanimivo temo, ki jo želite predstaviti ko-

legom. In ne pozabite: Obzornik za matematiko in fiziko je tudi vaša revija.

Potrebujemo čim več prizadevnih matematikov, ki bodo skrbeli, da ideja

sekcije za uporabno matematiko ne bo zaspala; že sedaj je namreč deležna

podpore mnogih delovnih organizacij.

Nevenka Gorenšček
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IDRIČA V LETU 1985

Sklad Borisa Kidriča pri Raziskovalni skupnosti Slovenije je tudi v letošnjem

letu podelil več Kidričevih nagrad, nagrad Sklada Borisa Kidriča ter nagrad za

izume in tehnične izboljšave na področjih naravoslovno-matematičnih, tehniških,

biotehniških in medicinskih ter družboslovnih in humanističnih ved. Med dobitniki

letošnjih nagrad je tudi 11 članov našega društva.

Kidričevi nagradi sta prejela:

1. doc. dr. Peter Prelovšek za vrhunske dosežke na področju teorije faznih pre-

hodov v sistemih z inkomenzurabilno strukturo.

P. Prelovšek je v obsežnem delu, ki zajema 10 publikacij, objavljenih v zadnjih

dveh letih v uglednih mednarodnih revijah, teoretično razložil obnašanje fizikalnih

količin v bližini faznega prehoda med inkomenzurabilno in komenzurabilno fazo.

Pojasnil je vpliv električnega polja na feroelekirike s faznim prehodom med in-

komenzurabilno in komenzurabilno fazo. Pri tem je prvi napovedal obstoj nove

multikritične točke v teh sistemih; ta je bila nato tudi eksperimentalno potrjena,

Anomalno kritično obnašanje elastične konstante v tantalovem diseleidu so opazili

pred leti, vendar ga niso pojasnili. P. Prelovšek je s sodelavcem pokazal, da je ta

pojav posledica mehčanja solitonske strukture pred faznim prehodom. Obenem je

izdelal tudi teorijo, ki pojasnjuje dinamiko faznega prehoda z nastajanjem domen-

skih sten in nukleacijskih procesov. Vpliv primesi in defektov na obnašanje v bližini

prehoda je P. Prelovšek razložil z modelom slučajnih polj. Pokazal je, da defekti

povzročajo metasabilna stanja in z njimi povezane histerezne pojave.

2. dr. Venceslav Rutar za vrhunske dosežke pri razvoju dvodimenzionalne he-

teronuklearne spektroskopije NMR.

V. Rutar se ukvarja z raziskovanjem konformacij velikih bioloških molekul. Z

metodo jedrske magnetne resonance (NMR). V zadnjih dveh letih je kot vodilni

avtor objavil 21 člankov v mednarodnih znanstvenih revijah. Delo naj bi prispevalo

k razvoju metode heteronuklearne spektroskopije NMR visoke ločljivosti in k njeni

uporabi za študij strukture organskih molekul. Kar zadeva razvoj metode, je V.

Rutar vpeljal bistvene izpopolnitve, ki so poenostavile interpretacijo NMR spek-

trov. To je posebej pomembno za študij velikih molekul v raztopinah. V. Rutar je

metodo uporabil še za proučevanje fluorokortizola in progesterona, modelnih sub-

stanc za nadaljevanje podobnih eksperimentov pri iskanju povezave med strukturo

molekul in biološkim učinkovanjem. Rezultati dela V. Rutarja so imeli velik odmev

med raziskovalci in številni laboratoriji po svetu že uporabljajo njegova dognanja.

Nagrade Sklada Borisa Kidriča so prejeli:

1. prof. dr. Marjan Ribarič, Ivan Bizjak, Marko Bonač, Mitja Lakner, Boris Mitro-

vič, Zoran Radelj, Lamext Stojtanovski, Zoran Gaborovič, Pavle Ipavc, Primož Ško-

berne in Slavica Šmuc za raziskave na področju Parsimonious data fitting.

M. Ribarič s sodelavci je v monografiji Computational methods for Parsimontous

data fitting, Dunaj, Physics-Verlag, 1984 (Lectures in computational statistics) pred-

stavil rezultate večletnega dela pri aproksimaciji eksperimentalnih podatkov s funk-

cijami, ki so linearne kombinacije izbranih funkcij ali pa racionalne funkcije teh.

Težišče dela je na ugotavljanju razreda primernih modelov in na izbiri najbolj

varčnega modela med dopustnimi. Za posamezne modele so razvili nove ustrezne

računalniške metode.

2. doc. dr. Tomaž Pisanski za pomembne znanstvene dosežke na področju teorije

grafov.

I. Pisanski je kot iniciator in glavni soavtor sodeloval pri petih člankih, ob-

javljenih v zadnjih dveh letih, v katerih so avtorji predstavili pomembne nove re-

zultate o barvanju povezav v grafih, o barvanju točk in o vložitvah grafov v skle-

njene ploskve. Tri dela obravnavajo povezave grala in dajejo zadostne pogoje za

to, da je graf prvega reda, da je mogoče povezave v njem pravilno obarvati z enakim

številom barv, kot je maksimalna stopnja oglišča grafa. To je pomemben prispevek

k reševanju enega od najbolj zapletenih problemov teorije grafov. V dveh delih

pa so podani pomembni novi rezultati o invariantnih posebnih razredov grafov.
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Nagrado za izume in izpopolnitve so prejeli:

1. doc. dr. Peter Prelovšek, Matjaž Babič, Andrej Kregar in Bojan Uran za izum

merilnika toplotne prevodnosti z izboljšano metodo grelne žice.

V nekaterih merilnikih toplotne prevodnosti prek segrete žice dovajano toploto

v polprostor, izpolnjen s snovjo z neznano toplotno prevodnostjo, višanje tem-

perature pa merijo v neposredni bližini žice. Avtorji so to metodo izboljšali tako,

da toplotne difuzivnosti ni več treba poznati. Izdelali so svojo verzijo aparature, ki

je analogen računalnik s fiksnim programom za izračunavanje prevodnosti ma-

terialov.

Zbral in uredil Ciril Velkovrh

9. JUGOSLOVANSKI SEMINAR IZ TEORIJE GRAFOV

V dneh 18. in 19. 5. 1984 je bil v Beogradu 5. jugoslovanski seminar

iz teorije grafov. Ta veja matematike se vse bolj širi; to dokazuje tudi nara-

Ščanje števila udeležencev glede na prejšnja leta. Na seminarju so bili naslednji

referati:

— D. Acketa, On some achievement and avotdance games on matroids

— D. Cvetkovič, Graph invartants based on the eigenvectors of the adja-

cency matrix

— D, Cvetkovič in M. Petrič, Connectedness of non-complete extended

p-sumsS of digraphs

— D. Danilovič in A. Jovanovič, An invariant partitioning vertex sets of

strongly regular graphs

— R. Doslovački, A characterization of hexagonal systems

— A. Graovac, I. Gutman in O. E. Polansky, On a regularity concerning the

spectra of isomertc graphs

— I. Gutman, Upper and lower bounds for the energy of some graphs

— D. Kurepa, Trees, order and some generalisations

— B. Mohar in M. Omladič, Graphs with no unigue extension property

— B. Mohar in T. Pisanski, Graphs with structure

— M. Petrovič, Some classes of graphs with two, three or four positive

eigenvalues

— A. Torgašev, On graphs whose reduced spectrum lies in the unit interval

Vsi referati imajo (na željo organizatorjev) angleške naslove, vendar pa so.

bila sama predavanja v srbohrvaščini. Tudi tako smo se kar dobro razumeli.

V okviru seminarja smo si ogledali tudi računalniški sistem GRAPH, ki so

ga razvili na Elektrotehniški fakulteti v Beogradu. Sistem je zgrajen iz treh

delov — ALGOR, BIBLIJO in THEOR. Prvi je posvečen delu z grafi (algoritmi),

drugi bibliografiji iz teorije grafov in tretji dokazovanju izrekov. Za zdaj

dobro deluje le prvi del, zanimive rezultate pa dosega tudi avtomatični do-

kazovalnik izrekov THEOR, ki zna v sodelovanju z uporabnikom dokazati na

primer naslednjo trditev: »Če graf ni povezan, potem je povezan njegov kom-

plement. Razen tega se ta del sistema uči na svojih izkušnjah.

Prihodnji seminar bo 18. in 19. aprila 1985 v Dubrovniku. Potekal bo v okviru

podiplomskega tečaja Algebraic and Topological Graph Theory, ki ga organizira

Inter-University Center v sodelovanju z W. Imrichom (Leoben, Avstrija), T.

Pisanskim (Univerza v Ljubljani) in [. D. Parsonsom (California State Uni-

versity, ZDA). Seminarja se bo poleg jugoslovanskih matematikov udeležila še

vrsta priznanih strokovnjakov iz tujine.

Bojan Mohar
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307.

308.

309,

. Fakin, Peter

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

UM td DU to (NBODBO

VE, DRUGE IN TRETJE STOPNJE

TER DOKTORANDOV IZ MATEMATIKE IN FIZIKE V LETU 1984"

Matematika-fizika

Ambruš, Srečko

Borovnik, Majda

Erjavec, Sabina

Gajšek, Milena

. Gerečnik, Stanislav

. Haužar, Majda

. Hlastec, Dragica

Hrustelj, Angela

Tehnična vzgoja-fizika

. Cmok, Helena

. Drozg, Feliks

Pedagoška akademija — Maribor

316. Jančič, Stanislav 325. Smrekar, Vladimir

317. Kos, Alojzija 326. Sušak, Branko

318. Kramberger, Majda 327. Vek, Marija

319. Krump, Matjaž 328. Vrenčur, Dušanka

320. Kumer, Marjeta 329. Vučko, Karmen

321. Malec, Nevenka 330. Zinrajh, Darko

322. Mesarič, Bojan 331. Zorman, Darinka

323. Potočnik, Zdenka 332. Žvajkar, Zdenka

324. Repec, Zlatka 333. Kordež, Mira

264. Markon, Maja 267. Pernat, Irena

265. Steblovnik, Zoran 268. Klasinc, Franc

266. Vuzem, Leopold 269. Fajfar, Franc. Ferčec, Zvonko

. Kostanjevec, Dragica

Pedagoška akademija — Ljubljana

Matematika — fizika

. Pene, Silvestra

. Smolič, Irena

. Teran, Polonca

. Habinc, Marinka

1. Jager, Ljudmila

. Podobnikar, Breda

. Marolt, Anton

. Marolt, Majda

. Mlakar-Broder, Jožica

. Oražem, Marija

. Šturm, Ivana

. Traven, Marija

. Gantar, Renata

Levai, Barbara

. Mestek, Danilka

- Mohorič, Marjetka

. Mur, Mojca

Pavlakovič, Ana

. Repinc, Janka

Smerdel, Vida

Strmec, Marta

Velikonja, Elvica

Zaletel, Mihael

Mravlja, Darinka

Kastelic, Branko

Berčon, Pavla

Borštnar, Vera

Pevec, Nežika

Piskar, Milena

Planarni grafi

Obravnava veččlenikov v OŠ

Fotoefekt

Nekaj matematičnih metod v statistiki

Rubikova kocka in grupe

Primeri ravninskih mehanizmov

Osnove matematične logike

Uporaba kvaternionov pri vrtenjih trirazsežnega Evkli-

dovega prostora

Izbrani geometrijski ekstremi

Težišča izbranih krivulj, likov, ploskev in teles

Ponazarjanje pri pouku matematike v OŠ

Poincarčjev model hiperbolične geometrije

— Logična analiza izbranih poglavij iz geometrije
Izometrije Evklidovega prostora

izbrane krivulje v šoli, tehniki in znanosti

Iransformacije v končnih geometrijah

Pravilni večkratniki in obseg kroga

Kako računamo z ulomki v Sloveniji in v Hrvaški

Uvod v končne projektivne ravnine

Obravnava najpogostejših napak pri računanju z ulom-

ki v 6. razredu

Primerjava obravnave točke, premice, ravnine v SR

Sloveniji in SR Hrvatski

Pravilni večkotniki in obseg kroga

Metodična obravnava ulomkov v OŠ v SR Sloveniji in

SR Srbiji

Lastne vrednosti linearne preslikave in uporaba

Vremenoslovje

Uvod v hiperbolično geometrijo

Obravnava točke, premice in ravnine v OŠ po starem

in novem programu

Naloge objektivnega tipa pri pouku geometrije v 6. r.

Obravnava trikotnika v OŠ

ma. nam diplomantov iz leta 1983 je bil objavljen v Obzornik mat. fiz. 31 (1984)
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126. Šercer, Simona

727. Štuhec, Miran

128. Kolenc, Terezija

129. Černilec, Boris

130. Rode, Maja

131. Zakrajšek, Slavka

132. Tarman, Cecilija

133. Nardin, Andrej

Fizika. — tehnična vzgoja

. Krajnc, Božidar

. Sirk, Marija

. Plut, Dušan

. Hadžicč, Miroslav

. Perne, MilovanKO CONIG UH

Metodična obravnava funkcije v OŠ in primerjava z

obravnavo v 1. letniku usmerjenega izobraževanja

O praštevilih

Testne naloge iz fizike za 8.r. OŠ

Grupe in kristali

Naloge objektivnega tipa iz geometrijskih vsebin o

krogu in krožnici, trikotniku in štirikotniku

Pravilni večkotniki, uporaba, ekstremi, problemi

Električni tok v plinih

Preslikave z zrcali in lečami

Sončna energija

Elektrotehnika v 8. r. OŠ

Obdelava lesa s sistemom KLIP-KLAP

Merilni instrumenti in uporaba merilne tehnike

Tehnologija predelave aluminija

2. stopnja

Fakulteta za naravoslovje in tehnologijo

Matematika — pedagoška smer

4,

5. Furman, Darinka

16. Bračič-Umek, Barbara

2. Kenda, Eva

8. Rozman, Tone

9. Šket, Majda

420. Košir, Jožica

421. Vehovar, Vasja

422. Kramar, Irena

423. Avsenik, Breda

. Kušar-Štrukelj, Marinka Homologija in kohomologija

Ekstremalni liki in ekstremalna telesa.

Porazdelitev celih algebraičnih števil

Konstrukcija samo s šestilom in samo z ravnilom

Pisotova števila

Vsote kvadratov v kolobarjih in obsegih

Stožernice in grafi drugega reda v IRn

Diferenčne enačbe

Asimptotično vedenje številskoteoretičnih funkcij

Mobiusove transformacije v prostoru IR?

Matematika — uporabna smer

298. Golob, Franc

299, Domanjko, Vilko

300. Golob, Pavel

301. Ahčan, Marko

302. Jelen, Andreja

303. Rezman, Ana

304. Lesničar, Tanja

305. Šparovec, Janez

306. Jošt, Dragica

307. Grasselli, Peter

308. Mofardin, Luana

309. čotar-Obad, Nada

. Bele, Darko

. Rusjan, Edmond

. Rojko-Valentin, Maja

Zimic, Ester

. Hafner, Marjan

. Hočevar, Tomaž

. Kmetič, Silva

. Snoj, IztokNIOUB. Ub5O

Urejanje po metodi deli in vladaj

Sistemi neodvisnih enot

Izračun kontingenčne tabele

Intervali zaupanja v aproksimaciji z zlepki

Optimizacija livarskega procesa

Zakon dvakratnega algoritma

Logaritmična analiza zaokrožitvenih napak

Pozitivno definitne matrike

Konstrukcija enostavnih matroidov

Konstrukcija končnih biprefiksnih kodov

Linearni slučajni procesi

Togost ogrodij

Gaussove kvadraturne formule

Rešitve Boltzmannove enačbe za mejne plasti

Porazdelitve v naravnem jeziku

Računalniški program za izračun hidravličnih uporov

sistemov

Izrek o dobri ureditvi

Tabele simbolov

Metoda končnih elementov

Sočasni Pascal

Matematika — teoretična smer

10. Kovič, Jurij

Fizika — pedagoška smer

87. Bizjak-Čepič, Mojca

88. Miklavčič, Nevio

84

Borsuk-Ulamov izrek

Popularizacija pojma entropije



89,

90.

91.

92.

395.

396.

397,

398.

399,

400.

401.

402.

403.

404.

405.

406.

407.

408.

409.

410.

411.

32.

33.

34.

35.

12.

13.

7A.

15.

84.

85.

Karažija, Eva

Kambič, Bojan

Kiselak, Brigita

Žiberna, Gorazd

Fizika — tehniška smer

Hanžel, Darko

Iglič, Aleš

Vidmar, Gorazd

Šutej, Tomaž

Erklavec, Miha

Čas, Andrej

Parzer, Igor

Ovsenik, Tadeja

Gregorc, Cveto

Zupanc, Darko

Bedenk, Sašo

Kralj, Veronika

Benedik, Marjana

Libešar, Matjaž

Drčar, Tomislav

Marin, Bojan

Lipej, Andrej

Matematika

Razpet, Marko

Mramor-Kosta, Nežka

Mohar, Bojan

Beloglavec, Emil

Fizika

Zavrtanik, Danilo

Križan, Peter

Mikuž, Marko

Šušteršič, Luka

Fizika

Budnar, Miloš

Sever, Stane

Niz poskusov in fotografij za dodatni pouk fizike v

osnovni šoli

Homogeni modeli zvezd

Zaznamovanje tekočinskih tokov

Konvekcija v atmosferi

Študij strukturnih faznih prehodov v (N(CH5)4)2Zn Cl,

z jedrsko magnetno resonanco

Model in elastična energija ehinocita

Indikacijski merilnik pretoka tekočine

Merjenje nevtronske doze s polprevodniškim dozirne-

trom

Kapacitivni merilnik nivoja tekočin

Analiza hrupa pralnega stroja

Nihanje vodilnih lopatic pri turbinah

Reyleighovo sipanje svetlobe v liotropnem tekočem

kristalu

Sintetična holografija

Ultrazvočni pretvornik

Magnetometer — gradiometer II. reda s SOUID-om

Vpliv ionske vrste in spontane polarizacije vode na

temperaturo faznega prehoda lipidne dvojne plasti

Nestabilnost milničnih plasti

Holografski zapis in čitanje digitalnih podatkov

Uravnavanje odziva termoluminiscentnih dozimetrov

z energijskim filtriranjem

Lastna difuzija molekul v holesterinskih tekočih kri-

stalih

Pretočne razmere v cevnih turbinah

3. stopnja

Posplošeni spektralni operatorji
Topologija kompleksnih projektivnih algebraičnih

množic

Barvanje simplicialnih kompleksov

Gladke razširitve biholomorfnih preslikav

Eksperimentalna aparatura za meritev reakcij

a-p—aaN

Iskanje in analiza sledi delcev pri eksperimentu

a-p—>aaN

Proženje ter prenos in spontana obdelava podatkov
pri meritvi reakcij »zrp — z z N«

Klasični poenoteni model elektrošibkih sil

Doktorske disertacije

Preseki za produkcijo L-žarkov X s protoni nad

0,, MeV na težkih elementih in njihova uporaba v

sledni analizi

Meritev preseka za reakcijo z-p>-zxatn v bližini

praga

Naročnike Obzornika za matematiko in fiziko prosimo, da diplomante naših

strok, ki še niso naročniki na društveno revijo, povabijo, da postanejo člani našega

društva. Prijavnico lahko dobijo pri tajniku društva Janezu Krušiču (Srednja elek-

trotehniška šola, Ljubljana, Vegova ul. 4) oz. v pisarni Komisije za tisk DMFA SRS,

Ljubljana, Jadranska c. 19, soba 316, tel. št. (061) 265-061.

Zbral in uredil Ciril Velkovrh
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RAZISKOVALNE NALOGE MATEMATIČNEGA ODDELKA IMEM

| V LETU 1984

Delo članov Inštituta za matematiko, fiziko in mehaniko se še posebej kaže

v njihovih raziskovalnih nalogah. Sledijo kratki povzetki teh del.

120. Operatorji množenja z neodvisno spremenljivko. Nosilec M. Dobovišek,

sodelavca M. Omladič, M. Hladnik.

g? < co]. Lastnosti operatorja
— 1

Naj bo 04m;) — lfeC%[0,1]; lj
k? m;

k—0

množenja z neodvisno spremenljivko na prostorih O4m;,j se spreminjajo z za-

poredjem (m,;,). Za ta operator sta izračunani dve mreži invariantnih pod-

prostorov in tudi spekter njegovih skrčitev na te podprostore. V enem skraj-

nem primeru spektra s prehodom na kateri koli invariantni podprostor ne

moremo zmanjšati, v drugem pa dobimo dekomponibilen operator.

121. Analitične funkcije več spremenljivk z divjimi robnimi vrednostmi.

Nosilec J. Globevnik, sodelavci E. Beloglavec, F. Forstnerič, M. Lakner, A.

Založnik.

V delu je dokazano, da za vsako omejeno strogo psevdokonveksno območje

D c €N,N >1, z robom razreda %2, obstajata A > 0 in analitična funkcija f na

D z naslednjo lastnostjo: Naj bo y:[0,1]—->D pot, za katero je 7([0,h)) c D,

7(1) ebD in |(£) —y(1)|| < A dist(7(i), bDjyI2 (0 < t<l).

Tedaj lim,,: [(x(f)) ne obstaja.

122. Prostori analitičnih funkcij v študiju spektralnosti operatorjev. No-

silec G. Lešnjak, sodelavca B. Magajna, M. Omladič.

Naj bo X Banachov prostor in G neprazna odprta množica v €, katere rob

je unija končnega števila izmerljivih krivulj. Podana je reprezentacija duala

Banachovega prostora vseh zveznih funkcij iz G v X, ki so analitične na G.

Vpeljani sta definiciji notranjih in zunanjih upodobitev linearnega operatorja

na X pa tudi pojma notranjega in zunanjega spektra operatorja.

123. Funkcionalna enačba v hermitskih Banachovih algebrah in njena upo-

raba. Nosilec J. Vukman.

Naj bo A kompleksna hermitska Banachova algebra z enoto e. Denimo, da

obstaja aditivna funkcija f: A—>A z lastnostjo f(a) < —a"afj(a-, kjer je a

poljuben normalen obrnljiv element. V tem primeru je za vsak a — h -1k iz-

polnjeno f(a) — kf(te). Z uporabo tega rezultata dobimo posplošitev znanega

rezultata S. Kurepe.

124. Karakterizacija 3-mnogoterosti. Nosilec D. Repovš, sodelavci J. Vrabec,

J. Rakovec, Z. Magajna.

V delu je dokazano, da je vsaka 1-LC Zs-homološka 3-mnogoterost, ki je

skoraj l-aciklična (nad Z;) prava slika neorientabilne 3-mnogoterosti, razreš-

ljiva posplošena 3-mnogoterost. Dokazana je domneva R. C. Lacherja, da je

posplošena 3-mnogoterost topološka 3-mnogoterost tedaj in le tedaj, ko ima

lastnost razločevanja preslikav, zadošča Kneserjevi končnosti in S(X) c Z, kjer

je dim Z — 0. Obravnavane so osnovne lastnosti posplošenih 3-mnogoterosti

z robom.
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125. Teoretične osnove analize zaokrožitvenih napak. Nosilec Z. Bohte, so-

delavca G. Tomšič, M. Petkovšek.

Podane so teoretične osnove končne aritmetike: osnove analize zaokrožitve-

nih napak, širjenje napak pri računanju s približki, aproksimacija s predstav-

ljivimi števili, realizacija standardnih aproksimacijskih funkcij v nekaterih

številskih sistemih itd. Obdelana so števila s stalno in pomično vejico in

algoritmi za izvajanje osnovnih aritmetičnih operacij. Navedenih je še nekaj

zgledov za analizo zaokrožitvenih napak v stalni vejici.

126. Računalniško orientirane matematične metode — 1X. Nosilec J. Grad,

sodelavca V. Rupnik, J. Barle.
V nalogi so podani principi metod parametričnega linearnega programiranja

kot razširitve senzitivnostne analize. Opisani so posamezni algoritmi ter nji-

hovi programi, podani v programskem jeziku APL. Prikazani so tudi rezultati

obdelav in napotki za pripravo vhodnih podatkov. Programi so bili testirani na

računalniku DEC-10.

127. Stabilne numerične metode za reševanje sistema diferencialnih enačb.

Nosilec A. Kmet, sodelavca V. V. Bobkov, B. Orel.

Podrobno so razložene kvazi-Newtonove metode za reševanje sistema ne-

linearnih enačb in za določanje minima pozitivnega funkcionala. Razvite so

nove metode za numerično reševanje sistemov diferencialnih enačb. Analizi-

rana je usklajenost numeričnih rešitev z rešitvami določenega razreda sistemov

diferencialnih enačb. Dobljenih je nekaj novih metod za reševanje začetnih

nalog pri sistemih navadnih diferencialnih enačb prvega in drugega reda.

128. Aproksimacija, ki ohranja obliko. Nosilec J. Kozak.

Razvit je postopek, ki brez interaktivnega posredovanja da aproksimativno

funkcijo, ki ohranja obliko podatkov. Ta funkcija je interpolacijski hiper-

bolični zlepek reda 4; vnaprej mu določimo napetostne parametre tako, da se

kar najmanj loči od kubičnega polinomskega interpolacijskega zlepka. Po-

stopek je posplošen na aproksimacijo krivulj, mogoče pa ga bo uporabiti tudi

v več dimenzijah.

129. Reševanje diferenčnih enačb z metodami dinamičnega programiranja.

Nosilec A. Vadnal.

Raziskava obravnava diferenčne enačbe drugega reda. Za diferenčno enačbo

MY; Ya' Yale) — 0 na množici x: (1,2, 3,..., n — 2), kjerjen: 13,4,5,...), je

izračunana tista posebna rešitev, ki zadošča začetnima pogojema y; — a in

Y,, — D. Za reševanje te naloge je avtor razvil metodo diskretnega deterministič-

nega dinamičnega programiranja. Ta je zlasti uporabna pri nelinearnih dife-

renčnih enačbah, kjer odpovedo že znane metode.

130. Reševanje algebrajskih problemov izjavnega računa. Nosilec I. Hafner,

sodelavec B. Jurčič.

Obravnavana je rešljivost logičnih nalog, v katerih iščemo neznane formule

izjavnega računa. Za primer ene neznanke so izpeljani potrebni in zadostni
pogoji za rešljivost. Dobljeno je tudi število različnih rešitev. Posplošitev za več

neznank nam daje zadosten pogoj za rešljivost. Rešeno je večje število pro-

blemov, metoda semantičnih dreves pa je uporabna za reševanje enačb in

neenačb. Zanjo je narejen računalniški program.
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131. Lokalno neasociativne algebre. Nosilec A. Cedilnik.

Obravnavane so tiste algebre nad poljubnim obsegom, v katerih je asociator

vselej linearna kombinacija svojih argumentov. V grobem so to, poleg asocia-

tivnih algeber, še algebre s karakteristiko 2 ter algebre, za katere velja identi-

teta: (x, y, z) — A(y, z) x — A(x, y) z, pri čemer je A bilinearna forma. Te zadnje

so poleg vsega posebna vrsta Liejevo dopustnih algeber. Dodatno so obravna-

vane še algebre, ki so algebraične stopnje 1.

132. Bibliografija Josipa Plemlja in nekaterih odmevov na njegova dela

v mednarodni matematični in fizikalni literaturi. Nosilec J. Povšič, tehnična so-

delavca C. Velkovrh, S. Zorko.

Naloga obsega uvod, knjige in razprave Josipa Plemlja z odmevi nanje ter

ocene, ki jih je pisal Plemelj. Vseh enot v osebni bibliografiji je 55. V letu 1984

je bilo na novo zbranih 94 odmevov; tako jih je v celotni nalogi sedaj prek

1100.

133. Algoritmi teorije grafov IV. Nosilec V. Batagelj, tehnični sodelavec I.

Dolenc.

Obravnavane so zveze med teorijo grafov in razvrščanjem v skupine: vloga

grafov pri analizi zahtevnosti problemov razvrščanja, grafovski postopki raz-

vrščanja itd. Podana je induktivna definicija razreda vseh kubičnih dvodelnih

grafov. Za rekurzivno enačbo, ki jo dobimo pri analizi postopkov, osnovanih na

načelu »deli in vladaj«, je opisan splošni pristop k reševanju. Začeto je delo

pri programu za grafovske postopke razvrščanja v skupine.

134. Algebraična teorija grafov. Nosilec D. Marušič.

Obdelane so hamiltonske lastnosti simetričnih in zvezdnatih grafov. Do-

kazano je, da ima vsak povezan metacikličen graf reda g p, kjer sta g in p raz-

lični praštevili, Hamiltonov cikel ter da ima vsak nemetacikličen simetričen

graf reda g p nerešljivo grupo avtomorfizmov in najmanj stopnjo regularnosti

p —1. Hamiltonovo pot ima vsak povezan regularen graf, katerega faktorski

graf je dobro drevo, pa tudi povezan graf stopnje regularnosti 4, katerega

faktorski graf je drevo. |

135. Grafi simplicialnih kompleksov. Nosilec B. Mohar, sodelavec J. Herga.

Obravnavana so barvanja oglišč n-dimenzionalnih psevdomnogoterosti z n --

- 2ali z n - 1 barvami. Dokazano je, da ima vsaka soda, enostavno povezana,

sklenjena kombinatorična mnogoterost dvodelen dualni graf. Z vpeljavo sim-

plicialne sheme je opisana ovira za obstoj barvanja z n - 1 barvami. Obdelana

je Kempejeva ekvivalenca na ploskvah. Glavni rezultat je karakterizacija in

enumeracija akempičnih triangulacij 2-sfere, ki imajo natanko 4 točke lihe

stopnje.

136. Invariante grafov IH. Nosilec T. Pisanski, sodelavci J. Shawe-Taylor, R.

Sosič, B. Mohar, Z. Magajna, T. D. Parsons, A. Malnič, tehnična sodelavka H.

Godec.

Obravnavane so vložitve grafov v ploskve. Rešen je problem minimalne ure-

jene triangulacije ploskve. Poiskana je vložitev grupe s 27 elementi v ploskev

da je problem natančnega vpetega drevesa NP-poln. Obdelane so posplošitve

razdaljno regularnih grafov. Govor je o posplošenih Petersenovih grafih, ki so

hkrati ciklično permutacijski grafi, ter o štetju šestkotniških sistemov z raču-

nalnikom. Zbral in priredil Janez Rakovec
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STROKOVNI PREDMETI IN FIZIKA

F. Cvelbar je opozoril na knjižico Svetislava Šilerja Radioatehnika tn

elektronika, ki sta jo iz srbščine prevedla Lidija in Iztok Saje. S pomočjo

SOZD Iskra, RSLO in Izobraževalne skupnosti Slovenije jo je izdal v Ljubljani

1984 Svet za tehnično vzgojo mladine Zveze organizacij za tehnično kulturo

slovenije.

Knjižica ima 84 strani in od poglavja 2 na str. 13 dalje pojasnjuje radio-

tehnične elemente in vezja. Ob njen začetek se ne bi obregnili, ko ne bi po-

irjeval stališča, da strokovni predmeti ne morejo nadomestiti fizike. To je

mogoče trditi, četudi knjižica ni učbenik, ampak je namenjena »Pr ostoročnim

tehničnim dejavnostim« v Klubih mladih tehnikov, mentorjem in učiteljem

tehnične vzgoje. Ne gre toliko za posamezne pomanjkljivosti kot za odnos do

fizike, ki veje iz poglavja 1 — Osnov elektrotehnike. Kaj si bodo mislili učenci,

ki so se naučili fiziko?

. Ker je elektron nosilec električnih pojavov, določa presežek in pri-

manjkljaj elektronov njegovo naelekirenost, presežek pomeni negativno, pri-

manjkljaj pa pozitivno ...

. Količino naelektrenosti elektronov ali protonov merimo z elektronvolti

(eV). Enota za celotno količino elektrine je coulomb (Cb) ...

. Vsako naelektreno telo ima določeno količino elektrine, ki jo imenujerno

potencial tega telesa...

. Kapaciteto enega pE imata dve plošči, veliki 1 cm? in med seboj odda-

ljeni en milimeter ..

. Če je med tema dvema točkama prevodnik, se bodo elektroni gibali

s telesa z višjim potencialom proti telesu z nižjim...

. Na gibanje elektronov deluje sila, ki jo imenujemo elektromotorna sila

(EMS). Tudi elektromotorno silo merimo z volti. Ko se elektroni gibljejo, na-

stajata: a) elektronski tok, ko elektron preide vso pot od negativne do po-

zitivne naelektrenosti. Praviloma so te poti zelo kratke. Primer je elektronka.

In b) električni tok, ko elektron verižno oddaja svojo energijo, sam pa le niha

blizu svojega ravnotežnega položaja; vodniki so v tem primeru zelo dolgi, na

primer električne napeljave ...« (str. 7 in 8).

. Kadar v tuljavo elektromagneta vstavljamo in izmikamo jedro narav-

nega magneta, magnetno polje usmerja gibanje elektronov in tok teče po

bakrenih navojih. Enako se zgodi tudi, kadar namesto stalnega magneta

uporabimo elektromagnet, tuljavo z električnim tokom. Ta pojav imenujemo

elektromagnetna indukcija. Enota za merjenje elektromagnetne indukcije je

henri (H) H — Vs/A ...« (str. 10).

Kaj si mislijo učitelji fizike?

Janez Strnad

NAVODILO AVTORJEM ZA PRIPRAVO ROKOPISA

Rokopis mora biti natipkan v dveh izvodih (drugi izvod je lahko kseroks kopija)

na belem papirju formata A.4, z dvojnim razmikom in vsaj 2cm širokim robom

na vseh štirih straneh. V tekstu morajo biti vse besede, ki naj bodo postavljene

kurzivno, in vsi matematični simboli podčrtani z valovito črto. Besede in simboli,

ki morajo biti stavljeni polkrepko, pa podčrtani z ravno črto. Podrobnejša navodila

so v Obzornku mat. fiz. 21 (1974) 62—64. Pri korekturah na krtačnih odtisih uporab-

ljajte dogovorjene oznake.
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KNJIGE

OBZORNIK MAT. FIZ. 16 (1969) — 30 (1983)

STVARNO IN ABECEDNO AVTORSKO KAZALO

Ob trideseti obletnici izhajanja Obzornika za matematiko in fiziko je

društvo izdalo Stvarno in abecedno avtorsko kazalo za zadnjih 15 let. Ker je

bila naklada te brošure samo 200 izvodov, smo jo poslali le rednim sodelavcem

revije. Nekaj izvodov pa je ostalo tudi v prodaji po 125.— din (100.— din). Na-

ročila in svoje Želje sporočite na naslov uredništva. Rednim naročnikom dru-

štvene revije, ki želijo imeti kazalo, ga bomo lahko poslali brezplačno, dokler

naklada ne bo pošla.

Ciril Velkovrh

KNJIŽNA ZBIRKA SIGMA V PRIHODNJIH LETIH

Prva knjiga v zbirki Knjižnica Sigma je izšla leta 1959 pri Mladinski knjigi.

Mladinska knjiga je izdajala zbirko vse do leta 1971, ko je zašla v finančne

težave in smo bili prisiljeni zamenjati založbo. Dobrih osem let smo nato

prijetno sodelovali z Državno založbo Slovenije. Splošna gospodarska kriza se

je nato močno odrazila tudi pri izdajanju strokovne literature, saj v naslednjih

štirih letih ni hotela nobena od slovenskih založb izdati kakega našega dela.

Da ne bi prekinili izdajanja knjig v zbirki Sigma in nato to dejavnost le stežka

ponovno oživili, smo se pri Društvu matematikov, fizikov in astronomov SRS

v zadnjih letih močno trudili, da bi sami izdali vsaj po eno delo na leto. Ves

čas pa smo imeli težave — tudi drugačne, ne zgolj finančne narave. Velikokrat

obljubljenega rokopisa nismo dobili pravočasno in smo bili v hudi stiski, ker

financerji zahtevajo, da tudi neperiodični tisk redno izhaja. Pomanjkanje

rokopisov smo uspešno premagali s prevodi iz srbohrvaščine, ruščine in an-

gleščine. |

Lani pa nam je uspelo poleg Izobraževalne skupnosti Slovenije pridobiti

tudi Raziskovalno skupnost Slovenije kot rednega financerja pri izdajanju

knjig v zbirki Sigma. Knjigo Vladimirja Devideja Matematika skozi kulture

in epohe, ki je izšla za leto 1983, smo ob pomoči vseh treh skupnosti prvič

po več letih izdali brez izgube. V letu 1984 sta prišli na svetlo dve manjši

knjigi: Bojana Gollija in Janeza Žitnika Rešene naloge iz fizike z republiških

tekmovanj, 2. del ter Jožeta Grassellija Diofantske enačbe. Za prihodnje imamo

le nekaj obljub. Po dolgoletnih izkušnjah pa vemo, da avtorji vselej le ne

morejo izpolniti svojih obljub. Zato bi bilo ugodno, če bi uredniški odbor

3igme imel v zalogi več rokopisov, ki potem izidejo po vrstnem redu, kot so

oddani, in po trenutnih finančnih možnostih.

Zato vabimo vse, predvsem morebitne avtorje, da predlagajo nove naslove,

ki naj bi izšli v Sigmi. V mislih imamo originalna dela domačih avtorjev ali

prevode dobrih tujih del. Končno pa naj omenimo še to, da se je uredniški

odbor v okviru Komisije za tisk DMFA SRS odločil, da bo v zbirki Sigma

izdajal predvsem dela, ki so primerna za popularizacijo matematike, fizike in

astronomije ter računalništva med srednješolsko mladino. Rokopis mora po

težavnostni stopnji, zanimivosti in aktualnosti ustrezati tem zahtevam.

Ciril Velkovrh
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RAT CITIRANIH FIZIKALNIH

V znanstvenih člankih se raziskovalci sklicujejo večinoma na druge članke,

manj na knjige. Vseeno je češki fizik J. Vlachy, ki se ukvarja s statistiko fizi-

kalne literature, po člankih iz let 1965—1983 sestavil lestvico šeststotih naj-

pogosteje citiranih fizikalnih knjig [1]. Nekatere njegove ugotovitve utegnejo

zanimati bralce Obzornika.

Citirane knjige so izšle med leti 1873 in 1982, a le pet jih je izšlo pred letom

1920 (Sl. la). Največ jih je s področja matematične, statistične in kvantne

fizike, relativnosti in gravitacije ter s področja fizike kondenzirane snovi

(SI. 1b). Poleg povprečnega števila citatov na leto za čas od 1965 do 1983 je

naveden ta podatek še posebej za čas od 1981 do 1983. Omejili se bomo na

zadnji podatek in navedli za vsako izmed področij vse knjige, ki so jih citirali

v povprečju vsaj 200-krat na leto, ali tri najpogosteje citirane.

zob 30r

20 20k

lo | rok
o Leni edi Dore, [h TH a nana lan ob
1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1234567 8 9

Sl. 1. Porazdelitev 600 najpogosteje citiranih fizikalnih knjig po letu izida (levo) in

po področjih (desno) [1]. Pet knjig je izšlo pred letom 1920. Številke pomenijo:

1 matematična, statistična in kvantna fizika, relativnost in gravitacija, 2 fizika os-

novnih delcev, teorija polja, 3 jedrska fizika, 4 atomska, molekulska in kemijska

fizika, fizikalna kemija, 5 klasična fenomenologija, optika, akustika, hidrodinamika,

6 fizika plazme, tekočine, tok v snovi, 7 fizika kondenzirane snovi, 8 nauk o materia-

lih, 9 astrofizika, raziskovanje vesolja

1. Matematična, statistična in kvantna fizika, relativnost in gravitacija

1. L. D. Landau, E. M. Lifšic, Statističeskaja fizika (1951) 363

2. L. D. Landau, E.M. Lifšic, K vantovaja mehanika (1948) 335
3. J. Crank, Mathematics of diffusion (1956) 315
4. P.M. Morse, H. Feshbach, Methods of theoretical physics (1953) 288
5. J. D. Jackson, Classical electrodynamics (1962) 239
6. W. Heitler, 7 he guantum theory of radiation (1954) 233
Z. A. Messiah, Mechanigue guantigue (1958) 207
8. L. D. Landau, E. M. Lifšic, Elektrodinamika splošnih sred (1957) 201

2. Fizika osnovnih delcev, teorija polja

1. R. G. Newton, Scattering theory of waves and particles (1966) 97

2. J. D. Bjorken, S. D. Di cil Relattvistic guantum field theory (1965) 63
3. R.P. Feynman. Photon-hadron interactions (1972) 56

3. Jedrska fizika

1. C. M. Lederer, J. M. Hollander, 1. Perlman, fables of nuclear isotopes (1967). 356

2. A. Bohr, B. R. Mottelson, Nuclear structure (1967) 331

3. J. M. Blatt, V. F. Weisskopf, Theoretical nuclear physics (1952) 40

4, Atomska, molekulska in kemijska fizika, fizikalna kemija

1. G. Herzberg, Molecular spectra and molecular structure (1945) 656

2. L. Pauling, The nature of the chemical bond and the structure of molecules

and erystals (1939) 628

3. C. E. Moore, Atomic energy levels (1949) 412
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4. L. J. Bellamy, The infra-red spectra of complex molecules (1954) 411

5. R. A. Robinson, R. H. Stokes, Electrolite solutions (1955) 313
6. K. P. Huber, G. Herzberg, Molecular spectra and molecular structure, vol. 4

(1979) 295

7. J. A. Pople, D. L. Beveridge, Approximate molecular orbital theory (1970) 292

8. H. J. Goldschmidt, /mterstitial alloys (1967) 288

9. E. B. Wilson, Molecular vibrations (1955) 220

5. Klasična fenomenologija, optika, akustika, hidrodinamika

1. M. Born, E. Wolf, Principles of optics (1959) 506

2. H. Lamb, Hydrodynamics (1879) 187

3. S. Chandrasekhar, Hydrodynamic and hydromagnetic stability (1961) 162

6. Fizika plazme, tekočine, tok v snovi

1. L. Spitzer, Physics of fully ionized gases (1956) 133

2. T. H. Stix, The theory of plasma waves (1962) 83

3. V. L. Ginzburg, Rasprostranente elektromagnitnyh voln v plazme (1967) 66

7. Fizika kondenzirane snovi

1. H. S. Carslaw, J. C. Jaegger, Conduction of heat in solids (1949) 395

2. S. M. Sze, Physics of semiconducter devices (1969) 363

3. A. Abragam, The principles of nuclear magnetism (1961) 350

4. J. Crank, Mathematics of diffusion (1956) 315

5. N. F. Mott, R. W. Gurney, Electronic processes in ionic crystals (1940) 308

6. C. Kittel, [ntroductton to solid state physics (1953) 289

7. R. W. G. Wyckoff, Crystal structures (1948) 239

8. P. G. DeGennes, The physics of liguid crystals (1974) 226

9. H. Schlichting, K. Schlichting, Grenzsehichttheorte (1951) 225

10. R. Hultgren, L. R. Orr, P. D. Anderson, K. K. Kelley, Selected values of

thermodynamic properties of metals and alloys (1963) 217

8. Nauk o materialih

1. M. Hansen, K. Anderko, Der Aufbau der Zweistofflegierungen (1936) 437

2. H. E. Stanley, /ntroduction to the phase transitions and critical phenomena

(1971) 110

3. J. W. Christian, The theory of transformations in metals and alloys (1965) 83

9. Astrofizika, raziskovanje vesolja

1. €. W. Allen, Astrophysical guantities (1955) 309

2. G. DeVaucouleurs, H. G. Corwin, Second reference catalogue of bright ga-

laxies (1974) 157

3. S. Weinberg, Gravitation and cosmology (1972) 148

V Vlachyjevih preglednicah je tudi knjiga slovenskih piscev. Na 56. mestu v fiziki

kondenzirane snovi najdemo knjigo

R. Blinc, B. Žekš, Soft modes in ferroelectrics and antiferroelectrics (1974) 44

Poleg pisca ali piscev in naslova v originalu je navedeno leto prvega izida in

povprečno število citatov na leto za čas 1981—1983; nadaljnje izdaje in prevodi niso

posebej omenjeni.

Število citatov je sicer priročen podatek, a pretirano bi bilo, če bi hoteli

samo po njem sklepati na pomen knjige. Treba bi bilo upoštevati še druge

značilnosti, na primer področje, obseg, ceno, jezik, leto izida, možnosti za

prevod. Navsezadnje že naše preglednice pričajo o zastopanosti posameznih

področij.

V naših preglednicah edino dvojica piscev nastopa trikrat. L. D. Landau in

E. M. Lifšic sta v ruščini izdala enega najbolj znanih in najobsežnejših učbe-

nikov teorijske fizike v 8 delih, ki je preveden tudi v druge jezike. Presenetljivo
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je, da je bil L. D. Landau znan po izrazitem odporu do pisanja nasploh. Pri

veliki večini člankov in knjig se je v tem pogledu zanesel na sodelavca, sam

pa je prispeval zamisel, izvajanja, račune, načrt, pripombe k rokopisu in

predloge za predelavo. Na vprašanje, kdo je zares pisal učbenik, je E. M. Lif-

šic odvrnil: »Pero je bilo moje, zamisel Landauova.« [2] Tudi R. P. Feynman ni

sam napisal znamenitih predavanj: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands,

The Feynman lectures on physics (1963) 66 — na 38. mestu pri matematični,

statistični in kvantni fiziki. Po magnetofonskem zapisu predavanj sta jih

zapisala R. B. Leighton in M. Sands.

Janez Strnad

[1] J. Vlachy, Successtve citation of 600 physics books, Czech. J. Phys. B34

(1984) 1357,

[2] F. Janouch, L. D. Landau: His life and work, CERN 79—03, Geneve 1979,

NOVE KNJIGE

Stankovič B., Pilipovič S., Teorija distribucij. — Novi Sad, Prirodno-mate-

matički fakultet, Institut za matematiku 1983, 331 str.

Avtorja popeljeta bralca v svet distribucij po poti, ki sta jo ubirala na

svojih predavanjih v okviru podiplomskega študija na PMF Novi Sad. Le-ta pa

zahteva nekaj znanja iz teorije o linearnih topoloških prostorih (tečaj s tega

področja na našem podiplomskem študiju popolnoma zadošča), čeprav sta se

pisca izognila močnejši uporabi te teorije in se odločila za tako imenovani

Schwartzov funkcionalni pristop.

Knjiga je napisana v jasnem in »tekočem« slogu. V uvodnem poglavju so

pregledno (brez dokazov) navedene definicije in osnovne lastnosti iz teorije

o linearnih topoloških prostorih, ki služijo kot orodje v nadaljevanju. Dokazi

so skrbno izdelani, a ne razvlečeni, knjiga pa poseže dovolj globoko, da omo-

goča bralcu dostop do dela na tem področju.

Poglavja so izbrana kot v standardnih učbenikih za teorijo distribucij.

Dvanajst jih je (brez uvodnega). V prvih štirih avtorja opredelita prostor

osnovnih funkcij, prostor distribucij in se ukvarjata z njunimi osnovnimi

lastnostmi. V naslednjih dveh se lotita operacij v prostoru distribucij (odvod,

nedoločeni integral, množenje z gladko funkcijo, regularizacija). V sedmem

in osmem poglavju teče beseda o nekaterih drugih prostorih distribucij (di-

stribucije končnega reda, umirjene distribucije, periodične distribucije), nato

pa sta na vrsti premi produkt in konvolucija distribucij (po Vladimirovu),

obsežno enajsto poglavje pa je namenjeno Fourierovi transformaciji (v raz-

ličnih prostorih distribucij). V zadnjem poglavju se srečamo s prostori So-

boljeva, ki predstavljajo tudi most k teoriji parcialnih diferencialnih enačb.

Boris Lavrič
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PUBLIKACIJE KOMISIJE ZA TISK DMFA SRS V LETU 1984

Cena

v din

1. Obzornik za matematiko in fiziko: Stvarno in abecedno avtorsko

kazalo za letnike 16 (1969) — 30 (1983) (690) 100. —

2.—1. Obzornik za matematiko in fiziko, 31 (1984) št. 1, 2, 3, 4, 5/6 (663,

685, 700, 710, 714) 200.—

8. Presek: Štvarno in abecedno avtorsko in imensko kazalo za ob-

dobje 0 (1972), 1 (1973/74) — 10 (1982/83) (675) 100. —

9,.—12. Presek — list za mlade matematike, fizike in astronome, 11 (1983/84)

št. 3, 4, 5/6, 12 (1984/85) 1, 2 (664, 672, 673, 694, 705) 80 —

Presekova knjižnica

13. 16. Šporer Z., Oh, ta matematika (678) 320 —

14. 17. Ranzinger P. in dr., Naše nebo : Astronomske efemeride. Umetni

sateliti. Potresi. 1985 (717) 120 —

Učbeniki in priročniki za osnovno in srednjo šolo

15. Žabkar J., Tablice kvadratov, kubov, kvadratnih in kubičnih korenov

naravnih števil, ... (681) 28. —

16. Leksikon CZ — Matematika, 2. natis (665) 168 —

17. Leksikon CZ — Fizika, 3. natis (683) 1280. —

18. Velika ilustrirana enciklopedija: Nebo in zvezde (679) 1040.—

19. Velika ilustrirana enciklopedija: Razvoj znanosti (708) 1360.—

Knjižnica Sigma

20. 20.m. Uršič S., Štirimestni logaritmi in druge tabele (689) 240.—

21. 35.a. Milankovič M., Kratka zgodovina astronomije, 1. del. (688). 320. —

22. 36. Devide V., Matematika skozi kulture in epohe (670) 480. —

23. 37. Golli B., Žitnik J., Rešene naloge iz fizike z republiških tekmo

vanj, 2. del (686) 320 —

24. 38. Grasselli J., Diofantske enačbe (713) 400 —

Matematični rokopisi

25. 9.a, Batagelj V., Uvod v računalništvo. Fortran (712) 200 —

26. 5.a. Batagelj V., Diskretne strukture. Naloge (709) 360. —

Izbrana poglavja iz matematike in računalništva

22. 12.c. Wirth N., Računalniško programiranje, 1. del (687) 800.—

28. 14.c. Nadrah N., Cobol (674) 120 —

29. 18.c. Mohar B., Zakrajšek E. Uvod v programiranje (706) 600.—

30. 22. Kozak J., Podatkovne strukture in algoritmi (695) —

Zbirka izbranih poglavij iz mehanike

31. l.a. Muršič M., Osnove tehniške mehanike, 1. del. Statika (701) 800.—

Zbirka izbranih poglavij iz fizike

32. 9.c. Gros M. in dr., Naloge iz fizike, 1. del (711) 320. —

33. 20. Čopič M., Golli B., Naloge iz fizike, 2. del (671) 160.—

34. 21.b. Čadež A., Fizika zvezd (716) 200 —

Matematika-Fizika — Zbirka univerzitetnih učbenikov in monografij

35. 9.a. Strnad J., Fizika, 1. del. Mehanika. Toplota (696) 1000.—

Na desni strani seznama so navedene znižane cene, ki veljajo za člane društva,

študente in naročnike Preseka.

Na koncu naslovov so v oklepajih vpisane zaporedne številke izdaj DMFA SRS

od leta 1951 do danes.
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Seminar za numerično in računalniško matematiko po 80.—

36. 324, 325, 349, 359, 360, 361, 363, 365. Vidmar R., TOPS-10 (680)
37. 353. Dacar F., Preklapljanje trirazsežnih rastrov (608)
38. 354, Bobkov V. V., Metody čislennogo rešenija differencial'nyh urav-

nenij osnovannye na točnom obraščenii glavnoj časti differen-
cial nogo operatora (667)

39. 367. Batagelj V., Rekurzivne enačbe in zahtevnost postopkov (682)
40. 377. Pagon D., O Liejevih algebrah in Coxeterjevih grafih (697)

Postdiplomski seminar iz matematike

41. 15. Suhadolc A., Nekorektni problemi (666) 320 —

42, Preprint series of the department of mathematics, no. 21 (669) —

43. IMEM: poročilo za leto 1983 (677) . —

44, DMEA SRS: Občni zbor, 36., Portorož (707) —

45, Seminar sekcije za uporabno matematiko, 1., Ljublja-

na (704) —

46, Letna šola iz fizike 1984: Pahor J., Mihotronika (703) —

41, Republiško tekmovanje iz matematike, ..., Celje (684) —

48. Republiško tekmovanje iz fizike, 30., Kamnik, 1982 (702) —

49, 31., Ljubljana, 1983 (698) —
50. 32., Murska Sobota, 1984 (699) —
51. Republiško tekmovanje srednješolcev s področja raču-

nalništva, 8., Ljubljana (693) —

52. DMFA SRS — Koper : Občni zbor, 12. (676) —

33. Predtekmovanje mladih fizikov (691) —
54, Republiško tekmovanje iz matematike za

učence osnovne šole (692) —

Ciril Velkovrh

Polonijo M., Matematika za peti razred osnovne škole, Školska knjiga, Za-

greb 1984, 192 str.

Nova matematična učna knjiga za peti razred osnovnih šol v SRH vsebuje

poglavja: Naravna števila, Množice, Deljivost naravnih števil, Ulomki, Premice

in ravnine v prostoru. Knjiga razloži učencu zakonitosti računanja z narav-

nimi števili in ulomki (do reševanja preprostih enačb) ter osnovne pojme

o množicah, ki jih spremljajo primeri iz ravninske geometrije; na koncu je

vpogled v prostorsko geometrijo, tja do volumna kvadra.

Učenec prihaja do matematičnih spoznanj predvsem induktivno, ob nalogah

s posrečeno izbranimi primeri. Izjemoma so podani kakšni preprosti dokazi,

marsikatera trditev (npr. komutativnost množenja) pa je ponazorjena geome-

trijsko. V matematiko avtor učenca vpeljuje na njemu dostopen način, upo-

števaje njegovo izkustvo. Tako so tudi množice uvedene naravno, ob dobro

znanih primerih. |

Za preizkus znanja služijo številne zanimive, življenjske naloge, z rešitvami

na koncu knjige. K čim boljšemu dojemanju in utrjevanju učne snovi veliko

prispeva še preprosto in pregledno oblikovano besedilo ter poučne, duhovite

in prikupne slike.

Janez Rakovec
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Ouantum Theory and Mesurement, Edited by J. A. Wheeler and W. H.

Zurek, Princeton Series in Physics, Princeton University Press, Princeton, New

Yersey 1983, 812 str., $ 26.

V zadnjem času se je med fiziki povečalo zanimanje za osnove kvantne

mehanike. Med številnimi učbeniki kvantne mehanike ga ni, ki bi skrbno in

dosledno obdelal merjenje v kvantni mehaniki. Ni ga pa zato, ker se pod ver-

jetnostno interpretacijo kvantne mehanike, standardno razlago idealnega mer-

jenja in načelom nedoločenosti skrivajo vprašanja, o katerih fiziki še niso

dosegli soglasja. Pri tem se vprašanje o tem, ali je merjenje nujno ireverzibilno,

prepleta z vpdašanjem, ali je mogoče smiselno opazovati »vse vesolje« in

kakšen je najbolj plodni pomen pojma resničnosti. Prav obsežni zbornik, ki

sta ga uredila J. A, Wheeler in W. H. Zurek, lahko na dovolj visoki ravni na-.

domesti učbenik, s tem da da pregled mnenj, od katerih niso vsa čisto enaka.

Predaleč bi nas odvedlo, če bi naštevali vseh 49 prispevkov. Čeprav je

odvisno nekoliko še od okusa, katere članke bi kdo sprejel, se vendar zdi, da

bi se večina fizikov odločila za večino prispevkov iz tega zbornika. Prvi del

Načelna vprašanja začenja z znamenito 28 let trajajočo debato med A. Einstei-

nom in N. Bohrom in se preko prav tako znamenitega paradoksa Einsteina,

Podolskega in Rosena prebije do Wheelerjevega zapisa Zakon brez zakona (Sl.

1). Drugi del /nterpretacije merskega dejanja obsega osnovni članek F. Lon-

dona in E. Bauerja o teoriji opazovanja v kvantni mehaniki iz leta 1939, na

novo predelani Wignerjev prispevek in druge. Tretji del ,Skrite spremenljivke'

proti ,fenomenu' in komplementarnosti vsebuje prispevka D. Bohma in J. S.

Bella več prispevkov o interferenčnih poskusih na dveh režah ter in o drugih

poskusih, ki opozarjajo na neseparabilnost kvantnih sistemov. Četrti del

obravnava Merjenje polja in vključuje članek L. D. Landaua in R. Peierlsa

O razširitvi načela nedoločenosti na relativistično kvantno teorijo iz leta 1931

in članek N. Bohra in L. Rosenfelda o merljivosti polja iz leta 1933. Peti del

Ireverzibilnost v kvantni teoriji začenja s člankom L. Szilarda O zmanjšanju

entropije v termodinamičnem sistemu ob posegu razumnih bitij, članek Mer-

jenje in reverzibilnost in merilni proces J. von Neumanna iz leta 1932 in druge.

Zadnji, šesti del Merska natančnost: kvantne meje vsebuje članek H. Heffnerja

Osnovne meje v šumu linearnega ojačevalnika in članek V. B. Braginskega, J. I.

Voroncova in K. S., Thorna o kvantnih merjenjih brez porušenja, ki sicer

zadeva gravitacijske antene, a je zanimiv tudi s širšega stališča.

Velika prednost zbornika je v tem, da so originalni članki urejeni in zbrani,

tako da jih ni treba iskati po — deloma starejših — revijah. »Velika prednost«

v tem primeru pomeni, da bodo bralci prvič dobili v roke nekatere članke, ki

si jih ne bi šli prebrat v starejše letnike revij (ti so včasih že na podstrešju).

Čeprav je obsežni zbornik tudi razmeroma drag, bo postal vsekakor neločljiv

spremljevalec fizikov, ki se ukvarjajo z osnovami kvantne mehanike.

Janez Strnad

Sl. 1. Kar imenujemo »resničnost«, ki jo

na risbi simbolizira črka »R«, sestavlja za-

motana papirnata konstrukcija iz domiš-

ljije in teorije, vpeta med maloštevilne

železne stebre opazovanja

J. A. Wheeler
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REVIJE, KI SMO JIH V LETU 1984 PREJEMALI V ZAMENO ZA PRESEK TER

1. Abstract Amer. Math. Soc. — Prov-

wo Rub

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

> so »a

SRiRG E£ $ B . Bol.

idence

Acta Arith. — Warszawa

Acta Math. Sinica — Peking

Acta Math. Univ. Comenianae —

Bratislava

Acta Stereol. — Ljubljana

Acta Univ. Carolinae: Math. Phys. —

Praha

Acta Univ. Oulu: Math. - Oulu

Acta Univ. Palackianae Olomuciensis

FRN: Math — Praga

An. Sti. Univ. Al. J. Cuza lasi: Mat.

— lasi

An. Univ. Bucaresti: Fiz. — Buca-

resti

An. Univ. Timisoara: Fiz. — Timi-

soara

An. Univ. Timisoara: Mat. — Timi-

soara |

Ann. Acad. Sci. Fenn.: Math. — Hel-

sinki

Ann. Acad. Sci. Fenn.: Math. Disser-

tationes — Helsinki

Ann. Polon. Math. — Warszawa

Anthropos — Ljubljana

Astronom — Ljubljana

BIT — Ljubljana

Acad. Cien. Fis. Mat. Natur. —

Caracas

Bol. Soc. Mat. Mexicana — Mexico

Bolid: Astr. Glasnik — Zagreb

Bonn. Math. Schr. — Bonn

Bull. Disaster Prevent. Res. Inst. —

Kyoto

Sull. Inst. Math. Acad. Sinica —

Taipel

Bull. Polish Acad. Sci.: Math. —

Warszawa |

Bull. Sci. Natur. Techn. Med. — ŽZa-

greb

Celovški Zvon — Celovec

Cercet. Operat. Statistica — Timi-

soara

Chemical communications — Stock-

holm

Ciciban — Ljubljana

Ciencias Math. — Habana

Collog. Math. — Warszawa

Comment. Math. Univ. Carolinae —

Praha

CWI Newsletters — Amsterdam

CWI Report: NM — Amsterdam

Časopis Kritika Znanosti — Ljub-

ljana

Českoslov. Čas. Pyz.: A — Praha

Čovjek vsemir — Zagreb

39.

40.

41.

42.

43.

dy,

45.

46.

47.

48.

49,

50.

51.

52.

53.

54.

55.

36.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

12.

13.

74,

15.

76.

TT.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

Differencialnye Uravnenija — Minsk

Dokl. A. N. Bssr — Minsk

Dokl. Bolg. A. N. — Sofia

Econom. Comp. Econom. Cybernet.

Stud. Res. — Bucarest

Elektrotehn. Vestnik — Ljubljana

Farmacevt. Vestnik — Ljubljana

Fiz. Mat. Spisanie — Sofija

Fizika: J. Exper. Theor. Phys. — Za-

greb

Fund. Math. — Warszawa

Glasbena Mladina — Ljubljana

Glasnik Mat. — Zagreb

Godišnik Vyss. učebni: Priložna Mat.

— Sofia

Hiroshima Math. J. — Hiroshima

IMA Preprint Series — Minneapolie

Impuls: Spis. Popul. Fiz. — Skopje

Indag. Math. — Amsterdam

Informatica — Ljubljana

internat. Centre Theor. Phys. — Tri-

este

internat. Math. News. — Wien

Izv. A. N. Armjan. SSSR: Mat. —

Erevan

Izv. A. N. Kazan. SSSR: Fiz. Mat. —

Alma-Ata
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