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iethods for the mk&ﬂatmm of the derivative of the de-
ctions of one V&H&E@

In this article various 1
terminant of a maitrix whose elements are given rational fun
are treated.

I.

Naj bo A {x} dana kvadratna ma@mka mda; 1,

elementi ay(x) so ra-
u@nam@ funkcije spremenljivke x. w

o matrike A(x)

R ( I njenega od
msmam .. mzmh p@gpm%mh aﬁg@mmm
Splosni algebraicni problem nih vre dnosu Ea hko formu

matr ﬂga reda n. Naloga je doloc

n tak n@mgdm V@kmf u{x} ﬂagtm V@kmr}
da je enacba (2) Ezdmm’m Homogen SiS‘iﬁm ach ima, kot
vemo ([5]), netrivialno resitev 1(x) natanko tedaij, ko i a sistema
enaka nic¢. Lastne vrednosti problema (2) so qu f@%iﬁfe qdm@m‘ e enacbe

f(x) =

mamta matrike A(x). Ko doloCimo lasino vrednost, to je
koren enacbe (3), dobimo ustrezni lastni vektor iz homogenega sistema (2).
/a resevanje mdm@az‘mh enacb je znanih m nogo nu imericnih metod ([3
Nekatere med njimi, k pr. sekanina metoda, zahtevaj jo na vsak@
aku iteracije le mcunam@ mnm}sm h vrednosti. Te m
toda v splosnem pocasne. Pri uporabi takih metod za resevanje pmkma (2)
moramo torej racunati le vrednosti determinante (1) za dane vrednosti argu-
mentov x. Ce pa Zelimo za reSevanje enacbe (3) uambham hitrejSe metode,
kot je npr. Newtonova ali tangenina metoda ([3]), moramo racunati tudi vred-

kjer je f(x) detern
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nosti odvodov funkcije f(x), to je vrednosti odvodov determinante (1) pri
danih vrednostih argumenta x. Newtonova iteracija je namrec

Xrpl = Xy """"f(x»/f,('xr): r=20,1, ... 4)

Na vsakem koraku iteracije moramo izracunati také vrednost determinante
kot njen odvod pri tekoCem priblizku x,. V splosnem pa imamo zato mnogo
manj korakov iteracije za isto natancnost kot pri prej omenjenih metodah.

Posebni primeri posploSenega problema (2) so polinomski problemi, kjer
je matrika A(x) matri¢ni polinom spremenljivke x:

Alx) = Ay + xAL + ... + xmA4,, “ (5)

Tu so Ay, 44, ..., 4, dane kvadratne matrike reda n. Matriko (5) dobimo npr.
pri resevanju sistema n homogenih linearnih diferencialnih enacb reda m:
s konstantnimi koeficienti ([6]). Zelo pogosto v praksi naletimo na posploseni
problem za m = 1. PosploSeni problemi za m = 2 nastopajo v aerodinamiki
pri konstrukciji letal ([6]). Klasi¢ni algebrai¢ni problem lastnih vrednosti do-
bimo, Ce je mm =1 in A = —I.

Racunanje odvodov determinante je potrebno tudi pri numericnem rese-
vanju dvoparametri¢nega algebrai¢nega problema lastnih vrednosti

A(x, y) u(x,y) =0
-B(xﬁy) 'V(x;y):—“ 0 (6)

Tu sta A(x, y) in B(x, y) dani kvadratni matriki dveh spremeljivk. IsCemo tak
lastni par (x,y), da imata oba homogena sistema v (6) netrivialni re$itvi
u(x,y) # 0 in v(x, y) % 0. Zato so lasini pari resitve sistema dveh nelinearnih
enacb

f(x,y) = det A(x,y) =0

g(x,y) = det B(x,y) = 0 (7)

Newtonova metoda za reSevanje tega sistema ([3]) zahteva racunanje vrednosti
obeh determinant in vseh S$tirih parcialnih odvodov pri danih vrednostih
argumentov x in v. |

Primer dvoparametri¢nega problema je ([2])

(Ag + xA; + yAz) ulx,y) =0
(By + xBy + yBa) v(x, y) =0

kjer so Ay, Ay, As, By, B; in By dane kvadratne matrike reda n.

Na algebraiCne probleme lastnih vrednosti ponavadi naletimo ob numeric-
nem reSevanju ustreznih problemov pri diferencialnih ali integralskih
enacbah.

2. Odvod determinante

Determinanta matrike

au(®)  ap(®) ... ap®)]
Alx) — |@1(®)  a(x) ... az(x) |
[anl(x) an_g(-?C) . am(x)
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po definiciji ([5])

f(x) = det A(x) =

2 L ay;(X) Qoo () - - - g, (X)

faamga, mﬁmﬁ 1, 2

Tu je (ki ks, --- k) permu

ayy 1 { Qz ko {X} e s o

ks, ... k,) soda
znak Spr@mem
Odvod determinante (8) je po pravilih za odvajanje vsote in produkta

ot

=

\aJ
|
-+

(%) agp, (%) ... aug, (x) +
am:&%} JRI @?Zﬂfﬁéx) T ... T

|
|
-+

|
|

M

-+

fx) =3 f (%) (V)

fi(x) =

a“_(x) a12(x) coe o App(X)

a‘é’m—i,l(x§ @jmjggf(xE ¢ o e ﬁiwig?a{x}

10 11(x)  aj12) ... az’+1,n(x)

a2 Ug) e o s a'izé'z-<x}

To je prvotna matrika A(x), v kateri pa elemente i-te vrstice nadomestimo
z njihovimi odvodi. Pravimo, da determinanto lahko odvajamo po vrsticah.
Ker moremo cClene v formuli (8) urediti tudi po stolpcih

f@é} = > x ﬁiﬂﬁx} Ly 5;373{'%}

kjer je sedaj (i, 2, ... i) permutacija stevil 1, 2, ..., n, dobimo z odvaja-
njem tudi drugo formulo

?’fé

fx) = Sgul®) .

fo=1
kjer je
gr{x) = det Cp(x)
in |
au(x) coo Aup—(x) () arpa(x) ... ag(x)

Co(x) = {21(%) oo Aap (%) d'aw(X)  dapal®) ... dga(%) |

ﬁ?@l('x} SR an,k—-—»}x} a’ﬁk(jd a-ﬁ-ﬁ%—l(x}

Z nﬁhommi oC vedl Pravin 0 da lah
stolpcih.




Predpostavimo, da smo pri danem realnem argumentu x, izracunali naj-
prej vrednosti vseh elementov prvotne matrike

Aii(X0) = A
in njihovih odvodov
a'i(x0) = by

to se pravi, da imamo ze podani matriki

A = A(xy)
in
B = A'(x)

Tu pomeni A'(x) odvod matrike A(x), to je matriko, ki ima za elemente odvode
elementov matrike A(x).

Racunanje odvoda determinante po formulah (9) ali (10) zahteva racunanje
vsote determinant »n matrik, ki jih dobimo iz matrike A tako, da v njej po
vrsti zamenjamo po eno vrstico (ali stolpec) z ustrezno vrstico (ali stolpcem)
matrike B. Ce determinanto racunamo na najbolj ekonomicCen nacin na osnovi
Gaussovega razcepa matrike ([4]), porabimo za to

21t + n2 — 3)/3 (11)

aritmeti¢nih operacij. Priblizno polovico aritmeticnih operacij lahko prihra-
nimo, ¢e upostevamo, da se v formuli (10) determinante razlikujejo le v enem
stolpcu od prvotne. Upostevati to posebnost ni tako enostavno. Tezave so
predvsem zaradi pivotiranja ([4]). Kot bomo videli v nadaljnjem, se da iz-
racunati odvod determinante precej bolj ekonomicno.

Oglejmo si preprost zgled. Naj bo

—1+x, —3+2x, 1—x |
3—2x, —1+x, X (12)

A(x) = |
1 —x, 1, 1+ 2x]
Tu je
f(x) = 7Tx3 — 14x2 —4x + 14
1n

f(x) = 21x2 — 28x — 4

Izracunajmo odvod determinante pri x = 2 po formuli (10). Tu je

(13)
Zato je
! |
f(2) =|—2 | = 12410 + 2 = 24
—1 1
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V knjigi [1]

demr ma ite dane matrike A(x ﬁ@ je od-
di1 matrike é to g@ vsoti diagonalni

(x) reda n

wsmca in k- m Smiec Zaé 3@

of/oa;; = (

pa g@ ravno UC z}mm d@m@m
SRR — 1(x). Ce oznadéimo

watrike A-1(x), pomnozene z d

of/0ai = f(x) cpi(x)

A1 gﬁ@ AKX} = C{X} B {%} — 1)

Ce oznadimo Se

7 upostevanjem

mo podani matriki A = A
nesingularna, torej naj bo det A £ 0.

rmli (14) za x ﬂ ‘




IzraCunati moramo torej sled matrike

D == A"’lB
To enacbo moremo zapisati v obliki
AD = B

kar pomeni v bistvu, da imamo pred seboj #n sistemov linearnih enacb z isto
matriko A in razlicnimi desnimi stranmi, ki so stolpci matrike B. Ustrezne
reSitve teh sistemov so stolpci matrike D. Zapomnimo si, da potrebujemo le
diagonalne elemente matrike D. Nalogo resimo z Gaussomm razcepom ma-
trike A |

A=L.U (19)

to je razcepom matrike na produkt spodnje trikotne matrike z enojkami na
diagonali in zgornje trikotne matrike ([3]). Mislimo si za hip, da ta razcep
obstaja. Potem dobimo matriko D v dveh korakih. Najprej reSimo n spodnjih
trikotnih sistemov

LY =B (20)
nato pa »n zgornjih trikotnih sistemov
UD=Y | (21)
Algoritem za direktni razcep (19), ki je razlozen v Clanku [4], je tale:
r=1, 2,
r—1
Upp, = Ay — 2 ZM' Uik, =7, ..., N (22)
j=1
r—1 .
Zz’r — Aip — 2 Zij ujr) /urr: Il =7 T L o0y N | (23)
j=1

Spodnje trikotne sisteme (20) resimo tako, da najprej zapiSemo enacbe

po stolpcih. Za k-ti stolpec veljajo enacbe
i—1 |

2 ngj Yik + Vip = bm, 1=1, ..., n (24)
j=1 |
Tu smo upostevali, da je L spodnja trikotna matrika (I = 0, i << k) z enoj-
kami na diagonali (I;; = 1). Iz enacb (24) lahko po vrsti izracunamo elemente
k-tega stolpca matrike Y. Algoritem za reSitve spodnjih trikotnih sistemov
(20) je torej:

Yik = bzk ZZ%] Yiks l = 1@ 23 ey N (25)

Ko racunamo i-to kon 1ponento k-tega stolpca matrike Y, prvih i — 1 kompo-
nent ze poznamo.

Na podoben nacin reSimo zgornje trikotne sisteme (21). Ce zapisSemo enac-
be za k-ti stolpec, dobimo

[
t; d@k + 2 Ujj dﬂc = Yik
j=i+1
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mo d;;, ¢e sm

o Stevila d;g, 7> 1 ze izraCun
' elemente matrike D

, je algoritem tale:

aritmeti¢nih operacij. 8) ima-

2n3—mn? -+ 2n—1 (29)

pemmj, kar je znaten prihranek v primeri s Stevilom L (11), po-

bno pm vecjih matrikah.

m’acuna } 10 odvod determinante ma

sanem algoritmu. Podatke obsegata matriki A in B
Formule (22) in (23) nam dajo po vrsti

Ui = Eg Uip = , Uig = —
—1/1=—1, zg]_ 11— —1

(1—(—1) X 1)/ 2
Usg = 5 —(— D) X (— 1) —1X1=

|

&
['
I

oy
%g
I




Po formuli (27) imamo determinanto

f2)=1X2X3=56
Formule (25) nam dajo:

yi=1, 1 =—2—(—1DX1=—1, 3 =—1—(— 1) X1 —1 X (—1) =1
yy=—1 y3=1—(—D) X (=1 =0, y3=2—(—1D X (—=1)—1X0=1

IzraCunali smo torej matriko

Ym

Preostanejo se formule (26):

dsy = 1/3, doy = (—1—1 X (1/3))/2 = —2/3
dig=1—1X(—2/3)—(—1) X {/3)/1 =2
deg = —1/3, doo = (3—1X(—1/3))/2 = 5/3

Izracunali smo spodnji trikotnik matrike D:

2 % %
| —2/3 533 = |
L 13 —1/3 1/3]

kjer * oznacuje elemente, ki jih ne potrebujemo. Odvod determinante dobimo
po formuli (28) |

f(2) = 6(2 + 5/3 + 1/3) = 24

Opisani algoritem ni univerzalen, ker lahko pride v formuli (23) do delje-
nja z ni¢ tudi v primeru, ko matrika A ni singularna. Da se izognemo deljenju
z ni¢ in tudi zato, da omejimo zaokrozZitvene napake, pri razcepljanju matrike
A pivotiramo ([3], [6]), to je po potrebi zamenjujemo med seboj vrstice tako,
da v formuli (23) vedno delimo z najvecCjim Stevilom po absolutni vrednosti
od tistih, ki pridejo v postev. Pivotiranje pri raCunanju determinante je po-
drobno razlozeno v c¢lanku [4]. Zamenjava dveh vrstic v matriki ima za po-
sledico spremembo znaka v determinanti. Tu, ko raCunamo tudi odvod de-
terminante, je seveda nujno, da pri vsaki zamenjavi vrstic v matriki A
zamenjamo hkrati tudi ustrezni vrstici v matriki B. Pri tem tudi odvod de-
terminante spremeni znak. Stevilo aritmetiCnih operacij se s tem nebistveno
poveda za (n2— n)/2. '
Metoda rad¢unanja odvoda determinante na osnovi formule (14) ima to
pomanijkljivost, da odpove, ko je pri danem x matrika A(x) singularna. Za-
nimivo je, da to ni¢ ne moti, kadar resujemo enoparametricni posploseni
problem lastnih vrednosti (2) z Newtonovo iteracijo (4). Logaritmicni odvod
determinante je ravno reciproc¢na vrednost Newtonovega popravka. Ce je pri
kakem x = x, matrika A(x,) singularna, je logaritmicni odvod neskoncno velik,
Newtonov popravek je niC in iteracija se pravilno konca, saj je takrat x, kar

iskana lastna vrednost.
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Pri resevanju dvoparamn eﬁ‘ién@ga pmi@ma (6) z Newtonovo iteracijo je

" > (x, y} gmgumg‘n

matrik A(x, y) ali .
var }@ ﬁ@mmg@ pa ni vec o

Vzemimo, da obstaja trikotni razcep
(31)

kjer je L(x) spodnja trikotna matrika z enojkami na diagonali
lig(x) =0, 1<<k; Iyx) =1

in U(x) zgornja trikotna matrika

Za Vgak XV nem okﬁhm danega xy in da so [iz(x) in u;(x) odvedljive funkcije

L je ocitno

A(x) = det L(x) . U(x) = det U(x) = uy1(x) ta(x) . .. t,,{(x)

odvajanje produkta je
= U'11(X0) tga(o) . . . Upa(X) + 211(X0) 2'22(X0) - . . Uy (X0) +
+ ... Mu{x@? toa(Xg) .+« o Uy (Xo)

natriki U{x@} m c te ma
o ninante iz njunih diago ih
izpeljava ngmp a je "mj@ Odvajajmo enacbo (BN na x

A(x) = L'(x). Ulx) + L(x) . U'{x) (33)

A(x) = B(x), L'(x) = M), Ux) =V

. Ux) + L(x) . V(x) (34)

Matrika M(x) je spodnja trikoina matrika z niclami na diagonali

enacbo (33) prepisemo

1atrika

vip(x) =0, i>k

V(x) pa je zgornja trikotna n

Ce bi znali éz enacbe (34) izraCunati diagonalne elemente matrike V(xy),
. s tem r@mh |

A — A(xy) In

(37)
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kjer je L = L(xy) in U = U(xp), naredimo z algoritmom (22), (23). Iz enacbe
B=-=M.U-+L.V (38)

v kateri poznamo matrike B, U in L, moramo izracunati matriki M = M(x,)
in V = V(xy). To se da, ¢e uposStevamo lastnosti (35) in (36) za x = x,.
ZapiSimo enacbo (38) po elementih:

[{ (]
bir, = 2 my; Wig, + 2 1 Vi
j=1 j=1
Ker so matrike na desni strani v (38) vse trikotne, moramo locCiti dva pri-
mera. Naj bo najprej i < k, tore] naj lezi element b;; v zgornjem trikotniku
ali na diagonali. Potem velja
i—1 i—1
bz‘k —_ mi; U + > Zw Vik + Vi (39)
j=1 j=1
Tu smo upostevali (35) in (36). Ce pa je i > k, Ce lezi torej b;; v spodnjem

trikotniku, je
fe—1 1
birx = 2 my; Ujg, + My Upy, + Elzz’j Vik (40)
j=1 j=

Iz enacb (39) in (40) moremo pri pogoju

ukkf;égﬂ, k = 1, 2, R (

izraCunati po vrsti vse elemente matrik M in V. RaCunamo izmenoma vrstice
matrike V in stolpce matrike M. Osnovni algoritem je tale:

r=1, 2, ..., n

r—1 |
Vol = bik “;'l(mrj Ujp; T Z?‘j ij)y k = vy «., N (41)
]=

r—I1
My = (bér — 2 (my; Uy + Ly vyy) — Ly Vi / Uy i=1+1, ..., 1 (42)

i=1

Ko racunamo elemente r-te vrstice matrike V' in r-tega stolpca matrike M, ze
poznamo elemente v prvih r—1 vrsticah matrike V in prvih »r— 1 stolpcih
matrike M, torej v formulah (42) na desni strani nastopajo samo znani
elementi.

Odvod determinante matrike A(x) pri x = x;, je potemtakem po formuli
(32) enak

| f’(xo) = Vi1 Uso . . Uy, -+ Ut Voo . . . Uyy 4+ ...+ 11 Uo9 . . . Vyyy (43)

Stevilo aritmetiCnih operacij, ki ga zahteva ta algoritem, je

S U(r—1) (n—r 4+ 1) + (4 (r—1) + 3) (n — 1) = (81 — 32 — 51)/6
1

- =

To stevilo skupaj s Stevilom operacij za razcep (37), za i1zracun determinante
in odvoda po formuli (43) nam da Stevilo

2nd —mn2 +6m —4 (44)
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ﬂ X éw 1)

(

kak u,., enak ni¢. Ce je det A= 0
. 3 pwgmmn}@ ) to }e zam@m . WSMC
ko zamenjujemo, da sc vsﬁ. Lz = E; ’
ZA0 kf O mhf@n@ napa 6@ pm veaki 7am
hkrati zam s o
tem Z3Imen; a

mo do k@m@a brez izieme. [
m kljub pivotiranju m ora z go dg ti,
nic. @@ zehm@ izracunati odvod d

wguw ravnajmo

M, zg@m’i 3 i trikotnik
torej velja

Iy
=
|

Cip, = Ui, d

afiﬂ

Pm@stﬁa
prvotne elemente m




Najprej izracunamo Stevila
r—1 ‘
Cip = Cip— 2Cij Cjy, L=1T1, ..., N (46)
j=1

in med njimi poiS¢emo po absolutni vrednosti najvecjega. Naj bo tore]

Csr| = max |Cyl (47)
r<i<m

Ce je ¢, # 0, zamenjamo 7-to in s-to vrstico vobeh matrikah C in D in si

zapomnimo, da se v determinanti in odvodu spremeni znak. Racun nadalju-

jemo s formulami

Cip = Cé?’/cm'.w l=7 L cooy N (4‘8)
r—1
CT]{; p— CrkmE ny C]k, k =4 + E-y ° o o3 [{ (49)
=1
?"1
dﬂﬁ = dﬂg — 2 (drj Cik + Cri dm), k = Vy « ., 1 (5@)
i=1

/cm i=r+1, ..., n (51)

Formule (48)—(51) se prepisane formule (22), (23) in (41), (42) z uposteva-
njem dogovorov (45). Vse enalbe so prireditvene. To pomeni, da najprej
izraCunamo desno stran in jo kot vrednost priredimo levi strani. Taka je
navada pri opisovanju algoritmov, kar olajsa programiranje.

S tem da delimo v (48) z najvecjim elementom, dosezemo, da so vsi ele-
menti matrike L absolutno omejeni z 1, kar zagotavlja numeri¢no stabilnost.

Ce pa je ¢, = 0, to pomeni, da so vsi ¢, =0, i =7, ..., n. To hkrati po-
meni, da je det A = 0 in da razcep A = L. U ni enolicen. Svobodo pri dolocditvi
r-tega stolpca matrike L, to je r-tega stolpca pod diagonalo v matriki C, upo-
rabimo za to, da lahko proces stabilno nadaljujemo.

V tem primeru iz enacbe (40) ne moremo izracunati #my, ker je uy, = 0.
Zato pa lahko izraCunamo [, Ce je vi; # 0. Ker moramo vtem primeru deliti
Z Vii, j€ spet najbolje, da delimo z absolutno najvecjim stevilom. Zato najpre]
1Zracunamo stevila

r—1
di?’ — di?‘m E (dij C]‘?- + C?;_?' .dj'?.), l=7, ..., N (52)
i=1

Med njimi poisCemo najvecjega po absolutni vrednosti. Naj bo torej

ldsr] = IMnax ldz'rl (53)
r<isn
Ce je d,, £ 0, zamenjamo r-to in s-to vrstico vobeh matrikah C in D in si

zapomnimo spremembo znaka v determinanti in odvodu. Nato racunamo dalje
po formulah

Cip = di?‘/dTT; diT — O? i = ¥ + 1: ooy N (54)
r—1

Crpp = Cppp — 2 Cri Cik» k=r—+1, ..., n (55)
i=1
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r—1
{dﬁ Cik +- Cpj dﬁﬂ% K =1 + L oo oy 11
i=1

d?‘fﬁ — dr]vs T

Tu so spet elementi v r-tem stolpcu matrike L (matrike C pod diagonalo)
absolutno omejeni z 1, kar spet zagotavlja numericno stabilnost. Zdaj je r-t1
stolpec matrike M (matrike D pod diagonalo) nedolofen, zato ga vzamemo
kar en akega 0.
pa }

malo vec
4). Zaradi
ca tako permuta-

(57)
(58)

in to tako, da so vsi elementi spodnje trikotne matrike L absolutno omejeni
z 1. Pri tem je P maitrika, ki jo dobimo iz enoctne matri k@ I, Ce na njej nare-
dimo iste zamenjave vrstic, kot jih doloca algoritem. Malo daljsi razmislei

pokaze, da obstaja razcep matrike
PA(x) = L(x) . U(x)

v neki okolici x = x; in da so funkcije [;(x) in u;(x) v fi@j toCki odvedljive.
To pomeni, da nam resitev enacCb (57) in (58) res Omagoca izracun odvoda
d@écermmamﬁ pri x = xy po formuli (43), le da moram somnozitl $
7z det P = (— 1)z, kjer je z Stevilo mm@n}av vIstic v opl |
Oglejmo si sedaj nekaj zgledov, ki naj ilustrirajo Mgomfm

matrike (12) in njen odvod

(s = 2). Tako

oga stolpca matrike
h matrikah C in D

rej p]@i‘va in dr
J€ po zamenjavi

Na prvern

Ci9 = Or Ci1g == 1
dog = (1 — 0 X (—2)/1 =1, dyy=(—1—0X(—2)/1 = —1
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Po prvem koraku sta matriki C in D enaki

Na drugem koraku (r = 2) izraCunamo najprej po formuli (46)

Cog = —1—0X0=—1, cop=1—0X0=1

Ker je |coo| = |c32| zamenjava vrstic ni potrebna. Formule (47)—(51) nam dajo

Cop = 1/(—1) = —1, Cog=0—0X1=0
oy = 2—1X0—0X1—2 dyge —1—1X1—0X1——2
dyy = (0 —(— 1) X0—0X1—(—1) X 2)/(—1) = —2

Po drugem koraku sta matriki C in D enaki

Na zadnjem koraku (r = 3) izracunamo samo po formuli (46)

in po formuli (50) |
dgg = 2 —(— 1D X1—0X1—(—2) X0—(—1) X (—2) =1

Konc¢ni matriki C in D sta torej

0 11 —2 1 |
—1 0}, D= 1 2 —2
—1 3 | —1 —2 1
Determinanta in odvod sta

f()=(—I) X1 X (1) X3=3

n

D) =(—D1({(—2) X(—1 X3+1X2X3+1IX(—1X1)=—1II

Iz kon¢nih matrik C in D lahko razberemo, da je

46



Preizkus nas preprica, da sta enacbi (57) in (58), kjer je

res izpolnjenai. |
Preizkusimo metodo Se na dveh zgledih v primeru, ko je determinanta
enaka nic.

Zgled 2. IzraCunajmo determinanto in odvod determinante matrike

(59)

pri x = 1. V tem primeru je
f(x) = — x8 -+ 5x5 — 8x* + 4x3, f(1) =0
n
f(x) = —6x5 - 25x4—32x% -+ 12x2, (1) =—1

ZacCetni matriki C in D

Ker so na prvem koraku vsi ¢;;, i = 1, 2, 3 enaki ni¢, pogledamo Stevila |d;,
i =1, 2, 3 (formula (52) za r = 1). Lahko vzamemo s =1 (formula (53)) in
zato zamenjava ni potrebna. Formule (54)—(56) nam dajo

(= D=1 =1, ¢y = (—D)(—1) =1

Ci9 = L Ci1g3 = 2
dip =10, dig=20

Po prvem koraku imamo novi matriki C in D

0
1
3
Na drugem koraku (r = 2) izraéunamo najprej po formuli (46) $tevila
Cgfg*mzml X1 = L ng;mz'mml xX1=1
Lahko vzamemo s = 2 in zamenjava ni potrebna. Formule (48)—(51) dajo

Cp = 1/1 =1

Con=3—1X2=1

dog =1—0X1—1X0=1 dog=2—0X2—1X0=2
dog = B3 —0X1—1X0—1X1)/1 =2
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Po drugem koraku sta matriki C in D enaki

U]
2|
3:

Sedaj uporabimo le se formuli (46) in (50) za r =

033:4“1><2“_1><1w1
dgg =5—0X2—1X0—2X1—1X2=1

Konc¢ni matriki C in D sta

QO O
N e OO
N O

Torej je
f1)=0X1X1=0
1n
(1) =—1X1X14+0X1IXT14+0X1X1=—1

Iz koncnih matrik C in D razberemo

in spet se lahko prepricamo v veljavnost enacb (57) in (38) za P = I.

Zgled 3. Za zadnji zgled si oglejmo matriko (59) pri x = 2.
Zacetni matriki C in D sta

Na prvem koraku (r = 1) moramo najprej zamenjati prvo in tretjo vrstico
v obeh matrikah, saj je |csi| > |cy4|, |ca1|. Zato je po zamenjavi

2

Formule (48)—(51) nam dajo:

Cot = (—d)/(—8) =1/2, c3 = (—2)/(—38 =1/4
Cio = 4, Cig == 10
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dig =10, diyg=1
(1/2) X (—20))/(—8) = —1/4
(1/4) X (—20))/(—8) = —1/4

[ sta torej po prvem koraku enaki

Matriki C i

Sedaj uporabimo formu

Cop = 2—(1/2) X4 =0, cg9=1—(1/4) X4 =0

Ker sta oba elementa enaka ni¢, nadaljujemo s formulo

dog = — 1 — ( ﬁ/@>><4m(/z>><@m@

Ker je
11mamao

1/2
Sedaj nadaljujemo s formulami (54)—(56) za r = 2:

Cag = Oﬂ. = 0, dop = 0
Cog = 2— (1/4) X 10 = — 1/2, dog = 0 — (— 1/4) XX 10 — (1/4) X 7 = 3/4

Tako imamo po drugem koraku

—8 4 10 ]
C=| 1/4 0 —12]
. 12 0 5 |

V zadnjem koraku (r = 3) imamo samo Se formuli (46) in (50):

| —1/4 1 3/4)

Cog = 5—(1/2) X 10— 0 X (—1/2) = 0
dyg — 2 — (— 1/4) X 10 — (1/2) X 7—0 X (—1/2) — 0 X (3/4) = 1

Koncni matriki C in D sta

[—8 4 10
C=| 14 0 —1/2
L 12 0 0

Od tod 1zracunamo

f(2) = (—1)2 X (—8) X0 X0 =0

mn

f(2) = (— 12 ((—20) X0 X0+ (—8 X1X0+(—8 X0X1) =0



Ker je

tudi sedaj lahko preizkusimo, da sta enac¢bi (57) in (58) izpolnjeni, e vzamemo
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KuScCer Ivan, Pregled

(160.—) din.

Nova skripta prof. Ivana Kuscerja so mnastala iz koncepta predavanj za po-
diplomske Studente pedago$ke smeri fizike v letu 1973/74 in 76/71. Delo podaja
kratek in zgoScen pregled klasi¢ne fizike. Skripta so razdeljena na Sest poglavij:
o definicijah fizikalnih koliCin, osnove klasicne mehanike, mehanika kontinuov,
elektromagnetno polje, nihanje i1n valovanje, teorija relativnosti. V 1zbor nista
vkljuceni termodinamika in statisticna mehanika. Za to ze obstajajo posebna
skripta.

Brati dela prof. Kuscerja je vedno zelo poulno, ker je mnjegov nacin izredno
temeljit. Vsebina novih skript mocCno presega okvir tega, kar najdemo v standard-
nih ucébenikih. Le nekaj primerov. Avior obravnava izrek Noetherjeve. Razmislja
0 potrebnosti kontinuumske mehanike. Razpravlja o povrsinski napetosti, o poja-
vih mehani¢ne histereze in relaksacije, nadalje o vlogi polja v bliZzini sevajoCega
dipola pri interni konverziji itd. V delu se seznanimo z osnovami statistiCnega
opisa stacionarnih nihanj in s tem povezanim vprasanjem nepopolne koherence.
Poucno je tudi razpravljanje o valovni teoriji opticne upodobitve.

V delu je dosti nalog in napotkov za razmisljanja, metodiko pouka in Stud1J
Mestoma so skripta pisana polemicno in bi¢ajo napake in spodrsljaje pri pouku
fizike ter v ucbenikih.

Skripta so namenjena predvsem uciteljem fizike na srednjih Solah in S$tuden-
tom, ki se usposabljajo za ta poklic.

Peter Gosar

50 | ~ Obzornik mat. fiz. 28 (1981) 2



Wienov priblizek

ku [1] je bil podro bneje obdelan Planckov zakon in
Pokazimo, kako ju uporabimo v astronomiji.
irujejo glede na Zemljo 1n naj S@V&j@ kot ¢rna telesa pri dani

Planckovim zakonom:

zanj.
Naj zvezde mi
temperaturi. Spekiralna gostota je tedaj dana s

dj*/dj = c1/}5(ecd/AT — 1)

4 je valovna dolzina svetlobe, I' absolutna temperatura,
¢, = 2nahc ? = 3,14.10-1Wm? in ¢, = hc /k = 1,44.10—2mK

Za okroglo zvezdo, ki seva enobarvni svetlobni tok z gasmm 7#(4), j@
j(A) = p*’ m Ce Je j(1) gostota toka kﬁ oga prestrezemo na Zemm m @ = R/
zorni kot, pod katerim vidimo md}} R zvezde v razdalji r [2]. Velja d;/m

= @2dj*/dl. Gostota S‘veﬂobnega toka na Zemlji v pasu valovnih dolzin med

A, In A, = A, + Ad Je tako ¢? ;g{df‘/d )di, polna gostota svetlobnega toka pa

(sl. 1).

Stefanov zakon in

Pri tem smo z j*

=g ] (dj/d

1€ 0 = 5 67.10-8 W/m2K4 Stefanova konstanta. !
iom} gosmm svetlobnega toka j sorazmerna S 14,
Eamg kovega Z&KOH& - Sﬂ&@@ za fotomeiricne

d. Uporabne priblizke

da kar Wienov priblizek:

dj*/ == Ql/ﬁ5@Q2M’T . éZE

dolzin med 1, in 4, = 4, + Al Je v sploSnem

51 zvezde m v pasu valovnih
definiran* [3], [4] z zvezo:

Ao
m = —2,5log { P(1) (dj/di)di + C (3)
Ay

C je konstanta, ki upoé’@@va dogovorjeno nicCio za sij pri meritvah v dolocenem
spektralnem pasu. P(1) = p(A)g(1)f(1) k(1), Ce je p(i) prepusinost zemeljskega
ozracja, g(}) pmp Stnost instrumenta, npr. daljnogleda, (1) prepustnost mm
tra, ki ga uporabimo pri meritvah in fﬁc(ﬂ,} spektralna GbQUﬂﬁVGSi
npr. ocesa, iﬂmgmfgke plosce, filira, mwpamnazgvalka Faktor p(1) je Odwggn
se od visine zvezde. Ker pa so fotometri¢ne meritve reducirane na zenit, ta
odvisnost odpade. Ce se izognemo absorpciji v zemeljskem ozracju (pri m
jenju iz umetnega zemeljskega satelita) in opazujemo z idealnim instrumen-

Definicija sija pravzaprav sledi iz Weber-Fechnerjevega zakona, po katerem
je obcutek (subjektivna koli¢ina) linearna funkcija logaritma drazljaja (objektivne
koli¢ine, ki jo merimo). Za vidni obcutek, npr. za sij m, je odlocilna gostota svet-
E@n@ga toka j, ki z zvezde pade mna detektor, torej m = konst;.logj + konsts.
V preteklem stoletju so ze lahko izmerili j za veCje Stevilo zvezd, za kamm SO bili
{mzuaim} sijJi znani iz antike. Ko so raziskovali razlike sijev m; — mz,. = konst;y .
. log (5; /hJ — 1 in k se namamm na poljuben par zvezd — so za k@nsu u@@mmh

poprecno vrednost —z,5 (N. Pogson, 1857) [4].
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visSja T (=>11000K)
(npr. modro-bela zvezda)

B-V<(

"’v" LW sty e oo Sy v’
P

Sl. 1. Spektralna gostota za zvezdi,
ki sevata kot ¢rno telo po Plancko-
vem zakonu. Zvezda z visjo tempe-
raturc ima po Wienovem zakonu
maksimum pri krajsi valovni dolzi-
ni, zvezda z nizjo temperaturo pa
pri daljsi. OznacCena sta spektralna
pasova, v katerih merimo modri sij
B in vizulani sij V@

tom brez filtra, je p =g = f = 1.
Ostane Se odvisnost k(1) za de-
tektor, ki je obcutljiv v doloce-
nem spektralnem pasu. V (3) mn-
tegriramo v mejah valovnih dol-
zin, med katerima je spektralna
obcutljivost detektorja razlicna
od nic.

Ce je detektor naSe oko, in-
tegriramo priblizno v mejah od
400 nm do 650 nm. Tako dobimo
vizualni sij m,. Ce je detektor
normalna fotografska plosca, in-
tegriramo v mejah obcutljivostl
te plosce priblizno od 300 nm do
500 nm. Ta sij imenujemo foto-

B-V=0 grafski sij m; Pri opazovanju
ni¢ja 7 s filtrom U, B ali V integriramo
RN . (<4000K) v mejah prepustnosti miltra (sl.
//,.§ ‘ (npr. rdeca  2), Tako dobimo ultravijolicni sij
4 PN zvezda) 17 modri sij B in vizualni sij V.
(’“ \\\ _— (Glej preglednico.) Pri gornjih po-
A\ = ——= enostavitvah sta npr. modri in vi-
260 nmM
= —2,51og | kz(2) (dj/d1)dr — 20,43
360 nm
680 nm '
= —2,5log { kp(2) (dj/da)di — 21,07 (4)
480 nm



X 550 550 -

vizualni

fotogratski

Vai ovne d OEZE @ ,% vsta-




vimo valovni dolzini 1z = 440 nm in iy = 550 nm, dobimo za modri in vizualni
S1J

Pri tem je Cp=125logig—>S5logp—25logec;—2043 in Cp =
= 12,5log 1y — S5log p —2,5log ¢y —21,07. Podobno izrazimo z enobarvnim
sijem tudi sij v kakem drugem spektralnem pasu.

Razliki sijev pravimo barvni indeks ali korekcija. Naj bo sij zvezde m
v spektralnem pasu med 1, in 1, podan s (3), sij iste zvezde m’ v pasu med
2’1’ in ‘2’2; pa v -

| Ag’
m’ = —2,51og { P'(2) (dj/d1)dr + ' (8)
Ay
Iz (3) in (8) tedaj sledi splosni 1zraz za barvni indeks

+ (C—C)

m—m' — —2,5log| | PG)(dj/d2)da/§ P'()(dj/d
| Ay | Ay’

Dokler se omejimo le na sij U, B in V, imamo tri barvne indekse: B—YV,
U—bB in U—V [4], [3]. Od teh si oglejmo le barvni indeks B—V. 1z (7) sledi

B—V = 7100K,T — 0,57 - (9)

Barvni indeks B—V in drugi barvni indeksi so odvisni od temperature
zvezde (sl. 3) [3], [4]. Ni¢ je za zvezde s temperaturo T = 7100K/0,57 ~ 12000K,
to je za zvezde spektralnega tipa okoli A0 (npr. Vega) [3]. Za take zvezde je
torej B=V.

VroCe — modre-zvezde imajo potemtakem negativni barvni indeks 5—V,
hladne — rdeCe — zvezde pa pozitivnega. RdeCe zvezde imajo glede na modre
veCji sij (manjso magnitudo) v spektralnem pasu med 480 nm in 6380 nm kot
v pasu med 360 nm in 560 nm (sl. 1).

B-V A
magnituda 4+

Sl. 3. Temperaturna odvis-
40 nost barvnega indeksa

T[10°K]  B—V. S kroZci so oznacle-
ne i Zmer j ene p Op re éne
vrednosti B—V za posa-
mezne tipe zvezd glavne
veje v H—R diagramu [3]
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konstanta

Cy“cb 4254

@i

40.10°K
. SPekir.

Vedno je po-

aﬁmmda V@qa} od bolo-
1 pa vse sevanje.

36. Natancna vrednost

11 aﬁim temperaturit 1

zﬂmma; Vmuaﬁm S1] zvsze je namrec V@ dno m
metricnega (sl. 1), saj zajame prvi
Enacba (1 0}
pa }@ ww 54. P

d 6000 K 7@00 K. To
. Pr1 - hm‘m je tudi

BK ~ 0 za zvezde, ki imajo priblizno
i e, da taksSne zvezde najmocneje

Marijan Prosén

. Einstein in I

Vi.: Nov nacin za dolocanje zornih kotov zvezd,

Mir 1977, 155, 2380.
@Skva Nauka 1977, 350.
Nauka 1978 , 31.
Springer Vﬁﬂag E%? 117.
: Aszmnamm Ljubljana, DZS W?SF 21.

mat. fiz. 26 (19

at. fiz.

zﬁnc&ﬁv Zﬁk@n’

oskw;

Agzmﬁzw@ﬂcze veliciny, N
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Vprasanje 4 (Obzornik mat. fiz. 15 (1968) 48)

Enakomerno debela struna se vrti okrog enega krajiS¢a s stalno kotno
hitrostjo, drugo krajisCe pa je prosto. Kotna hitrost je tako velika, da teze ni
treba upostevati. Izracunaj spekter lastnih frekvenc strune, ¢e jo zanihamo
tako, da so odmiki vzporedni z vrtilno osjo.

Izpeljimo enacbo za nihanje strune, Ce se sila F, s katero je napeta, spre-
minja z razdaljo od pritrdisca. Izhodisce koordinatnega sistema naj bo v pri-
trdiSCu, os x pa v osi strune. ZapiSimo Newtonov zakon za del strune z dolzino
dx, presekom S in gostoto p (sl. 1):

(F + dF) sin (9 + do) — F sin & = S ¢ dx 02u/ot2

u je odmik strune in ¢ nagib majhnega dela strune proti osi x.

N\ o+do

Leva stran je kar enaka d(F sin ¢). Ker so odmiki majhni, je sin 9 o2 tg J =
o~ gu/0x in sledi enacba gibanja:

Opazovalni sistem, v katerem opazujemo struno, ni inercialen; v njem
moramo upoSstevati centrifugalno silo. |
Del strune z maso dm = p Sdx v razdalji x od osi napenja struno, ki se
vriil s kotno hitrostjo Q, s silo dF(x) = Q2 o Sxdx. Napetost v struni na mestu
X je
l
Fx) =0SQ2({xdx =305 22 (12— x?)
X

EnacCba gibanja je potem
0%u/01? = 3 22 (0/0x) [(I2— x2) Qu/0x]

Robni pogoj je ©u(0) = 0 in u(l) << oo: odmik v pritrdisCu mora biti enak
ni¢ in odmik na prostem krajis¢u koncen.

Enacbo poskusimo reSiti z nastavkom u(x, ) = X(x) ei®t, Po krajSanju
s casovnim faktorjem preostane

(d/dx) [I2 — x?) dX/dx] + w? X/a® = 0

Ce je 2a2 = Q2. Vpeljemo Se x = 1[§& in nastane Legendrova diferencialna
enacba

(1—&2) d2 X/de2 —2 £ dX/dE + (w?/a2) X = 0
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Pon1(&) n=1, 2,

. Tedaj je tudi w?/a? = 2

Eaﬂﬂﬂ D 8
navpicno wsg e strune, k@

Zacema - }e ista koi pm_}, Eie napemﬁ v struni na mesm X }@ Sedag

nizjega dela strune F(x) = ¢ gS (I — x). Centrifugal
del strune z dolzino dx iz ravnovesne lege. Enacba

Enacba Za Eastﬂe fr@kvenge je

Wn = U@?zg/ [)

pri kateri struna sploh

pospesek g(r) je odvisen od m

Gravitacijski

S



Oboje da enacbo
dp = — »x M(r) o(¥) dr/r?

Odvajamo po r in uposStevamo M'(r) = 4z o(r) r2, Ce s Crtico oznacCimo odvod
po r:

r—2 (r2 p"/(g)‘P — — 47 5 0
V izotermni zvezdi velja p(r) = p(r,) o(r)/o(r,) = C o(r) in enacba preide v
Cr2[r2 (log 0)T = — 47 x o (1)

Vpeljemo g =g, Y in r = (C/dnx o) x = fx, Ce Je p, gostota v srediSCu
zvezde. Enacbo (1) zapisemo v obliki

1 d

x2 dx \

(2)

Robni pogoj je v(x =0) =0 in (dy/dx),_, = 0, Ce zahtevamo, da je gostota
v srediscCu zvezde koncna.

Enacbo (2) poskusimo pri majhni razdalji x resiti z vrsto y = ax? + bxt +
-+ ... Zaradi robnega pogoja ni konstantnega koeficienta in Clenov z lihimi
potencami x. Eksponentno funkcijo na desni razvijemo v vrsto, obdrzimo
prva dva Clena in dobimo resitve za majhne x

y(x) = x2/6 — x4/120 + x%/2000 — . . .

Pri vecji razdalji vstavimo v (2) novo spremenljivko z = I/x in dobimo

74 d-2y/d22 — &Y | (3)
Ena izmed reSitev te enacbe je vy = —21Inz—1In 2. Se enkrat vpeljemo novo
spremenljivko y = — 2 log z—# z neznano funkcijo y, za katero velja

ngg n/dzg "'l" el — 2 — 0
Zdaj postavimo $e z = 1/x = et pa dobimo enacbo
&2 pldtr — d p/dt + en—2 — 0

Enacbi znizamo red, e postavimo ¢ = dy/dt in (0p/0t) 0p/on = d2 n/dt2.
Tako sledi
@ 0%p/0t/on —q@ +e1—2 =0

Tocka (0, »,) je znacilna tocCka, ki ustreza resSitvi 272 = e—¥ enacbe (3), saj
je y,=—mn, T 2Inx = In (2/x%). ObnaSanje resSitve v okolici te toCke raziscie-
mo tako, da postavimo # =y, + 5, = In2 + 5, in upostevamo, da je 5, majh-
na koliCina. Sedaj je |

@ (0p/on) — ¢ + 2em—2 =0

Ker je n, majhna koli¢ina, obdrZimo v vrsti za eksponentno funkcijo samo
prva dva cClena:

® Oplon) — @ + 2n, = 0
Zaradi ¢ = d n/dt = dy,/dt sledi
dzy. /di2 —d n /dt + 2y, = 0
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edat

N, = Aeait + B

e sta gl in g reSitvi karakteristicne eﬂacbe g2—q + 2 =0, torej g,, =3 =

—y =2t +1In2+ Aet2cos (2 /7

Konc¢no je p = g, €~V in gostota za velike x je

Upostevali smo 1/x = e.

Ce gre x — oo, razvijemo eksponent v vrsto

//71n x— 6)]

To pa je reSitev, ki se asimptoti¢no priblizuje resitvi p = 29¢/x2, ko gre x — o,
10 z 1ntegralom

o = 20, x 2|1 4 Ax—""cos (4

Maso zvezde 1zrazin

M = §o4nr2dr = 4a f° o, § Xy dx
0 -0

Pri dovolj velikih x je integral enak 8s; 5% o, { dx in ni koncen. To kaze, da ni
izotermne zvezde s koncno maso. 0

Kot zanimivo razsiritev namge s1 oglejmo pommpn@ zvezdo in go-
stoto povezuje v tem primeru n p = Conthin kjer sta C in kenstanfm
Za adiabaten plin je (n + I)/n = »" = ¢,/cy. Postavimo o = o, ¥ pa dob

(n 4+ 1) C o, @—nin y=2d (r2dy/dr)/dr = — 4 5 y"

Vstavimo r = gx z = [(n + 1) C o, 0™ /4d57 5]/ in dobimo Emdenovo enacbo
s (‘%2 y’)" — myn

/Zopet zahtevamo, da je gostota v sredisCu zvezde |
x = 0 robni pogoj vy = 1 in dy/dx = 0.

FEmdenova enacCba ni analiticno resljiva za vsak n. Znane so resitve, ki
ustrezajo nasemu robnemu pogoju:

na, tako da velja pri

|

Y — X2 n=2~0
Yy = SIn x/x n = 1

y= (14232 =S5

V splesnem je treba resiti enacbo numeric¢no, npr. z vrsto y =1 + ax? -
+ bx* + ... Zaradi robnega pogoja ni cClenov z lthimi potencami x. Resitev, ki
vsebuje prve tri Clene, je

Vp = 1 — 5x2 4 nx4/120 — . . .

|

|

Emdenove funkcije so tabelirane za razlicne 1.
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0of0 . Preglednica
1 Xq — X (dyu/dX)g_z; 040
7L 0 2,44 4,89 1,00
1 3,14 3,14 3,28
2 4 35 2,41 11,40
3 6,39 2,01 54,18
4 14,97 1,79 622,40
5 0O 1,73 00

i s 4 : 4 .
—T ] 2 3 4 5

Sl. 1. Gostote izotermne zvezde v odvisnosti od razdalje od srediséa 7 = fx.

>

Doloc¢imo nekaj karakteristi¢cnih koli¢in za zvezdo z danim #n. Na povréj?u
zvezde je y(fx) = 0, Ce naj zunaj zvezde ne bo phna Tore] mora biti pn
f x, = R funkcija y(g8 x) enaka ni¢. V tem primeru 1ma zvezda ostro mejo in je

R 1@ X, = [(?/Z - j) C /4% %]1/2 Qo(iwn)/zn X,

x, je prva nic¢la funkcije y,. Za n = 1 sledi x, = 7 in R = (C/257 »)">. To pomeni,
da radij zvezde v tem primeru ni odvisen od gostote v sredisCu. Masa zvezde
je tedaj

R | X1 X1
M(x,) = (4m o r2dr = 45 33 o, § x2y"dx = — 45 53 o, § %2 (dy/dx) dx =
0 0 0
= — 45 % 0, X,? (dy/dx)x:m

UposStevajmo, da je na robu x enak nicli, ustrezna funkcija vy, pa je masa

zvezde
— — 4y K“ 1) C/%?; %]3/2 QO(&-—-n)/zn x,2 (dy/dx)x:m

Za n = 3 masa zvezde ni odvisna od gostote v srediSCu. Za n = 5 je masa
zvezde koncCna, Ceprav je njen radij neskoncen. Nekaj podatkov je zbranih
v preglednici. Zanimiv je tudi potek gostote plina v zvezdi. Poprecno gostoto

definiramo kot
0(x) = 3M(x)/47 33 x3 = — 3p,(dy/dx)/x

Za gostoto v sredisCu zvezde sledi:

O = — é x1/3(dy/dx)x=x1
Janez Zitnik
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Na svetu je razmeroma zelo m judi, ki bi karkoli vedeli o topologiji. Saj se
recimo tisti, ki so studirali matematiko na ljubljanski univerzi pred letom 1960,
niso pri Studiju nikoli Shsah za topologijo, kaj sele, da bi se je ucili. To pa se ne
pomeni, da »navaden« matematik nima nikoli @pmvm S i@p@ﬁ@gkhz pojmi. Na-
nc , I p@hgma je ena mamgﬁmvn@}sm matematicnih disciplin in se z m@mmz
grmm@mg skoraj povsod v matematiki.

Cilj pricujoce knjizice je dati bralcu vsaj ﬁbﬁﬁn@ idejo o tem, kaj je topolo-
gﬁa ga spoznati z nekaterimi osnovnimi i@p@i@%%imi pojmi (okolice, @dpm@ in
zaprie mnozice, kmwwg@n@a zveznost, povezanost) in rﬂmzam pomen teh pojmov
v @E@m@mmrm matematicni analizi in geometriji. Bralec najprej spozna n@kaj topo-
loskih pojmov na premici, nato lahko sledi j @Sémgmmu ft@h pOJmov na ravnino
n pm&mf m E’@n@n@ prispe do aksiomatske defi nicije abstrakinega topoloskega
prostora. TezisCe dela je na obravnavi topoloskih pojmov na konkretnih, @nasmw
h prostorih; abstraktnim stvarem avtor ni namenil veliko prostora. Odpovedal
se je tudi razvijanju topologije A@t take In se je bolj posvetil stvarem, ki so blizu
srednjesolski matematiki. Knjiga je napisana skrbno in jasno in "JS@bU}@ MIogo
risb. Zato jo bo lahko brez hudega napora in s pridom prebral marsikateri srednje-

solec. Dobrodosla bo tudi srednjesolskim profesorjem in najbrz se komu.

e

Joze Vvabec

ncetions and

Discrete Di

mzdﬁmﬁvamu superpozici] gre za takole Sﬁcuamw bo f(x,a,f) dvo-
parametricna gostota zZvezne porazdelitve ali diskretna @mzd@ht@v pri tem pa
a In [ neznana parametra, prvi iz znane mnozice A, dﬁr‘ugx 1z znane mnozice B.
lzberimo poljubno naravno &tevilo N, kakrsna koli nenegativna Stevila py, ..., py

(ne vsa 0), pa Se Em@ e koli vrednosti a4, ..., ay € A in fi, ..., fy e B. Funkcijo

N
= 2 p; (%, a5, ;) imenujemo superpozicijo komponent f(x, a;, f i)-

j=1
poznamo vrednosti take superpozicije k(x) v tockah xi, ... x,, Stevila N, uteZi
P, ..., Py i parametrov oy, ..., oy, f1, ..., fy Da ne. Zdaj bi bilo treba iz eksperi-
mentalnin podatkov k(x.), ..., k(x,) doloCiti N in oceniti neznane koliCine p_, ..., py,
Oty o ny Oy, ﬁh oo P E‘@g nalogl pravijo razclenitev superpozicije k(x) na k@mp&

nente. Prvi jo je obravnaval N. Sen leta 1922 v zvezi z vodikovim spektrom. Od
tedaj u_p@mbuaw razclenitev superpozicije na komponente v Spgmmgkgpm jedrski
mm mmgm. matematicni ekonomiki i se kje.

@dgyssgwa obravnava razclenitev Supm‘pomcu@ na komponente kot
pmm@ n numericne analize, torej s stalis¢a, da so pri eksperimentalnih podatkih
slucajni vplivi zanemarljivi. Knjiga je razdeljena na pet poglavij. Prvo je kratek
uvod. V drugem so zbrani (po vecini brez dokazov) potrebni matematicni pripo-
mocki, predvsem iz verj@m%m@ga racuna. Iretje p@gmvje opisuje, kako se raz-
Cleni superpozicija gostot, Cetrto pa obravnava enako nalogo pri diskretnih Po-
razdelitvah. Zadnje p@giawe je dodatek, v njem so na kratko opisane nuimericne
metode, ki pridejo v postev pri mzd@m@mnm SUpPEerpozici].

Delo je prva temeljita monografija obravnavanega podrocja. Strokovnjakom, ki
mzdsmevame superpozicij potrebujejo, bo gotovo oiajsam razumevanje te metode.
Knjiga je napisana skrbno in lahko mzummv@ seveda Ce bralec obvlada potrebne
pripomocke iz verjetnosinega racuna in numericne analize. Za te pa zal ni mogoce

recCl, da so elementarni.

k(x) Vzemimo, da

Rajko Jammnik

61




Prijatelj Niko, Uvod v matemati¢no analizo, 1. del. — Ljubljana: DZS. — (Ma-
tematika-Fizika: zbu‘ka umv@rzﬂmmh ucbemkmf in meonogmhj ; 13.) Cena br., 740.—
din (592.— din).

Knjiga je razdeljena na tri poglavja. V prvem, ki nosi naslov Mnozice, nas
avtor najprej seznani z logicnimi znaki, nato pa z osnovnimi pojmi teorije mnoZzic,
kot so operacije med mnozicami, kartezi¢ni produkt, funkcije in preslikave, ekvi-
valencne relacije, algebre mnozic in ekvipolenine mnozice.

Drugo poglavje govori o Stevilih. Avtor definira racunske operacije med kardi-
nalnimi Stevili in pokaze, da ustreza mnozica konc¢nih kardinalnih stevil Peanovim
aksiomom in je zato model za mnozZico naravnih Stevil. Reailna S$tevila uvede
aksiomati¢no. V tem poglaVJu najdemo dokaze za nekatere resnice, ki jih po
navadi molCe privzamemo, Ceprav niso samo po sebi umevne. Tako je npr. do-
kazana eksistenca funkcije, ki je definirana rekurzivno, splosni zakon komutativ-
nosti pri sestevanju itd. Izrek, da mnoZica realnih Stevil ni stevna, je dokazan
brez zapisa realnih Stevil z decimalnimi Stevilkami.

TeziS¢e knjige je na zadnjem poglavju z naslovom Metricni prostori. Avtor
definira metricni prostor in pokaze, kako uvedemo v njem na naraven nacin
topologijo. Vsi topoloski prostori v knjigi so metricni prostori. Najprej se srecamo
s pojmi, kot so separabilnost, kompaktnost, povezanost itd. ObsSirno so obravna-
vana zaporedja in limite preslikav. Bralec se Ze tu seznani z Banachovo algebro.
Primer zanjo je druzina vseh omejenih funkcij na danem metriCnem prostoru.
Nadalje je dokazan Baireov izrek, da je poln metricni prostor druge kategorije.
Posebno lepo so obdelane funkcije z omejenim totalnim razmahom. Pri obravna-
vanju upodobitev, ki ustrezajo Lipschitzovemu pogoju, je dokazana eksistenca ne-
gibne toCke za upcdobitev skrcitve. Nadalje vsebuje to poglavje tri osnovne izreke
matematiéne analize: Tietze-Urysohnov izrek o razSiritvi funkcij, Arzela-Ascolijev
1zrek ¢ relativni kompakinosti enakozvezne mnoZice omejenih funkcij m Stone-
Weilerstrassov izrek o aproksimaciji. Poseben razdelek pa je posveCen pojmu od-
voda. Odvod je definiran za funkcije realne in kompleksne spremenljivke in podan
je pojem holomorine funkcije. Poleg Rolleovega in Lagrangevega izreka je do-
kazan izrek o povprecni vrednosti v splosni obliki, ko dopusCamo, da nastopajoce
funkcije niso odvedljive v kaki Stevni mnozici toCk. V tem razdelku se srecamo
tudi s pojmom nedoloCenega integrala, tj. primitivne funkcije, Integrabilnost zvez-
nih funkcij je dokazana direktno, ne po obicajni poti prek doloCenega integrala,
ki ga v tej knjigi se ni. Predzadnji razdelek govori o polinomskih in racionalnih
funkcijah. Obravnavane so lastnosti teh funkcij, podana je Lagrangeva interpo-
lacijska formula in razcep racionalne funkcije na parcialne ulomke. Zadnji raz-
delek pa je prsvecen kompaktifikaciji realne osi s privzemom tock + oo in — oco.

Ze iz tega skopega pregleda je razvidno, kako bogata je vsebina knjige. V njej
bo bralec nasel osnovne pojme in izreke, ki so potrebni pri nadaljnjem Studiju
matematicne analize. Kakor druga avtorjeva dela se seveda tudi to odlikuje z iz-
redno skrbnostjo, jasnostjo in razumljivostjo. Pa¢ pa pogresamo naloge, ki bi po-
magale bralcu uirditi snov in osvetliti abstraktno teorijo.

Ivan Vidav

Belli F.,, Erweiterung regularer Sprachen zur automatischen Erkennung und
Korrektur von syntaktischen Fehlern, Berichte der Gesellschaft fiir Mathematik
und Datenverarbeitung, Nr. 199, R, Omenbourg Verlag, Munchen, Wien, 1978, 115 sir.

Knjiga je posvecena odkrivanju in odpravljanju napak v regularnih jezikih. Pri
tem se omeji na naslednje vrste napak:

— natanko en simbol manjka,

— natanko en simbol je napacen,

— natanko en simbol je prevec. |

Ta problematika ima veC podrocij uporabe: leksi¢na in sintakti¢na analiza
v programskih jezikih, diagnostika elektronskih vezij in teorija kodiranja. Zato bo
najbrz tudi pri nas nasla bralce.

Viadimir Batagelj
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Kvantna fizika za zacetnike je izsla kot sedmi zvezek zbirke Podiplomsk
nar 1z fizike VS@me mm@ razdelimo na dva dda V prvem d@m a,Wm“ kriticno
) m pro gm mu
@E@mm agm@m@ valovanje, kdm pri-
pisatl tudi nekatere iastnosti d@kmf Ko pri prehodu curka elektronov skozi tanek
listic gmﬁm opazimo uklonske pojave, se p@imb@; po podobni dvojnosti pokaze
] m’*ma,vamu delcev. Po taki - nas pedagodka vnema kaj rada zavede,

imo dijake v mpm@anmﬁ da 1majo elektroni lastnosti valovanja, fotoni pa
lastnosti lokaliziranih delcev. Avtor podrobneje razclenjuje razliko med funkcijo
Smﬂ}a za proste @E@kﬁmn@ in klasi¢no valovno funkeijo za elektricno polje v elektro-

m valovanju. Prav tako pokaze, da fotoni nimajo lastnosti nerelativisticnih

V drugem delu predlaga avtor drugacno pot do kvantine mehanike. Najpre;
SP , da lahko sprejmejo atomi helija ob trkih z elektroni le « diskretne W@d
nosti @n@rgm Do podobnih zakljuckov pridemo tudi pri opazovanju trkov elektro-
nov z drugimi atomi. Tudi notranja @m@rgua atomov ima lahko le diskretne vred-
nosti. To potrjuje spekter svetlobe, ki jo sevajo prosti atomi. Spekter je cCrtast,
frekvenaa posameznih komponent je sorazmerna z energijsko razliko med stanjema
ma. Pri nadaljnji @bmynaw spoznamo, da izmenjuje elektromagnetno valovanje
energu@ vgdﬁj v obrokih in da je @n@rgua mkega omk& sorazmerna s frekvenco
valovanja. Tem energijskim p | pripisemo ener-
gijo in gibam@ k@h@m@ - k@h@m@ pri mfmmkf‘m med fo-
toni in delci omejuje natancnost, s mhk@ Z 1M njem doloCimo lego delca.
Avtor na osnovi m ugotovitve pol kaze relacijo nedmm@nogfm nadah@vamu obrav-
nava omejitve, ki jih relacija n@dm@@@ﬂegm postavlja pri obravnavi gibanja delcev,
in predstavi funkcijo stanja za proste delce z dolo¢eno gibalno koli¢ino. Poudarek
je na statisticni mmrpmmCm funkcije stanja. Preostanek razprave je namenjen
kafanm@m@hamm @M"mmam sistemov vezanih delcev, ki smo jih spoznali v uvod-
nem delu. N u je k i pregled spoznanj, ki soc osnova kvantne
mehanike.
Polemic¢ni del knjige je nam
dentom fizike na p@dagogm smeri.
v korist tudi srednjesolcem

Stu-

ienjen predvsem uciteljem fizike na solah in
Prikaz nove poti v kvantno mehaniko p

Mavrjan Hribar

Zbirka nalog in primerov iz funkcionalne analize in teorije mere je nastala ob
vajah, ki jih je avtor vodil pri obeh predmetih na dodiplomskem studiju mate-
matike. Student bo v njej nasel obilo nalog, ob katerih bo lahko na prakticnih
primerih preizkusil pridobljeno teoreticno znanje iz teh predmetov. Poleg bolj
manj standardnih nalog so tu $e skrbno izbrani protiprimeri k pomembnejsim
izrekom s teh podrocij. Poudariti pa je treba, da knjiga ni zgolj »zbirka« nalog, saj
je v njej avtor mnoge zZnane primere korenito obdelal, dodani pa so tudi nekateri
mwrm

daje avtor bralcu predvsem napotke za resevanje; vca-

migih in resitvah«
gm mu pmpusm se kakSen Eazﬁ premislek in vecino »tezaskegac dela, drugic spet
pa problem razresi »do konca«. Menim, da je taka kombinacija }mnsma saj navaja
studenta po eni strani k Samostom@mu delu, po drugi strani pa mu tudi pokaze,
kaksen naj bo »izdelek.

Ceprav je knjiga namenjena predvsem dodiplomskim Studentom, jo bo gotovo
z veseljem vzel v roke tudi marsikateri podiplomski student in morda sSe kdo, saj
si bo ob njej osvezil osnovno znanje iz funkcionalne analize in teorije mere,

Omladic
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Presi¢ S., Presi¢ M., Resavanje jednacina, nejednacina, formula, Skolska knjiga,

Zagreb 1980, 192 str.
Avtorja izhajata iz pojma reSevanje enach in ga razsirita na reSevanje poljubnih

formul. Tako je
R(xe{l,2Y v x €{2,3}) = {1,2,3}

tu »R« beremo »resitev formule«. R(F) je torej mnozZica vseh Stevil, ki resijo for-
muio F. Ce ima formula »n prostih spremenljivk, potem je resitev neka mnozica
urejenih n-teric. Formulo resimo tako, da pois€¢emo ckvivalentno formulo resene

oblike:

“3

x*—3x+2x=1vx=2
sinx =0& (dked)x=Lka
v’ ' =0& (3 c,c2ER) (VX ER) y(x) = cix + ¢

Naj ti primeri zadosCajo za predstavitev vsebine.,
Knjiga je pomemben prispevek k uveljavitvi simbolne logike v pouku matema-

tike, zato jo priporocam uciteljem matematike na srednjih solah.
Izidor Hafner

ijenom racunala, Skolska knjiga, Zagreb, 1978,

Turk S., Budin L., Analiza prin
277 str.

Knjiga obravnava teoreticno in algoritmic¢no ozadje ter uporabo programov za
analizo omrezij (predvsem elektri¢nih vezij) kot so: ECAP (Electronic Circuit Ana-
lysis Program), CIRCUS, NET-1, SCEPTRE-PREDICT, NASAP (Network Analysis
for System Application ngram) V njej se prepletata teorija vezij in numeric-
na analiza (reSevanje sistemov diferencialnih enacb in minimizacija funkcij ene
ali veC realnih spremenljivk). |

Knjiga bo dobrodosla predvsem elektrotehnikom pa tudi uporabnim matema-
tikom, ekonomistom in drugim, ki bi se srecali z analizo omreZij.

Viadimir Batagelj

Caklovi¢ L., Zbirka zadaiaka iz linearne algebre. Skolska knjiga, Zagreb 1979,
229 strani.

Zbirka nalog je nastala kot dopolnilo knjigi prof. S. Kurepe, Uvod v linearno
algebro (Solska knjiga, Zagreb 1975) in se z njo ujema v vseh poglavjih. Tematsko
b1 zbirko lahko razdelili na stiri dele. Prvi del obsega poglavja z nalogami iz rav-
ninskih in prostorskih vektorjev, linearnih preslikav v ravnini in prostoru, kvadrat-
nih form ter krivulj in ploskev drugega reda. V drugi del spadajo naloge iz
matrik, determinant in sistemov linearnih enacb. Tretji del predstavljajo naloge iz
sistemov navadnih diferencialnih enacb in zadnji del naloge iz osnov teorije grup.
Zbirka bo prisla gotovo prav ne samo Studentom matematike, ampak tudi vsem
tistim, ki si zZele z nalogami utrditi osnovno znanje iz linearne algebre in principi
njene uporabe. Prvi del zbirke je primeren celo za srednjesolce. Naloge niso pre-
zahtevne, Ceprav med njimi niso vse racunske, in vse so opremljene z resitvami,

vecinoma tudi z dokaj natanc¢no razlago.
Edvard Kramar

Smiljani¢ G., Osnove digitalnih racunala, Skolska knjiga, Zagreb 1978, 290 str.

Knjiga je ucbenik — predvsem namenjen studentom elektrotehnike — o zgrad-
bi, delovanju in nacinih uporabe racunalnikov. V njej so obravnavane naslednje
teme: Stevila in kodi, osnovna logiCna vezja, enote in nosilci informacije, model
racunalnika, programiranje v zbirniku, visji programski jeziki, povezave radunal-
nika z vhodno/izhodnimi enotami, razlike med (v knjigi uporabljenim) modelom
racunalnika in dejanskimi racunainiki, mikroprocesorji in rac¢unalniske mreze.

Knjiga je dokaj popoln uvod v »drobovje« racunalnikov. Zato bo dobrodosla
predvsem tistim, ki se zele sami seznaniti tudi s tem delom racunalnistva. Zamerili
pa bi ji lahko, Ceprav se avtor v predgovoru opravici, premajhno skrb za domaco

terminologijo.
Viadimir Batagelj
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knjiga, Zagreb I

Pause 7.

V slovensc¢ini ze imamo knjigo o teoriji informacije. To je knjizica Rajka Jam-
nika, ki je izsla v zbirki SIGMA. Knjiga Zeljka PauSeta zahteva od bralca vec
znanja: poznati mora precej verjetnostnega racuna, s tem pa tudi osnove analize
in algebre. Avtor pa je Zelel, da bi bila knjiga dostopna tudi nematematikom. Zato
ne uporablja prezahtevnega matemati¢nega orodja. Avitor je vec let predaval teori-
io informacije matematikom na zagrebski univerzi. (Ne vem, zakaj nasi Studentje
matematike na univerzi nimajo moznosti, da bi se seznanili s teorijo informacije!)
Tako si je knjigo zamislil kot ucbenik. V vsakem ucbeniku so naloge veC kot dobro-
dosle, zal pa jih v tej knjigi ni.

Knjiga poskusa prikazati tri skupine problemov in rezultatov teorije informa-
cije: problem kvantitativne opredelitve pojma informacije, problemi matematic-
nega modeliranja posameznih delov informacijskega sistema (npr. kanal s sumom)
in kon¢no problemi v zvezi z ucinkovitim kodiranjem in dekodiranjem. Prav ta
tretja skupina problemov je v zadnjih letih povzrodila razcvet posebne matema-
ticne veje, znane pod imenom algebrajska teorija kodiranja. V knjigi so od tod le
linearni kodi, katerim je posveceno zadnje poglavije.

Vsem, ki jih zanima teorija informacije, priporo¢am, da prelistajo tudi tole
knjigo.
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