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26 (1979) 6

Obzornik mat. fiz.

Class. (1980) 65F40

Viath. Subj.

Clanek obravnava razne metode za racunanje determinante dane matrike. |
drobno je razlozena metoda, ki bazira na trikotnem razcepu matrike. Posebej sta
Obmvavam; metodi za racunanje determinante Hessenbergove in tridiagonalne

The article deals with various methods for the calculation of the determinant
of a given maitrix. The method based on triangular decomposition of the matrix
is explained in detail. The methods for the calculation of the determinant of
Hessenberg and triangular maitrices are treated separately.

V tradicionalni linearni algebri je imel osnovno vlogo pojem determinante.
mnimo se samo na Cramerjevo pravilo za reSevanje sistemov linearnih
po katerem dobimo vsako neznanko kot kvocient dveh determinant
: linearna algebra se ukvama predvsem z linearnimi transforma-

“ jocimi ikami ([2]). NumeriCna analiza nas uci resevati
sisteme linearnih ena¢b direktno brez determinant (1D, kar pa ne pomeni, da
ni veC nalog, pri kaﬁcen 1 je treba racunati determinanto. Ena takih nalog je
problem lastnih vrednosti matrik in njegove posplositve ([4]). V dobi racunal-
nikov niso redke matrike reda 100 ali vel. IzraCunati hitro in natancno de-
terminanto velike matrike ni tako preprosta naloga, kot se zdi na prvi pogled.

Najprej ponovimo definicijo determinante in tiste osnovne lastnosti, ki so
pomembm@ pri racunanju

Naj bo A kvadratna m

k}@f so elementl ag;;, realna stevila.
’ a matrike A, oznacCimo jo z det A, je stevilo

det A = X T dypy - Qopy + o v - - Ay, (2)

Tu je (kq, ko, ..., k,) permutacija stevil 1, 2, ..., n. Vsota se nanasa na vse
mozne permutamge teh stevil, zato je Sumandov nl. Ce j@ permutaeua (kq,
ko, ..., k) | soda, Clen ayy, . Gog, - ... - Ay, Obdrzi predznak, Ce pa je liha, znak
spremeni. Produkti v formuli (2) so tvorjeni tako, da je i1z vsake vrstice in

11 161



vsakega stolpca matrike po en faktor. V vsoti nastopajo vsi mozni taki
produkti. |
Za n = 2 imamo
det A = a1 . doo — A12 . U1
inzan=23
det A = di1 .09 . dzg — 11 . dog . Ago — A1 . Ao1 . dgg T

+ dio . dgg . A3y + Q3. A2y . g2 — 13 . Aoz . A3y

Determinanta matrike reda 4 ima ze 24 Clenov, ki so produktii po stirih
elementov. , |

Jasno je, da raCunanje determinante po definiciji, to je po formuli (2), ne
pride v postev, razen za n = 2 ali n = 3. Formula (2) je namre¢ zelo kompli-
cirana (celo izkusSen programer bi se moral precej potruditi, da bi napisal
ustrezen program za racunalnik), obenem pa je hudo neeckonomicna. Za iz-
racun determinante matrike reda »n po formuli (2) je treba opraviti (n—1) . 7!
mnoZzenj in n!— 1 sestevanj, to je skupno n.n!—1 aritmeticnih operacij,
kar je za velje n odloCno prevecC. Kot bomo videlt v nadaljevanju, se da iz-
racunati determinanta matrike reda n v sploSnem le z (2n3 + n— 3)/3 aritme-
tiCnimi operacijami.

Da bi dobili vtis o tem, koliksna je razlika v skupnem Stevilu operacij
med racunanjem determinante po definiciji in ekonomicnim racunom, tabe-
lirajmo ti Stevili za razne tipicne vrednosti reda matrike.

7 n.nt—1 (2n3 + n—3)/3
2 3 5

3 17 18

4 95 43

5 599 84
10 36 287 999 669
15 1.96.1013 ‘ 2 254
20 4.87.101° 5 339
40 3.26.104 42 679
60 4.99.1083 144 019
100 9-34.10159 666 699
200 1.58.10877 5333399

NajsodobnejsSi racunalniki opravijo nekaj milijonov do najve¢ milijardo
aritmetiCnih operacij v sekundi in ne kaZe, da bi se to stevilo v doglednem
Casu dalo bistveno povecCati. Zato iz zgornje tabele takoj vidimo, da rac¢unanje
determinante po definiciji za » > 3 ni ekonomicno, za n > 15 pa Ze prakti¢no
ni ve¢ mogocCe. Pri uporabi ekonomic¢ne metode Stevilo operacij ni ovira,
dokler red matrike ni bistveno vecji od 100.

Preden razlozimo najbolj ekonomicno metodo za raCunanje determinante,
se spomnimo na tiste lastnosti determinant, ki so pri tem pomembne,

i) Ce je
C=A.B
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kjer sta A in B kvadratni matriki reda », potem velja

Ta lastnost sledi iz pravil za mnoZzenje matrik in determinant ([2], [3]).

1) Ce v matriki zamenjamo dve vrstici, determinanta pri tem spremeni
znak. Njena absolutna vrednost se ohrani ([3]).

1atrike je enaka produkiu diagon

Determinanta trikotne n

npr U zg

sornja trikotna matrika

je

Podobno velja za spodnjo trikotno matriko.

iv) Determinanta ne spremeni vrednosti, ¢e kaki vrstici priStejemo vzpo-
redno vrstico, pomnozeno Se s poljubnim faktorjem ([3]).

Najbolj ekonomicna metoda za racunanje determinante je osnovana na
Gaussovem razcepu, to je na razcepu matrike na produkt spodnje in zgorr }@
trikotne matrike. Ta razcep je v tesni zvezi z ehmmacuamz
pmdmsmo md@ tako, da k posameznim vrsticam pristevamo druge VI“SUQ@
pomnozene s primernimi faktorji. To so operacije, ki po lastnosti 1v) ne spre-
menijo determinante. Ce tezimo pri teh eliminacijah k trikotni matriki, Iahko
na koncu izracunamo njeno determinanto na enostaven nacin (lastnost iii)).
Oglejmo si najprej preprost primer. Izracunajmo determinanto matrike

2 3 4]
7 8§ 11|
) 17 20 |
26 34 |

ninacijami prevedemo na zgornjo trikotno

matriko z isto

tako, da jo z eli
determinanto.
Ce v prvem koraku prvo vrstico, pomnoZeno z 2, odStejemo od druge
. > ~ & A, ‘ s ~ ? 0 dé t e j e1mo
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ki ima enako determinanto. Mnogokratnike vrstic dobimo seveda kot kvo-
ciente elementov v prvem stolpcu z diagonalnim elementom. Zdaj drugo
vrstico, pomnozeno z 2, odstejemo od tretje in, pomnozeno s 3, od Cetrte.
Tako dobimo matriko |

2 2 3 4
0 3 2

C=lo o 4 oroctA=de
[0 0 8

ki ima tudi enako determinanto. Zdaj Se trctjo vrstico, pomnozeno z 2, od-
Stejemo od cCetrte, pa dobimo zgornjo trikotno matriko |

Jdet A = detU

OO W N
i A

z enako determinanto. Torej je
detA =2 X3 X4 X5=120

Ce 1z mnogokratnikov vrstic sestavimo spodnjo trikotno matriko z enoj-
kami na diagonali

se lahko hitro prepricamo, da velja v nasem primeru
A=L.U

Torej smo z eliminacijami prisli do razcepa dane matrike na produkt spodnje
trikotne matrike z enocjkami na diagonali iz zgornje trikotne matrike.

Namesto da premisljujemo o eliminacijah, poskusajmo dano matriko (1)
kar direktno razcepiti na produkt

A=L.U (3)
Pri tem naj bo L spodnja trikotna matrika z enojkami na diagonali, tore]
Lp =0, 1<<k; [;=1
in U zgornja trikotna matrika, tore;]
u, =0, 1>%k
Tedaj je zaradi lastnosti 1) in 111)

detA =detL .detU =detU = uyy.Uon.....1U,,

Ce gledamo na enacbo (3) kot na sistem enacCb za posamezne elemente matrik
L in U, imamo n2? enacb in prav toliko neznank, kajti matrika L ima (n2 —mn)/2
neznanih elementov in matrika U (n2 4 n)/2, torej skupaj tocno n2.
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Ce upostevamo trikotnost matrik L in U, lahko po vrsti izraCunamo vse ele-
mente teh matrik, ¢e enaCbe zapiSemo v pravilnem vrstnem redu. Pri tem

moramo locditi dva primera. Ce je element a; v zgornjem trikotniku matrike
A ali na diagonali, je

(5)

Iz enacb (4) bomo racunali elemente matrike U, iz enacb (5) pa elemente

matrike L. Vrstni red izbiramo tako, da izmenoma racunamo vrstice matrike

U in stolpce maitrike L.
Formule (4) in (5) lahko

preuredimo tako, da za

izracunamo najprej

nato pa

V vsotah na desni strani enacb (6) in (7) nastopajo le tisti elementi matrik
L in U, ki smo jih Ze pre] izracunali.
Matriki L mm U zavzemata ravno toliko prostora kot matrika A, Ce si seveda
zapomnimo, da ima matrika L enojke na diagonali in niCle nad diagonalo,
matrika U pa nicCle pod diagonalo. Pri uporabi racunalnika je seveda vazno,
da po nepotrebnem ne tratimo s prostorom v spominu.
Definirajmo torej matriko C, ki je v zaCetku procesa enaka dani matriki
na je

C=L—1+1U

enak zgornjemu trikotniku

o pomeni, da je zgornji trikotnik maitrike C
ai Tik@

Ciry = Uy, 1Sk

in spodnji trikotnik brez diagonale enak spodnjemu trikotniku

brez diagonale

Cit, = liy, 1>k

(8)
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(9)

Enacbi (8) in (9) razumemo kot prireditveni, tako kot je navada pri pro-
gramiranju. Najprej izraCunamo desno stran in jo kot vrednost priredimo
levi strani. Na ta nacin lahko algoritem za razcep (3) zapiSemo kompaktno v
obliki, ki je zelo enostavna za programiranje.

Iz formul (8) i (9) lahko hitro ugotovimo Stevilo potrebnih aritmeti¢nih
operacij za razcep matrike.

Stevilo mnozenj ali seStevanj je

%[(7’-—"1) (n—r+ 1) + (r—1) (n—1)] = (2m3 — 32 + n)/6

r=1

Stevilo deljenj je
L/

S (n—71) = (n*—mn)/2

r=1

Za izracun determinante moramo dodati Se n— 1 mnozenj. Skupaj torej
ta algoritem zahteva
(4n3 — 3n2 + 5n—6)/6 (10)
aritmeticnih operacij.
Prejsnji primer izraCunamo po novih formulah takole. Najprej je

Na koncu imamo

Vsak element v kon¢ni matriki dobimo tako, da od istoleznega elementa
v prvoini matriki odstejemo skalarni produkt elementov v isti vrstici levo od
tega elementa in v istem stolpcu nad tem elementom. Ce je element v spod-
njem trikotniku, ga moramo Se deliti z diagonalnim elementom nad njim. Pri
tem pazimo na vrstni red. Izmenoma ra¢unamo vrstice in stolpce od zgoraj]
navzdol in od leve na desno. Za na$ primer je racun tale:

Cit= 2,3 =2,C13=23, iy =4

Cor — 42 =2, Cat — 6/2 — 3, ¢4y — 8/2 — 4
Coo=1—2X2=23,C3=8—2X3=2,¢cpy=11—2X4=3
Cog = (12— 3 X 2)/3 = 2, cpg = (17— 4 X 2)/3 = 3

Cag = 17T—3 X3 —2X2=4,¢c4=20—3X4—2X3=2
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aprej z zamenjavo WSHQ vV m
zam@mam vrstic spremeni predznak.
j mo si preprost primer. Izracunajmo

wsugo POMNOoZEno s pmmermm faktomem osteh od dmgih wsﬂc ker je na
pwem dzaganamem mesm mda Mo Prvo vrstico s fiako

aﬁm@ prvo in cetrto Wguw in
manfu spremeniti znak. Nova matrika je

radunan je p
si zapomnim

Cdet A — — det A,

Ce sedaj prvo vrstico, pomnoZeno z 2, odstejemo od druge in tretje, dobi-
mo novo maitriko

I3

Na drugem koraku tudi ne moremo eliminirati elementov v drug@m stolpcu
pod diagonalo, ker je spet na dlagonajm poziciji niCla. Zato zamenjajmo dru-
in tretjo vrstico. Tako dobimo m




Ce zamenjamo Se tretjo in Cetrto vrstico, dobimo matriko

"2 3 4 S'l
o 1 2 3
O 0 0 2
k1 je ze zgornja trikotna. Zato je
det A =—14

Tudi algoritem (8), (9) lahko priredimo tako, da v formuli (9) nikoli ne
pride do deljenja z nic, Ce je le determinanta matrike od niC razlicna. Pri tem
7z zamenjavamil vrstic ne skrbimo samo za to, da bi delili le z elementi, ki so
razlicni od ni¢, ampak za to, da bi delili s ¢im vecjim Stevilom in s tem dosegli
da bi bile zaokrozitvene napake ¢im manjSe. To izbiranje imenujemo pivoti-
ranje.

Ce primerjamo formuli (8) in (9), vidimo, da je ¢,, po prvi formuli enak
izrazu v oklepaju v drugi formuli za 1 = r. Torej, namesto da v formuli (9)
delimo s ¢,,, izraCunanim po formuli (8), ker je ta lahko ni¢ ali majhno ste-

vilo, izracunamo (pri tekocem »r = 1,2, ..., n) najprej Stevila
r—1 ]
Cir = Cyp— 2 CijCjyr, L=1,v+1, .., n (11)
j=1

Med njimi poiS¢emo najvecjega po absolutni vrednosti. Naj bo to ¢, torej]
naj velja
1687“ = INax ‘Cirl (12)
r<ti<n
Ce je ¢, = 0, to pomeni, da so vsic;, = 0,1 =7, ..., n, potem je determi-
nanta enaka ni¢ in racunanje prekinemo. Ce pa je ¢, =+ 0 in s = r, potem
zamenjamo r-to In s-to vrstico v tekocCi matriki C in si zapomnimo, da deter-
minanta spremeni znak. Nato nadaljujemo racunanje po poenostavljenih
formulah

r—1
Crw = Crp— N CrjCin, k=r+1,..,n (13)
j=1
C?:T p— CE}/CT?'} i — ?/‘ ——I— 1; s e op n (14)
Na koncu je seveda
det A — Z * 011 ® 03:21 o ® Cnn (15)

kjer je z = + 1 ali — 1, kar je odvisno od Stevila zamenjav vrstic.
Stevilo aritmeti¢nih operacij se pri tem algoritmu nekoliko poveca. Nam-
re¢, doloCevanje maksimalnega Stevila po formuli (12) zahteva dodatnih

}‘t n—r) =m>—mn)/2
r=1

odstevanj. Skupaj s Stevilom (10) algoritem (11) — (15) zahteva
(2n3 + n—3)/3

aritmeti¢nih operacij. To Stevilo smo navedli v uvodu.
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Za zgled ponovno izracunajmo zadnji primer po pravkar opisanem novem
oritmu.
V zacetku je

Najprej pois¢emo v prvem stolpcu po absolutni vrednosti najvecji element
(formuli (11) in (12) za r = 1). Odlo¢imo se npr. za drugo vrstico (s = 2) mn
zamenjajmo prvo in drugo vrstico in si zapomnimo, da moramo determinanti
sprementi znak. Tako imamo

Prva vrstica matrike C ostane nespr@meﬂjena (formula (13) za r -~ 1), ele-
mente v prvem stolpcu pa delimo z diagonalcem 4 (formula (14) za r = 1). Po
prvem koraku imamo

(4 6 8 12

. lo0o 1 3 4]

710 13J"Zm"“"’“1
/23 4 5

Sedaj izracunamo po formuli (11) za r = 2

Coz =1—0X6=1
C32:7~1><6m1
C42$3W(1#/2)><6:0

Absolutno najvecji element med njimi je npr. ¢ zato je s = 2 In zame-
njava vrstic ni potrebna. Ra¢un nadaljujemo po formulah (13) in (14) za r = 2

in dobimo
Cos =3—0 X8=3

C24m4m0><1224

Cgo = 1/1 = 1
Cpo == O/l = (
Tako smo dobili po drugem koraku matriko
4 6 8 127]
[0 1 3 4]
1 1 10 13
| 12 0 4 5]
Sedaj je po formuli (11) za r = 3
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Torej s = 3, zamenjava ni potrebna. Nadaljujemo s formulo (13) za r = 3
cgy = 13 —1 X 12—1 X4 =—3
in s formulo (14) za r = 3
cg = 0/(—1) =0
Tako smo dobili po tretjem koraku

0 1 3 4]
(1 1 —1 =3
120 0 5]

Sedaj preostane samo Se formula (11) za r = 4:

Cag = 5—(1/2) X 12—0X 4—0 X (—3) = —1

Koncna matrika je

4 6 8 127
10 1 3 4]
1113

Po formuli (15) dobimo konc¢ni rezultat

detAmzs01190225$C3;3,C44MM4

4. Hessenbergove matrike

Pri racunanju lastnih vrednosti nesimetricnih matrik je najbolj ekonomig-
no matriko najprej s podobnostnmi transformacijami zreducirati na Hessen-
bergovo obliko, nato pa racunati lastne vrednosti poenostavljene matrike.
Redukcija na Hessenbergovo obliko se da napraviti bodisi z eliminacijami
bodisi s primernimi ortogonalnimi transformacijami ([4]).

Zgornja Hessenbergova matrika je matrika, za katero velja

azkm0,1>k+l

Matrika ima (npr. pri n = 6) tole obliko:

(16)

Determinanto zgornje Hessenbergove matrike lahko izraCunamo po metodi,
razlozeni v prejSnjem razdelku, kjer upoStevamo, da so vsi elementi v spod-
njem trikotniku pod subdiagonalo enaki niC. V vsaki vrstici moramo elimini-
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rati samo po en element. Da bi se izognili deljenju z nic¢ ali z majhnim Stevi-
lom, na vsakem koraku z morebitno zamenjavo dveh vrstic na diagonalno po-
mmw p@gmmmg absolutno vecjega od dveh Stevﬂ ki prideta v poswv

da imamo na r-tem koraku v prvih r—1 St@ﬁpm 1 Ze nicle pd
diagonaio , k1 jo imenujmo A,, naj ima Obhka ki je razvidna iz pri-

mera zan =6in 7 = 3

prvih dveh eliminacijah se spremenijo samo prve tri vrstice matrike,
druge vrstice ostanejo nespremenjene. Determinanta matrike As je kvecjemu
za znak razlicna od determinante prvoine matrike, kar je odvisno od pred-
hodnih zamenjav. Na r-tem koraku torej najprej primerjamo po velikosti
elementa 2, In ar 1,7 Ce je la, 1, > [uﬂj zamenjamo r-to in (r + 1)-to vrstico
in s1 zapomnimo spremembo znaka. V nasprotnem pmm@xu zamenjava ni
u- Zam @hmmimma podmgon&ﬁm element tako da od (r + 1)-te

zac@ﬂm je Semda Ay =Ain uy, =aqy, k=1, 2, ..., n
Mgontem je tale:

lo¢imo dva primera:

1) IMrri = **"
Ce je u,, =0, je det 4

= 0 in racun prekinemo. Sicer pa izracunamo

d=d.
q = Up+ '1,?‘/ Uy

a?‘WLi,k = a?"i'i,fﬁmg‘u?‘kr k = ¥ + 3: °> » op 11

i) |uy] <<|ar. o) d=—d.a.4
== « Y, r

,
4 — Upp/Qp11, 7
e Upt-1, ks k =1+ E’E

Uptq, | = Upp, —

a vrstica spremeni V U, = dy by 5 K =17, ..., N

algoritmu, je -

S2n—r) + 31+ 1=n2+2n—2

r=1
To stevilo je bistveno manjSe od Stevila operacij v primeru polne maitrike.
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Za zgled izracunajmo determinanto tele zgornje Hessenbergove matrike

[1 2 3 4]
1468(;1

4 9 12|°
0 9 16

— (17)

Sedaj zamenjamo drugo in tretjo vrstico ter novo drugo vrstico, pomnozeno
z 1/2, odStejemo od nove tretje vrstice. Tako dobimo

r 2 3 4]
|0 4 9 12
’ to 0 —3/2 —2

0 0 9 16]

Sedaj spet zamenjamo tretjo in Cetrto vrstico ter novo tretjo, pomnozeno
z —1/6, odstejemo od nove Cetrte. Tako dobimo

(1 2 3 4]

|0 4 9 12 3

. 0 16| 4= —(—4H X9 =36
[0 0 0 2/3.

Koncno je
det A = 36 X (2/3) = 24

Druga zelo dobra in preprosta metoda za raCunanje determinante Hessen-
bergove matrike je Hymanova metoda ([4]).

Pri Hymanovi metodi predpostavljamo, da so vsi poddiagonalni elementi
v zgornji Hessenbergovi matriki od nic razlicni, tore]

ap1.,=0, k=1,2,..,n—1 (18)

To ni v bistvu nobena omejitev, saj Ce je kak od poddiagonalcev a; { , enak
ni¢, matrika razpade tako, da je njena determinanta produkt determinant
dveh manjsih zgornjih Hessenbergovih matrik. Ce je v matriki (16) npr.
a;s = 0, je

aig  digs
o4 dzs
(ag A3
dg4 A45
ds4  dss
0 ag
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st
-

det A = det B

kjer je |
12 dy3 dy5
=|dn axp am|, C= (L5
10 ax apl dgs

Ce je veC poddiagonalcev niC, dobimo determinanto kot produkt determinant
manjsih zgornjih Hessenbergovih matrik, v katerih pa so vsi poddiagonalci
razli¢ni od ni¢. Pri tem so nekatere podmatrike lahko tudi reda 1 ali 2, ka-
terih determinante izracunamo direkino.

Torej brez Skode za splosnost lahko predpostavimo, da je 1z]
(18), kar pomeni, da je stevilo

olnjen pogoj

C=4dsi.l3g. ... Uy n_1 §19)
tudi razli¢no od nic.
Ideja Hymanove metode je v tem, da k prvi vrstici pristejemo taksne

mnogokratnike drugih vrstic, da so v prvi vrstici vsi elementi enaki ni¢ razen
zadnjega. Pri tem se seveda determinanta ni¢ ne spremeni. TeZimo torej

k matriki oblike (npr. pri n = 6)
0 0 0 0 O

ki ima determinanto
det B = —u. oy . g . dyg . Upq « gy

Naj bo tore; A zgornja Hessenbergova matrika reda n. K prvi vrstici
pristejemo drugo vrstico, pomnozZeno z us, tretjo vrstico, pomnozeno z us,
itd. in zadnjo vrstico, pomnozeno z u,. Tako dobimo v prvi vrstici na r-tem
mestu izraz, ki naj boniczar =1, 2, ..., n— 1. Tako imamo enacbe

Ayp T U dgy T oo T Up Qpp T Up i Qptyp = 0
iz katerih lahko po vrsti izraCunamo us, ..., 4,  Rekurzivna formula je

Upt1 = — {@ir +- Ug oy a e Uy a?’)‘)/ar-% 1,7 w (20)

Na desni strani nastopajo Ze prej izracunani us, ... U, Zaradi predpostavke
(18) nikdar ne pride do deljenja z ni¢. Na zadnjem mestu v prvi vrstici dobi-
mo Stevilo

U= day, + U oy + ... T Uy Ay
ki ga po formuli (20) lahko imenujemo

U = — Uyt
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¢e dodatno definiramo
Anta,n = 1

Tako imamo eno samo formulo (20) in jo uporabimo tudi za r = n.
Determinanta je potem ocitno

detA=(—Dr"tyu.c=(—1)nu,.c
kjer je ¢ produkt (19).
Hymanova metoda je zelo ekonomicna in daje rezultat, ki ima zelo majhno
zaokrozitveno napako ([47).
Stevilo potrebnih operacij je

n
SRr—1) +n=n®+mn

r=1
kar je malo manj od metode z eliminacijami, kjer n — 1 operacij odpade na
pivotiranje.
Za zgled izracunajmo determinanto matrike (17) po Hymanovi metodi.
Formulo (20) uporabimo po vrsti za r = 1, 2, 3, 4.

Uy = —1/1 = —1

Uy = — 2 + (—1) X 4)/4 = 1/2

g = — G+ (— 1) X6+ (1/2) X 9)/9 = —1/6

Uy = — (4 + (— 1) X 8 + (1/2) X 12 + (— 1/6) X 16)/1 = 2/3
det A; = (2/3) X 1 X 4 X 9 — 24

Dobili smo seveda isti rezultat kot prej.

5. Tridiagonalne matrike

Tridiagonalne matrike zelo pogosto nastopajo v numericni analizi. Ce ra-
cunamo lastne vrednosti realne simetri¢ne matrike, je najbolj ekonomicno
matriko najprej s podobnostnimi transformacijami zreducirati na tridiago-
nalno obliko in nato racunati lastne vrednosti poenostavljene matrike. Re-
dukcija na tridiagonalno obliko se da napraviti s primernimi ortogonalnimi
transformacijami ([4]). Tudi pri numeri¢nem resevanju robnih problemov pri
navadnih diferencialnih enacbah zelo pogosto nastopajo tridiagonalne matrike.
Zato si oglejmo posebej, kakor hitro izracunamo determinanto tridiagonalne
matrike.

Matrika A je tridiagonalna, Ce velja

Ui, = 0}

i— k> 1

Od ni¢ razlicni elementi so lahko samo na glavni diagonali ali tik ob njej.
Tridiagonalna matrika je hkrati zgornja in spodnja Hessenbergova matrika.
Naj bo A, realna tridiagonalna maitrika reda n z elementi

d;; = dg, OmLz,e“,?’l
ai it = biﬁ 1= 1,2, .o uy n—1

Ayiq=Cy 1=2,3,..,n
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Matrika A, je pri n = 6 takale:

Najpre] OPISimO aigontem za racunanje determinante tridiagonalne matri-
ke na osnovi eliminacij. N akem koraku moramo eliminirati en poddiago-
nalni element. Da se mognemo cel}emu Z nic ah dehemu Z majhmm Stevilom,
si lahko pomagamo s pivotiranjem. Po potrebi lahko zamenjamo dve vrstici,
mko da je absolutno veqe od dveh &tevil na diagonali.

atm a na r-tem m"ak v prvih

Elementi od (r + 1)-te vrstice dalje so Se nesrememem demenﬁ pr’vome
matrike. V zacetku (za r = 1) }@ seveda uy = a;, vi = by in wy = 0. Na rtem
koraku primerjamo Stevili u, in ¢,+4. Lo¢imo dva Ce je [u?.[ veCji ali

ak |c,+1|, potem zamenjava ni pmmb na. Ce sta oba u, in ¢,y enaka nic,
je mm determmama enaka nic¢ in racunanje prekmemo pa r-io VIstico,
YOINNOZ ocientom c¢, 1¢/u,, os?ﬁej@ no od (r + 1)-te in pridemo v podo-
ben poioza] pri nasl&dnjem r. Ce pa je |+ 1] veCji od |u,, zamemamo r-to 1n
(r 4+ 1)-to vrstico, si zapomnimo, da determinanta spremeni znak in ravnamo
podoﬁna kot pre;j.

Al m je torej tale:

Uy = dy, vlmbbdmﬁ

lo¢imo dva primera:
1) iu?‘i {CT—HI
ce 0, je det A = 0 in racunanje
d=d.u,
4 = C?‘—H/ U,

Uptyg = p41-—(g . Vp
Vpiq = bpyq, W, = 0 (razen za v = n— 1)




ﬁ) lurl < lcrfll
d = -—-—d.C?ﬁl
q = ur/cr"l
Up 14 = Vyp—( . Ay
v, 1 =—¢q.b, (razen za r = n—1)

Pri tem se r-ta vrstica spremeni v

Uy = Cp' 1, Vyp = Apq 4
W, = b,y (razen za v = n—1)

Na koncu imamo
det An == d . un,

Stevilo potrebnih aritmeticnih operacij je pri tem algoritmu odvisno od
Stevila zamenjav. Ce nikoli ne pride do zamenjave, to je, ¢e vedno velja
primer i), potem je Stevilo operacij 4n— 3. Ce pa je zamenjava na vsakem
koraku, to je, ¢e vedno velja primer i1), potem je Stevilo operacij 5u—>5. To
Stevilo je tako majhno, da tridiagonalne matrike reda nekaj tiso¢ ne povzro-

¢ajo nobenih tezav.
Za zgled izracunajmo po tem algoritmu determinanto matrike

1 2 0
3 4 5

Ay = 0 6 . (21)
0 0 9

Najprej zamenjajmo prvi dve vrstici in novo prvo, pomnozeno z 1/3, od-
Stejemo od nove druge. Tako dobimo matriko

0 2353 o .
0o 6 7 s =TT

Sedaj zamenjamo drugo in tretjo vrstico in novo drugo, pomnozeno z 1/9,
odStejemo od nove tretje. Tako dobimo novo matriko

. :
6 7 8 |

|, d = 3 =
0 —22/9 —8/9 | (=) xo=18
0 9 10 |

Sedaj zamenjamo zadnji dve vrsticl in novo tretjo, pomnozeno z — 22/81,
odsStejemo od nove Cetrte. Tako dobimo zgornjo trikotno matriko

5 0]
7 8 |
- = —18 X 9 = —162
9 10|’ d ~ :

0 148/81 |

oo N B
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SOHERE JE det A, = — 162 X (148 /¢
Podobno kot pri Hessenbergovih matrikah lahko tudi pri tridiagonalnih

aﬁmk& mméu&a 10 determinanto z rekurzivno formulo.

@mr iinanto tridiagonalne matrike reda n z d,, ]

d, za v <mn determinanta podmatrike A, reda r v levem zgornjem

hah bomo rekurzivno remu}o med tremi zaporednimi d@fmrmmanmml df_____b

” 117 d 1

Zapisimo matriko A,..1 za v = 4 le zaradi lazje pis:

r je popolnoma enako. Determinanto matrike

31) = — 296

&

wve. Sklepanje za splosni

razvijmo po zadnjem
trike A,, Stevilo — b,

_"b?"cf“{*l d?‘——*b V¥ = 1,2)9 « ooy n—1

S to formulo po vrsti izraCunamo ds, ds, ..., d,, Ce vzamemo za zacetine
vrednosti
dg, = 'L d1 =

Stevilo aritmeticnih operacij, - za izraCun determinante d,, je
4n m4 kar je najn an_] tako ekonomic¢no, kot so eliminacije.
zgig 1zracunajmo determinanto n aﬁcﬂk@ (21) po tem algoritmu. Po

vrsti 1zracunamo

%ﬂ4xgm2x XK1= —2
do = T X (—2)—5%X 6 X1~ —44

Racunanje po tem algoritmu je precej bol] preprosto od eliminacij s pivo-
tiranjem.

C, Linearna aigebra n hnearna anahza Ljubljana, MK 1969.
1ISja matematika I, Ljubljana, DZS 1973,

i | ﬂkns Th@ aﬁ.gebraw mgemzam@ problem, Oxford, Clarendon

4 Press
1965.
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Obzornik mat. fiz. 26 (1979) 6

MILAN COPIC

Orisana je perspektiva jedrske energije na svetu v luci sedanje energijske Kkrize
in vprasanj o varnosti jedrskih elektrarn. Opisan je potek nezgode TMIZ2 in na
kratko so ocenjeni ukrepi po nezgodi.

The world perspective of nuclear energy is reviewed in the light of the present
energy crisis and the issues of nuclear safety. The evolution of the TMI 2 nuclear
incident is presented and the measures taken after the incident briefly evaluated.

Prihodnost jedrske energije

Nezgoda v jedrski elektrarni na Otoku treh milj se je pripetila v dasu
velikih dvomov v gospodarsko in druZzbeno upravicenost jedrskih elektrarn.
Poleg hitro narascajocih gradbenih stroskov, skokovitega poveanja cen ura-
na, stratesko politicnih omejitev pri prenosu jedrske tehnologije in gospo-
darske recesije je glavni razlog proti gradnji jedrskih elektrarn prav vprasanje
varnosti elektrarn in objektov za pripravo in predelavo jedrskega goriva ter
za shranjevanje radioaktivnih odpadkov. Zaradi zaostrenih odnosov v indu-
strijskem svetu in tudi pri nas v zvezi z jedrsko elektrarno Krsko in nacrti za
drugo jedrsko elektrarno je ocena vzrokov in posledic najve¢je dosedanje ne-
zgode na javnih jedrskih elektrarnah izrednega pomena. Trajalo bo Se nekaj
Casa, preden bodo zbrali vse podatke o nezgodi in njenih posledicah, jih oce-
nili v luci sedanjih predpisov ter naredili zakljucke o nujnosti novih varnost-
nih predpisov. Kljub temu pa je Ze dovolj objavijenega, da lahko podamo v
strokovnem krogu zakljuceno sliko.

Nasa strokovna javnost je razmeroma slabo obvesCena o SirSih vprasSanjih
razvoja jedrske energije. Zato je za razumevanje pomena nezgode treba na-
vesti nekaj okvirnih podatkov o sedanji stopnji razvoja jedrskih elektrarn,
0 problemih njlhovega nadahnjega razvma ter njihovi vlogi v energijski krizi
(glej pregiedmco 1). Med zgrajenimi prevladuje]o lahkovodni-tlacni reaktorji
(PWR) in bodo v prihodnosti prevladovali Se bolj. Tak reaktor ameriske firme
Westinghouse gradimo v KrSkem, jedrski elekirarni na Otoku milj pa ga je
dobavila firma Babcock & Wilcox. Mednje priStevamo tudi sovjetski VVER,
znan kot novovoronezki tip. Lahkovodnih-vrelnih reaktorjev (BWR) je nekaj
manj. Kolikor se vremena jedrski energiji ne bodo kmalu zjasnila, ta tip v
prihodnosti ne bo imel pomembne vloge. Lahkovodne reaktorje z grafitom kot
moderatorjem (LGR) gradijo skoraj izklju¢no v Sovjetski zvezi. Tezkovodne
reaktorje (HWR) so razvili v Kanadi. Ker uporabljajo ti reaktorji kot gorivo
naravni uran, jih gradijo tudi v dezelah v razvoju (Argentina, Indija). Novih
plinsko hlajenih grafitnih reaktorjev (GCR) ne bodo vecC gradili niti Anglezi
niti Francozi. Namesto njih bodo Anglezi postavili Se nekaj izpopolnjenih gra-
fitnih reaktorjev (AGR). Visokotemperaturni grafitni reaktorji (HTGR) Se niso

178



prototipne faze kljub d@%gm@m@ 1t razvoju v ZDA in v ZR Nemdiji.
@b@@aj@éi hitri « p?@@dm Maj@m S fm&au L natrijem (LMFBR)
so zaradi politike ameriskega pr @ﬁ%dmka Carterja postall evropska specia-
h?[@fta in b@@ ce bo sm VSe Po sreci, v drugi p@bﬂ% devetdesetih let postali

PWR. danes.

?mgﬁﬁd @nergugkm reaktorjev po World List of Nuclear
Power Plants, Nuclear News, 22 {ﬁ 979) {E 0)

Ktorjev | Instalirana Skupna
v gradnji el. moc leta
n naroceni  junija 1979 pogona

57,5 G 474

Stevilo res

pmmamqa novo zgmg@ e jedrske dﬁktmz‘ﬂ@ s temi Mpi
1paj moelektrarnami na premog, 0snovno pre mvadnm elek-
. Pri tem so mmvudm Simgh @Eekmmg energije v ze zgi ag@»

mm@ga 72 fg@rm@dekﬁmrns
?E idi razvitejse dezele v razvoju
pospesiti - e in mgm lnjo nomh }@di‘ﬁﬁh elektrarn. Tako je ; mp@m@ﬁ
strokovnjakov OECD 1 v tem smislu so sprejeli sklep tudi V@dﬂdﬁ
ijskh drZav letos v Tokiu. Za ilustracijo navedimo samo podatek, da bi
morale dezele mustﬁjgk@ga zahoda uvoziti za 109/ veC nafte, ¢e bi danes
ugodile zahtevi nasprotnikov jedrske energije in zaprle vse jedrske elek-
trarne. . ‘ -

dino v Franciji gradijo jedrske elektrarne po progran 14, Kiizhaja iz nave-
denih nacel. V naslednjem petletnem obdobju naj bi vgaﬁm Eem m%m obra-
to wm po pet j@ESEﬂh dekﬁtmrn yA mmc jOo - 875 MW do 1285 MW. Francija

th drzavah pa vrsta
ru?b@mh tezav repmcm@ sprejem uga@mh odlo-
Citev za pospeseno gradnjo jedrskih ddﬂmrn V nekaterith so se druzbeno-
politi¢ne razmere tako Z&@SH‘H@ da j@ oradnja jedrskih elektrarm ; mkﬂ@n@
usécavh@ a in celo ze zgrajene elektrarne ne dobijo p@ggnﬂﬂ

primer v Avstriji. Za tako stanje so objektivni razlogi

p@ﬁﬁémh - in




sija, visoki investicijski stroski jedrskih elektrarn, napoved zmanjSane po-
trebe po elektricni energiji in v sploSnem nezadovoljivo finan¢no stanje elek-
trogospodarskh organizacij, ki ga mocna inflacija Se slabSa. NajveC pa pri-
spevajo k mracni sliki o prihodnosti jedrske energije prav nerazcisCena ali
v politicne namene izrabljena vprasanja o varnosti jedrskih elektrarn in jedr-
skega goriva ter radioaktivnih odpadkov.

Varnost jedrskih elektrarn

- Iz fizikalnih lastnosti razcepkov, ki nastanejo pri cepitvi jedrskega goriva,
izhajata dve osnovni zahtevi za zagotovitev varnosti jedrskih elektrarn. Pri
tem imamo v mislih posebne zahteve za varnost, ki sledijo iz jedrske narave
delovnega procesa, 1n vedno privzamemo, da so druge zahteve za varnost pri
delu, za zanesljivost pogona In za preprecevanje klasicnih nezgod dosledno
1zpolnjene. Praksa kaze, da zal ni tako.

Zaradi radioaktivnega razpada razcepkov je obsevano gorivo vroce v dvoj-
nem smislu. Seva zarke y ter zavorno sevanje in 1z njega uhajajo plinasti in
hlapni radioaktivni razcepki, ¢e je mehanicno poskodovano. Poleg tega pa je
vroce tudi zaradi razpadov 8; v Casu t po prenehanju cepitve oddaja gorivo
toplotni tok:

P(t) = 0,06 Py[t—02— (¢t +T1)%2] 1s<<t<T107s (1)

P, je toplotni tok iz goriva v tem reaktorju, ki je bilo obsevano cCas T.
Toplotni tok P (¢), imenovan preostala moc, je tehnicno izredno pomemben pri
dolocCitvi potrebnih ukrepov za hlajenie sredice ustavljenega reaktoria. To
ilustrira podatek, da je preostala mocC reaktorja z Otoka treh milj, kakih pet-
najst minut po ustavitvi enaka nominalni toplotni moci toplarne Bezigrad,
ki pozimi oskrbuje zahodni in severni del Ljubljane (60 MW). Bistven za ana-
lizo nezgode je Se podatek, da pri delovnem tlaku in temperaturi lahko zaradi
preostale mocCi v eni uri izhlapi vsa voda iz sredice reaktorja, ¢e ni zagotov-
ljeno stalno krozZenje vode in hlajenje. Goli gorivni elementi, ki ostanejo brez
hlajenja, se pregrejejo, njihova obloga nabrekne in poli zaradi notranjega
tlaka plinastih razcepkov in radioaktivne snovi za¢no uhajati iz goriva. Pre-
grete obloge goriva iz cirkonijeve zlitine pa se poskodujejo tudi ob oksidaciji
cirkonija s pregreto vodno paro, pri cemer se sprosca vodik. Zakljucek je
jasen. Osnovni zahtevi za varnost jedrskih elektrarn sta zagotovitev zadost-
nega hlajenja sredice reaktorja v vseh okolisCinah in zagotovitev nepropust-
nosti zaporednih zapor, ki preprecujejo sirjenje radioaktivnih snovi v okolico.

K obema osnovnima zahtevama bi morali dodati Se vrsto nadaljnjih teh-
nicnih, administrativnih in upravnih zahtev ter ukrepov, ki so bistveni za
zagotovitev varnosti in Ki jih v bolj ali manj dosledni obliki vsebujejo nacio-
nalni predpisi in tudi norme Mednarodne agencije za atomsko energijo [1].

Zaradi pomanjkanja izkusSenj s civilnimi projekti je ameriS$ka Komisija
za atomsko energijo (AEC) ze sredi petdesetih let sprejela zasnovo za zago-
tovitev varnosti prve jedrske elektrarne z lahkovodnim reaktorjem. Slonel je
na analizi najveCje Se verjetne nezgode (MCA). Pri tem so pustili ob strani
vpraSanje verjetnosti take nezgode. Pomemben je bil dokaz, da je elektrarna
projektirana tako, da se tudi ob taki ekstremni nezgodi ¢ezmerno ne razsir-
jajo radioaktivne snovi v okolico. Ocene posledic jedrske nezgode, ki so v ti-
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stem Casu pa¢ slonele na ameriskih izku3njah z atomskimi bombami, so bile
tudi pri j@drsh elektrarni katastrofalne {WASH-740). Za zacetno odpoved, ki
privede do nmveqe se verjetne nezgode, so predpisali gﬂmfamski zlom enega
izmed cevovodov makmrsk@ga Eadﬂnega sistema z razmikom koncev ﬂomm
ljene cevi, tako da lahko v nekaj sekundah izteCe iz reaktorja vsa voda. Dvaj-

Pt

set let so se upravni organi, indusirija in raziskovalne ustanove ukvarjali
s koncipiranjen

|, 1zracumni, @ksp@m,@nﬁmm@m In preverjanjem
OCA). Razvili 1n pres kusili so opremo, ki poskr]
hlajenje sredice po izlivni nezgodi. Okoli reaktorja in primarnega Madﬂm
nega sistema je se hermeticCen zadrzevalni hram s tusi za izpiranje radioaktiv-
nega joda in za hlajenje atmosfere v hramu, rekombinatorji vodika, hladilniki
7 ventilatorji in zbiralniki odpadne vode.

Z leti je na osnovi pridobljenih izkuSenj ter zaradi pritiska javnosti, ki se
je vse bolj zanimala za varnost jedrskih elektrarn, ameriska AEC izpopolnje-
vala zahteve za varnost. Vkljucevala je nove vrste nezgod, ki jith mora upo-
stevati projekt vsake jedmkﬁ d@kfwarﬂe /ato danes ne gOVOHmO V@C 0 1
vecCjl se V@ﬂ@tm nezgog temvecC o mjekmm nezgodah Toda med njimi je
po pomembnosti se vedno na prvem mestu prav mhvna nezgoda. Tudi pri
$olanju osebja za jedrske elektrarne posvedajo treningu za ukrepanje ob ne-
zogodah posebno pozornost in zagotovijo prakticno urjenje na velikih simula-
torjih. Vendar je tudi tu teziSCe na ekstremnih nezgodah.

Amerisko fizikalno drustvo je poleti 1975 objavilo Studijo o varnosti lah-
kovodnih reaktorjev [2]. Rezultati tega neodvisnega in kriticnega pregleda raz-
mer so danes, po nezgodi na Otoku treh milj, zanimivi kot opozorilo, kje bi
bilo treba izboljsati varnost jedrskih elektrarn, in kot ocena pomembnosti
posameznih verig nezgodnih dogodkov. Avtorji studije so imeli resne pomis-
leke zaradi prevelikega poudarka pojmu »projekinih nezgod« v upravnem po-
stopku za izdajanje dovoljenj, ko dokazujejo varnost objekta. Opozorili so
tudi na moznost drugih tipov nezgod. Kljub temu so v svojih ocenah le sledili
us*iahem pmkgi 11 anahzzmh najvecjo nezgodo, to je veliko izlivho nezgodo.
Tipicno je, d majhno izlivno nezgodo, pri kateri puscanje ni tako veliko,
da bi naenkrat iztekla vsa voda iz reaktorja, odpravili kot skoraj rutinski prob-
em pogona v enem samem kratkem odstavku. Pomembno pa je njihovo pri-
poroc¢ilo, da je treba upostevati Cloveski faktor pri projektiranju komandnih
pultov, da bi bistveno zmanjsali moznost za operatorjeve napake. Pri tem so
priporocili veCjo avtomatizacijo krmilnih funkcij in povecan trening operator-
jev na simulatorjih predvsem za nezgode. Podprli so uporabo verjetnostnih
metod za kvantitativne ocene odpovedi sistemov in za parametri¢ne Studije
pojavov ter rizika nezgod.

Spomladi 1975 je namrec AEC objavﬂa osnutek studije o varnosti reaktor-
jev (Draft WASH-1400), znano kot Rasmussenovo pomczfo [3]. AEC 1n njena
naslednica NRC (Nu d@ ar R @gLﬂam ry Commission) sicer nista v upravnem po-
Smpku upostevah dokazovanja na osnovi statisticnih analiz. Kljub temu je
FEC za SirSe potrebe pri pﬁamramu mzvom jedrske energetike narocila na
MIT Studijo o varnosti makmm@v ki naj oceni druzbeni rizik nezgod v jedr-
skih elektrarnah. Ta ocena je morala sloneti na verjetnostnih racdunih. R
mussenova delovna skupina je uporabila metodo verjetnostne analize drevesa
d@g@dkmf m drevesa okvar na standardizirani mnozici 100 reakmrjev tipa

. Rezultati Rasmussenove studije, ki so doziveli sicer mnogo kri-
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tike In precej popravkov, so izredno pomembni. Z njimi ni mogoce dokazati
varnosti posamezne jedrske elekirarne, mogoce pa je razumno oceniti druz-
beni rizik pri delovanju vrste elektrarn v daljsem obdobju. V Studiji so sicer
poudarili ekstremno nezgodo ali verige dogodkov, ki pripeljejo do velike
nezgode. Poleg tega pa so v njej analizirali mnoge pojave in verige nezgodnih
dogodkov, ki jth NRC ne predpisuje in ki niso zajeti v standardnih analizah
varnosti. Se vedno so vhodni podatki o verjetnostih za odpoved posameznih
komponent in sistemov zelo pomanjkljivi. Zato so ocene absolutnih vrednosti
za verjetnosti posameznih vrst nezgod Se precej nezanesljive. Toda Studija je
pokazala, da so druzbeni riziki zaradi jedrskih nezgod mnogo manjsi kot pri
nezgodah v drugih industrijskih panogah in pri drugih nezgodah, ki sprem-
1jajo nase vsakdanje zivljenje. |

Na osnovi zadnjih dogodkov pa je treba kritikom Rasmussenovega poro-
¢ila dati prav vsaj v dveh toCkah. Prvi¢: studija ni dovolj uposStevala prispevka
clovekovih napak k verjetnostim za posamezne verige nezgodnih dogodkov.
Drugi¢: v njej so podcenili prispevek pricakovanih nezgodnih dogodkov (ver-
jetnost vecja od 1/30 na leto) in verig nezgodnih dogodkov, ki ne pripeljejo do
najveCje nezgode. Zares je zdravstveni rizik prebivalstva v Sirsi okolici jedr-
skih elektrarn zaradi teh dogodkov majhen. Ni pa majhen druZbeni rizik za-
radi materialne skode in zdravstveni rizik delavcev v jedrski elektrarni. Na to
kaze praksa, nabrana v 835 obratovalnih letih elektrarn z lahkovodnimi reak-
torji. Zato so tudi upravicene kritike na racun NRC, da ni dovolj upoStevala
izkuSenj analize pri majhnih nezgodnih dogodkih, ki so potencialno nevarni
kot zaletni dogodki veljih nezgod. Kot predhodnik nezgode na Otoku treh
milj se je lani pripetila podobna nezgoda na reaktorju istega tipa v elektrarni
Davis-Besse 1 v Oak Harborju, Ohio. Na sreco ni bilo hudih posledic, ker je
elektrarna Sele poskusno obratovala in Se ni dalj Casa delala z vso mocjo [4].
Opozorila o pomembnosti nezgode Davis-Besse 1 NRC ni upostevala. Sodec
po nekaterih porocilih jo je zadrzalo tudi vodstvo firme Babcock & Wilcox,
ki je proizvajalec teh reaktorjev, ¢eS da je problem treba Se podrobneje pro-
uciti.

Za zakljulek teh uvodnih razmisSljanj o varnosti je vredno omeniti Se nekaj
rezultatov najnovejse nemske Studije o rizikih jedrskih elektrarn [5]. V njej
so uporabili istc metodiko kot Rasmussenova skupina, le da so upostevali
domace razmere na 19 lokacijah s 25 reaktorji tipa PWR z modjo 1300 MW.
- Pomemben je njihov zakjucek, da je odlocilen prav prispevek nekontroliranih
majhnih izlivnih nezgod ter izpadov napajanja z mocjo. Studija je jasno poka-
zala, da ima zadrZevalni hram odlocilno varnostno vlogo. Pogostost taljenja
sredice reaktorja so ocenili na 10— na leto pogona reaktorja. Toda zadrZzevalni
hram omeji skupaj z u¢inkovitimi ukrepi ob nezgodi verjetnost za zgodnje
smrine posledice v okolici priblizno na 19, vseh dogodkov, pri katerih se
stali sredica.

Elektrarna na Otoku treh milj

Jedrsko elektrarno na Otoku treh milj sestavljata dve enoti, TMI1 in
TMI 2, s tlatnima reaktorjema firme Babcock & Wilcox (B & W). Prva enota
TMI 1 obratuje uspesno zZe Stiri leta in je tik pred nezgodo na drugi enoti
zakljuc€ila redni letni remont ter zamenjavo tretjine jedrskega goriva. Pri-

pravljena je bila, da gre zopet v redni pogon. Druga enota TMI 2 je bila do-
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obiCajnih treh. Ker ima pretoCni parni generator na sekundarni strani predele
za predgrevanje, 1zparevanje in pregrevanje, daje sicer na izhodu pregreto
paro in je zato boljsi. Ima pa manjso toplotno kapaciteto in je zato mnogo
obCutljivejSi na spremembe obremnitve elektrarne kot drugi sistemi PWR.
Masa vode na sekundarni strani je manjsa in ob prekinitvi dovoda napajalne
vode se sekundarna stran zaradi velike toplotne kapacitete hladila v primar-
nem krogu in zaradi preostale mocCi posusi prej kot v eni minuti, tudi Ce reak-
tor pravocCasno ugasnejo. Zato mora biti sistem napajanja zanesljiv. To dose-
ze]Jo s pomoznim sistemom napajalne vode, ki se vkljudi avtomaticno ob
izpadu glavnega sistema. Dva dni pred nesreco je vzdrzevalna ekipa preskusala
pomozni sistem napajalne vode in je tedaj zaprla njegove osamitvene ventile.
Na dan nezgode so bili vsi osamitveni ventili pomoznega sistema napajalne
vode zaprti. Dokumentacije o stanju ventilov po preskusu in na dan nezgode
ni.

Pred zacCetkom nezgode je nocCna ekipa operatorjev na TMI 2 poskusala
koncati posel, ki ji je ostal od prejSnje izmene. S stisnjenim zrakom so iz-
pirali izrabljeno smolo ionskega izmenjevalca 1z osamljene veje sistema za
CiS¢enje kondenzata v regenerativni tank. Cep smole v pretocni cevi je verjet-
no oviral pretok. Nezgoda se je zacCela v sredo, 28. marca 1979 ob 04.00.37, ko
se je zaprl osamitveni ventil Se druge veje sistema za Ciscenje kondenzata.

Potek nezgode TMI 2

Vso verigo dogodkov je verjetno sprozil vdor vode skozi sistem za stisnjeni
zrak v pnevmati¢ni krmilni ventil sistema za CiSCenje kondenzata. Izpadle so
nizkotlacne c¢rpalke in nato Se glavne Crpalke napajalne vode. Njim je avto-
maticno sledil izpad turbine ter izklop 500 kilovolinih locilk. Avtomati¢no
so se vkljucCile pomozne Crpalke napajalne vode. Odprli so se ventili turbin-
skega obvoda pare v kondenzator. Odgovorni operator je porabil naslednjih
osem minut, da je varno ustavil turbino. Ura je kazala 04.00.38, alarmi so
brencCali na vseh straneh in signalni panoji so zaceli svetiti skoro na vseh
poljih komandnega pulta.

Elektromagnetni odpustni ventil se je odprl zaradi narasc¢anja tlaka v tlac-
niku, katerega naloga je, da uravnava tlak v primarnem hladilnem sistemu.
Po 8s je sprozil povisani tlak pri 162,4 bar signal hitre ustavitve reaktorja.
Tlak je zacel zopet padati zaradi odprtega odpustnega ventila. Ta bi se moral
pri tlaku 152 bar zapreti, pa se je zaskocCil v odprtem polozaju, kiljub temu da
je elektromagnet pravilno spustil. Operator tega ni mogel opaziti, ker je na
komandni ploséi prikazan le Zeleni polozaj ventila, ne pa njegov dejanski
polozaj.

1. dogodek: mala izlivha nezgoda
cas: 04.00.49 do 06.30
vzrok: odpoved odpustnega ventila E/M.

Pomozne Crpalke napajailne vode so sicer dosegle delovni tiak, toda zaradi
zaprtih osamitvenih ventilov niso dovajale vode v parne generatorje. Na
komandnem pultu ni bil prikazan pretok napajalne vode iz pomoznih Crpalk,

tako da je lahko operator o njihovem delovanju sodil le posredno po gladini
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mu. V posameznih njegovih [l
pi pare. Zad mwam@ tlaka temperature na obmocju n
. h‘“gsn @ e e kih navodil in omejitev. Tako
dki do p Oznega popoldneva. \
Ker je para stalno iztekala skozi odpusini ventil tlaCnika, je zacela gladina
hitreje narascati, posebno se po zacetku izparevanja vode

vode v tlacniku vse ]
Y maﬁdmu Operatorja je zaskrbelo, da bo izgubil moznost za upravljanje

m hladilnem sistemu, Ce se bo tla¢nik popolnoma napolnili
do. Ko je padel tlak ob 04.02.40 na nastavljeno vrednost 110 bar so se
avtomaticno vkljucile ¢rpalke za visokotlacno vbrizgavanje vode. To je var-
nosini ukrep pri majhni 1zlivini nezgodi. Ker pa se operator ni zavedal izlivne
nezgode, je izkljucil varnosini signal in je rocno krmilil ventile za visoko-
tlatno vbrizgavanje ter pripadajocCe Crpalke. Izkljucitev varnosinega signala
je krsitev pravil obratovanja. Zaradi 3e vedno narascajoce gladine vode v tlac-
niku je Opemmr priprl Hajpmj en ventil, nato ob 04.05 izkljucil eno Crpalko
ﬁm‘“ ob | SS yugo Tako je reaktor ob izlivni nezgodi in brez hlajenja ostal

ivnem rezervoarju, Kamor se je stekala voda skozi odpustni ventil
1 narascala tlak in temperatura. Odprl se je varnostni ventil
adrzevalni hram. Kondenzirana voda se je nabi

. dnu zad me ga hrama. Ko se je nabralo v zbiralniku d - g
VO c se je avtom : crpaﬁqa ki je pmcrpavaia vodo v -
ipadnih vod v Ozm torski zgradbi Sumijo, da SO “wmm usn

zgm lbe za shra msvamﬁ izmh@n@ga Osamitveni ventili zarzevam@ga
8 na varn ngim Signaﬂ za mmgﬂa@n@ vbrl mgaw;m@ - namm@ se

vzrok:

Ker je bil ob 04.06.40 ﬂaam k ze poln, je zaradi Sminega d moka
ka.ph @mn@ in pare v prelivni rezervoar tlak tako narastel, d ob (
na membrana. Voda je sedaj tekla naravnost v c rze-

€ Zaznavno narastel. Ob 04.10 se je vkljudila se

be Crpalki Crpali 18 litrov vode na sekundo v p

mozno zgradbo.




Ob 04.08 je operator ugotovil, da sta oba generatorja pare suha, da po-
mozne Crpalke napajalne vode sicer delujejo, da pa ni pretoka zaradi zaprtih
osamitvenih ventilov. Nad eno izmed signalnih luck, ki so kazale polozaj
ventilov, je visel opozorilni listiC, drugo signalno lucko pa si je operator
s telesom prej sam zakrival. Odprl je ventile in spustil hladno vodo v oba
pregreta parna generatorja. Temperatura in tlak na primarni strani sta
zaCela padati. Zaradi padca temperature hladila se je vrnila gladina vode
v tlacniku na obmocje, na katerem so jo zaznavali indikatorji polozaja.

Zaradi stalno padajolega tlaka, ki je pacC sledil nasi¢enemu parnemu
tlaku, so bile delovne razmere za glavne Crpalke reaktorskega hladila zunaj
dovoljenega obmocja. Ob 04.16 so se prviC oglasili alarmi glavnih Crpalk in
alarm dovoljenega S$tevila vrtljajev. Indikatorja pretokov hladila sta kazala, da
pretok hladila pocasi pada. Alarmi so se ponavljali, dokler ni operator ob 05.15
najprej izkljucil obeh ¢rpalk v veji B ter nato ob 05.40 se obeh Crpalk v veji
A primarnega hladilnega kroga. Operatorji in dezurni tehnicni vodja, ki se je
na klic ze javil v elektrarni, se se zmeraj niso zavedali majhne izlivne nezgode.
Mislili so, da imajo »izliv zaradi poSkodbe tesnil« na glavnih crpalkah. Po
izkljucitvi Crpalk je operatorje skrbelo, ali je naravna konvekcija potegnila,
kajti tlak 70 bar in temperatura 286 °C sta bila dale¢ zunaj predpisanih pogo-
jev za moznost prehoda na hlajenje sredice z naravno konvekcijo hladila.

Medtem so se pojavili prvi znaki poveCane radioaktivnosti in povisanih
temperatur v sredici. Eden izmed termoclenov je ze ob 04.33 prekoracil svoje
obmocje. Ob 05.11 so se vkljucili hladilniki zraka v zadrZevalnem hramu.
Tiskalnik alarmov je odpovedal zaradi napake v podaji papirja. Ob 05.30 so
operatorji ugotovili desetkratno povisanje aktivnosti v vodi primarnega hla-
dilnega sistema in znaten padec koncentracije borove kisline. Temperatura
vode v vrocem kraku hladilnega kroga je dosegla 327°C in v kratkem usSla
z obmocja instrumenta. Medtem je temperatura vode v hladnem kraku padla
na 66 °C, to je na temperaturo vbrizgane vode. Zepi pare v primarnem hla-
dilnem sistemu so popolnoma preprecili krozenje vode skozi parni generator
A. Parni generator B pa je operator osamil zaradi suma, da pusca.

Prvo posvetovanje tehni¢nega vodstva elekirarne po telefonu se je zacelo
nekaj po 06.00 in je trajalo pol ure. Dogovorili so se, da se vsi sestanejo
v elektrarni. |

Ob 06.20 je operator ugotovil, da je prelivna cev odpustnega ventila E/M
bolj vro¢a kot druge in je zaprl zaporni ventil pred tem ventilom. Tlak hla-
dila, ki je padel ze na 47 bar, je zacCel zopet narascati. To ni Slo toliko na
racun dovajanja vode, kolikor na raCun izparevanja zaradi preostale moci
ter zaradi reakcije med pregretim cirkonijem in vodo, pri kateri se je razvijal
vodik. Ob 06.30 je bil znaten del sredice reaktorja odkrit in pregret. Obloge
gorivnih elementov so bile poSkodovane, plinasti in hlapni razcepki so uhajali
iz razbeljenih tablet goriva. Niti operatorji niti vodstvo elekirarne se niso
zavedali obsega poSkodb v sredici.

Ob 06.30 se je sprozil alarm zaradi sevanja v vzorcni postaji. Zaprli so
spustni vzor¢ni vod. Ob 06.38 je detektor kazal ze stokrat povecano sevanje
ob vzorénem vodu. Ob 06.50 so objavili alarm elektrarne.

Ob 06.54 je operator pognal Crpalko 2B reaktorskega hladila, ker je sumil,
da naravna konvekcija ni delovala. Zaradi sevalnega alarma v oddusSniku
vakuumskega sistema kondenzatorja pa so zZe ob 06.56 izolirali sekundarno
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parnega generatorja B. Sumili so, da so njegove cevi poskodovane. Tlak
hitro narascal, zato so po 19 minutah delovanja zopet ustavili
0 2B, ko so se @jmn alarmi zaradi vibracij.

@dmm SO u napako na ngalmku amrm@v m ob 06 55 je izpisal

stramn 1
‘y njem }@

mbu um@m@n@ga @qua mn zuﬂaj njega.
V sobi je - zdo giasno saj se je nagn@ﬂ@ w,ma mm

deset ljudi. D

h alarmov 1n povisane aktivnosti v raznib
@Eemmfne 1e bil ob 07 24- ngiagen Spm%n aianﬂ ?E@m SO td@f@nu

Ukrepi ob jedrskih nezgodah so dolocCeni s predpisi. V elektrarni so sesta-
vili Stab za ukrepanj jev sili. Ocena stanja je kazala,
da ni bilo mogoce dosedi prisilnega ali naravnega krozenja hladila skozi
sredico reaktorja,
da so temperature v sredici 1 v hladilnem krogu zelo visoke in
da s poviSanim tlakom in povetanim dotokom vode iz sistema za visoko-
tlacno vbrizgavanje ni mogoce stisniti praznin v hladilnem krogu.

Ker jim v dveh urah z visokim tlakom ni uspelo kondenzirati domnevnih
zepov pare v hladilnem krogu, so se odlodili, da znizajo tlak. Tako bi popla
vili sredico z vodo iz mzewoamev Za p@pﬁaﬂ}anje sredice ter nato presli na
nizkotlacno E;a}@m@ Toda tudi ta poskus ni uspel. Tlaka ni bilo m
dovolj znizati, da bi voda poplavila sredico. Dejstvo, da je le malo vode izteklo
1z rezervoarjev za poplavljanje sredice, so imeli za dokaz, da je sredica Se
vedno zalita z vodo. Toda tehniCna analiza je kasneje pokazala [6], da so
zaporni sifoni v cevovodih iz rezervoarjev preprecevali iztok vode, ker je bil
tlak v sredici zaradi visoke temperature pacC previsok. Rezervoarji za poplav-
ljanje sredice so mj@km‘am tako, da poplavijo sredico ob veliki 1zlivni ne-
zgodi, do katere pa v TMI 2 ni prislo.

\Y d@ig@m @asu k@ 3@ bil v sredici reaktorja nizek tlak, se }@ sproscal vo-
dik. Z obc odpugmega ventila E/M je vodik z vodo in paro
uhajai v zarzwaim hram. Ob B 50 se je vodik v zraku zadrzevalnega hrama
vinel in tlak je poskocil za 2 bara thuuh so se tusi v zadrzevanem hramu,
ki jih je operator izkjucil, ker je m je bi m napacer.

Ob 17.30 so se @dm@m da zopet dvignejo tlak 1n preidejo na visokotlacno
Eajeme Smdiw z glavnimi Crpalkami. Vzpostavili so vakuum v kondenzatorju.
Ob 19.35 so prvic pognah ¢rpalko 2 A za 10 sekund in ob 19.45 so vzpostavili
prisilno hlajenje sredice z odvajanjem toplote preko parnega generatorja A in
odvajanjem pare neposredno v kondenzator. Tako so petnajst ur in 45 minut
po zacCetku nezgode zopet zagotovili zadovoljivo odvajanje toplote 1z re-
aktorja. Vendar pa ni bilo vse gorivo dovolj hlajeno in Ceprav je najvisja
odCitana temperatura sredice padla na 322 ¢C, so nekateri termocleni bili Se
naslednje dni zunaj umerjenega obmocja.

- Skladno s predpisi in po programu pravilnika TMI o izvajanju ukrepov v
sili so se tako] po objavi splosnega alarma formirale tudi enote za popravila




ter za zascito pred sevanjem. Zaradi napake v racunu je bila prva ocena obse-
vanja v najblizjem mestecu Goldsboro mnogo previsoka (10 do 40 rem/h), med-
tem ko je terenska ekipa izmerila le 1 mrem/h. Nekaj po 9 h so prispele tudi
ekipe pensilvanskega urada za zaSCito naravnih dobrin, pozneje Se ekipa
zvezne administracije za varstvo okolja, NRC in sekretariata za zdravstvo in
vzgojo. Vendar so opravljale terenske meritve prve tri dni do sobote popoldne
predvsem ekipe elektrarne TMI. Meritve aktivnosti zraka pa so nad elektrarno
in v okolici merile s helikopterji ekipe elektrarne, pensilvanskega urada in
zveznega sekretariata za energijo.

Iz elektrarne je v sredo zjutraj uslo razmeroma malo radioaktivnih snovi,
ker je bila voda, ki sta jo ¢rpalki iz zadrzevalnega hrama prec¢rpali v zbiralnike
pomozne reaktorske stavbe do 04.38, le malo radioaktivno onesnazena. Po
poskodovanju goriva pa je aktivnost primarne hladilne vode izredno narastla.
Pretok te visoko onesnaZene vode skozi dodajni in cCistilni sistem primarne
vode se je nadaljeval Se nekaj dni po nesreCi. Ta voda je bila najvecji izvir
onesnazenja pomozne reaktorske stavbe in uhajanja v okolico. Pline, ki so se
v dodajnem in Cistilnem sistemu sproscali iz hladila, so kompresorji potiskali
v zbiralnike odpadnih plinov. Majhna uhajanja, ki so dopustna med normal-
nim obratovanjem, so zaradi izredno visoke koncentracije radioaktivnih pli-
nov po nezgodi postala glavni izvir radioaktivnega onesnazenja elektrarne in
okolice. Obsevanje v blizini nekaterih sestavnih delov cistilnega sistema je
bilo tolikSno, da ga instrumenti niso mogli ve¢ meriti (veC kot 1000 rem/h). Za-
radi splosnega onesnazenja so odpovedali detektorji sevanja na ventilacijskih
1zpustih, na primer detektor joda in aerosolov, ali pa je bil njithov obseg pre-
majhen, na primer pri detektorjih aktivnosti zlahtnih plinov.

Tudi druge meritve znotraj elektrarne so pokazale, da sta bila osebje elek-
trarne in sluzba zasScCite pred sevanji premalo pripravljena na nezgode. Ze
prvi vzorec hladilne vode reaktorja, ki so ga ob 08.45 prinesli v radiokemicni
laboratorij, je zaradi prevelike aktivnosti zlahtnih plinov onesposobil merilno
opremo Vv laboratoriju in onesnazil zrak celo v bliznji komandni sobi sosednje
enote TMI 1. Ker je odpovedal tudi edini spektromer y v elektrarni, niso
poznali sestava meSanice plinastih in hlapnih izotopov, tako da so operatorji
v komandni sobi nosili brez potrebe Sest ur dihalne maske. KasnejSa spektro-
skopska analiza v mobilnem laboratoriju pensilvanskega urada je pokazala,
da sta glavni delez aktivnosti prispevala izotopa ksenona 133 in 135. Jod 131
so polovili filtri z aktivnim ogljem v ventilacijskem sistemu, tako da je bilo
onesnazenje okolice z aktivnim jodom komaj merljivo. Na splosno so terenske
meritve pokazale, da je bilo obsevanje v okolici elektrarne prve tri dni po
nesreCi pod 1 mrem/h, razen v nekaj izjemnih primerih, ko je na primer do-
seglo v Goldsboru ob 06.00 v Cetrtek, 29. marca 30 mrem/h. V elektrarni pa je
bila najvi$ja izmerjena vrednost 365 mrem/h ob 23.25 v sredo 28. marca, kakih
300 m severozapadno od ventilacijskega jaska enote TMI 2. o |

Meritve iz helikopterja kakih 5 m nad izpustom ventilacijskega jaska so
seveda dale mnogo vec¢, najvecC 3 rem/h ob 14.10 v Cetrtek. Preplah pa je povzro-
Cila meritev v petek zjutraj ob 08.01, ko so kakih 40 m nad izpustom namerili
1,2 rem/h in so rezultat po telefonu sporocili v Washington na Stab NRC za
ukrepanje ob jedrskih nezgodah. Prav takrat je strokovnjak NRC preracunaval
posledice nezgode TMI 2 po scenariju za najtezji primer. Zaradi napake v racu-
nu je dobil rezultat, po katerem je bilo obsevanje na ograji elektrarne 1,2 rem/h.
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Ob obisku na Institutu Jozef Stefan maja 1979 je tedanji predsednik Ameriskega
jedrskega drustva (ANS) dr. W. R. Kimel predaval o nezgodi v TMI 2. Zahvaljujem
se mu za ve¢ dokumentov o nezgodi, ki jih je pripravilo drustvo in nam jih je
tedaj predal. Zahvaljujem se tudi Ameriskemu jedrskemu drustvu za podrobno po-
ro¢anje o vseh dogodkih po nezgodi, saj porodilo zelo sloni na novicah iz Nuclear
News od maja do septembra 1979.

NOVE KNIJIGE

Mirko Radic¢, Algebra. Prvi del. Solska knjiga. Zagreb 1970. VIII + 375 str.
Drugi del. 2. izdaja. Skolska knjiga. Zagreb 1979, VII + 250 str.

Oba dela te knjige vsebujeta snov, ki je v programu algebre na pedagoskih
akademijah. Kot ucbenik je knjiga namenjena predvsem slusateljem teh $ol. V
prvem delu obravnava avtor osnovne pojme v zZvezi Zz mnozicami, najveC pro-
stora pa nameni izgradnji Stevil. Poglavja nosijo naslove: 1. Pregled pomemb-
nejsih pojmov iz logike. II. Mnozice in upodobitve. III. Naravna Stevila. IV.
Cela Stevila. V. Racionalna Stevila. VI. Realna Stevila. VII. Kompleksna
Stevila. Drugi del zajema osnove linearne algebre. Snov je tu razdeljena na
poglavja: I. Sistemi linearnih enacCb. Determinante. II. Vektorski prostori. 111.
Sistemi linearnih neenac¢b. Linearno programiranje. Nekatera poglavja obse-
gajo vecC, kot bi pricakovali po samem naslovu. Tako npr. poglavje o naravnih
stevilih prinasa osnove deljivosti, poglavije o kompleksnih Stevilih pa obrav-
nava tudi polinome, vkljuCno z osnovnim izrekom algebre. V obeh delih je
veliko nalog, ki spremljajo obdelano gradivo.

Joze Grasselli

Nonlinear Problems in Theoretical Physics / Ed.: A.F. Ranada, Lecture
Notes in Physics 98, Springer-Verlag, Berlin 1979.

Opazovanja nelinearnih pojavov v hidrodinamiki, plazmi in optiki so v
zadnjih desetletjih mocno vzpodbudila razvoj teorijskih metod pri resevanju
nelinearnih problemov v fiziki. V pricujocem delu so zbrana predavanja na
seminarju o nelinearnih problemih o teorijski fiziki, ki je bil junija 1978
v Jaca, Huesca (Spanija), v okviru IX Grupo Interuniversitario de Fisica The-
orica. PriobcCenih je 9 predavanj, ki obravnavajo razlicna vprasanja fizike ne-
linearnih pojavov, vkljucujoC klasi¢ne in kvantne probleme. Naj omenimo
le najzanimivejSe teme: nelinearni problemi v klasicni in kvantni elektrodi-
namiki, stabilnost solitonov, metoda spektralnih transformacij pri reSevanju
nelinearnih enac¢b gibanja, matematicni aspekti klasi¢nih nelinearnih enacb
polja, nelinearni transportni pojavi, nelinearne kineticne enacbe v fiziki plaz-
me in nastanek solitonov. Vecina predavnj je matematicno prece] zahtevnih.
Zato bo knjiga dobrodoSla predvsem bralcu, ki se zeli podrobneje seznaniti

s tem zanimivim podroc¢jem teorijske fizike. Peter Gosar
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