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ZVONIMIR BOHTE

. Subj. Class. (1980): 65-02

Hornerjev algoritem za racunanje vrednosti polinoma je Ze dobro desetletje del
programa elementarne matematike v nasi srednji Soli. Ta c¢lanek obravnava razne
uporabe In posplositve Hornerjevega algoritma, ki so prav tako elementarne in ki
jih obravnavamo v okviru dodatnega pouka ali krozkov.

The Horner algorithm for the calculation of the value of the polynomial has
been a part of the curriculum of the elementary mathematics in our middle school
for the last decade. This article deals with various applications and generalizations

of the Horner algorithm which are also elementary and can be included in the
programme of the additional education. |

Anglez William George Horner (1786—1837) je objavil svojo metodo za nu-
mericno resevanje algebrai¢nih enacb leta 1819 v clanku [3]. To je njegovo
edino objavljeno delo, vendar je postal z njim zelo znan v Veliki Britaniji.
Bolj kot njegova metoda je ostal v uporabi njegov algoritem za racunanje
vrednosti polinoma. Hornerjevo metodo je ze v 13. stoletju na Kitajskem
upombhaﬁ Tian-juan. Leta 1804 je Italijan P. Ruffini metodo ponovno odkril,
Horner pa neodvisno od n}@ga 15 let pozneje. Takratna izoliranost otoka od
celine je bila toliksna, da je bilo neodvisnih odkritij mnogo.

Hornerjev algoritem za raCunanje vrednosti polinoma je pri nas zZe dobro
znan, saj spada ze vecC kot desetletje v program elementarne matematike ([53]).
Na kratko ponovimo osnovno idejo. |

Naj bo

p(x) =a,x" +a, xv1 4+ ...+ ax + ag

dan polinom z realnimi koeficienti stopnje =, torej naj bo aq, = 0.
in zelo pogosta naloga je i1zracunati vrednost polinoma pri danem
argumemu C.

Vrednost polinoma (1) pri argumentu x = ¢ lahko direktno mmcuma
tako, da izraCunamo sproti vse potence ck, jih pomnoZimo z ustreznimi koefi-
cienti q; in vse produkte seStejemo. Ta direkini algoritem lahko zapiSemo

takole:

realnem

pr=¢, St =0a¢C T qg
Pr=C.Pp1, Sp=0ar.Pr+ Sp—1;, k=2,3,..,n
p<c}m5n

Tu so py | omnce ck, s pa delne vsote v vrednosti polinoma. Ce predpostavi-
. noben koeficient polinoma enak ni¢ in da je tudi ¢ = 0, potem

9 ' | 129



moramo za izracun vrednosti polinoma stopnje n opraviti 2n — 1 mnozenj in

n seStevanj (ali odStevanyj).
Za zgled izraCunajmo vrednost polinoma

p(x) = 2x5 — 3x* + 4x3 —5x2 + 6x — 7 ‘,, (2)

pri argumentu x = 2. - | |
Racunanje z direkinim algoritmom lahko uredimo v tole tabelo:

k ay Pr St
0 —7

1 6 2 5
2 —5 4 —15
3 4 3 17
4 —3 16 —31
5 2 32 33

Rezultat je p(2) = 33.
Hornerjev algoritem je bolj ekonomicen. Vzemimo, da smo polinom p(x)

delili z binomom x — ¢ in da smo dobili kvocient
qx) = b, xv1 4+ b, xv2+ ...+ byx + by

ter ostanek by. Potem velja _
p(x) = (x —¢) q(x) + by (3)
p(c) = by

Ker velja enacba (3) za vsak x, se polinoma na obeh straneh ujemata
v vseh koeficientih. Velja tore;]

in ocitno je

an=b%
a, = b,—c. by, k=n—1n—2 ...,10

Od tod lahko po vrsti izraCunamo vse koeficiente kvocienta in ostanek. To
je Hornerjev algoritem: |

bn:an
bk:c.bkql—l—ak, k:?’l—-]., 7’&—-—-2, « vy 1,0

RacCunanje lahko uredimo v pregledno shemo:

an ap—1 Up—2 oo U dy
C c.b, c¢.b, 4 c.bs c.by
b, by bpo ... Dby by = p(c,

V prvi vrstici so podani koeficienti polinoma, v zadnji pa koeficienti kvo-
cienta in ostanek. Stevila v zadnji vrstici so vsote Stevil nad njimi. S Horner-
jevim algoritmom dobimo torej poleg vrednosti polinoma pri argumentu
¢ kot stranski produkt sSe koeficiente kvocienta polinoma z binomom x— c.
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mnozenj in # sestevanj, torej je ta algoritem

o takole:

= Z izracunam

e

33

q(x) = 6x2 + Tx + 20

H@rn@m@vega aigonfim& je zelo Osgzna m mznawsma {m {5}}

j@ mbehmn}e pahnoma zelo preprosto. Ce ima
m celoStevilske koeficiente, lahko s H@fﬂ@r J€ @w m algoritmom hitro ugo-

morebitne racionalne nicle polinoma. V postev pridejo le ulomki
v/q, kjer je p d@hteh svobodnega koeficienta ay, g pa delitelj vodilnega ko-
eficienta a,. Ce je Wedn%t polinoma enaka ni¢, smo ugomwh niclo, obenem
pa Smo nagh S@ - ima za nicle preostale nicle prvotnega ] polinoma.
: 1171 otem manj dela. S Horner jevim algorit-
real@mh mgd Ce sO na pmmer pri nekem ¢ >0
._ 0, potem je ¢ zgorn}a meja za mde pohnoma
a}pogosww S@VSda - Hornerjev algoritem pri numericnem
méunamu korenov a]@g@ralgngh enachb mpr, s sekantno metodo QH {2},, [5}”
kjer moramo racunati vrednost polinoma pri vse boljsih priblizkih za koren.
Ko smo zadovoljni z natanc¢nostjo priblizka, dobimo ob zadmem racunanju
Wgnosﬁ - na hkrati tudi koeficiente reduciranega pohno ma, s katerim
nad aU ujemo racunanje d rugzh omnov |

Na koncu tega uvoda om peljavi Hornerj @V@g dg oritma.

Prva kaze na to, da je | OE"H@H@V E@ okrajSano deljenje polinoma
z binomom x — ¢. Oglejmo si to na primeru n = 3.

Dolgo deljenje polinoma
p(x) = asx® + ag x> + a1 x + ay

z binomom x — ¢ poteka takole:

(@3x3 + @y x? + ayx + ag): (x — ¢€) = b3x%2 4+ byx + by

Pri tem je b + ¢ bs, by = ag + ¢ bi. V Hornerjevi
I nastopajo le masm@ tiskana %evﬂa VS@ drugo je pri dolgem deljenju

samo nepotreben balast.




Najhitreje pa Hornerjev algoritem za racunanje vrednosti polinoma razlo-
Z1mo z uporabo oklepajev. V nasem primeru #n = 3 imamo:

asc® +axct+ajc+ ay = ((agc + ay) ¢ + ay) ¢ + ag

Pri tem so vrednosti izrazov v posameznih oklepajih nasi by = bgc + as, by je
namre¢ enak as, by = by c + ay in by = by c + ay. Pri tej izpeljavi pa se na prvi
pogled ne vidi, da so delni rezultati b, koeficienti kvocienta.

Oglejmo si sedaj nekaj razsiritev in posploSitev Hornerjevega algoritma in
njihovo uporabo.

2. Taylorjeva oblika polinoma

Vsak polinom
px) =a,xr + a,__1x"—1 4+ ... 4+ a1 x + ag (4)

moremo zapisati v obliki
p(x) =b,(x—c)n +b,_1(x—c)n—t 4+ ... + by (x—c) + by (5)

ki jo imenujemo Taylorjeva oblika polinoma. To obliko dobimo, ¢e polinom
(4) razvijemo v Taylorjevo vrsto okrog toCke c¢. Ta je seveda za polinom
koncna.

Z zaporednim odvajanjem polinoma (5) dobimo tele zveze med odvodi poli-
noma pri x = ¢ in koeficienti by:

p® () = k!'by, k=0,1,...n (6)

Obenem pa iz oblike (5) sledi tudi, da so koeficienti by, by, ..., b, ostanki
pri zaporednem deljenju polinoma z binomom x—c¢. Ta deljenja lahko eko-
nomicno opravimo s Hornerjevim algoritmom.

Za zgled razvijmo polinom (2) po potencah x — 2. Razsirjena Hornerjeva
shema je v tem primeru: |

2 -3 4 —>5 6 —7
2 4 2 12 14 40

2 1 6 7 20 33 = by
2 4 10 32 78

2 5 16 39 98 = b,
2 4 18 63

2 9 34 107 = by
2 4 26
2 4

2 17 = by

2 — bs
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Imamo rezultat
p(x) = 2x5 — 3x* + 4x3 —5x2 4 6x—7 —
2 2)5 +17(x — 2)t + 60(x — 2)° + 107(x — 2)* +
+ 98(x — 2) + 33

Od tod 1in s formulami (6) dobimo hitro tudi odvode polinoma (2) pri x = 2:

p(2) =33, p'(2) =98, p”"(2) =2.107 = 214,
p&(2) = 6.60 = 360, p®(2) =24.17 =408, p®G(2) = 120.2 = 240

Nekatere numericne metode za reSevanje algebraicnih enacb zahtevajo
poleg raCunanja njegove vrednosti tudi racunanje odvodov polinoma, na pri-
mer Newtonova metoda ([1], [2], [J]) Se prvega odvoda ali Laguerrova metoda
([2]) Se prvih dveh odvodov. |

Racdunanje odvoda polinoma po opisani metodi zahteva 2n — 1 mnozenj.
Ce bi polinom najprej odvajali (n — 1 mnozenj) in nato izraCunali vrednost po
Hornerjevi metodi (n — 1 mnozenj), bi to skupaj dalo 2n — 2 mnozenj. Vendar
ne smemo pozabiti, da dobimo z razsirjeno Hornerjevo shemo hkrati tudi
vrednost polinoma, kar je vsekakor bolj ugodno, kadar potrebujemo oboje.

Glavna uporaba Taylorjeve oblike polinoma je Hornerjeva metoda za ra-
cunanje realnih korenov algebraicnih enacb. Ideja metode je v tem, da naj-
prej koren omejimo med dve zaporedni celi Stevili, nato pa sistematicno
doloCamo v korenu decimalko za decimalko. Ta metoda je podrobno razlozena
v [1]. Danes Hornerjeve metode ne uporabljamo vec, saj je znanih mnogo dru-
gih bolj ucinkovitih metod.

Hornerjevo metodo za deljenje polinoma z binomom lahko razsSirimo na
deljenje s trinomom
r(x) =x2—px—q (7)

Vzemimo, da smo delili polinom

px) = a, xm + a,_; x4 ... ay x + a (3)

L (7) in da smo pri tem dobili kvocient

9{.30 — bn- XNn—2 - bn-—i XN—=3 4+ ...+ @335 -+ bg

S ?EYEHO

in ostanek b; x + b,. Potem velja za vsak x enacba
plx) = r(x) g(x) + by x + by (9)
Torej se koeficienti obeh polinomov na levi in desni strani te enacbe ujemajo:
a, = b,
an—1=by,_1—p.by,
ar =byr—p.by'1—q.byp, k=n—2,n—3, ..., 2,1
agy = by—q.Dbs



Iz teh enacb lahko po vrsti izracunamo koeficiente b, b,,_4, ..., by s temle
algoritmom:

b, =a,

bpq4=0aq+p.by |
be —ay+p.bpatq.be k=n—2n—3 ..,21
bo = dg + g . bs o ' f

RacCunska shema je

da, | dn__1, : a’ﬁ—@ - ERCR a?-‘ ag - Ay
p  pby b,y ... pby  pby
bn b1 b_o ‘e b*z. . by N by

Stevila v zadnji vrstici so vsote $tevil nad njimi.
Za zgled delimo polinom (2) s trinomom x%— 2x -+ 5:

2 3 4 —5 6 —T
2 4 2 8 —36
—5 —10 —5 20 90

2 1 —4 —18 —10 83

Dobili smo kvocient 2x3 + x2 — 4x — 18 in ostanek —10x + 83. o
Ta algoritem uporabljamo predvsem takrat, kadar zelimo izracunati vred-
nost polinoma pri kompleksnem argumentu.

Vzemimo, da Zelimo izra¢unati vrednost polinoma (8) pri

Ker je S - |
x—c—id) (x—c +id) = x?—2cx + ¢ + d?
je ocitno |
r(cxid) =10
ce v (7) vzamemo ‘ | |
p=2, q=—I(+ d?)

Zato 1z (9) sledi | . -
p(C+Zd) = bl(C‘{"Zd) +b0m—"— b1C+b0+ib1d

Vrednost polinoma (2) pri x = 1 + 2i je vrednost ostanka pri deljenju
tega polinoma s trinomom x? — 2x 4 5 pri tem x. To deljenje smo Ze opravili,
zato je . - |

p(1 + 20) = —10(1 + 27) + 83 =73 — 207
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jev aﬁggm‘fmm DI m argumentu zahteva 4n — 2
Zen 1 Hornerjev aﬁgom’wm - le 2n + 3 realnih mno

ki ima za nicle vse p

@mm z razsirjeno Hornerjevo gemo,
ustreznega algoritma z odvajanjem enacbe (9):

p'(x) = r(x) ¢'(x) + @x— p) g{x) + b

1mo za x Stevilo ¢ + id 1

7] umentu
Naj Eaze je p rm o

da je r(c +id) = 0

enac z N
kompleksno Stevﬂg
Korm pleksne korene aﬁg@b raicnih
Bal w-Hitchcock ([1]), pri kateri m
dvakrat delit1 polinom s U’m -
Posplo$itev Hornerjevega aigori‘i na na deljenje dveh t
sto % 1je je prav tako mogoca

NapiS§imo samo racunsko emo za deljenje

b lahko racdunamo tudi z
mo tudi na vsakem koraku i

Ay s .+« U3 o a4 gy
pb n—=2

qb??m—i
r - rb,

Dy, b n—I1

koeficiente kvocienta b, x4+ b, 4 xn—* + ... +
b1 X -+ b@
ih stopen ] pOU“@b ujemo

Faktorialni polinomi pogosto nastopajo v numericni analizi pri interpola-
ciji funkcij in v diferencnem racunu ([6]).
Splosni faktorialni polinomi so definirani takole:

Polx) = ﬁ
pplx) = x—a) (x—az)...(x—ap), k=1,2,... - (19)




Polinom p;(x) je polinom stopnje k z vodilnim koeficientom 1, ki ima za nicle
vse nicle polinoma p;_(x) in Se dodatno niclo a;.
Prva naloga naj bo izracun vrednosti polinoma

p(x) = €y pO(x) T C1 pl(x) T ... TGy pn(x) (11)

pri danem realnem argumentu Xx.
Direktni algoritem je enostaven:

g1 =X—4ay, S$1=C1q1+t Cg
qr = (X —ap) Gr—1, Sg=Crpqr + Sp, k=2,3,..,n
Rezultat je
p(x) = Sn

Pri tem algoritmﬁ je treba opraviti 2n—1 mnozenj in 2n sesStevanj. Tu
smo sproti racunali vrednosti faktoriainih polinomov g; in delnih vsot s.

Tudi pri tej nalogi obstaja bolj ucinkovit algoritem, ki je posplositev Hor-
nerjevega algoritma. Za primer n = 3 lahko namrec zapisemo p(x) takole:

p(x) = ((es(x —ag) + ¢2) (x—az) + ¢1) (x—ay) + ¢

Ce posamezne delne rezultate oznac¢imo z b, b, ... by, imamo tale
algoritem:

bn = Cyp
by, =(x—a, )by 1+cp, k=n—1,n—2,...,1,0 (12)
Rezultat je |
p(x) = by
Dokazemo ga tako, da izpiSemo vse enacbe (12), jih po vrsti pomnozZimo
S pu(x), Pro1(x), ..., Pi(x), po(x) in seStejemo. Pri tem dobimo enacbo

by + S bpr) = S b — ) prs(x) + p(x)
k=1 k=1

v kateri se vsoti na obeh straneh unicita, saj oCitno velja zveza

prx) = x—ap) pr—1(x), k=12, ..., n

Posploseni Hornerjev algoritem zahteva le » mnozenj. Racunska shema za
racunanje vrednosti polinoma (11) je le nekoliko bolj komplicirana od stan-
dardne:

C??, C,?)___l Cn_._*g o o e Cl CO
(x - an) bn' (x - af/'z—--l) bnm—l ¢ .. (.?C - 612) b? (JC - al)bl
bn bn-—————l bn»—-—.? © . bl bO

Hornerjev algoritem je poseben primer tega splosSnejSega algoritma, Ce je
almac)m...ﬂanxo

ared

Tedaj so faktorialni polinomi navadne potence.
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Pri interpolaciji v ekvidistantnih tockah nastopajo tako imenovane posplo-
sene potence:

prx) = x® =x(x—1).. x—k+1), k=1, 2, ...

To so faktoralni polinomi za
a, = k—1, =1, 2

Za zgled 1zraCunajmo vrednost

polinoma

p(x) = 5x@® — 4xG) 4 3x@ — 2x@ + 1

pri x = 4:

5 —4 3 —2 1

1 X5 2 X1 3 X5 4X13

5 1 5 13 53
Rezultat je
p(4) = 53
Druga pogosta naloga je preureditev danega polinoma po faktorialnib
polinomih.
Vzemimo, da imamo podan polinom

px) =b,xn + b, x4+ ...+ bix+ by
Zelimo ga zapisati v obliki
px) = ¢p Pux) + Cpyg Pr1(x) + ... 4 1 p1(X) + co polx)

kjer so p(x) faktorialni polinomi (10).

Ker imajo vsi polinomi pi(x), ..., p.(x) faktor x —ay, vsi polinomi ps(x),
..., po(x) faktor x — ay itd., je ocitno, da so koeficienti ¢y, ¢y, ..., ¢, ostanki
pri zaporednem deljenju polinoma p(x) z binomit x —ay, Xx—as, ..., X—dy.

Za zgled razvijmo polinom (2) po posplosenih potencah. Polinom moramo
delitizx, x—1, x—2, x—3, x—4. |

2 —1 3 —2 4 = ¢
2 4 6 18
2 3 9 16 = co
6 27
2 9 36 = c3
2 17 = ¢4
2 = Cs




Rezultat je
2x5 — 3x4 + 4x3 —5x2 + 6x — 7 = 2xO + 17x® 4 36x3) 4 16x@) 4 4xO — 7

Ce so vsi a4, as, ... a, enaki ¢, so posploseni polinomi kar premaknjene
potence pi(x) = (x —c)* in preureditev polinoma nam da ravno Taylorjev
polinom.

5. Ortogonalni polinomi

Pravimo, da so polinomi
p‘O(x): pl(x)r © o oy pn(x); s s

ortogonalni glede na skalarni produkt (,), Ce velja za 1 = k

(p;(x), pr(x)) =0

Pri tem je p,(x) polinom stopnje k.
Dva najbolj pogosta primera skalarnega produkta sta:

N
(pi(x), pr(%)) = > pi(x;) prlx;)
j=1
kjer so xy, X9, ..., Xy dani argumenti, in

b
(pi(x), pi(x)) = [ wx) pi(x) pp(x) dx

kjer je [a, b] dan interval in w(x) > 0 primerna zvezna funkcija (utez), za ka-
tero velja |

b - | |
fxrwx)dx oo, n=20,1, 2, ..
; |

Do ortogonalnih polinomov vedno lahko pridemo z ortogonalizacijo za-
poredja potenc 1, x, x2, ..., x7, .... Za raCunanje z ortogonalnimi polinomi je
zelo pomembno, da ortogonalni polinomi zadoscajo triClenski rekurzivni re-
laciji, ki jo v sploSnem lahko zapisemo takole:

po(x) =1, pi(x) =apx + by (13)
pr 1(x) = (apx + by) pr(x) + ¢ pr—(x), k=1,2, ...

Tu so koeficienti ag, by, ¢ v preprostl zvezi z vodilnima koeficientoma poli-
NOMOV py-1X), Pr(x), pr—a1(x) ([4]).

V uporabni matematiki dostikrat aproksimiramo dano funkcijo s polino-
mom, ki se izraza kot linearna kombinacija ortogonalnih polinomov:

p(x) = dy po(x) + dy p1(x) + ... + dy pup(x) (14)

Vzemimo, da Zelimo izraCunati vrednost tega polinoma pri danem argu-
mentu x.
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lene v vsoti (ML

| do = 1, .

drt1 = (ap % + bp) Gr + Cp Gp—1,  Sit1 = Sp + dp1 g1,
=12 ..., n—1 .

p(x> = qn

razdeika
n danem x izradunamo zaporedje stevil f

fn - dm fnw—-i”-"—"—“ <anwl X“[“ 57?——1} fn T dn—--—-i
f}c — {ﬁk X+ D ;5} f;&—y«w -+ < f;g o -+ d;w k = n— o » g 0

p@ =fo o (16)

0 tem se pmm@a 0, s@ po 1NoZimo vsak fr, k
nim p;ﬂ(x} in vse enacbe seStejemo. Tak0 dobimo

ll

0 z ustrez-

11

Zh 1 Pr1(%) + 1 Piéx} + fo po(x) =

n——-—-—-l

= Zf?f (g x + bk} PAUC) T fﬂa@ X b@? P@(ﬁ +

11—1

+ Z [ 1 Crp Pr—1(X) + ‘; dy pr(x)
K=o

Ker veljajo za pOHﬂome pr(x) relacije (13), se vsi ¢leni pri istem f;g_*_b k=1,

nmé umcuo Isto Veha za den pm fq. Zam ostane:

f @m _ zdg pkm

kar je ravno enacba (16).

Za 1zracun vrednosti pohnoma (14) po tem aigorm’ﬂu je v splosnem treba

le Bn-——-i mnozenj. Ce so a; in/ali ¢; vsi enaki 1, je pridobitev 'z novim algo-
ritmom Se toliko vecja. |

aéumku shemo lahko zapisemo takole:

" d 1 d%}__ﬂ,g s s e d 1 d@

(ay—1x + by_fx (ap—2x + bnwz*}f net .. (arx +b)fs (agx + byfy

Cpafrt ... C1 13 Co f2

fn f'}h——-l fﬂ——~—2 I fl fO




Algoritem (15), (16) imamo lahko za splosen, saj dobimo za posebne vred-
nosti koeficientov rekurzivne formula za vse dosedanje algoritme. Faktorialne
polinome dobimo npr. za ¢; = 0, a;, = 1, b, = —ay.

Ucinkoviti algoritmi za racunanje vrednosti polinomov, razvitih po drugih
funkcijah, so za avtomati¢no racunanje zelo pomembni.

Za primer si oglejmo racunanje vrednosti polinoma
p(x) =dyTolx) +d Ti(x) +...+d,T,(x)

kjer so Ty(x) polinomi CebySeva, ki so ortogonalni na intervalu [—I1, +1]
z utezjo w(x) = (1 — x2)~'2, Velja ([4])

T:.(x) = cos (k arc cos x)
Rekurzivna relacija, ki sledi iz adicijskega teorema za funkcijo cos x, je
Tho1(x) = 2xTy(x) — T 4(x), k=1,2, ...

pri cemer je
Tolx) =1, Ti(x) =x

Formule (15) so v tem primeru

n'—"—“dm f?l-—wlxzxfn_i_dn-—l
fkmzxfktlwfkg_f—dkr k:n—mz, OIS 1
fo=xfi—fs + dy

Zadnja enacba se razlikuje od splosne zaradi tega, ker velja Ti(x) = x Ty(x)
in ne T1(x) = 2x Ty(x). Produkt 2x izracunamo seveda samo enkrat. Za izracun
vrednosti p(x) moramo v tem primeru opraviti le n mnozZenj.

LITERATURA

1] Z. Bohte, Numericno reievanje enach, DZS, Ljubljana 1974.
2] Z. Bohte, Numericne metode, DZS, Ljubljana 1978.

3] W. G. Horner, A new method of solving numerical equations of all orders
by continuous approximation, Phil. Trans. Roy. Soc. Vol. 109, 1819.

[4] F. Krizani¢, Linearna algebra in linearna analiza, MK, Ljubljana 1969.

[5] F. Krizani¢, Aritmetika, algebra in analiza za gimnazije, 111. del, DZS, Ljub-
ljana 1975.

[6] A. Vadnal, Osnove diferencnega racuna, DZS, Ljubljana 1979.

140



. 26 (1979) 5

DK 531.32

polju sre-

/. racunalnikom numeri¢no obravnavamo gibanje tockastih teles v
disc¢nih sil.
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The kinematics and dynamics of bodies in central force fields 1s studied nu-
merically using a desk calculator.

Pri pouku fizike v srednji Soli in na univerzi navadno obravnavamo gibanje
teles le v preprostih poljih sil ali pa se omejimo na posebno preproste tire.
Tako se na primer pri gibanju teles v polju sredisc¢nih sil obi¢ajno omejimo
le na krozenje. Vendar zdaj ko so dosegljivi manjéi %epni ali namizni elek-
tronski racunalniki, spet lahko ozivimo numeri¢no resevanje kinematicnih m
dinamicnih problemov. Tako zlahka dobimo nekatere zanimive mzuhafm
katerih bi sicer na tej ravni tezko prisli.
Prispevek zeli opozoriti na tak nacin pouka z numeri¢nim obravnavanjem
ravninskega gibanja v polju sredis¢nih sil F = F () z namiznim racunalni-
kom. (Racun zlahka posplosimo na nesredis¢ne sile.) Privzemimo, da bralec
pozna premo gibanje in krozenje ter vektorsko sestevanje.
/. racunalnikom izraCcunamo tir telesa r (f) z maso m, na katerega dduje
srediscna sila F (r) v ¢asovnih razmikih d¢ pri izbrani zacetni legi r (0) m
hitrosti v (0). sile izberemo za izhodisce koordinatnega sistema S
V racunalnik zapiSemo zacetna podatka r (0) in v (0), analitiCno zapisano silo
F (r) in ¢asovni interval df. Program sestavljajo podprogrami, ki se cikli¢no
ponavljajo:

a) za izpis (risanje, Ce je prikljucen risalnik) r (7)
b) za ratunanje r (t + di) = r (1) + v (¢) df in
c) za racunanje v (¢ + di) = v (¢) + a dt.
Vektor pospeska a je usmerjen proti srediscu, njegova velikost je
a =F (r)/m.
Posebnosti gibanja v polju srediscnih sil spoznavamo sproti, ko analizi-
ramo tir telesa. Proucujemo le primere, pri katerih je

/lasti so zanimivi primeri z n = 1, 0, —1I, in —2.

ZaCnimo z najpreprostejsim primerom, ko je konstanta k v enacbi (1)
enaka 0. Tir telesa je premica, tocke A, B, C, ... so lege telesa v Casovnih
razmikih po dt = 1s (sl. 1). Daljice AB, BC,... ustrezajo hums’u Telo se
giblje premo enakomerno skladno s 1. N@wwnowm zakonom. S hitrostjo se
chranja tudi gibalna koliCina G




Sl.1. Ce je sredis¢na sila enaka O,
se telo giblje premo enakomerno,
lege telesa (tocke A, B, C...) ustre- Sl 2. Tir telesa v polju privlacne sile po
zajo enakomernim cdasovnim pre- Newtonu [1]. Ker sila spreminja samo ra-
sledkom dt = 1s. Poleg gibalne ko- dialno komponento hitrosti, se ploscCinska
licine G = mv se ohranja tudi vrtil- hitrost. (vrtilna koli¢ina) Se vedno ohranja,
na koli¢ina I' = mw?*r glede na po- saj so povrsine trikotnikov ASB, BSC itd.
- 1ljubno izbrano sredisce S. enake.

Glede na izbrano sredis¢e S (ki je poljubno, Ce ni sile) lahko definiramo Se
dve fizikalno zanimivi koliCini, ki se pri takSnem gibanju ohranjata. Prva jec
ploscinska hitrost vg, 1o je ploéc‘iina ki jo radij vektor Opiée v Casovni enotl.
Trikotniki ABS, BCS itd. so vsi plos¢insko enaki, ker imajo enako osnovnico
v in enako visino 7,:

2vg = vr, = konst. (2)

Produkt dvojne ploSCinske hitrosti z maso pa je ustrezna dinamicCna kon-
stanta tega premega enakomernega gibanja, ki jo imenujemo vrtilno koliCino:

I' = 2mvg = mvr, = konst. | N )

Ker je ploééina trikotnikov BCS itd. tudi produkt osnovnice r in viSine v;:
vr, = rv; ; in ker lahko definiramo kotno hitrost w; = v¢ i/r;, je to tudi

I' = mry;, ; = mrz%z — komnst.

T1 dve konstanti gibanja sta zanimivi predvsem zato, ker se ohranjata tudi
v polju sredisCnih sil, kar zlahka dokazemo.

Vzemimo zdaj, da je F(r) % 0. Tir telesa, ki se giblje v polju sredi$¢ne
privlacne sile, priblizno ponazorimo z lomljeno Crto, katere ravni deli ustre-
zajo premikom v Casovnih razmikih di (sl. 2). Posamezne dele tira nadomesti-
mo z odseki premic za premo enakomerno gibanje, na koncu vsakega Casov-
nega intervala pa popravimo vektor hitrosti za dv = dG/m = Fdit/m. Ker je
sila F srediSCna, se spremeni le radialna komponenta hitrosti. Pri dit = 1s
je sprememba hitrosti dv po merskem stevilu enaka pospesku a. To spre-
membo hitrosti dv prisStejemo vektorju hitrosti vy na koncu intervala dt¢ in
jo zato oznaCimo dvg. V naslednjem cCasovnem intervalu di¢ je hitrost telesa
vp = V4 + dvg in telo pripotuje v toCko C. Ko bi sile ne bilo, bi se telo
premaknilo v to¢ko c. PloscCina trikotnika BCS pa je Se vedno enaka ploscini
trikotnika BcS (ki je plosc¢insko enak trikotniku ABS), saj imata oba trikot-
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@Hémﬁ telesa za gibanje v polju
a hi sz;g — s tem tudi szﬁna koﬁ icina — tel esd,
se gz 5 jev p @g ju U sre; dis € 5@5@ se hran j a. S

, ki se zac ne gib afn 17 m@k@
pri | kater1 telo kmm

Spmgnem 3@ tir ieles& elipsa s sredisCem sile v srediscu
| hitrost enaka nic¢: telo sinusno

S1. 3. Tiri telesa v polju
srediséne sile F = —kr za
zacetne hitrosti v = 0,6 v,
vy in 1,4v, Pri hitrosti v,
telo kroZi. Za casovni in-
terval smo vedno vzeli df
=0,027, ¢e je T obhodni
mg na kroZnem tiru. Za-

di preglednosti ni nari-
sana Waka temvec le vsa-
ka peta izracunana lega.

* Ce poznamo definicijo vekmrskega pmdukw dobimo ta rezultat mnogo ce-
neje( U + dt) X v(t +dt) = (e(t) + vdt) X (v(t) + adi) =r(t) Xv() ali I'(t + dt) =
= [ i}a N |
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Ker je r/F(r) = r/kr = 1/k, sledi iz (3), da pri taksni sili obhodni ¢as T —
in zato tudi kotna hitrost « — ni odvisen od radija kroznega tira. Tudi ob-
hodni Casi na vseh drugih elipsnih tirih so enaki, saj telo v vseh primerih
potrebuje za en obhod enako Stevilo Casovnih intervalov dt (sl. 3). Zato tudi
lege telesa v izbranem casu na razlicnih tirih povezuje vertikalna premica,
npr. CD. O tem se zlahka prepricamo, ¢e opazujemo gibanje matemati¢nega
nihala.

To posebnost lahko razlozimo Se drugace. Pri sredisc¢nih silah je razmerje
sile in njene projekcije v izbrani smeri, npr. v smeri osi x, enako razmerju
razdalje r in njene komponente: F,/F = x/r. V naSem primeru se ta enactba
poenostavi v F, = —kx. Sila povzroCi v smerli osi x pospesek a,. Velja:
ma, — —kx in podobno za smer v: ma, = —ky. Gibanje v eni smeri ne vpliva
na gibanje v drugi smeri. Obe enacbi sta enacbi harmoni¢nega nihanja z ena-
kim nihajnim ¢asom T = 2x(m/k)'2, zato lahko takSno gibanje vedno opiSemo
kot sestav dveh pravokotnih nihanj z stim nihajnim casom x = a cos wt 1n
y = b sin wt. Da je tir v resnici elipsa, zlahka dokazemo, saj velja sin2wt +
+ cos2pt = x%/a® + y2/b? = 1.

Ce je srediS¢na sila po velikosti konstantna: F = —k, je gibanje telesa
bolj zamotano. Tir telesa je nekaksna rozeta, ki v splosnem ni zakljucCena
(sl. 4). (KroZzni tir je zaradi preglednosti slike oznacCen le s tanko kroznico.)
TakSen je npr. tir satelitov blizu Zemlje (g = konst.) ali pa projekcija na hori-
zontalno ravnino tira telesa, ki se brez trenja giblje v obrnjenem votlem
stoZcu. Obhodni ¢as je smiselno vpeljati le za krozne tire. Ker sila ni odvisna
od razdalje, pokaze enacba (4), da je razmerje obhodnih ¢asov na kroznicah
z radijema r, in r, kar T /T, = (r,/r,)".

F=-k
At:U,UZT X5

Sl. 4. Tiri telesa v polju srediscCne sile F = —k so rozete.
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j@ pot majna v primerjavi z razdaljo r», je sila konstantna tudi po
@H Opraviti imamo z obicajnim pwswm n metom, tir pa je parabola.
Gibanje v radialni smeri pa ustreza prostemu padu oziroma navpicnemu
Sila na naboj blizu naelektrenega valja ali Zice je obratno sorazmerna
z razdaljo »: F = * k/r. Ravninsko gibanje v polju taksne privlacne sile kaze
sl 5. Obhodni ¢as pri krozenju je tedaj sorazmeren z razdaljo 7.

S1. 5. Tiri telesa v polju sredis¢ne sile F = —k/r.

Za fiziko je posebno zanimiv primer, ko je sila obratno sorazmerna kva-
dratu razdalje: F = * k/r2. Omejimo se najprej na privliacno silo in na krozni
tir. Iz enacbe (5) dobimo

T2/r3 — 255;/;@/]{ — komnst. (6)

pominja na 3. Keplerjev zakon za krozne tire planetov okrog
. Kvadrati obhodnih dasov kroZnih poti so v enakem mzmemu kot kubi
wedzscmh razdalj. Odtod navadno sklepamo, da je sila med Soncem in pla-
netom obraino sorazmerna s kvadratom njune razdalje. Ker pa po 3. Kep-
lerjevem zakonu ni odvisna od mase, velja k/m = C, ali k = Cm. Torej deluje
Sonce na planet s silo F = Cm/r2. V tem zakonu sile je m teZnostna masa
planeta, ona v (5) pa je vzirajnosina masa. Odtod sledi sorazmernost teznost-
ne in vztrajnosme mase planetov. Premislek o nujni simetriji med masama
in planeta nas pripelje do Newtonovega gravitacijskega zakona:
m/ r2.

Ogleyjmo s1 Se tire, h niso kroznice {Si 6). Telo se giblje po elipsi ali
hiperboli, sredisCe sile S pa }e v gonscu Ni tezko dokazam da je tir stoznica.
Izrek o ohranitvi energije da W mve/2 — kjr = W, izrek o ohranitvi
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gibalne koliine pa mvrsin ¢ = I'. Tu je ¢ kot med krajevnim vektorjem in
vektorjem hitrosti. Eliminirajmo v In dobimo kvadratno enacbo za radij
W,r? + kr — I'2/2m sin?p = 0, ki ima korena r, , = (—k/2W )[1 £ (1 —2W I?/
/k?m sin2gp)'?]. Ce pripada prvi koren kotu ¢, pripada drugi koren kotu
180 — @. Toda vsota obeh korenov je konstantna: r, + r, = —k/W,. To pa je
definicijska enacba elipse, parabole ali hiperbole, ¢e je W =0.

Elipsno gibanje s srediScem sile v goriscu elipse je karakteristicno za
privlacno silo, ki je obratno sorazmerna s kvadratom razdalje. Zato Ze na
podlagi prvega Keplerjevega zakona, ki

® pravi, da se telesa gibljejo okrog Sown-

// ca po elipsnih tirih s Soncem v goriscu,

Va Fo_K/rt lahko sklepamo, da je gravitacijska sila

/° : obratno sorazmerna s kvadratom raz-
/s V::L5 Vg At = U,ﬂﬂg X daz]'&

/@ Tretji Keplerjev zakon pri izpeljavi

oravitacijskega zakona ni potreben.

Elpsni tir je tako zanimiv, da si ga
natancneje oglejmo. Primerjajmo naj-
prej krozni in elipsni tir na sl. 6. Plo-
sc¢inski hitrosti sta v razmerju zacetnih
hitrosti v tocCki A, saj velja:

/) I T T I

R

%
.

vs/vs, = VR/V R = v/v,. (7)

Plos¢insko hitrost dobimo tudi, Ce plo-
$¢ino elipse (kroga) delimo z ustreznim
obhodnim casom 7(7 ): pri elipsi je
vy = mab/T (a in b sta velika in mala
polog elipse), pri krogu pa vg, = nR3/T,.

S1. 6. Tiri telesa v polju sredis¢ne sile Kvocient obeh pa je

= —k/r2 0Zni
k/r? so stoZnice. vs/vs, = abT JR2T. (8)

Radialni pospeSek na krogu z radijem R (in s tem tudi v tocki A) je v2/R.
Elipsni tir blizu toCke A pa dovolj dobro opisemo tudi s pritisnjenim krogom
z radijem 7, ki gre skozi tocko A (sl. 7). Potemtakem je pospesek v tocki A
tudi v#/r ali v 2/R = v2/r, kar lahko zapiSemo tudi takole:

v2/v 2 = r/R. 9)

Ni tezko ugotoviti zvezo med veliko in malo polosjo elipse ter radijem pri-
tisnjenega kroga: v = b2/a (sl. 7). Zato lahko (9) zapisemo:

v2/v 2 — b2/aR. (10)

Iz enacb (7), (8) in (10) eliminirajmo vg/vg, ter v/v,, pa dobimo zvezo med
obhodnimi ¢asi:
T2/a% = T 2/Rs. (11)

Primerjajmo (11) s (6) za krozne tire, pa ugotovimo, da je obhodni ¢as T
po elipsi z veliko polosjo a kar enak obhodnemu cCasu po krogu z radijem a.
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S1.7. Nekatere oznacbe pri elipsi ter izpeljava mdzga v temenu elipse pritisnjenega
kroga. Enacba elipse zagomﬂja da dobimo elipso, ¢e krog z radijem a splos¢imo
tako, da ordinate zmanjsamo za faktor b/a. Blizu temena A i1zberemo tocko D na

velikem krogu in skoznjo narisemo tangento, normalo in navpicnico, ki presekajo

abscisno os zaporedoma v tockah E, O in B. Navpicnica preseka elipso v tocki G,

ki lezi tudi na pritisnjenem Krogu, Ce je le tocka D dovolj blizu temena A. Tang@ma

m nmﬁmam na elipso skozi G pa sekata absciso v tockah E in H Tnk@tmka
GE S’w; pmvokﬁma in ?amu velja msmski mrek

OB .BE, oziroma
.BE. Ker velj j a BD/GB = a/b, sledi BD2/BG OB/HB = a2 / b®. Naj gre
pmn A. ahma OB preide v a, HB pa v mdu pritisnjenega kroga

= 7. Zam OB/H'B = a/r = a%/b? in odtod r = b?/a.

Razmerje kvadratov obhodnih casov na elipsnih tirth je v razmerju kubov
velikih polosi; to je 3. Keplerjev zakon v splosni obliki.

Oglejmo si se druzino elips z enako veliko polosjo a (sl. 8). Obhodni casi
I' so seveda enaki. Primeri pa se razlikujejo po vrtilni kolicini (ploscinski
hitrosti). je razmeme vrmﬂmh koliCin na elipsnem tiru /7 in kroz-
nem tiru [',: nacba (8) za R

FZ/F% = Vg, A/VSH —= b/@ §§2§

V semiklasi¢nem Bohr-Sommerfeldovem opisu vodiku podobnih atomov
krozi elektron okrog jedra po kroznih ali elipsnih tirih, na katerih je vrtilna
koliina kvantizirana: I'y, =nh; n=1, 2, 3...; A pa je Planckova konstanta,
de]jena. z 2n. Glavno kvantno stevilo 1 deﬁmm velikost polosi ehpse oziroma
radija kroga a,. Bralcu prepuscamo izpehavo zveze: a, = a,n? Vsakemu kroz-
nemu tiru pripada se druzina elips z enako veliko polosjo g, ter manjso, ta-
kole kvantizirano vrtilno koli¢ino I, =14, 1=1, 2, 3..., n—1; [ imenujemo

obhodno ali tirno kvantno Stevilo. Seveda velja b/a = I/n. Na sl. 8 so narisani
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g 2(1 o

S1. 8. Dovoljeni tiri elektrona v enoelektronskem atomu po Bohr-Sommerfeldovem
modelu za n =1, 2, 3. SrediSce sile sovpada s sredi$¢em pritisnjenih krogov.

tirt za n =1, 2 in 3. OCitno so manjsi krogi vedno pritisnjeni krogi vecjih
elips. Bralec lahko z racunom to sam preveri. |

Doslej smo obravnavali tire, pri katerih je zacCetna hitrost pravokotna na
zaCetni radij. To je narekovala zahteva po preglednosti slik. ZaCetek c¢asovne
skale pa lahko poljubno premaknemo. Primer sipanja curka delcev, ki v polje
F = k/r? vstopajo vodoravno z enako hitrostjo, je na sl. 9 (Rutherfordovo
sipanjc).

O
.

e () e Q) = O ===O

(@ L g S o MU o JR g o/o O e Qe O

S1. 9. Sipanje curka delcev v polju odbojne sile F = k/r2.
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do 6 ugotovimo Se eno lastnost srediscnih sil. V vseh obravnavanih
0Tl tdes ki1 zapusgaw tocko A v vertikalni smeri z razlicnimi
prvi¢ v tocki B. Te sile imajo torej tudi ne-

h]&U”OSimi slej ko prej krizajo,

kaksne zbiralne lastnosti.

/. opisanim obravnavanjem lahko reproduciramo izrek o ohranitvi vrtilne
koli¢ine, elipsno gibanje matematicnega nihala, Keplerjeve zakone in ugoto-
vimo, da Sonce ucinkuje na Zemljo s sredisc¢no silo, ki pada s kvadratom raz-
dalje. Pri posebnih predavanjih pa lahko npr. zasledujemo gibanje elektri¢no
nabitih delcev v polju sredis¢nih sil. Pri tem ni posebno tezko vkljuciti se
nesrediscnih sil.

Omenimo naj, da je tako prvi obravnaval gibanje teles Ze I. Newton
v knjigi Matematicni principi naravne filozofije [1].

>ir Isaac Newton, 1'7e Mathematical Principles of Naiural Philosophy, (1729,
all Mall, London 1968), str. 66.

[1] -

ponatis Dawsons of ]

Vsa elementarna geometrija je tu izpeljana kot model vektorskega pro-
stora. V uvodu avtor poudari, kako daljnosezen pomen ima v matematiki li-
nearna algebra. 7Z znanjem le-te se nam odpira tudi najpreprostejsa pot v ge-
ometrijo. Ta pot naj bi po avtorjevem mnenju za vselej nadomestila tradicio-
nalno, to je Evkiidovo in Hilbertovo zasnovo geometrije prl?_ pouku v srednji
soli. Knjiga je posebe] namenjena profesorjem, ki naj njeno snov ustrezno
prh‘edi;o zZa duake

Vpeljavi realnih Stevil in vektorskega prostora sledi najprej afina in nato
evklidska geometrﬁja ravnine. Analogno je potem obdelan trirazsezni prostor.
Dodane SO Se nekai@r@ teme, npr. mera kotov in izpdjava neeykﬁdskih geo-
metrij. Na koncu posan ezmh poglavij so na&oge oziroma problemi, ki pri-
spevajo tudi k razsiritvi obravnavane snovi. Knjiga pa ne VS@bU]@ slik, saj te
niso nujno potrebne za njeno razumevanje.

/. vidika formalne matematike je vektorska aksmmanzacua 11 1zpehava
geometrije vsekakor preprostejSa od Hilbertovega sistema. Vendar je tudi
slednjemu treba priznati marsikatero prednost, posebej njegovo neposredno
povezavo 1n motivacijo z eomein]sklm izkustvom. Evklidova oziroma Hil-
bertova zasnova geometrije namrecC ostane ena od naravnih poti v to podrocje
in je za marsikoga celo najrazumljivejSa. Algebrai¢no usmerjenemu bralcu pa
bo seveda geometrijo najbolj priblizala Dieudonnéjeva knjiga.

Janez Rakovec
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ES ZA LOGIKO, A
ZNANOSTI

Ta kongres je zasedal v Hannovru med 22. in 29. avgustom 1979. Navzocih
je bilo nad 580 matematikov pa tudi zastopnikov naravoslovnih in filozofskih
strok, ki so prisli, lahko reCemo, 1z vsega kulturnega sveta. NajveC udeleZen-
cev je bilo seveda iz Sovjetske zveze, okoli 100, in Zdruzenih drzav Amerike,
okoli 80, sicer pa je bilo okrog 100 Nemcev iz obeh Nemcij, po 20 Francozov
in Anglezev pa Japonci, Juzni AmericCani itn. Tudi Jugoslavija je bila zastopana
z & matematiki in med njimi je bil celo 1 Slovenec...

Ce je 1z naziva kongresa morda na prvi pogled videti, da je bila njegova
tematika razmeroma ozko omejena le na podroCje matematicne logike in nje-
nih filozofskih implikacij, je to le »optiCna« prevara, ki sicer nasploh rada
ponagaja dolgim naslovom. Nasprotno lahko trdimo, da ima le redkokateri
specializirani matematicni kongres tako Sirok spekter, kot ga je 1mel ta. To
je tudi brz razvidno, ¢e samo naStejemo imena vseh 14 sekcij, ki so popolno-
ma enakovredno delovale na kongresu. Te so:

. Teorija dokazljivosti in osnove matematike

. Teorija modelov in njene uporabe
Rekurzivnostna teorija in teorija izracunljivosti
. Aksiomaticna teorija mnozic

. Filozofska logika

Splosna metodologija znanosti

. Osnove verjetnosti in indukcije

Osnove in filozoiija fizikalnih znanosti

. Osnove 1n filozofija biologije

10. Osnove in filozofija psihologije

11. Osnove in filozofija druzbenih znanosti

12. Osnove in filozofija jezikoslovja

13. Zgodovina logike, metodologije in filozofije znanosti

14. Temeljna nacela etike znanosti

V vsaki sekciji so bila 30 do 45-minutna predavanja povabljenih strokov-
njakov in 20-minutni prispevki drugih udelezencev, ki so se sami priglasili
k besedi in porocali o svojem delu. Mimo tega so bili na programu tudi na-
slednji simpoziji:

Vloga konstruktivnosti v matematiki (1. sekcija)

Ravnoteznostna ekonomika; Formalni sistemi pravic (11. sekcija)

Simpozij o Fregeju (13. sekcija)

Pravi¢nost porazdelitve in delez druzbenih sredstev za znanstvene raz-
iskave; Eticni problemi v zvezi z genetiCnimi raziskavami in manipulacijami

(14. sekcija).

Kakor je na matemati¢nih kongresih ze ustaljena navada, so bila tudi na
tem kongresu tako imenovana plenarna predavanja posebno uglednih razisko-
valcev, ki so bila kajpak namenjena vsem udelezencem. Tokrat je Slo za na-
slednja imena in naslove:

\D.OO‘\].G\U'I-&.;LMMM
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a) Gaisi

agoya, Jap ongka

Paula | - em a.ys& in K
b) ﬁ@n@“éhomé

1e j e ma’@te matizaci g e uporabnih
ernm“ Hildenbrand, Bonn, Zvezna mpub Iika Nemcij

matematik miki
Robert Fogel, H d, 7 7ave A
>>Znan8i%na« zgodovina in tradicionalna zgodavma

teh predavanj nekaj besed:

o zda) o vsakem

a) Profesor Takeuti je v zelo strnjeni obliki, preav&m@ g@ ’Emgab proti
pricakovanju le dobrih trideset minut, nakazal temeljna izhodisCa in genezo
Hilbertovega programa f‘undimma matematike in nj egmf >>za.§08’f€m« 1zid. Kakor
/e 1 je pri tem omejil le na d do najozj ega -- sode-
lavca Paula . 'sa In pa seveda K Godela, ki je s svojima slovitima
izrekoma o nepopolnosti rekurzivne aritmetike zadal H ﬂb@rmvsmu programiu
tako rekoC milostni udarec.

b) ] 'hom, avtor znamenite teorije katastrof, ki jo je objavil leta
, pa je - v naspmmu Z redkaesedmm Japoncem zares romansko zgo-
vomn in tudi polemicen. Govoril je sicer v angiesmm m pa g@ pogogm zad@m
bila prisré¢no neutajljiv francoski naglas in izreko. Najprej je zbranemu ob-
é@%ﬁi’u logikov brez vsakrsne zadrege repmsm izjavil, da se mu njihova pot
v matematiki ne vidi prava in da brzcas tavajo v »slepi« ulici. Namesto da
se matematika ubada sama s seboj in s problemom svoje logi¢ne neoporec-
nosti, naj bi se po Thomovem mnenju uperila navzven in raje poskusila dvoje:

1. razumefti svet, v katerem zivimo, in morda tudi samega Cloveka in
2. razsiriti clovekovo moc¢ nad njegovim okoljem.

Ti nalogi, ki sicer nista tako tesno povezani, kot bi Clovek na prvi pogled
sodil, sta 1zjemno zapleteni. Posebno druga nujno predpostavlja moznost, da
se nekako prebijemo onkraj dejanskega izkustva. Kajti vsak algoritem, ki naj
bi bil uperjen na mozno delovanje, implicira namreC neke sorte razsSirjeno
moznost napovedi. Napoved pa sloni kajpak vedno na moznosti, da razsirim
naravno domeno neke funkcije Cez meje, ki so bile doloCene z opazovanjem.
Potemtakem so kvantitativine napmzedi oéimo vezane na matematicne postop-
naaghﬁvama 086b63 na na§p0 nembnejsega izmed njih, na metodo anali-
ticnega nadaljevanja. Vsak problem namrec, ki je dobro definiran, ima svoj
analiticni model, pa Ceﬁldi sam po sebi ni analiticen. Poleg metode analiticne-
a nadaljevanja funkcij tma Thom za najpomembnejse teoreme matematike
Se: Taylorjevo tormulo, izrek o implicitnih funkcijah in splosni Stokesov izrek.
Kvantitativna napoved naravnih pojavov je potemtakem mogoca le, ¢e nam
uspe najti za te pojave natancne analiticne zakone. To pa je vse prej kot pre-
prosta naloga. Doslej je to popoelnoma uspelo le v teoretiCni mehaniki, ki 1z-
haja iz Galijeve ali Lorentzove grupe transformacij, kajti obe ti grupi mmata
v prostoru opazljivih reCi analitiCcno reprezentacijo. Brz pa ko se lotimo Stu-
dija globalnih makroskopskih struktur, smo Ze prisiljeni podpreti fundamen-
talne zakone s statisticnimi ngiaijanjL katerih veljavnost je cesto dvom-
ljiva. Ce se od ﬁmk@ usmerimo proti kemiji, vloga in mo¢ matematike kaj
hitro upadata in dosezeta brez dvoma svo] minimum v biologiji. Nasprotno pa
lahko zopet zaznamo porast obeh v nekaterih druzbenih znanostih, predvsem




v ekonomiji. Pri studiju sveta, v katerem zivimo, pa moremo uporabljati ma-
tematiko Se na drug nacin, pri katerem nam ne gre za eksaktne kvantitativne
zakone, marveC le za interpretacijo in razumevanje danih pojavov in situacij.
Razumevanje dane situacije pomeni namrecC redukcijo globalnih pojavov na
znane lokalne dogodke, ki to situacijo generirajo. Tako redukcijo je v nacelu
mogoce napraviti z matematicnim pojmom singularnosti. Dani situaciji je
treba najti tako matematicno strukturo, da se lokalni dogodki situacije pre-
slikajo na singularnosti ustrezne strukture. Seveda je v takih primerih prob-
lem verifikacije izredno teZaven, saj je vsakrsno kvantitativnho preverjanje Ze
nacelno nesmiselno. Glede na nakazane probleme in Se odprte moZnosti upo-
rabe matematike se je Thom uprl tudi danasSnjemu trendu vzgoje mladih
matematikov, ki je v vecCini dezZel pac tak, da se »elitax usmeri v tako imeno-
vano »Cisto« matematiko, medtem ko se z njeno »uporabo«, ki jo je treba
seveda razumeti v Thomovem poglobljenem smislu, ubadajo vecidel le man]j
zagnani in obetavni. Po njegovem mnenju bi moralo biti kajpada prav ob-
ratno.

Thomova negativna ocena pomena temeljnih logicnih raziskav je bila ne-
posredni vzrok, da je sklical organizator dva dni kasneje posebno debato
o njegovem predavanju. Vendar je bila udelezba presenetljivo skromna in po-
govor se je sukal le ob bolj obrobnih vprasanjih, kot je na primer intenzio-
nalna in ekstenzionalna interpretacija pojmov. Zakaj tega izziva za polemiko
niso sprejela »velika imena« sodobne logike, ki so bila sicer na kongresu
navzoca, lahko le ugibamo...

c) Profesor Hildenbrand je podal najprej kratek, toda slikovit zgodovin-
ski pregled razli¢cnih mnenj matematikov in ekonomistov o vlogi matematike
v ekonomiji. Ta mnenja so nihala od navdusenega sprejemanja pa vse do od-
lo¢nega odklanjanja uporabe matematike v ekonomiji. Sele v nasem stoletju
se je to nihanje brzcas da dokoncno zaustavilo, in sicer ob tehle nacelnih
spoznanjih:

1. O moZnosti in potrebi uporabe matematike v ekonomiji ne more biti
veC nobenega dvoma. Vsekakor pa je se mogoce razpravljati o tem, koliko
in katera matematika je za to najprimernejsa.

2. Za ucCinkovito uporabo matematike morajo biti izhodna ekonomska
dejstva jasno izraZena in to v taki obliki, ki omogoca konstrukcijo primernega
matematicnega modela.

3. Kvaliteta ekonomije ni odvisna toliko od kvalitete uporabljene matema-
tike, kot od realnosti in pravilnosti ekonomskih hipotez, s katerimi opisemo
dano ekonomsko situacijo.

Profesor Hildenbrand je nato ilustriral rabo matematike na tako imeno-
vanem problemu ravnovesja v teoriji evaluacije. Tu gre, zelo preprosto po-
vedano, za iskanje optimalnega odnosa na relaciji: proizvodnja—prodaja—po-
raba. Pri tem je posebej poudaril, da je veCina pomembnih ekonomskih prob-
lemov, brz ko jih matematiziramo, nelinearnih ali pa celo nekvantitativnih,
se pravi, da so izrazljivi le z nenumericnimi matematicnimi strukturami.
7 vidika logike je treba v tej zvezi omeniti problem neprotislovnosti, ki je go-
tovo temeljnega pomena pri izboru pogojev, ki naj opredelijo doloCeno eko-
nomsko situacijo.

d) Profesor Fogel me je dokoncno preprical, da sta angleSCina in ameri-
kan$c¢ina, vsaj kar zadeva izgovarjavo, vendarle 2 jezika. Njegovega govora mi
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nikakor ni uspelo dovolj hitro sproti prevajati v anglescCino, Ceravno je sicer
res, da tudi v te] nisem kdo ve kako trden. Vsekakor pa si upam trditi, da po
mnenju profesorja Fogla naloga zgodovine je in ostane v ugotavljanju, kaj se
je nekoC in nekje zares zgodilo. Pri tem je seveda osnovni problem vprasanje
evidence, ki je povezano z ovrednotenjem ustrezne dokumentacije in price-
vanja. V tej zvezi so bile v zadnjem cCasu tradicionalne metode dopolnjene z
natancnejso tipologijo evidence, s formalizacijo osnovnih modelov obnasanja,
z uporabo kvantitativnih metod sociologije, politiCne zgodomne in statistike
in z novim gledanjem na viogo nasprotujocCih si pncevam Ceprav je Se opaziil
dolocCeno nasprotje med fasmpmm tradicionalne in nove zgodomne se Vv res-
nici obe oolmugefia in zato je razumno pricakovati, da bo tega nasprotja
v prihodnje zmeraj manj.

Poleg teh plenarnih preawam je bilo Se nekaj nad 30 predavanj povabhe-
predavafcd;sv v posameznih sekcijah. Ker so povzetki teh predavanj, vca-
sih Zal prevec skopi, skupaj s povzetki prispevkov Se drugih udelezencev kon-
oresa zabelezeni v 6 zvezkih ABSTRACTS in so vsakomur, ki se za to zanima,
na razpolago v Matematicni knjiznici, naj tukaj omenim le nekaj naslovov,

ki utegnejo vzbuditi zanimanje:

. Zdruzene drzave Amerike:

1. sekcija: Harvey Friedman, Amherst N. %
mmmmmsmcm pohmssn mmwmmsncne iogxke
N. N. Nepeivoda, lzevsk, Sovjetska Zveza.
teomm dokaza in racunalniskim programiranjem
2. sekcija: Angus Macintyre, MUH Argyll Skmska
Prastevila v nﬁsmnardmh modelih aritn eﬁke
3 sekcija: V. R. P Cambrid Mass., Zdruzene drzave
@ sekcija: R
Realizem v namyasmwu
Tezave 7z realizmom v Eﬂozoﬁ ji
8. sekcija: I. Prigogine, A. P Grecag Br‘usdj? Belgija:
wswrmbimosu v fteomhcm
Y. Sahkov, Moskva, Sov] e’wka Zveza.
Verjetnost v kiaswm in kvamm fiziki
9. S@k@ija @SwaE A. Reig, Caracas, Venezuela:
narava bioloskih vrst
I sekcija: B. Velichovsky, Moskva,
Sodobni problemi spoznavne psihologije
11. Sekcija: Peter Hammond, Colchester, Anglija:
Liberalizem, ﬂeodwsne pravice in Paremvo nacelo
E. Malinvaud, Pariz, Francija:
ravnewsga v ekonomiki
a: M. A. Finocchiaro, Las Vegas, Zdruzene drzave Amerike:
problemih zgodovine znanosti (AnalitiCen pristop)
Mw Sekcija: Patrick Suppes, Stanford California, Zdruzene drZzave Amerike:
Racionalno dodeljevanje sredstev za znanstvene raziskave

il

. Bhaskar, Edinburgh, Skotska:

Avstralija:

Sovjetska zveza:

o L8 o

7, izjemno svecCane otvoritve in prvih dveh plenarnih predavanj, ki so bili
modernem gledalis¢u Theater am Aegi, so vsa druga predavanja potekala




v ogromni in Castitljivi stavbi Tehniske Univerze, v bivsi kraljevski palaci, se-
zidani v 19. stoletju. Glede na nacionalnost gostiteljev je brzcas odvec pri-
pomba, da je bila organizacija kongresa brezhibna. Vseeno pa moram pove-
dati, da obetana enakopravnost jezikov, namreC anglesCine, francoscine, nem-
SCine in ruscine ni bila uresnicCena, ker ni bilo simultanega prevajanja iz angle-
sCine niti na plenarnih predavanjih. Vendar se zdi, da to ni povzrocalo vid-
nega nerazpolozenja pri udelezencih kongresa. Ali naj to pomeni, da je angle-
SCina Ze postala sodobna latinsc¢ina?

Za sklep pa Se nekaj bibliografskih podatkov:

V brosuri PROGRAM (of the 6th International Congress of Logic, Metho-
dology and Philosophy of Science), ki je na voljo v Matemati¢ni knjiZnici, sta
tudi kratka povzetka plenarnih predavanj profesorjev Fogla in Thoma. Sicer
pa bo na popolne tekste treba pocakati na PROCEEDINGS of the 6th Inter.
Cong. of Logic, Methodology and Philosophy of Science, ki bo zanesljivo izSel
vsaj v dveh letih. Za morebitne neucakance pa tale koristni nasvet: c¢akalna
doba bo ravno pravsnja, da ta Cas pazljivo »prelistate« proceedingse prejsnjih
kongresov. Ti so:

Proceedings of the 1960 International Congress of Logic, Methodology and
Philosophy of Science, Edited by Ernest Nagel, Patric Suppes, Alfred Tarski.
Matematic¢na knjiznica 8505 (Stanford, California, USA, od 24. 8. do 2. 9. 1960)

Proceedings of the 1964 International Congress of Logic, ..., Edited by
Yehoshua Bar-Hillel. Mat. knjiznica 8278 (Jeruzalem, Izrael, od 26. 8. do 2. 9.
1964)

Proceedings of the third International Congress of Logic, ... Edited by
B. Van Rootselaar, J. F. Stall. Mat. knjiznica 6208, 47 — T.3 (Amsterdam, Ni-
zozemska, od 25. 8. do 2. 9. 1967)

Proceedings of the fourth International Congress of Logic, ... Edited by
P. Suppes, L. Henkin, Gr. C. Moisil, A. Joja. Mat. knjiznica 6209, Vol. 74 (Bu-
karesta, Romunija, od 29. 8. do 4. 9. 1971)

Proceedings of the fifth International Congress of Logic, ... Edited by
R. E. Butts, J. Hintikka. Tega dela trenutno v Mat. knjiznici Se ni. IzSlo je v
zalozbi D. Reidel Publishing Company in obsega kar 4 knjige:

Part 1: Logic, Foundations of Mathematics and Computability Theory,
1977, X + 406 strani

Part I1:Foundational Problems in the Special Sciences, 1977, X -+ 427 strani

Part 11I: Basic Problems in Methodology and Linguistics, 1977, X -+ 321
strani

Part IV: Historical and Philosophical Dimensions of Logic, Methodology
and Philosophy of Science, 1977, X + 336 strani. (London, Ontario, Canada,
1975)

Prijetno branje vam Zeli
Niko Prijatelj
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Letos je bilo ze 12. zvezno in 5. mednarodno tekmovanje studentov m
matike v Cast dnevu Studentov | gogmjg}i@ univerze, Cetrtemu apriiu. ( W@ﬂm
kmovanja je n Po odprt m smo se tekmovalci E

L ogled de V-

- @Fgammuj@ Egumn v Bu}a Sahmfsm in kosafkamh EHE‘HET

fu 3§ e: iz " in z D una} a po ¢ m dﬂpi DO ena p
udim peste 1 Szegeda (M adz@mka}
& §Ub§§ e in Zacrel

V lLjubljanski prvi @k}pi so bili France Eammeﬁé B@;Ean Mohar in E@hﬁ
Shawe-Taylor, v drugi pa Gorazd Divjak, Robert Reinhardt in Edmond Ru

Naloge so izbrali beograjski asistenti. Studentje 1. in 2. letnikov so tek-
movali v en1 skupini, Studentje 3. in 4. letnikov pa so izbirali lahko med
slednjimi predmeti: (vsak si je pred tekmovanjem moral izbrati dva pred-
meta) programiranje, diterencialne enacCbe, verjetnostni racun, funkcije kom
pleksnih spremenljivk, funkcionalna analiza, geometrija in topologija.

Kot vedno je bilo pregledovanje nalog izredno zamudno in tezavno delo.

[Ljubljanska prva ekipa se je zelo dobro odrezala. Mislim, da najbolje, od-
kar sodelu mkmmfanj u. Pogleymo si rezultate.

jemo na tem

E 5. Zagreb 1,

mpesta, 3. L]Eubijanai 4.

a - €0 .., 1, 9 Duna ] 2, 10. DHE ka}

ih pa je bil vrstni red naslednji:

. Mladen Bestvina, Zagreb, 2. Jiri Navratil,
Shawe Taylor si je priboril Cetrto mesto.

Naj bo f stirikrat ZVEZNO Odvedhwa realna mnk@ua 1a intervalu [0
za katero velja Ifm (X)) <M in f(0) = f(1) = f(0) = (1) = C
Dokazi, da je




2. Naj bo f: [—1,1] — R takSna zvezna funkcija, da je f(0) = 0. Dokazi, da
obstaja neskon¢no mnogo trojic razlicnih Stevil a, b, ¢ 1z [—1, 1], da velja:

(@ + b+ ¢ [f(a) + f(b) + f(e)] = af(a) +bf(b) + cflc)

3. Naj bo G grupa generirana z a in b in naj velja a* = b* = abab = e.
Dokazi, da je podgrupa H, generirana z a3 b in b a3, podgrupa edinka.

4. Naj bo f: (a, b) - R odvedljiva funkcija in zanjo naj velja lim f(x) =
x—>a+t
= 400 in lim f(x) = —oo. Za vsak xe (a, b) naj velja f'(x) + [f(x)]? +1=0.

x—>b—
Dokazi, da je b —a = .
Programiranje
1. Definicija:
Gramatika je Cetverica G = (N, T, P, S), kjer je:
N — je konc¢na mnozica neterminalnih simbolov

T — kon¢na mnozica terminalnih simbolov, disjunktna z N
P — konc¢na mnoZica produkcij
S — startni simbol (aksiom gramatike)

Naj bo G, gramatika, kjer je:

N = {(konstanta), {(celo Stevilo), (realno Stevilo), (znak), (Stevilo), (cifra),
{osnovno realno stevilo)}

T—1{+,—0,1,23,4,56,7,89,E, .}

(konstanta) : = {(celo Stevilo) | (realno Stevilo) ]

[(celo Stevilo) : = {(znak)}; {Stevilo) |

{(znak) : = + | | I

(Stevilo) : = {{cifra)},

P ={(cifra) : = 0|12(3/4/56/7|8/9

(realno stevilo) : = (osnovno realno stevilo) | ((osnovno realno Stevilo) |
(celo stevilo)) E (celo stevilo) I

(osnovno realno Stevilo) : = {{znak)}, ((Stevilo) .| (Stevilo) . (Stevilo) | . |

l . {Stevilo)) )

S = (konstanta)
L,(Gp) je mnozica celih in realnih konstant v fortranu,

a) Narisi graf prehodov stan) koncnega avtomata, ki prepozna L,(G,).

b) Sestavi tabelo prehodov stanj.

c) Napisi program v fortranu, ki uporablja tabelo prehodov stanj, za raz-
poznavanje, sintakticno kontrolc in 1zraCun vrednosti konstante.

2. Napisi program, ki izracuna Stevilo e na 100 decimalk.

Diferencialne enacbe
1. Naj bo ¢ € C>~[—1/4, 1/4]. Ali ima enacba
Yy (x) + x2[y(x) + y'(x +1)] =0
resitev y(x) definiramo na realni osi in za Katero velja vsaj y(x) = ¢p(x) za
vsak x e[—1/4, 1/4]?
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2. Funkciyi (p{x} in w(x) na} bosta zvezni, monotoni in omejeni funkciji,
definirani na we} realni osi. Predpostavimo, da za vsa mama Stevila velja
p(x) = w(x). Ali ima enadba y = [y— p(x)] [y — w(x)] reditev definirano na
intervalu neskoncne dolzine?

Obstaja Steven, kompakten 7y pro-

1. Dokazi ali ovrzi naslednjo trditev:
stor, ki nima Stevne baze.

mpakten metricen prostor izolirano tocko.

Pokazi, da 1ima vsak Steven, I

L W AT IR By A

I.Najbo Q=N ={1,2,...}, A={A;ACN}, P({n}) =27, u=1,2,...1n
X 102 — R definirana takole: X{w) = o', kjer je 0w €{0,1,2} in o je kon-
sruentna «” po modulu 3.
Nadalje naj bo Y sluCcajna spremenljivka, neodvisna od X.
Dokazi ali ovrzi naslednjo trditev: preslikava Y : Q2 — R je enolicno defi-
nirana s porazdelitveno funkcijo spremenljivke Y.

2. Naj bodo X 1 X, smcam@ Spremenhwke definirane na istem verjet-
nostnem prostoru (Q, &, P). Z F oznacCimo porazdelitveno ﬂmkcuo slucajne
spremenljivke X In mdposiaﬁmo? da je absolutno zvezna. Dokazi: za vsak
R konvergira X, proti X z verjetnostjo 1, Ce In samo cCe gre verjemosft

g_k}?‘z
diferenco.)

proti 0, ko gre n— oco. (Tu pomeni /\ simetricno c

1. Naj bo L multiplikativen linearen funkcional na A(U). (Tukaj pomeni
A(U) mnozico vseh analiticnih funkcij na obmocju U.) to je L: A{U} — C m
L(fg) = L(f) L(g) za vse funkcije f, g ¢ A(U). (L = 0 ne stejemo med m
kativne funkcionale.)

Dokazi, da je L(f) = f(zy) za neki z, iz U.

2. Naj bo D

D zaprt disk, vsebovan v odprti mnozici U in A = {feC(U);
'ﬂﬂl § za vse zelU in f(z) =0 za z ¢ §,, Dokazi, da je A zaprta in omejena
podmnozica v C(U) i da ni kompaktna.

(C(U) so vse zvezne kompleksne funkcije na U s topologijo enakomerne
konvergence na vseh kompaktnih podmnozicah U-ja.)

I. Naj bo f,: [0,1] = [0, + o] taksno zaporedje Lebesguovo merljivih
funkcij, da je ess sup f, = + o0 zan =1, 2,... Ali za vsako tako zaporedje
obstaja mera y na [0, 1], za katero velja

1
| fondu= + oo, zan=1,2,...
0



2. Naj bo T omejen operator iz Banachovega prostora X v normiran line-
aren prostor Y, za katerega obstajata taki realni Stevili ¢ in §, g <1, da velja:

za vsak y i1z Y z normo 1 obstaja x iz X z normo manjso ali enako ¢, tako
da je |y —Tx| < g

Dokazi, da potem za vsak y in Y obstaja x iz X, da je y =Tx in |x| <
< all—p)1 |y

Geometrija

1. Naj bo ABC trikotnik v E2 in M toCka v njem. Dokazi, da je MN +
+ MB + MC < AB + AC
ce je BC najkrajSa stranica trikotnika ABC.

2. Naj bo Oabc konveksen trieder v E3, katerega dieri so ostrokotni, in a’
pravokotna projekcija poltraka a na ravnino Obc, b’ pravokotna projekcija
b na ravnino Oca in ¢’ pravokotna projekcija ¢ na ravnino Oab. Pokazi, da so
Oaa’, Obb’ in Occ’ simetrijske ravnine diedrov triedra Oa’b’c’.

Mirko Dobovisek

Poleg zahtevnega sStudijskega dela najdemo studentje Se vedno Cas, da se
sprostimo v sportu, da se zabavamo, pa tudi da se pogovorimo o problemih,
ki nas pestijo.

PRIMATIJADA je sportno, kulturno, pouc¢no in seveda tudi zabavno sreca-
nje Studentov z vseh prirodoslovno-matematicnih oddelkov in fakultet 1z
Jugoslavije.

LetoSnje 6. srecanje je potekalo od 9. 4. do 15. 4. v Umagu, sodelovale pa
so takultete 1z Beograda, Kragujevca, Ljubljane, Nisa, Novega Sada, Osijeka,
Pristine, Reke, Sarajeva, Skopja in Zagreba, ki je bil tokrat organizator.

Iz Ljubljane se je sreCanja udelezilo 54 Studentov matematike in fizike.
Na Sportnem podrocCju smo se odlicno odrezali, najboljsa pa so bila dekleta
v odbojki in fantje v rokometu, saj so oboji zasedli prvo mesto.

Dopoldne so potekala predavanja, na katerith so Studentje spregovorili
0 svoji raziskovalni dejavnosti, in se vrstili razgovori o reformi visokoSolske-
ga izobrazevanja, o ucinkovitosti studija, o samoupravljanju, delu mladinskih
organizacilj in studentskem standardu. |

- Veceri so bili bolj zabavnega znacaja. Vse ekipe so se pomerile v kvizu
in nasSa ekipa je zasedla zasluzeno prvo mesto, saj so se fantje res izkazali,
tako v znanju kot v spretnostnih igrah.

SreCanje je potekalo v prijateljskem in Sportnem ozracCju in upamo, da bo
tako tudi prihodnje leto, ko se bomo srecali na Tjentistu.

Naj na koncu Se povemo, da se studentje sreCujemo s financnimi tezava-
mi, saj moramo skoraj polovico stroskov poravnati sami. Tudi letos nam je
— tako kot Ze lani — priskocCil na pomocC Institut Jozef Stefan, odsek za
uporabno matematiko, VIO matematika in mehanika ter VTO fizika.

Nada Sirca
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nyi: . str. 627, IL. str.

Alfred Rényi (1921—1970) je bil nedvomno med n
naticnimi ustvar}aim v dmgx polovici nasega smiefqa
“ ki atkem zivljenju je objavil Cez 350 originalnih sestavkov

m&mh obmvnavaw zelo razlicna vpmsama predvse n iz teorije
sﬂﬁevﬂ mmefm@gmega racuna, teoreti¢ne statistike in njunih uporab v eko-
nomiki, kemiji, medicini itn. Med knjigami je treba posebej omeniti obsezen
ucbenik verjetnostnega racuna; odlikuje ga bogasitvo snovi, originalno 1zho-
disCe in pedagosko mojstrstvo.

V pricujocih treh knjigah je zbranih 156 Rényijevih Clankov v anglescini,
nems$c¢ini in francoscini. Clanki, ki so izsli prvotno v madzarskem, ruskem ali
kitajskem jeziku, so prevedni v anglesCino. Veliko sestavkov je Se zmeraj
aktualnih, drugi pa so zanimivi vsaj z zgodovinskega staliSCa. Ker so poleg

tega po vecini lahko dostopni, je prebiranje teh knjig zares uzitek.

m neckoliko podrobneje, ker mi je bila za
OSNOVO pr@amm na U‘@Ui stopnjl v E@m 1978/79. Vsebina je mzd@h@na na

Teorija veckratnosti, Borelove strukture in Od komutativ-
aE oeber.

Obdelali smo priblizno polovico knjige, kar daje
Shnm da g@ vV njej kijub majhnemu obsegu zgosceno prav dosti materiala.
- pa je pripomniti da je del Casa Sel za izpeljavo spektralne razclenitve
ormalnih operatorjev (po po Rudinovem delu Functional Analysis)

ge? A m pravi, da se je dosledno gzogl """ bal
Bo pisanja. Poskusal je posredovati osnove, -
ideje fmom}@ waigebm in pustiti ob strani posplositve, m Sk@l"ﬁ;} nikoli ne
pridejo v postev. Tako so mmk@ veckrat zapisani le za primer Sepamﬂm
Hilbertovih prostorov in GCR algeber. Seveda pa to samo zase ne b1 bilo kaj
posebnega. Kar pri tej knjigi najbolj zbuja Sp@gmvame, je avtorjevo suvereno
obvladanje snovi, nacin, kako z minimalnimi sredstvi elegantno in originalno
doseze tezke rezultate. Druga, prav tako obcudovanja vredna lastnost pa je
jasnost in »opo-m@sfi izpeljav. Treba je recCi, da ze omenjena Rudinova knjiga
ne vzdrzi prin erjave ne na enem ne na drugem podrocju. A nacm
pisanja me spomnja na Milnorjevo Mmg@ Characteristic Oasg@s
pred leti $tudirali na iopoloskem Semmamu in v kateri }@ bilo pmkmcno vse
tako dobro napisano, da je bilo to videti Ze kar nekaksna C&I‘OVHU& Cemv je
Enmiaﬂon to C*-algebras V@I‘}@U’lo na nekoliko mZ}em nivoju, je prum

JlepSI kompliment, ki ji ga lahko 1zreCem.

Obzornik mat. fiz.




Niklaus Wirth, RacunalniSko programiranje, DMFA SRS, 1979, 280 str.
Cena 250.— din (200.— din). (Izbrana poglavja iz matematike; 12).

Niklaus Wirth, C. A.R. Hoare in Edsger W. Dijkstra so v racunalniStvu
tri najimenitnejSa imena danasnje dobe. Vsi trije so duSevni ocetje struk-
turnega programiranja, brez cesar si danes ne znamo vecC zamisljati sestavlja-
nja obseznih in zamotanih raCunalniskih programov.

Pri tem je treba reci, da se ti trije mozje niso omejili na teoretiCna raz-
glabljanja, ampak se jim je posrecilo svoje 1deje res priblizati najSirSemu
krogu uporabnikov. Rezultat njihovih skupnih naporov je programski jezik
pascal, pri tem pa gre prav N. Wirthu posebna zahvala, da se je pascal tako
bliskovito razSiril. V clanku Moc pascala, s podnaslovom Uporabnikom je
vsec, prodajalcem se zacenja svitati, standardi so na poti, ki je bil objavljen
v julijski (1979) Stevilki revije Datamation, beremo:

»PospesSena rast pascala se je nemoteno nadaljevala; decembra 1978 je Pa-
scal News (13) objavil, da obstaja ze 110 razlicnih prevajalnikov za pascal, od
tega enajst za PDP-11. Danes lahko uporabljamo pascal na vsej racunalniski
opremi, od mikroracunalnikov do super racunalnikov, podroCje uporabe pa
se je obcutno razSirilo od zacetne vloge v sistemskem programiranju in
pri pouku programiranja. DanasSnja raba pascala sega od procesiranja v real-
nem Casu za vesoljsko omrezje Nase do splosnih knjigovodskih sistemov na
mini racunalnikih.«

Niklaus Wirth pa ni samo velik racunalniski teoretik (in praktik) pac pa
tudi velik pedagog. Objavil je vrstio Clankov in knjig, med katerimi zavzemata
knjigi Systematic Programming in Algorithms + Data Structures = Pro-
grams prav posebno mesto.

V knjigi Systematic Programming (SP) najdemo opis programskih proce-
sov, osnovanih na programskem jeziku pascal. Bralec zve, kako naj bi sestav-
ljal programe, za katere se da pokazati njithova pravilnost.

Knjiga Algorithms + Data Structures = Programs (ADSP) je izjemno
berljiva knjiga, ki uvaja bralca v reSevanje pretresljivo tezkih problemov na
presenetljivo preprost nacin. |

Delo Racunalnisko programiranje obsega prevod 1zbranih poglavij iz obeh
Wirthovih knjig. Prevod in 1zbor poglavij sta delo dr. Bostjana Vilfana, ki je
v to nalogo vlozil veliko dela in strokovnega znanja. Nemajhno tezavo je pred-
stavljala raCunalniska terminologija, saj le-ta na tem podrocju pri nas Sele
nastaja. Prevajalcu je treba priznati, da je 1zSel i1z tega tezkega boja nadvse
Castno, Ce ze ne kar kot zmagovalec.

Knjiga RacunalniSko programiranje obsega enajst poglavij (in 275 strani).
Prvih sedem poglavij (56 strani) je prevod prvih sedmih poglavij dela SP in
obravnava osnovne elemente programiranja. Naslovi poglavij so Uvod, Temelj-
ni pojmi, Zgradba racCunalnika, Preprosti pripomocki in sistemi, Nekaj pre-
prostih programov, Konc¢nost programov in Linearni zapis in programski
jeziki.

Osmo poglavje (62 strani) — Osnovne podatkovne strukture je prevod
prvega poglavja dela ADSP in obsirno obravnava podatkovne strukture mo-
dernega jezika, kot je pascal.
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Postopno razvijanje programov je prevod

Deveto poglavje (36 strani) —
lerih obravnava strukturno pot za razvi-

petnajstega poglavja In na prin
janje programov.

Zadnji dve pogiavji (101 stran) — Rekurzivni algoritmi in Dinamicne po-
datkovne strukture sta prevod tretjega in (delno) Cetrtega poglavja dela ADSP.
<ot povesta ze naslova, posegata ti dve poglavji v manj znana in logicno pre-
cej zapletena podrocCja programiranja. Tu spoznamo Niklausa Wirtha v naj-
lepsi luci, saj nam branje pokaze, da je zivljenje neprimerno bolj preprosto,
kot se nam zdi.

Z rahlim obzalovanjem pogreSam v knjigi Se dve zanimivi poglavji o sorti-
ranju in o zgradbi prevajalnikov, a ne preostane mi drugega, kot da bralca,
ki ga utegne to zanimati, napotim k izvirnemu delu ADSP.
Knjiga RacunalniSko programiranje je bogato opremljena z zanumi
nalogami, ki, se razume, nimajo predlozenih reSitev.

O primernosti dela za Solski uc¢benik je tezko soditi, saj je to zelo odvisno
od ucénega programa in ne nazadnje od ucitelja. Vsekakor pa je to delo nepre-
cenljive vrednosti za sploSno racunalnisko izobrazbo. Vsakomur pa, ki hoce
ostati v racunalniSkem srednjem veku, branje tega dela mocCno odsvetujem.
Poti nazaj namrec ni.

Egon Zakrajsek

Avtor je sestavil ta skripta po zapiskih predavanj, ki jih je imel 1. 1976/77
na podiplomskem Studiju matematike. Vsebujejo pa le prvih pet poglavij, ki
govore o splosni teoriji. Zato bodo prisla prav tudi Studentom matematike na
drugi stopnji pri predmetu funkcionalna analiza, kjer se sicer obravnavajo v
glavnem normirani prostori, v program pa so vkljuceni tudi osnovni pojmi
lokalno konveksnih vektorskih prostorov. Tudi v uporabi imamo pogosto
opravka s splosnimi topoloSkimi vektorskimi prostori; pomislimo samo na
distribucije.

Skripta so napisana tako, da so dostopna bralcu brez posebne matematicne
predizobrazbe. Prvo poglavje npr. obravnava vektorske prostore z algebrskega
staliSca. Vsebuje pa ze pojme, ki so pomembni v poznejsi teoriji: funkcional
Minkowskega, seminorme 1td. Tu je tudi dokazana algebraicna verzija Hahn-
Banachovega 1zreka o razsiritvi. Drugo poglavje seznanja bralca s tistim de-
lom splosne topologije, ki ga potrebujemo pri teoriji linearnih topoloskih
prostorov (na kratko LT prostorov). Naslednje poglavije govori o splosnih
lastnostih LT prostorov. Tu je med drugim dokazan i1zrek, da se da vsak
Hausdorffov LT prostor vloziti v poln LT prostor (LT prostor X je poln, Ce
je v njem vsak Cauchyjev filter konvergenten). Posebno pomembni so lokalno
konveksni LT prostori. Cetrto poglavje obravnava te prostore, zvezne linearne
preslikave med njimi in zvezne linearne funkcionale. V zadnjem poglavju je
najprej dokazan izrek, da sta dva Hausdorffova LT prostora nad istim obse-
gom izomorina, Ce imata isto koncno razseznost, nato i1zrek, da je vsak lokalno
kompakten Hausdorffov LT prostor koncno razsezen. Podmbn@}@ So obrav-
navani Se metricni LT prostori in posebe] Fréchetovi prostori. Na koncu
skript je stvarno kazaﬁ-m

[van Vidav
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