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Obzornik mat. fiz. 24 (1977) 5

KOLOBARJI Z INVOLUCIJO

NIKO PRIJATELJ
AMS Subj. Class. (1970) 16 A 28

Informativni ¢lanek o nekaterih osnovnih lastnostih projektorjev v involutivnih kolobarjih.

RINGS WITH INVOLUTION

An expository article about some of the fundamental properties of projections in rings with
involution.

Za asociativni kolobar K pravimo, da ima involucijo, ali da je involutiven, &e je
v njem definirana preslikava
X b x*

s temile lastnostmi: za poljubna x, y € K je

(xM* =x (6))
(x 4 y)* = x* + p* 2
(xp)* = y*x* 3

Tak kolobar imenujemo tudi zvezdica-kolobar in to piSemo kar *-kolobar.

Na osnovi (1) takoj vidimo, da je involucija bijekcija, saj iz x* = y* ofitno sledi x = y
in seveda je tudi vsak x € K slika elementa x* e K. Zaradi (2) in (3) je potemtakem v komuta-
tivnih kolobarjih involucija istovetna z avtomorfizmom. V obsegu kompleksnih Stevil C
je na primer — mimo identi¢ne preslikave z + z — involucija tudi preslikava z - z, ki
priredi vsakemu kompleksnemu $tevilu z konjugirano §tevilo z. Pri nekomutativnih kolo-
barjih pa imenujemo involucijo — zaradi (3) — tudi anti-avtomorfizem. Eden najpo-
membnejsih zgledov nekomutativnega *-kolobarja je vsekakor algebra omejenih linearnih
operatorjev nad Hilbertovim prostorom, v kateri je involucija 4 —» 4* dolotena s tem,
da je A* adjungirani operator k operatorju 4.

Element x involutivnega kolobarja K imenujemo hermitski, & velja enakost

53 =g (C))

Po (2) j= vsota hermitskih elementov kajpak spet hermitski element. Za produkt pa je na
osnovi (3) to res natanko tedaj, kadar ustrezna hermitska elementa x, y komutirata. Zaradi
(3) in (1) je za vsak x € K produkt xx* ofitno hermitski element. Zato je kajpak hermitski
element tudi vsak p € K, ki ga lahko zapi§emo v obliki

D = x1x%* + xex2* 4 L.+ xx,* %)

za primerno izbrane xi, X,, ... x, € K. Za take elemente refemo, da so pozitivni, in na
dlani je, da je vsota pozitivnih elementov spet pozitiven element.

Poseben pomen v teoriji *-kolobarjev pa gre tistim hermitskim elementom, ki so hkrati
tudi idempotenti. Pravimo jim projektorji. Potemtakem je element e e K projektor,
Ce in le &e je

e = e* in et =e (6)
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Nicelni element 0 kolobarja je kajpak idempotent pa tudi projektor, saj veljata sklepa:
=040 = 0* = 0* 4 0* = 0 = 0*, In & ima kolobar enoto 1, je tudi ta idempotent
projektor. Za vsak x € K dobimo namred iz resnice 1+ x* = x* + 1 takoj, da je x*1* =
= 1* - x, In ker ima seveda vsak kolobar kveljemu eno enoto, mora biti torej 1 = 1*,
Zato je v kolobarju z enoto hkrati z e projektor tudi 1 — e.

Ker je za vsak projektor e po (6) tudi e = ee*, je potemtakem vsak projektor pozitiven
element kolobarja. Razume se, da vsota dveh projektorjev nasploh ni projektor, produkt
pa je natanko tedaj, kadar projektorja komutirata.

Glede na to, da so projektorji posebne sorte idempotenti, namred hermitski, je pac
utemeljeno pri¢akovati, da bo ravnanje z njimi preprosteje kot pa z idempotenti nasploh.
To se res brz izkaZe in prav v tem je tudi bistvena prednost *-kolobarjev.

Bodi I mnoZica vseh idempotentov, P pa mnoZica vseh projektorjev kolobarja K, se pravi,
da je P < I. Znano je, da je mnoZica I delno urejena z relacijo » =«, ki je za poljubna
e, f € I definirana takole:

e<feoe=ef=fe )]

Bravec lahko brz sam preveri, da je tako definirana relacija res refleksivna, antisimetri¢na
in tranzitivna. Seveda je s (7) inducirana tudi delna urejenost v podmnozici P. Vendar pa jo
v primeru projektorjev e, f€ P lahko definiramo enostavneje samo s

esfwe=¢f ™)

saj e vemo, da je produkt dveh projektorjev spet projektor, &e in samo &e projektorja ko-
mutirata. Potemtakem iz e = ef Ze sledi tudi e = fe.

Med idempotenti poljubnega kolobarja K je nadalje definirana relacija ekvivalence
»~«: za poljubna e, f€ I je

e~f< obstajata x,yeK, daje e=xy in f=yx ®)

Brz se vidi, da lahko $e dodatno vedno zahtevamo, da je x € eKf in y € fKe ter da je »~«
res ekvivalenéna relacija.® Ce pa je K tudi *-kolobar, potem si za projektorje lahko privo-
§¢imo $e tako imenovano involutorno ekvivalenco » X «, ki jo opredelimo takole: za
poljubna e, f€ P je

e X f< obstaja xeK, daje e=xx* in f=x*x &)

Ce je e = xx* in f = x*x, je kajpak y = xx*x = ex = xf€ eKf pa tudi yy* = exx*e =
= e® = ¢ in y*y = fx*xf = f3 = f. Potemtakem smemo po potrebi Ze v (9) vedno S§e
privzeti, da je x € eKf. Iz (9) je tudi neposredno razvidno, da je relacija » X « refleksivna
in simetri¢na. Je pa tudi tranzitivna, saj za poljubne e, f, g € P lahko sklepamo: e £ f in
freg=3x yekK: e=xx* f=x¥x =yy*in g = y*y = e = (xx*) (xx*) = x(x*x)x* =
= x (¥ x* = (xy) (x»)* in podobno g = (¥*y) W*y) = y*(W*)y = y*(x*x)y =
= (x»)*(xy) = e X g. Torej je tudi » £« prava ekvivalen&na relacija. Sicer pa je iz (8) in (9)
oditno, da velja za poljubna projektorja e, f implikacija

el fae~f (10)

Element z *-kolobarja K imenujemo parcialno izometrijo natanko tedaj, kadar
velja enakost
z = zz*z (1n

(1) Primerjajte moj ¢lanek Regularni kolobarji v Obzornik mat. fiz. 24 (1977) 2 in 3. Tudi v na-
daljnjem besedilu pomeni pridvignjeni znak () isti nasvet.
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Iz tega razberemo, da je hermitski element e = zz* projektor, saj je tudi e =
= (zz%) (2z%) = (zz*z)z* = zz* = e. Podobno vidimo, da je tudi f= z*z projektor. Po
9) je kajpada e £ fin po (11) je z = ez = zf.

Vzemimo $e obratno, da je za kak element z € K produkt e = zz* projektor, in sicer tak,
da je z = ez. Potem je seveda z parcialna izometrija. Torej lahko redemo:

1. izrek: Element z *-kolobarja K je parcialna izometrija natanko tedaj, kadar je e = zz*
projektor in je z = ez. :

Brz lahko spoznamo, da sta pri dani parcialni izometriji z = zz*z prirejena projektorja
e = zz* in f = z*z, ki sta kajpak involutorno ekvivalentna, karakterizirana na takle nadin:

2.izrek: Glede na delno urejenost (7°) projektorjev je e = zz* (f = z*z) najmanjsi
projektor, za katerega velja enakost z = ez (z = zf).

Pa vzemimo, da je ¢’ tak projektor, za katerega je tudi z = e’z. Potem je ogitno e’e =
= e'zz* = zz* = e, toregjrese < ¢’. In Ge je f” tak projektor, da je z = zf”, je ff’ = z¥zf’ =
= z*z = f, se pravi, daje f < f".

Ce je z € K parcialna izometrija, potem imenujemo e = zz* levi, f = z*z pa desni
projektor elementa z. Za involutorno ekvivalenco e & f pa refemo, da sloni na z.

Vsaka parcialna izometrija nam torej da par involutorno ekvivalentnih projektorjev.
Res pa je tudi obratno. Vsak par projektorjev, ki sta involutorno ekvivalentna, doloa
parcialno izometrijo, na kateri ta ekvivalenca sloni. Za poljubna e, f € P lahko namre¢ iz
e X fsklepamo na obstoj takega z € eKf, da je e = zz* in f = z*z. Potem pa je o&itno tudi
z = ez = zz*z. Se pravi, da velja:

3. izrek: Vsaka involutorna ekvivalenca med projektorji sloni na neki parcialni izometriji.

V primeru splo8nega *-kolobarja piscu teh vrstic niso znani kak¥ni uporabni in preprosti
kriteriji, ki bi nam razodeli, kdaj je kak idempotent tudi projektor. Nekaj ve¢ je o tem
mogoce povedati, ¢e dodatno zahtevamo, da ima involucija v danem kolobarju K mimo
lastnosti (1), (2) in (3) $e dovoljen sklep

xx¥*=0=>x=0 za, vsak xeK (12)

Ce to je tako, potem govorimo o pravi involuciji v kolobarju K.
V vsakem *-kolobarju imenujemo tak element x, za katerega je

— y¥
normalen. In zdaj velja: xx* = x*x 13)

4. izrek: V kolobarju s pravo involucijo je natanko vsak normalen idempotent projektor.

Pa naj bo idempotent e normalen. Potem nam da raun (e — ee¥) (e — ee*)* =
= (e — ee*) (e* — ee¥) = —ee* + (ee*) (ee*) = —ee* + e(ee®)e* =0 in torej po (12)
odtod e — ee* = 0, se pravi, da je ¢ = ee* = e*, Da je obratno vsak projektor normalen
idempotent, je seveda na dlani.

Tudi 1. izrek se v primeru prave involucije poenostavi:

1.a izrek: V kolobarju s pravo involucijo je element z parcialna izometrija natanko tedaj,
kadar je e = zz* projektor.

Ocitno je treba le $e ugotoviti, da je z = ez. To pa je razvidno iz raduna

(z —ez2) (z — ez)* = (z — ez2) (z*¥ — z*e) = zz* — ezz* — zz%e + ezz¥e = 0

iz katerega po (12) sledi, da je res z — ez = 0.

V kolobarju s pravo involucijo veljata nadalje za poljubna elementa x, y naslednji
ekvivalenci Xy = 0 Qxyy* =0 ¢>X*xy =0 (14)
Vsekakor je dovolj, ée ugotovimo, da je po (12)

xyp* =0= xpy*x* =0=> () ()* =0=>xy =0
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BrZ ko ima *-kolobar K tudi enoto 1, pa je (14) Ze tudi zadostni pogoj za to, da je invo-
lucija prava, saj lahko sklepamo za vsak x € K po (14)

xx*=0=>1'xx*=0=>1x=x=0
Za vsak element x poljubnega kolobarja K imenujemo mnoZici
L(x) ={yeK,yx =0} oziroma D(x)={yeKk, xy =0} (15)

levi oziroma desni anihilator elementa x M. V zvezi s tem definirajmo:

*.kolobar K je Rickartov *-kolobar natanko tedaj, kadar obstaja za vsak x € K tak
projektor e € K, da je
L(x) =Ke® (16)

Ugotovimo najprej nekaj skoraj neposrednih posledic te definicije:

a) Projektor e, ki pripada po (16) elementu x, je z x enoli¢no dolofen. Za poljubna
e, ¢ € P lahko namreg iz enakosti Ke = Ke’ sklepamo takole: ker je e = e? € Ke in e’ =
= (¢')? e Ke’, je torej tudi e € Ke’ in ¢’ € Ke in odtod dobimo, da je e = ee’ = e'e = ¢’.(®

b) K vsakemu x € K obstaja tudi natanko en projektor f kolobarja, da je

D(x) =fK an
Iz
ye(Lx*)* < y* e L(x*) < y*x* =0 xy =0<yeD(x)

takoj vidimo, da je za vsak x € K

D(x) = (L(x*)* (18)
Ce je torej f tisti edini projektor, da je za x* € K po (16)
L(x*) =Kf
potem je kajpak po (18)
D(x) =fK

¢) Vsak Rickartov *-kolobar ima enoto.(™
Za nigelni element 0 kolobarja je seveda
L0O)=D0) =K

Ce je torej.e tisti edini projektor, za katerega je L(0) = Ke, je zaradi 0* = 0 tudi D(0) = ek,
se pravi, da je
K = Ke =¢eK

Odtod pa sledi, da je za vsak x € Kres x = xe = ex @ in tako je projektor e enota kolobarja.

d) V Rickartovem *-kolobarju je involucija prava.

Pa naj bo xx* = 0 in D(x) = fK. Iz hipoteze sledi, da je x* € D(x), se pravi, da je
x* = fx* in zato x = xf. Ker pa je tudi f=f-fefK = D(x), je x = xf =0 in dokaz
je pri kraju.

Bodi x poljuben element Rickartovega *-kolobarja K, e in f pa tista edina projektorja,
za katera je

L(x) = Ke in D(x) =fK (19)

@ Iz ¢ = xe’ sledi ee’ = xe’, torej res ¢ = ee’ in podobno za e’ = ¢’e.
® Iz x = ye dobimo xe = ye, torej res x = xe in podobno za x = ex.
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Potem sta enoli¢no dologena tudi projektorja
g=1—e in h=1— (20)

Kaj lahko povemo o njima?
Zaradi (19) najprej vidimo, da je

X =X—ex =gx in X =x—xf=xh 1)

Potemtakem sta za vsak y € K veljavna sklepa: yg¢ =0 = yx =0 in hy =0 = xy = 0.
Vendar pa smemo sklepati tudi obratno: yx =0= yeL(x) =y =ye=> y—ye =0 =
y¢=0in xy=0=>yeDX) >y =fy=y—fy=0=hy =0. Za vsak y €K veljata
torej ekvivalenci

yx =0<yg=0 in xy=0<hy =0 22)

Zdaj pa tudi brZ spoznamo, da sta prcjzktorja (20) karakterizirana s tem, da sta naj-
manj3a projektorja, za katera veljata enakosti (21). Ce je namreé g’(’) tudi tak projektor,
da je x = g’x (x = xI'), potem je (1 —g)x =0 (x(1 — k") =0) in zato po (22) tudi
(1—g%¢ =01 —hn)=0), se pravi, da je g =g’g (h = hk’) in odtod sledi po (7)),
dajeresg <g’'inh < /',

V primeru torej, da je element x € K parcialna izometrija, je na osnovi 2. izreka projektor
g ravno levi projektor xx* in projektor # prav desni projektor x*x elementa x. Zaradi tega
imenujemo tudi v splo§nem primeru z (20) dolo&ena projektorja g oziroma h, za katera
veljajo relacije iz (21) in (22), levi oziroma desni projektor elementa x in ju bomo v na-
prej oznacevali s simboloma LP(x) oziroma DP(x).

Za vsak element x Rickartovega *-kolobarja K je o&itno

DP(x*) = LP(x) (23)

LP(x) je namre¢ najmanjsi projektor, za katerega je x = LP(x) * x in to je seveda ekviva-
lentno z x* = x* + LP(x).
Prav tako se brz prepricamo, da velja za poljubna elementa x, ¥ Rickartovega *-kolo-
barja K ekvivalenca
xy =0<DP(x) LP(y) =0 (24)
Po (22) je namred
xy =0<DP(x)*y=0<DP(x) LP(y) =0

Zdaj pa lahko tudi pokaZemo:

5. izrek: MnoZica P vseh projektorjev Rickartovega *-kolobarja K je glede na ¥e defini-
rano relacijo » =«, ki jo delno ureja, mreza,® in sicer je za poljubna e, f € P

eUf=f-+ DPe(l—f)) in eNf=e—LP(e(1—f)) (25)

Pigimo e(1 —f) = x in bodi & = DP(x). Iz xf = 0 dobimo po (22) seveda 4f = 0 in
torej tudi fh = (Af)* = 0. Zato je o€itno tudi f + & projektor. Ce piSemo torej f + h = g,
je zaradi gf = f seveda f < g. Po (21) pa je x = xk in to nam da e — ef = eh, se pravi
e = e(f+ h) = eg, torej tudi e < g..Potemtakem je ¢ zgornja meja mnoZice {e, f}. Pa naj
bo k tak projektor, da velja tudi e < k in f < k. Ker je potem xk = e(1 — f)k = ek —
— efk = e — ef = x, je zaradi dejstva, da je & = DP(x) najmanjii projektor, za katerega
velja enakost xh =x, seveda h < k. Toda iz f<k in h <k dobimo, da je gk =
=(f+ MWk =f+ h =g, se pravi, da je g < k. Potemtakem je res

g=f+h=f+ DP(e(1 —f)) = sup{e, f}

in s tem je prva enakost v (25) dokazana.
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Da dokaZemo 3e drugo, se naslonimo na prvo in ravnajmo takole:

Bodi projektor p = (1 —e) U (1 —f). Potem dobimo iz relacij 1 —e = (1 —e)p in
1—f=(0—f)penakostil —p =e(l —p)inl —p = f(1 —p),sepravi,dajel —p < e
in 1 —p < f, skratka, da je projektor 1 — p spodnja meja mnoZice {e,f}. Pa naj bo m
tak projektor, da je tudi m < e in m < f. Potem je zaradi me = m in mf = m oditno
l—mA—e)=1—ein(l—m(A—f)=1—f sepravi, da jel —é¢ <1—m in
1—f=<1—min zato p <1—m, torej p(1 —m) =p ali drugade zapisano pm = 0.
Odtod pa takoj sledi, da je (1 — p)m = m in to pomeni, da je m <1 — p. Potemtakem je
1 — p = inf {e, f}. Ce upostevamo Ze dokazano prvo enakost v (25) in pa (23), nam da radun:
l1—p=1—(1—aU(l—MN=1—(A—HUd—e)=1—(1—e) +DP(1—
—f)e) = e—DP((1 —f)e) = e —LP(e(1 —f)). S tem je dokazana tudi druga enakost
v (25).

Za dva idempotenta e, f poljubnega kolobarja K z enoto reCemo, da sta podobna,
&e in le &e obstaja kak inverzibilen element x € K, da je

f=x"1lex (26)
V Rickartovem *-kolobarju pa velja:
6. izrek: Vsak idempotent je podoben nekemu projektorju.
Naj bo torej e € I in DP(e) = h. Potem je kajpak e = eh in ey = 0 < hy = 0. Odtod
razberemo, da je zaradi e(1 —e) = 0 tudi 2(1 — e) = 0, torej & = he. Kratek racun zdaj
brz pokaze, da je element x = 1 — (1 — e)he inverzibilen, da je x* =141 —e)ke

in da je h=(0+ (1 —e)he)e(1 — (1 — e)he)

se pravi, da je idempotent ¢ podoben svojemu desnemu projektorju DP(e).

Neposredna posledica tega izreka je

7. izrek: V Rickartovem *-kolobarju je vsak centralni idempotent projektor.

Ce je namred centralni idempotent e podoben projektorju /4, vidimo iz enakosti # =
= x"lex = ex~'x = e, da sta enaka.

Ta izrek in pa 4. izrek, ki nam odkrivata, kdaj je kak idempotent Ze tudi projektor,
dopolnimo $e z naslednjim:

8. izrek: V Rickartovem *-kolobarju je idempotent e projektor, brz ko prirejena pro-
jektorja LP(e) in DP(e) komutirata.

Ce pisemo LP(e) = gin DP(e) =h, jee = e* = ge = eh. 1z(1 —e)e = O0ine(l —e) =
= 0 pa dobimo po (22) tudi (1 — e)g = 0in (1 — ¢) = 0, torej g = egin h = he. Ker pa je
po hipotezi gh = hg, je e =eh-ge = eg-he =ghin e* = hg =gh = e.

Rickartov *-kolobar K imenujemo *-regularen kolobar, e obstaja za vsak a € K tak
ol @ = axa® @7

Najprej pokazimo:

9. izrek: *-kolobar K z enoto je *-regularen natanko tedaj, kadar eksistira k vsakemu
a € K tak projektor e € K, da je oK — eK @8)

Naj bo torej a poljuben element *-regularnega kolobarja K in x € K tak, da je a = axa.
Potem je otitno # = xa idempotent, saj je h* = (xa) (xa) = x(axa) = xa = h, in a = ah.
Toda iz & = xa sledi Kh < Ka in iz a = ah pa Ka < Kh, se pravi, da je

Ka = Kh (29
Ker ima kolobar K enoto, brz razvidimo, da je tudi )
D(a) ={y,Kay =0} in D) ={y,Khy =0}
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To pomeni, da je zaradi (29)
D(a) = D(h) (30)

Ker je h idempotent, pa brz vidimo, da je D(h) = (1 —h)K. Prav gotovo je namreé
h*(1—hK=0inizhy =0slediy =y—hy = (1 —h)y, torej y € (1 — h)K. Potemta-
kem lahko pisemo (30) tudi

D(a) =0—hnK @31

1z tega in iz (29) pa dobimo s podobnim premislekom
Ka=Kh =LA —h ={y,y(1 —hK =0} = {y, yz = 0 za vsak z € D(a)}

se pravi, da je za vsak a € K

Ka = {y, yz = 0 za vsak z € D(a)} 32)
Potemtakem je tudi za element a*a € K
Ka*a = {y, yz = 0 za vsak z € D(a*a)} 33)
Toda
D(a) = D(a*a) (39

saj je ocitno res
zeD(a) = az =0 = a*az = 0 = z € D(a*a)

po (12) in (d) pa je tudi
z € D(a*a) = a*az = 0 = z*a*az = 0 = (az)*(az) =0 = az = 0 = z € D(a)

1z (32), (33) in (34) pa seveda dobimo, da je

Ka = Ka*a (35)
Potemtakem obstaja tak u € K, da je
a = ua*a (36)
Ce postavimo
e = ua* 37

brz vidimo, da je e projektor, saj je po (36) najprej e = ua*au* = (ua*) (ua*)* = ee*,
torej e = e* in zato tudi e = ee* = e2. Toda iz a = ea sledi aK < ¢K, iz e = e* = au* pa
eK < aK. Zato je res aK = eK in dokaz v eno smer je koncan.

Vzemimo $e obratno, da je K tak *-kolobar z enoto, v katerem obstaja k vsakemu
a € K tak projektor e € K, da velja (28). Potem je spet veljaven Ze znani premislek

L(a) = {y, yaK = 0} = {y, yeK = 0} = L(e) = K(1 —e)

ki nam neposredno pove, da je K Rickartov *-kolobar. Se veé! Ce primerjamo to enakost
z (19) in (20) in upostevamo, da je e = 1 — (1 — ¢), brZ spoznamo, da je v enakosti (28)
projektor e z elementom a enoli¢no doloden, saj je e = LP(a).

1z (28) pa kajpak tudi sledi, da je @ = ea in da obstaja tak x € K, za katerega je e = ax.
Zato je tudi a = axa in s tem je ugotovljena tudi regularnost kolobarja. Tako smo dokazali
izrek tudi v obratni smeri.

Dodajmo temu izreku $e naslednji dopolnili:

A) Seveda lahko *-regularen kolobar K karakteriziramo tudi tako, da obstaja k vsakemu
a € K tak projektor f € K, da je

Ka = Kf (38)

Pri tem je projektor fz a enoli¢no doloden, ker je f = DP(a).
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B) Iz dokaza 9. izreka je razvidna implikacija:
Ce eksistira k vsakemu a € K tak u € K, da je

a = ua*a 39

potem je tudi tak projektor e € K, da je aK = eK. Res pa je tudi obratno. Iz aK = e¢K namred
takoj sledi, da je @ = ea in e = ax za primeren x € K. Ker pa je e projektor, torej tudi
e = x*qa*, lahko pi§emo a = x*a*a in & oznagimo x* = u, v obliki (39). Potemtakem lahko
tudi re¢emo:

10. izrek: *-kolobar K z enoto je *-regularen natanko tedaj, kadar lahko vsak njegov
element a zapiSemo v obliki (39) za primerno izbran u € K.

Za sklep se pomudimo $e nekoliko pri involutorni ekvivalenci projektorjev (9). V vsakem
*-kolobarju K je gotovo za vsak projektor e veljaven sklep

eX0=e=0 (40)

Iz e X 0 lahko namreg sklepamo na tak x € eKO = {0}, se pravi na x = 0, da je res
e =xx*=0,
Ce ima *-kolobar K tudi enoto 1, se nam seveda ponuja podobno vprasanje, ali je za vsak
projektor e dovoljen tudi sklep
eil=>e=1 (41)

Pa recimo, da bi ta sklep veljal in vzemimo poljuben x € K, za katerega je xx* = 1.
Potem je oCitno e = x*x projektor, saj je e* = (x*x) (x*x) = x*+1+x = x*x = e = e*
in po (9) je seveda e ~ 1. Torej je po (41) tudi x*x = e = 1. V *-kolobarju K z enoto,
v katerem velja za vsak projektor e sklep (41), velja potemtakem tudi sklep

xx* =1=x*x=1 zavsak xekK 42)

Vsekakor pa je res tudi obratno, da (42) implicira (41). Iz e £ 1 sledi namred po (9)
obstoj takega x € K, da je 1 = xx* in e = x*x. Po (42) pa odtod dobimo, da je tudi e = 1.
*-kolobarje z enoto, v katerih je veljaven sklep (42), imenujemo konéne®. Potem-
takem je sklep (41) karakteristicen za konéne *-kolobarje. ,
Nazadnje pa se $e vpra$ajmo, kdaj velja za poljubna projektorja e, f kak$nega *-kolo-
barja tudi k (10) obratni sklep
e~f=eXf (43)

se pravi, kdaj sta »navadna« in involutorna ekvivalenca ekvivalentni? Izmed ved mogo&ih
odgovorov izberimo le tegale:

11. izrek: V *-regularnem kolobarju K je za poljubna projektorja e, f veljaven sklep
(43) natanko tedaj, kadar velja za vsak x € K involutorna ekvivalenca

LP(x) X DP(x) 44)

Naj bosta najprej e, f projektorja in e ~ fter naj velja (44). Po (8) obstajata taka x € eKf
in y efKe, da je e = xy in f = yx. Potemtakem je x = ex = xf. Velja pa tudi za vsak
z€K:zx=0=2zxy =0=>ze =0=>zex =0=>zx =0inxz2=0=yxz2=0=fz=0=
xfz =0 = xz = 0. Po (21) in (22) lahko torej ugotovimo, da je e = LP(x), f = DP(x) in
zato je po (44) res e X f.

Vzemimo $e obratno, da je K tak *-regularen kolobar, v katerem velja sklep (43) in
izberimo poljuben x € K. Ce pisemo LP(x) = e in DP(x) = f, je kajpak x = ex = xf € eKf
in na osnovi dokaza 9. izreka tudi vemo, da je xK = eK. Potemtakem je tak y € K, da je
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xy = e. Ker pa je potem tudi x(fye) = (xf)y-e =xy-e = e? = e, smemo kar privzeti,
da je Ze sam y € fKe. Toda iz x(yx — f) = ex — xf = 0 dobimo po (22) tudi f(yx —f) = 0
in odtod, da je ( f¥)x = yx = f. Ker je torej e = xy in f = yx, je po (8) seveda e ~ fin zato
po (43) tudi e X £, se pravi, da je res LP(x) £ DP(x) in to smo hoteli dokazati.
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NOVE KNIJIGE

Andrej Cade?, Fizika zvezd, DMFA SRS 1977, str. 60, cena 20.— din (16.— din). (Post-
diplomski seminar iz fizike; 5)

S prijetnimi obcutki lahko spremljamo dejstvo, da se v zadnjem asu — predvsem po
zaslugi fizikalne $ole in Drustva matematikov, fizikov in astronomov — sicer podasi, toda
vztrajno bogati originalno strokovno fizikalno &tivo v slovensCini. Najnovejsi prispevek
so skripta A. Cadeza Fizika zvezd.

Delo je posveceno, kot pove Ze naslov, fizikalnemu dogajanju v zvezdah. Bralec se
najprej seznani z osnovnimi enaCbami zvezd, z mehanskim in energijskim ravnovesjem
teh veleskupkov snovi. Preproste ocene znacilnih koli¢in, ki izhajajo iz teh enacb, so pre-
senetljivo to¢ne. Sledi podrobnejsi opis zvezdne snovi, ocena za ulinkovitost gorivnih
ciklov in ocena za prosojnost zvezdne snovi, se pravi, za uinkovitost prenosa energije.
Z dobljenimi zakljucki so zgrajeni modeli zvezd. Kon¢na poglavja so posvecena »nena-
vadnim« zvezdam, belim pritlikavkam, nevtronskim zvezdam in ¢rnim luknjam. Tudi tu
je obstoj zvezde kot celote pojasnjen s stanjem snovi v njej.

Delo se odlikuje z razumljivim, pa vendar temeljitim podajanjem gradiva. V verigi
korakov od osnov do kon¢nega cilja — modela zvezde, ni avtor nikjer pustil vrzeli, pri
kateri bi se morali zadovoljiti z opravicilom o teZavnosti. Pri podrobnostih iz kvantne
mehanike in jedrske fizike je znal ujeti pravo mero, utrujajote radune je znal nadomestiti
s pojasnilom, izvedenim iz osnovnih nacel. Zato je fizikalna vsebina vsakega raduna hitro
razvidna in dostopna vsakomur, ki se je v osnovnih tecajih fizike in matematike privadil
fizikalnemu racunstvu. Celo ljubitelj brez potrebne izobrazbe bo lahko iz samega besedila
razbral bistvo.

To bistvo pa je — da zvezde kot fizikalni pojav razumemo; da tudi s preprostimi fizi-
kalnimi razmisleki razumemo, kaj se dogaja v njihovi notranjosti in zakaj so prav take,
kot so. Posebej za Solnike bo morda zanimiv celo pogled v obratni smeri: iz dela je mogode
posneti celo kopico zgledov za osnovne fizikalne zakonitosti — in to v novi, privlaéni
preobleki.

Skripta Fizika zvezd bodo nedvomno nasla Sirok krog bralcev in so dragocen prispevek
k slovenski naravoslovni kulturi. Avtorju pa naj bo poleg priznanja izreCena tudi spodbuda

za naCrtovani drugi del, ki bi bil posveCen dinamiki razvoja zvezd. ]
Alojz Kodre
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BARVNI LASERJI
BORIS VEDLIN
UDK 535.374
V sestavku so opisani laserji z organskimi barvili. Obdelan je spekter energijskih stanj molekule

barvila in obravnavani energijski prehodi, ki vplivajo na lasersko delovanje. Nazadnje je izpeljana
enacéba za optimalno prepustnost izhodnega zrcala laserja.

DYE LASERS

In the paper organic dye lasers are treated. The energy spectrum of dye molecules is described
and the energy transitions that influence laser operation are discussed. Finally the expression for
the optimum coupling value of the output mirror is derived.

Uvod

Barvni laser ni dobil imena zaradi lastnosti, da mu lahko spreminjamo valovno dol%ino
(barvo izsevane svetlobe), ampak zaradi organskega barvila, ki je v njem aktivna snov.
IzkoriS¢a namre¢ lastnost, da mnoga organska barvila moéno absorbirajo vidno in deloma
ultravijolino in infrardeo svetlobo ter sevajo svetlobo pri nekoliko dalj§ih valovnih
dolZinah. 1966 sta Sorokin in Lankard [1] prva vzbudila stimulirano sevanje v organskem
barvilu in odprla pot barvnim laserjem, ki so izpolnili dolgoletno Zeljo: mozZnost pre-
prostega in zveznega spreminjanja valovne dolZine na Sirokem obmod&ju. Barvni laser
je zanimiv tudi s teoretinega stalii¢a, saj z razmeroma preprostim modelom lahko odgo-
vorimo na osnovna vpra$anja o njegovem delovanju. V bistvu je to $tiristanjski laser, kar
pomeni, da so v lasersko delovanje bistveno vpletena $tiri energijska stanja organske mole-
kule. Molekula doZivi §tiri energijske prehode, da zakljudi en laserski krog in izseva en
foton laserske svetlobe. Brez razumevanja narave teh prehodov ne moremo pojasniti pojavov,
ki povzro€ajo inverzno zasedenost, in pojavov, ki skuSajo lasersko delovanje preprediti.
Posredno pa vplivajo na lasersko delovanje e $tevilni drugi prehodi med elektronskimi
nivoji. Ti so razdirjeni zaradi nihanja atomov ali atomskih skupin v molekuli in vrtenja
molekule. Najprej obdelajmo energijski spekter molekule organskega barvila [1], [2].

Energijska stanja

Singletni (S) in tripletni (T) elektronski nivoji v energijskem spektru razmeroma zapletene
organske molekule so zaradi nihanj in vrtenj razirjeni v $irok pas (sl. 1). Energijska razlika
med sosednjima vrtilnima stanjema (tanke &rte na sl. 1) ima velikostno stopnjo 15 cm™1,
zato lahko obravnavamo elektronske nivoje kot kontinuum.

Omenili smo Ze, da je barvni laser $tiristanjski laser. V prvem koraku laserskega kroga
preide molekula iz osnovnega stanja S, v eno od vi§jih vrtilno-nihajnih stanj nivoja
S; (A — b). Sledi drugi korak: zelo hiter prehod brez sevanja v najniZje stanje pasu
S, (b — B), kar pri veCini molekul organskih barvil v povpredju ne traja dlje kot 10 ps.
Stanje B je »odhodno« stanje za stimulirano sevanje. Molekule se v tem stanju zadrZujejo
zelo dolgo, v povpreju priblizno 5 ns, zato se jih v njem lahko nabere veliko, tako da
dobimo inverzno zasedenost energijskih stanj.

Ko je molekula v spodnjem stanju prvega vzbujenega singletnega nivoja (B), ima na
voljo razli€ne poti za vrnitev v osnovno stanje. Naj omenimo najpomembnejse.
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Vrnitev v S, (B — a) s spontanim sevanjem, ki je spinsko dovoljen prehod, imenujemo
fluorescenca. Izdatna fluorescenca je pogoj, da je organsko barvilo uporabno kot laserska snov.

Molekula se lahko vrne v osnovno stanje brez sevanja. To je nezaZelen pojav, ker zmanj-
$uje fluorescenéni kvantni izkoristek.

Drugi nezaZelen spontani prehod brez se- |
vanja je prehod S, — T,. Verjetnost za ta prehod
je razmeroma majhna, ker je prehod iz sin- L S
gletnih v tripletna stanja spinsko prepovedan. S’{ %
Toda stanje T, je metastabilno z zelo dolgim |
razpadnim ¢asom in deluje kot past za moleku-
le. Molekula lahko preide iz stanja T; v osnov-
no stanje (T; — S,) brez sevanja ali s sevanjem. - et e e :
V drugem primeru je to fosforescenca. Tipi¢ni
fosforescenCni razpadni Cas je mnogo daljsi
od fluorescen¢nega in meri od milisekunde do S {
sekunde. Zato so Ze 1961 predlagali barvni
laser na osnovi fosforescence, vendar poskusi — \ e, }L
niso uspeli. Vzrokov za to je ve¢, med njimi hw:u‘:v'a* '
je tudi razmeroma kratek razpadni Cas za pre- Hurescnca)
hod T; — S, brez sevanja.

Povrnimo se k laserskemu krogu. Tretje- {

Sa

SINGLETNA  STANIA TRIPLETNA  STANJA

|_—absorpcija
g So~=5t

ENERGIA

}h

absorpeifa
=1

mu koraku — stimuliranemu sevanju ustreza 7 0SHOWD STANE

isti prehod kot spontanemu sevanju pri fluo-
rescenci (B — a); barvilo seva stimulirano, ¢e

e absorpcija ali sevanje fofona
je doseZen prag za lasersko delovanje (izdatno = preod brez sovrja
vzbujanje molekul, majhne izgube itd.). Ener-  SI. 1. Poenostavliena risba energijskih stanj
gijsko stanje a je lahko katerokoli od stanj ni- molekule organskega barvila

voja S,. Tu se skriva moZnost za spreminjanje
valovne dolZine. Energijska razlika med stanjema B in a in s tem valovna dolZina izsevane
svetlobe je odvisna od energije stanja a.

Praznjenje stanja a — Cetrti korak v laserskem krogu — je bistveno za dosego inverzne
zasedenosti. Tu je odlo¢ilna Boltzmannova porazdelitev. Da se ohrani termi¢no ravnovesje,
razpade stanje a brez sevanja in se napolni dno osnovnega elektronskega nivoja S,. Mole-
kula je potem pripravljena, da ponovno absorbira foton in zacne krog znova.

Drugi mogo¢i prehodi, ki so oznaceni na sl. 1, so za delovanje laserja izguba. To so ab-
sorpcijski prehodi S, — S,, S; — S, in T; — Te. Njihov vpliv je odvisen od zgradbe organske
molekule, ureditve molekul topila okoli molekul barvila itd.

Model barvnega laserja

Zdaj ko poznamo energijski spekter molekule organskega barvila, se lahko lotimo enacb.
za gostoto svetlobnega toka v notranjosti laserskega resonatorja in zunaj njega. Zanima nas
barvni laser z optiénim &rpanjem ob neprekinjenem delovanju (CW). Za ¢rpanje obiCajno
uporabljamo ionske laserje z moémi med 2 in 20 W.

Definirajmo najprej nekaj koli¢in. Preseka za absorpcijo v osnovnem stanju S, pri
&rpalni in laserski valovni dolzini naj bosta o in ¢,°, preseka za absorpcijo laserske svetlobe
v vzbujenem stanju S, in najniZjem tripletnem stanju T, pa g;*in o/ . Presek za stimulirano
sevanje oznadimo z ¢,. Vsi omenjeni absorpcijski preseki imajo pri molekulah organskih
barvil velikostno stopnjo okoli 10—*¢ cm?®. Razpolovna &asa vzbujenega singletnega stanja
S, in tripletnega stanja T; ozna¢imo s 7, in 7,. Gostote molekul v osnovnem stanju S,, vzbu-
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jenem stanju S, in tripletnem stanju T, naj bodo N,, N, in Ny. Koli&ini I, in I; pa sta gostoti
svetlobnega toka laserja in ¢rpalnega svetila.

Poenostavljeno risbo resonatorja barvnega laserja kaZe sl. 2. Vsako od zrcal resonatorja
ima prepustnost % 7. Crpalni in laserski curek sta vzporedna in se prekrivata. Crpalni
curek po enem prehodu skozi aktivno snov zapusti resonator, laserski curek pa sestoji
iz dveh, v nasprotnih smereh razsirjajocih se delov, ki potujeta med zrcaloma [3].

kivefa 2
organskim
barvilom —

Ie —— .
— 1l
i — 7T

= SL. 2. Poenostavljena risba resonatorja barvnega
zabs g acalo s o laserja

prepusinostjo 7 prepustnostjo 7
Naj bosta gostoti svetlobnega toka laserja in &rpalnega svetila I; in I, v fotonih/cm?s.
Potem se transportna enacba za svetlobo barvnega laserja glasi

(dIl/dZ)celaten i (dII/dZ)stim + (dll/dz)ging + (dIl/dZ);ing + (dIl/dZ)trip + (dII/dZ)ast (1)

Prvi Clen na desni opisuje narasdanje gostote toka laserske svetlobe zaradi stimuliranega
sevanja, naslednji trije Cleni pa ozna&ujejo izgube na raun absorpcije pri prehodih S, — S,
S;— S, in T; - T,. Indeks 7 se nana$a na katerikoli vi§e vzbujeni elektronski nivo. Zadl’ljl
¢len na desni strani enacbe opisuje vse druge izgube; med njimi so najpomembnejSe izgube
zaradi uklona, sipanja in absorpcije laserske svetlobe na opti¢nih elementih ter izgube
zaradi prepustnosti izhodnih zrcal.

Z zvezo 2] (dIdz), i = NSE() I8 nvicn® = o,Nil, )
in podobnimi zvezami za druge &lene enaébe (1) dobimo [4]
(n/o)dL/dt + dl,}dz = I;(o,N, — 6,°Ny + 6/*N; — 6,"Ny — K) ©)

¢, nin 2 so hitrost svetlobe v praznem prostoru, lomni kvocient laserske snovi in valovna
dolZina laserske svetlobe. Parameter K podaja zgoraj omenjene izgube v resonatorju (uklon
itd.). E(1) je normalizirana funkcija za odvisnost jakosti elektriénega polja od valovne
dolzine spontano izsevane svetlobe.
Zdaj zapisimo, kaj vse vpliva na zasedenost zgornjega laserskega stanja (najniZje stanje
singletnega nivoja S,):
dNyJdt = 6zNols + 6,°Nol; — Nijv, — o, N4, “4)

Prva dva Clena na desni strani ustrezata polnjenju stanja zaradi absorpcije &rpalnega in
laserskega curka v osnovnem stanju, zadnja dva &lena pa praznjenju zaradi spontane in
stimulirane emisije.

Podobna, a preprostej$a enalba opisuje zasedenost najniZjega tripletnega stanja:

dNy/dt = kyNy — NyJtp ©)

Parameter k,, podaja Stevilo prepovedanih prehodov S, — T; v &asovni enoti, drugi &en
pa meri hitrost vraanja v osnovno stanje s prehodi T, — S,.

Enacbe (3), (4) in (5) so osnovne enadbe barvnega laserja. Vsebujejo tri neznanke I;, N,
in N7. Vse druge koli¢ine lahko izmerimo. Ker nas zanima gostota energijskega toka laserske
svetlobe pri stacionarnem delovanju, so vsi asovni odvodi enaki ni¢. Prav tako se ne me-
nimo za odvod dI;/dz v enadbi (3); treba ga je upostevati le pri zelo izdatnem optiénem oja-
¢anju. Tako dobimo preprost sistem treh linearnih enacb:

0,N1— 6Ny — 0N, — 6;'Nr — K =0 (6)
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0 Nols + 0,°Noly — Nyt — o ,Ni; = 0 @)

kyNi— Nrjtp =0 ®

Resitev tega sistema pripelje do gostote svetlobnega toka v notranjosti resonatorja
I; = [0,°0;T1iNoI; — 6,°Ny — K]/[6,7:.K + 6/°t:No(o1* + 0, kgp)] ()
Pri tem je Opf = G — 07 — J,Tkx,‘cT (10)

Prikladno je razdeliti parameter K na dva dela

K= (L +1T) (11)

tako da vkljucuje L makroskopske izgube, T pa izgube zaradi prepustnosti zrcal. Del valo-
vanja, ki zapusti resonator skozi izhodno zrcalo in ga koristno uporabimo, je namred
s stali§¢a resonatorja izguba. / meri dolZino aktivne snovi (kivete z barvilom). K in L izra-
zimo kot relativno zmanjSanje gostote svetlobnega toka pri enem prehodu svetlobe skozi
aktivno snov.

Gostota svetlobnega toka, ki zapusa laser skozi izhodno zrcalo s prepustnostjo T, je

L, =TI 12
(12) zdruzimo z (11) in (9), pa dobimo

Iizl =T [O'cvoo'qulNoIc' = O'ION(, = (L + T)/l]/[O'e‘Cl(L + T)/l + 0',071No (0'11 + O"/TkxtTT)] (1 3)

Najpogosteje nas zanima, kako je mo¢ laserja
odvisna od prepustnosti izhodnega zrcala
(sl. 3). Za vsako izbrano valovno dolZino ob-
staja optimalna propustnost izhodnega zrcala
T,,;- Pri vecini laserjev s stalnim delovanjem
meri prepustnost T,,, od dela odstotka do
deset odstotkov. Za velike prepustnosti T
se gostota svetlobnega toka izhodnega curka
zmanj$a, ker se lasersko valovanje zaradi ve¢jih
izgub tezje razvije, pri $e vegjih prepustnostih
pa laser zamre.

Parameter T, je eden izmed najpomemb-

izhodna gostofa foka laserske svetlobe
5]

nej$ih podatkov pri konstrukciji vsakega la- DLER DT T 8 GF "3, T
serja. Izradunajmo ga Se naravnost. Postavimo prepsinest izhode 2reaa T
pogoj za ekstrem SI. 3. Energijski tok barvnega laserja v odvis-
nosti od prepustnosti izhodnega zrcala pri
dl,,|dT =0 149 izbranih valovnih dolZinah

in po kratkem racunu izrazimo T,,, kot

Topr = u [ 4 v/w) — 1)] (15)

uin v sta
u =L + INy (o + o]'kyrp)o, o (16)
v = INoy(0,°0r11l; — 0,°) — L an

Rezultat (15) je zelo podoben izrazu za optimalno propustnost izhodnih zrcal $tiristanjskih
plinskih laserjev [2]. To ni presenetljivo, saj so fizikalne osnove laserjev kljub razli¢nemu
nacinu vzbujanja molekul ali atomov (érpanja) zelo podobne.

173



Zgled

V ilustracijo navedimo nekaj §tevilskih podatkov. Denimo, da uporablja laser kot aktivno
snov 10~* molarno raztopino rodamina 6G. To je najpogosteje uporabljeno organsko
barvilo, ker ima zelo moéno fluorescenco. Crpajmo z zeleno &rto argonovega ionskega
laserja z valovno dolZino 5145 A. Rodamin 6G seva rumeno, oranno in rdedo svetlobo.
Izberimo valovno dolZino barvnega laserja 5700 A, ki je blizu vrha fluorescenéne krivulje,
kar pomeni, da rodamin 6 G tam najmoé¢neje spontano seva. Predpostavimo, da je argonov
laser zmoZen sevati svetlobni tok z gostoto 1024 fotonov/cm? in da opti¢ni elementi prinesejo
49%; makroskopskih izgub. Potrebujemo 3e absorpcijske preseke in ¢asovne konstante [1]:
0’ =1,6-10"%cm?, ¢, =0,15-10"%cm?, 6! =0, o =0,18:10*cm?, o, = 1,8
10~**cm? 7, = 5-107°s, kg0, = 0,8. DolZina kivete z organskim barvilom naj bo 0,03 cm.

1z (16) in (17) sledi # = 0,042 in v = 0,20, kar pripelje do kon¢nega rezultata T,,, = 0,06.
Vsako od izhodnih zrcal mora imeti za valovno dolzino 5700 A prepustnost 6%, da barvni
laser dela z najve¢jo izhodno mocjo.

Omenimo na koncu $e to, da organskih barvil v laserski tehnologiji ne uporabljajo samo
kot aktivne snovi v barvnih laserjih. Zaradi lastnosti, da postane organsko barvilo ob nasi-
cenju absorpcije prepustno za svetlobo, Ce le-ta doseZe dovolj veliko gostoto toka, izdelu-
jejo iz njih stikala Q (Q-switch) in enote za fazno usklajevanje longitudinalnih nihajnih
nacinov (mode-locking). S tem se raziskovalno ukvarjajo tudi pri nas na ljubljanskem centru
za elektrooptiko (ISKRA).
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NOVE KNIJIGE

Mitja Rosina, Jedrska fizika, 2. izdaja. DMFA SRS 1977. 396 str. Cena 140.— din
(112.— din)

Jedrska fizika je prvi¢ izSla pred osmimi leti. Ker so skripta, ki jih uporabljajo predvsem
$tudenti fizike v 4. letniku, posla, se je avtor odlocil za ponatis. Popravil je le tiskovne
napake in na dveh krajih izbolj$al razlago. Kakor piSe v uvodu, namerava skripta prede-
lati in jim dodati nova poglavja — posebno o osnovnih delcih — ¢ez nekaj let, ko se bo
podrodje bolj ustalilo, ko bodo izdelane trajnejSe interpretacije in se bodo pokazale nove
moZnosti za uporabo. Ponatisa se bodo razveselili §tudenti fizike in drugi, ki se zanimajo

jed iko.

BYeCisko 2k Ciril Velkovrh
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JOSEPHSONOY POJAV

FRANC SEVER
UDK 537.312.62
Clanek obravnava osnovne zna&ilnosti Josephsonovega pojava. Najprej je izpeljana zveza za tok
skozi §ibki spoj med dvema deloma supraprevodne kovine. Temu sledi nekaj zgledov za uporabo

pojava.
THE JOSEPHSON EFFECT

In this article the basic facts about the Josephson effect are described. The relation for the
current through the weak link between two parts of a superconducting metal is derived. Finally
some examples of application of the Josephson effect are considered.

Uvod

1962 je B. Josephson napovedal pojav, pri katerem opazimo kvantne znagilnosti v makro-
skopskem merilu. Josephsonov pojav so kmalu zatem tudi eksperimentalno odkrili. Do danes
je dal Ze ve€ zanimivih praktiénih uporab, kot so npr. merjenje zelo §ibkih magnetnih polj,
detekcija elektromagnetnega valovanja z zelo visoko frekvenco, precizno merjenje kon-
stante i/2e, ipd.

Pri Josephsonovem pojavu gre za tuneliranje parov elektronov skozi tanko zaporno
plast med dvema supraprevodnikoma. Poznamo dve vrsti Josephsonovega pojava. Pri
enosmernem Josephsonovem pojavu ohranijo pari pri tuneliranju svojo energijo in zato tok
ni povezan s padcem napetosti. Enosmerni tunelski tok ima kritiéno vrednost I, ki je zna-
¢ilna za dani spoj. Ce pritisnemo na spoj napetost, pa nastopi izmeniéni Josephsonov pojav;
tok zaéne nihati z amplitudo I,. Ta izmenicni tok s frekvenco v je posledica dejstva, da pri
prehodu &ez potencialni skok V pari ne ohranijo svoje energije in se zato izseva radiofre-
kvenéni foton z energijo Av = 2e,V.

Kot vemo, je supraprevodnik snov, pri kateri pade elektri¢ni upor na nic, e jo ohladimo
pod kriti¢no temperaturo. Ta pojav je prvi opazil H.G. Kamerlingh-Onnes 1911, mikro-
skopsko razlago pa so dali Bardeen, Cooper in Schrieffer 1957. V supraprevodnem stanju
so elektroni vezani v pare. Vsi pari so v istem kvantnem stanju in vsi imajo isto energijo in
gibalno koli¢ino. Pri 0 K so vsi elektroni vezani v pare, pri vi§ji temperaturi pa dobe nekateri
pari dovolj energije, da se raztrgajo. Pojavijo se prosti elektroni v kontinuumu stanj. Da
raztrgamo par, potrebujemo energijo 24, se pravi 4 na elektron. Energijski spekter supra-
prevodnika kaZe sl. 1. Po supraprevodniku tece tok, tudi &e ni elektri¢nega polja: pari elek-
tronov ne Cutijo trenja in se prosto gibljejo. Uporabimo Newtonov zakon in napiSemo
izraz za gostoto elektriénega toka:

F=2mdv|dt =2eE j=%ng+2ew = ngew

nezaseden kontinuum delno zaseden
stanj prostih elektronov et o, kontinuum stanj
N SRS A
T « 0K 4 T > oK 4
kondenzirani pari Sl.1a SL.1b

175



ng je gostota supraprevodnih elektronov. Odvajajmo gostoto toka po &asu, pa dobimo
rvo Londonovo enacbo:
N djldt = n.eodv]dt = (neq?|m)E M

Enacba kaZe, da v supraprevodni snovi ni elektri¢nega polja, &e tede po njej stacionarni tok.

Tuneliranje

Najpre;j si bolj splo$no oglejmo tuneliranje. Za primer vzemimo tuneliranje posameznega
elektrona skozi potencialno oviro (sl. 2a). Po klasi¢ni mehaniki se pot elektrona z W < V;
konca tofno na robu potencialne ovire in elektron nikdar ne premaga potencialne ovire.
V kvantni mehaniki opiSemo gibanje prostega elektrona z valovno funkcijo v, ki ima zunaj
ovire obliko kompleksnega ravnega vala, znotraj ograje pa priblizno eksponentno upada.
Ce je ovira dovolj ozka, je verjetnost, da najdemo elektron na drugi strani ovire, znatna
(sl. 2b). Lep primer tunelskega pojava je razpad o, pri katerem delci o zapuste jedro, tako
da tunelirajo skozi elektrostatsko oviro.

Vix) P(x).

Sl. 2a

SL.2b \ e
-a a x \/-a a x

Vo

Oglejmo si $e tuneliranje med dvema enakima supraprevodnikoma. Ce je ¥ = 0, ni toka
posameznih elektronov, ker je tok posameznih elektronov z desne na levo enak toku v
obratni smeri. Pri ¥ = 0 tede le tok parov. To je enosmerni Josephsonov pojav. Ko je
V # 0, pa elektroni iz raztrganih parov lahko tunelirajo v obe smeri. Poleg tega tunelirajo
tudi pari. Pri tem se izsevajo radiofrekvendni fotoni z energijo iv = 2¢,V. To je izmeni¢ni
Josephsonov pojav. Tok posameznih elektronov z desne na
levo je velji od toka z leve na desno, ker je za elektrone z
desne na levi ve¢ nezasedenih nivojev, kot jih je za elektrone
z leve na desni. Skupni tok v levo nara$¢a z napetostjo, dokler
niso zasedeni nivoji na levi vsi niZji od dna kontinuuma na
desni. To se primeri, ko je e,V ~ in kT ali ¥V ~ 10~*V, ker
leZe nesparjeni elektroni v obmodju s $irino kT okrog najniZjega
nivoja kontinuuma (sl. 3). Ko napetost $¢ naraste, ostane tok
bolj ali manj konstanten. Noben elektron z leve ne more tuneli-
rati v desno, $tevilo elektronov na desni, ki so zmoZni tunelira-
nja, pa je konstantno.

tok
posameznih
L tok parov__ _ _ elektronov
(izmenicni) (enosmerni)
Sl 4a SL. 4b 24/, 14
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Ko V doseZe 2 A/e,, pride do trganja Cooperjevih parov (sl. 4a). Eden od obeh elektronov

axee

najniZji nivo kontinuuma na desni. Tok se mo&no poveda (sl. 4b).

Faza valovne funkcije za elektronske pare

Kot vemo, je supraprevodni tok posledica koherentnega gibanja Cooperjevih parov.
Ker so vsi pari v istem stanju, opi§emo njihovo gibanje z isto valovno funkcijo y oc ef (kr—on),
Tu je k valovni vektor za teZi§e para, r njegova koordinata in W = fiow = DPparal2Mya,,
energija para. Izraz kr — ¢ v eksponentu pri valovni funkciji ima pomen faze enako kot
pri klasiénem valovanju. Faza valovne funkcije za elektronske pare je makroskopsko opaz-
ljiva, ker je makroskopsko 3tevilo parov v istem stanju z isto fazo. Podobno je pri fotonih
v laserski svetlobi. Pri takem koherentnem valu je fazna razlika med poljubnima dvema
to¢kama v nekem kosu supraprevodnika v &asu konstantna. Zato lahko med supraprevod-
nimi tokovi pri¢akujemo interferenéne pojave. Teh pojavov ne opazimo med navadnimi
tokovi v navadni kovini, ker se tam elektroni kar naprej sipajo in se fazna povezava zgubi
Ze na zelo kratkih razdaljah.

Naj od tocke X tede k tocki Y supraprevodni tok. Tedaj je gibalna koligina Cooperjevih
parov razli¢na od ni¢ in de Broglieva valovna dolZina A = A/p kon¢na. Med todkama X
in Y obstaja v Casu konstantna razlika faz: (49)yy = 9y — 9y = [kdl. Ta integral in
podobne integrale je treba izradunati med to¢kama X in Y. Za delce z nabojem e in maso m,
ki se gibljejo v magnetnem polju, je posploseni impulz enak p = mv + €A, & je A vektorski
potencial. Pri prehodu na kvantni opis je treba k izraziti s posploenim impulzom, ne z
gibalno koli¢ino. Tako lahko lo¢imo dva prispevka k fazni razliki. Prvi je zaradi toka in
drugi zaradi magnetnega polja:

(49)xy = [kdl = [ (p/h)dl = A~ [ 2mv + 2e,A)dl = (2m[k) [ vdl + (2e./h) [ Adl

Mevw

Hitrost teZiSCa para v izrazimo z gostoto toka: v = j/ne, in dobimo za fazno razliko med
tockama X in Y:
(49 xy = (dnm|hnge) | jdl + (4neo/h) | Adl )

Imejmo supraprevodnik, ki obdaja obmodje iz navadne snovi. Ko napravimo zakljudeno
pot po supraprevodniku, mora biti celotna sprememba faze celosteviléni mnogokratnik 27,
da je valovna funkcija enoliéna: 49 = (4wm/hn,e,) §idl + (4neolh) § Adl = 2nn. Uporabimo
zvezo B =rotA in Stokesov izrek § Adl = §rotAdS = § BdS in dobimo: A9 = (47m/
hnyeq) §jdl + (4neo/h) § BAS = 2zn. Ce delimo s 47ey/h, dobimo na levi fluksoid &'

&’ = (m/nges®) §jdl + § BdS = nhj2e, = nd, ' 3)

Koli€¢ino @y = h/2e, = 2+ 102 Tm? imenujemo flukson. Opazimo, da je
fluksoid kvantiziran. Nekateri bolj povrsno reéejo, da je fluks § B4S kvantizi-
ran. To je res, &e izberemo pot po notranjosti supraprevodnika, ker tam ni toka
(sl. 5). V supraprevodniku te€e namre¢ tok le po povrsini. Ce bi tekel tudi v no-
tranjosti, bi iz Maxwellovih enacb sledilo, da je tam magnetno polje, to pa je
v nasprotju z Meissnerjevim pojavom. SL5

Sibki spoj
Tanko plast izolatorja ali supraprevodnika med dvema supraprevodnikoma imenujemo

Sibki spoj, ¢e je kritiéni tok tega spoja dosti manjsi od kriti¢nega toka supraprevodnikov na
obeh straneh spoja. Poleg tega v §ibki spoj prodre magnetno polje e tedaj, ko sta kosa
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supraprevodnika na obeh straneh spoja $e v supraprevodnem stanju in zaradi Meissner-
jevega pojava v njiju ni magnetnega polja. Enosmerni supraprevodni tunelski.tok skozi

ki Spoi fe-
Sibki spoj je I=1Isino “

J = A9 je razlika faz, ki nastane na spoju in I, je kriti€ni tok spoja.

Morda nekatere bralce zanima pot do zveze (4). Vzemimo dva kosa supraprevodnika, ki sta
logena z izolacijsko plastjo. Skupno $tevilo elektronov v obeh kosih se ne spreminja in je enako
2N > 1. Stanje tega sistema je Ze opisano, &e poznamo $tevilo elektronov 2r v enem kosu, kajti v
drugem kosu jih je 2 (N — n). Vzemimo, da je izolacijska plast tako debela, da elektroni ne morejo
tunelirati skoznjo. Tedaj opiSemo stanje celotnega sistema ¥, s produktom valovnih funkcij @,,
in @,_n,, od katerih prva opisuje prvi kos supraprevodnika, v katerem je 2n elektronov, druga
pa drugi kos supraprevodnika z 2 (N — n) elektroni. Kadar spoj ni na zunanji napetosti, sta kemijska
potenciala na obeh straneh spoja enaka in je energija celega sistema W neodvisna od tega, ali je kak
elektron na eni ali na drugi strani spoja. V $ibkem spoju pa je izolacijska plast tako tanka, da omogo¢a
tuneliranje elektronov. Tuneliranje opisemo tako, da k Hamiltonovemu operatorju za popolnoma
logena kosa supraprevodnika dodamo majhno motnjo. Ta povzrod&i sklopitev stanj na obeh straneh
in odpravi degeneracijo stanj z razli¢nim Stevilom elektronov na eni ali na drugi strani spoja. Motnja
sklopi stanje ¥, z danim $tevilom elektronov 2# na eni strani spoja s stanjema ¥, in ¥,—;. Torej bi
bila valovna funkcija celega sistema, e bi tuneliral en sam par v eno ali drugo smer, linearna kom-
binacija funkcij ¥,, ¥y, in ¥,_;. Vendar ne vemo, koliko je elektronov na eni in koliko na drugi
strani. Vemo le, da pari tunelirajo. Zato je valovna funkcija celega sistema linearna kombinacija
funkcij ¥,.

Problem je formalno tak kot pri gibanju elektrona vzdolZ linearne verige atomov. Torej je ¥,
analogija k valovni funkciji, ki opisuje elektron, lokaliziran okrog n-tega atoma. V priblizku tesne
vezi zapiSemo valovno funkcijo elektrona z dano komponento valovnega vektorja k kot linearno
kombinacijo lokalnih elektronskih funkcij ¥, z Blochovim izrazom: ¥, = ¥, ¥,(x — na) ", v

i n

katerem je a razdalja med atomi. Povzemimo glavne zveze, ki nam jih da obravnava linearne verige
atomov. Energija ima obliko W (k) = W, + 2J,coska. Valovni paket elektronov se giblje s skupinsko
hitrostjo, ki je enaka Gasovnemu odvodu povprecne lege v, = d {x>/dt = d <{na)[dt = (1/h) OW (k)/ok.
»Gibalna l/coliéina« #k pa se spreminja po »Newtonovem zakonu« d(bk)/dt = —0V,u/dx =
= —AdV,qula.

Za opis stanja nalega sistema dveh sklopljenih supraprevodnikov vzamemo podobno linearno
kombinacijo ¥s = X, W,eion, v kateri je J analogen produktu ka in pomeni razliko faz valovnih

n

funkcij na obeh straneh spoja. Analogno lahko uporabimo e druge izraze, &e povsod namesto ka
piSemo J. Energija naSega sistema je potem W () = W, + 2J,cosd. Denimo, da je valovni paket
sestavljen iz funkcij, ki ustrezajo »valovnim vektorjem« na intervalu med & in 6 + 4J. V nafem
primeru igra vlogo povprecne lege povpreéno Stevilo parov na eni strani spoja. Zato za na$ valovni
paket lahko vzamemo, da se »giblje« s skupinsko hitrostjo d<n>/dt = (1/5)0W(6)|06 = (—2J,/h)
sind. V stanju, ki ga opiSemo z na§im valovnim paketom, se Stevilo elektronov na obeh straneh spoja
spreminja s Casom. Zato teCe iz enega kosa supraprevodnika v drug kos tok I = 2e.d <{n)/dt =
(—4eyJy/b) sind. To pomeni, da skozi spoj lahko tede tok I < I, = 4eyJo/h, ne da bi bil spoj pri-
kljuen na zunanjo napetost. Kadar pa na spoj priklju¢imo napetost V, velja Wy, — W, = 2¢e,V
in valovni paket se giblje tako, kot veleva enaéba d <hd)/dt = 2¢,V. Od tod takoj vidimo, da pri
konstantni napetosti ¥ faza ¢ linearno naras¢a s ¢asom. Skozi §ibki spoj tede izmeni¢ni tok I =
= I,sind = I,sin(6, + 2e,V/5 t), ki ima frekvenco 2¢,¥/h. Tipi¢na vrednost za gostoto kriti¢nega
toka je 1072 A/cm?.

Kvantni interferometer

. Kvantni interferometer ali skvid (kratica SQUID pomeni super-
conducting quantum interferometric device) je elektri¢ni krog, ki

eoB *,
ima v vsaki od dveh vej en §ibki spoj. Oba spoja sta enaka (sl. 6).
a ( b Skupni tok se razdeli na dva tokova I, in . Dokler skvid ni
Q

1. L. v zunanjem magnetnem polju, je na Sibkem spoju a in na spoju b
enaka fazna razlika &,, ker teCe ez oba spoja enak tok I, = [, =

l = ]2 = I_sind,. Fazna razlika J, je odvisna od toka I; dokler je

Sl 6 I <21, med totkama P in Q ni padca napetosti. Ce veamo tok I,
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se fazna razlika J, veca, dokler ne doseZe vrednosti 7/2, ko se med to&kama P in Q pojavi
napetost.

Poglejmo, kako na skvid vpliva zunanje magnetno polje. Najprej si mislimo, da v skvidu
ni §ibkih spojev, tako da imamo enostaven krog iz supraprevodnika in da skozenj ne tede
noben tok. Ce tak krog ohladimo pod kriti¢no temperaturo v prostoru, kjer ni zunanjega
magnetnega polja, je fluks skozi odprtino kroga enak ni¢. Ko se pojavi zunanje magnetno
polje, se v krogu inducira tok I, ki kroZi v taki smeri in je tako velik, da uni¢i magnetni fluks
skozi odprtino. Torej velja: LI; = &. Pri tem je L induktivnost kroga, I; inducirani tok in
& fluks zunanjega magnetnega polja skozi odprtino. Ce je zunanje magnetno polje tako
mocno, da je I; vedji od krititnega toka supraprevodnika, iz katerega je krog, se suprapre-
vodno stanje porusi in magnetni fluks skozi odprtino ni ve¢ enak nié.

Imejmo zdaj skvid v zunanjem magnetnem polju. Ker imata §ibka spoja zelo nizek
kriti¢ni tok I, je pri dovolj mo&nem zunanjem magnetnem polju inducirani enosmerni
supraprevodni tok premajhen, da bi popolnoma uni¢il magnetni fluks skozi odprtino
skvida in pogoj LI; = @ ni izpolnjen. Zunanje magnetno polje skozi §ibka spoja prodre v
odprtino skvida. Poleg tega inducirani tok povzroti spremembo faze na obeh $ibkih spojih.
Vzemimo, da je induktivnost skvida tako majhna, da velja LI, € ®,. Tedaj smemo fluks
skozi skvid, ki je posledica induciranega toka, zanemariti v primerjavi z zunanjim fluksom.
Ker sta v skvidu Sibka spoja, pretok skozi skvid ni nujno enak celemu mnogokratniku
fluksona. Toda pogoj, da je fazna razlika pri enem obhodu enaka celemu mnogokratniku 27,
e vedno velja. Zato lahko zapisemo:

4 =6, + (4neo/h) [° A dl— 6, + (4ney/h) 3Adl=06,— 06, +2nD|®y =n-2n (5
Pri tem smo upostevali, da sta Sibka spoja kratka in velja
jﬁAdl+ngdl=§Adl=(b 0y — 0p =2n(n— D|Dy)

Ce skozi skvid ne tee zunanji tok, sta tokova skozi oba spoja nasprotno enaka. Po
krogu te¢e inducirani tok in velja §) = —6) = n(n — &/®,). Ce vkljuimo napetost ¥,
zaCneta fazni razliki na obeh spojih naraicati linearno s ¢asom o, = 52 + (2eoV/B)t in
Oy = 6y + (2e,V/K)t. Dobimo tok

I=1, [sin(ég + Qe ViRt + sin(ég + Qe V/h)t] = 21,cosn(n— D|Py)sinwt = I, sinwt

Tu je w = 2e,V/h. Vidimo, da je amplituda toka I,, periodi¢no odvisna od zunanjega
magnetnega polja in da je v splo§nem manjsa od kritiGnega toka 21, brez polja. I,,(B # 0)
je enak I,,(B = 0) le, e je @ cel mnogokratnik @,.

Na tem mestu je vredno opozoriti na analogijo iz optike, iz katere smo si izposodili
besedo interferometer. Pri skvidu interferirata tokova, ki priteeta z obeh vej interferometra.
Enake razmere nastanejo pri uklonu svetlobe na dveh rezah, ko po prehodu skozi rezi
interferirata delni valovanji. Lega uklonskih maksimov je odvisna od valovne dolZine
svetlobe in od razdalje med reZzama, torej od geometrije. Pri skvidu zunanje magnetno
polje povzro€i, da je fazna razlika na obeh §ibkih spojih razli¢na. Zato se razlikujeta opti¢ni
poti pri prehodu skozi prvi in drugi Sibki spoj. Spreminjanje magnetnega polja ustreza
spreminjanju lomnega kvocienta snovi v dveh reZah, & na danem kraju opazujemo inter-
feren¢no sliko.

Uporaba skvida

Merjenje magnetnih polj; Mera za magnetno polje je maksimalni tok I,. Da izvemo,
kolik§no je zunanje magnetno polje, obi¢ajno merimo padce napetosti na uporu, vezanem
zaporedno k skvidu (sl. 7).
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Gostoto zunanjega magnetnega polja dobimo, ¢e prestejemo fluksone. Stejemo nihaje
napetosti v zanki, ko ustvarjamo zunanje magnetno polje. Tako merimo polja z natanénostjo
do 1011 T, &e je plos€ina skvida 1 cm? Merimo pa lahko $e desetkrat SibkejSe spremembe
polja, &e uporabimo naslednjo zvijao. Dajmo skvid v tako polje, da se na krivulji V(®)
priblizamo minimumu. Ker je v tem delu krivulja V(&) zelo strma, skvid mocno reagira
7e na majhne spremembe polja.

Skvid lahko uporabimo tudi kot niCelni detektor polja. Zunanje magnetno polje izme-
rimo kompenzacijsko tako, da enega od obeh Josephsonovih spojev priklju¢imo na krog
s povratno vezjo. Majhno napetostno razliko, ki nastane na spoju, najprej ojacimo z ojace-
valnikom in nato spremenimo v tokovno spremembo. Ta tok speljemo na tuljavo, ki je
zraven drugega Josephsonovega spoja. Tok v tuljavi deluje kot povratna vez in povzroci
spremembo fluksa, nasprotno spremembi, ki je nastala ob vkljucitvi polja. S takim nacinom
vezave lahko zaznamo spremembe fluksa do 10-3d,.

Vel

\ transformator
1 pretoka

]
'C | ~superprevodno

I e

S1.7 Sl. 8a SL. 8b

Fantasti¢na obcutljivost skvida nam ni¢ ne pomaga, dokler skvida ne za§Citimo pred
zunanjimi polji in njihovimi fluktuacijami. Sum zaradi fluktuacij zemeljskega magnetnega
polja je okrog 10~°T. Ta vrednost je 105-krat ve&ja od obutljivosti skvida. Ponavadi zaSCi-
timo skvid tako, da ga damo v prostor, omejen s supraprevodnikom, ki izravna zunanje
polje ali ga drZi na konstantni vrednosti. Ce hoemo s tako zailitenim skvidom meriti
zunanje magnetno polje, uporabimo t. i. transformator magnetnega pretoka (sl. 8a). Mag-
netno polje povzrodi v vedji zanki supraprevodni tok, ki povzro¢i magnetni pretok v skvidu.
Transformator poleg tega $e poveda obcutljivost.

Magnetno polje, ki ga merimo, ima lahko zelo razliéen izvir. Dostikrat merimo magnetno
polje okrog snovi pri nizkih temperaturah. S tem spoznavamo magnetne in elektriCne
lastnosti snovi pri temperaturah blizu 0 K. Prav tako merimo tudi magnetna polja pri raznih
biokemijskih reakcijah in tako spoznavamo mehanizem teh reakcij. Ce ni supraprevodne
za¥ite, merimo lahko le gradiente magnetnih polj v razliénih smereh. Za to uporabimo
gradiometer (sl. 8b). Ta naprava da signal, sorazmeren z razliko gostote polja na obeh krajih.
Supraprevodni gradiometer se je Ze uveljavil v medicini; z njim so Ze posneli magnetokar-
diogram, z njim merijo gradiente magnetnega polja, ki se pojavijo ob bitju srca. Prav tako
so z njim merili valove alfa, ki jih moZgani oddajajo v zadetni fazi spanja. Gradiometer
je pomemben tudi v geofiziki, ker z merjenjem majhnih sprememb gradientov zemeljskega
magnetnega polja morda lahko napovejo potrese ali vulkanske izbruhe.

Skvid lahko uporabimo tudi za supraprevodni voltmeter (sl. 9). Krog RL in skvid sta
zaprta v ohisju iz supraprevodnika. Napetost, ki jo hotemo meriti, povzro€i tok I = V/R
v tuljavi in magnetni fluks v skvidu. Tako zaznamo tokove do 10—° A, kar pri uporu 10~* Q
ustreza napetostni lo¢ljivosti 1027V, Toda pri 4 K onemogoca merjenje termicni Sum, ki
povzro¢i napetost 1071V,

Sl. 10 kaZe radiofrekvenéni skvid. Tudi tega uporabljamo za merjenje zunanjega magnet-
nega polja. V radiofrekvenénem skvidu je le en Josephsonov spoj v supraprevodnem krogu.
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Krog je induktivno sklopljen z nihajnim krogom, ki ima lastno frekvenco nekaj 10 MHz.
Radiofrekvencni skvid se v glavnem uporablja za merjenje zunanjih magnetnih polj, ki v
skvidu povzroce fluks z velikostno stopnjo 10-7 do 10-5 Tm?, kar je manj od enega fluksona.
Induktivnost skvida izberemo tako, da je pri fluksu @, inducirani tok ravno enak I,. Pri
merjenju najprej ugotovimo, kolik§na amplituda toka skozi tuljavo inducira v skvidu
radiofrekvenéni fluks z amplitudo @,, ko ni zunanjega magnetnega polja. Da je inducirani

radiofrekvencni
tok
radiofrekvenéna
L napetost

S1.9 SL. 10

fluks skozi skvid enak @,, se pokaZe po spremembah v radiofrekvenénem krogu: skvid
preide v normalno stanje in &rpa mo¢ iz radiofrekvenénega kroga. Ce skupni zunanji fluks
pade pod @,, preide skvid zopet v supraprevodno stanje in inducirani fluks izravna zuna-
njega. Nato dodamo zunanje magnetno polje, ki se seiteje z magnetnim poljem tuljave
radiofrekven¢énega kroga. Amplitudo toka v tuljavi priredimo tako, da je maksimalni
skupni fluks skozi skvid enak @,. Izmerjeni zunanji fluks dobimo, &e @, pomno¥imo z raz-
merjem (Ly — IL/")/Irf, Ce sta I, in I, amplitudi radiofrekvenénega toka v zunanjem
magnetnem polju in brez njega.

Radiofrekven¢ni skvid dostikrat vezemo v povratno vez, zato da merimo fluktuacije
polj, ki jim ustrezajo manjSe spremembe fluksa kot ®,. Tok iz skvida posljemo v drugo
supraprevodno zanko tako, da v njej teGe v obratni smeri kot v skvidu. Polje zanke unidi
magnetni fluks skozi skvid do + @, zanesljivo. V tem primeru deluje skvid kot nidelni
detektor in zaznava le spremembe zunanjega magnetnega polja, ki povzrode v skvidu spre-
membe fluksa, manjse od @,.

Merjenje visokofrekveninega elektromagnetnega sevanja. Omenili smo dejstvo, da stede
po Josephsonovem spoju tok z zelo visoko frekvenco, ko damo nanj napetost V. Napetosti
1 mV ustreza frekvenca 483,6 GHz. Zato so pomislili, da bi Josephsonov spoj lahko upo-
rabljali kot visokofrekvenéni generator na Sirokem frekvenénem obmogju. Spreminjali bi le
Vo, med ¥V, in v, pa je preprosta zveza V, = v,®d,. Vendar so moéi tako majhne, da to ni
izvedljivo. Vseeno pa Josephsonov spoj lahko uporabimo kot detektor visokofrekvennega
elektromagnetnega sevanja, ker se karakteristika I = I(¥) pri obsevanju spremeni.

Imejmo na Josephsonov spoj prikljudeno konstantno napetost V, in spustimo nanj
enobarvno valovanje z visoko frekvenco. Izmeniéni Josephsonov tok se pri tem frekvenéno
modulira, ker se zaradi sevanja inducira v spoju izmeni¢na napetost z amplitudo V3, soraz-
merna z amplitudo valovanja. Torej sta fazna razlika:

o) = _[f,(Zeo V(O/R)dt = 6o + ReaVolB)t + (2e,Vi/Ew) sinwt
in tok
I =1I5in (6, + QeoVo/R)t + 2eoVi/hw) sinwt)

® = 27y, je kroZzna frekvenca vpadnega valovanja. Izmeniéni tok ima od ni¢ razli¢no
¢asovno povprecje le pri napetostih Vs, pri katerih je frekvenca v, = 2¢,V,/4 enaka mnogo-
kratniku frekvence v;. Amplituda povprednega toka je pri napetosti ¥V, = nvihf2e, = nv,®,
enaka (—1)" J,(2e, V1/hvy), &e je n = vo/v, in je J, Besslova funkcija reda n. Frekvenco elektro-
magnetnega valovanja izmerimo tako, da veamo napetost ¥, in pogledamo, kdaj je povpreéni
tok razli€en od ni¢. Po razliki 4¥; dveh sosednjih napetosti s povpretnim tokom, razli¢nim
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od ni¢, dolodimo frekvenco vpadnega valovanja: v, = 4V,/®,. Mo¢ vpadnega valovanja
lahko izmerimo po amplitudi povpre¢nega toka. Lahko pa izmerimo spremembo kritiCnega
toka, ki se zaradi valovanja zmanj$a podobno kot zaradi statiénega magnetnega polja.
Poleg tega je kritiéni tok periodi¢na funkcija mo&i vpadnega valovanja, podobno kot je I,
periodi¢na funkcija statiénega magnetnega polja. S tofkastimi spoji merijo valovanja z
valovno dolZino od okoli 1 cm do 0,1 mm, to je od mikrovalov do infrardeCe svetlobe.
Ravno na tem obmo&ju manjka obCutljivih detektorjev. Locljivost Josephsonovega spoja
je 10-1* W. Stopnitasto karakteristiko so uporabili za najzanesljivejie merjenje razmerja
eo/h s tem, da so spoj obsevali z elektromagnetnim sevanjem z znano frekvenco. To je
doslej najzanesljivejSe merjenje te koli¢ine. Podatek iz 1974 je 2e,/h = (483,593718 +
0,000060) MHz/uV.

‘nosilni tok

kontrolni
tok. -

magnetno

polje SL11  SL12
kontrolnega toka B

Uporaba Josephsonovega spoja v ralunalnistvu. Josephsonov spoj ima dva reZima delo-
vanja, ki se dobro razlikujeta: e je I > I, je V # 0, e je I < I, pa je ¥V = 0. Poleg tega
je &as za preskok iz enega stanja v drugo zelo kratek: okoli 10-*°s. Prve korake v uporabi
Josephsonovega spoja v raunalnistvu je naredil J. Matisso s tunelskim spojem (sl. 11).
Tunelske spoje z dobro definirano karaktristiko lahko proizvajamo v velikem Stevilu.
Za komuniciranje uporabimo lastnost, da se I, spreminja z zunanjim magnetnim poljem
(sl. 12). Vzemimo, da skozi spoj tege tok, ki je manjsi od toka I, ko ni zunanjega magnet-
nega polja. Brz ko dodamo dovolj mo¢no zunanje magnetno polje, je tok I, znatno manjsi

. od toka, ki tede skozi spoj. Torej preide napetost na spoju od vred-

kontrolni nosti ni€, ko ni zunanjega magnetnega polja, na neko konéno vrednost
v magnetnem polju. To magnetno polje povzroimo s kontrolnim to-
kom v supraprevodnem traku, ki ga postavimo pod spoj.

V racunalniku potrebujemo e elemente, ki v zelo kratkem Casu
zamenjajo tok med dvema krogoma. Tak element je flip-flop, ki je
sestavljen iz dveh Josephsonovih spojev in njunega komandnega
kroga (sl. 13). Nosilni tok I, naj bo manjsi od kriti¢nega toka /. obeh
spojev. Privzemimo, da se na zafetku tok I, pribliZzno ujema
s tokom I, in je tok I prakti¢no enak ni¢. To se da doseci s pri-
mernim poljem skozi zanko, tako da je izpolnjen pogoj (5). Ko na-
stane ob spoju A magnetno polje zaradi sunka kontrolnega toka,

Sl. 13 se na spoju A pojavi napetost, ki povzro¢i, da tok I, ste¢e v spoj B.
Taksno stanje je ravnovesno, ker ni ve¢ nobene napetosti, ki bi poga-

njala tok v spoj A in ker zaradi pogoja (5) lahko tege tok I, le skozi en spoj. Sunek kontrol-
nega toka k spoju B pa povzro&i prehod v drugo ravnovesno stanje, v katerem je I, ~ 0 in
Iy ~ I, in sta zopet oba spoja na napetosti ni¢. Eno izmed obeh ravnovesnih stanj imamo
za logi€no ena, drugo stanje pa za logi¢no ni&. Josephsonovi spoji omogocajo veliko hitrost
raunalnikov in veliko kapaciteto spomina. Flip-flop (sl. 13) je velik 150 um, ¢as za preklop
pa je 10~ s. S Se manjsimi bodo dosegli e krajse Gase. Ce bodo veliki 1 do 2 um, jih bodo
spravili 10° na ploskev 1 cm?. Poleg tega ta vezja rabijo zelo malo moci 10-*® W/flip-flop.
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NOVE KNJIGE

TIvan Kuster in Slobodan Zumer, Statistina mehanika, 156 str. (Zbirka izbranih poglavij
iz fizike, 11). Cena 50.— din (40.—din).

Skripta Statisticna mehanika so zapis drugega dela predavanj iz toplote, ki jih poslu-
$ajo Studenti fizike v tretjem letniku. Predavanja so se razvijala in izpopolnjevala dolgo let.
To se &uti pri branju, saj so skripta pedagosko zelo lepo izpeljana in dognana. SveZino jim
daje Zivahen slog in nazorni komentarji, ki se prepletajo skozi osnovne 1zpeljave

Vecji del skript se ukvarja z izpeljavo osnovnih pojmov in zakonov ravnovesne statistiéne
mehanike. Izpeljave so temeljite, logi¢ne, s pravo mero komentarjev in s pravo mero pojasnil
o sprejetih priblizkih (ve€ina ucbenikov gre ali v skrajnost dolgih matematinih dokazovanj
ali v skrajnost, da priblizkov in idej sploh ne komentira). Primeri za ilustracijo so preprosti,
nazorni, toda Solski. Le tu in tam se dotaknejo sodobnih problemov. Kot je zapisano v
predgovoru, manjka mnogo poglavij, kot so teorije faznih prehodov, plazme itd. Toda to je
najbrz tezko podati v kratki obliki, polna obravnava bi pa precej presegala obseg predavanj.

Na koncu sta poglavji o transportnih pojavih in kineti¢ni teoriji plinov. Nivo je elemen-
tarneji kot pri drugih poglavjih. Zbirka pojavov je pregledna in koristna. Ti poglavji sta
pravzaprav dodatek skriptom o ravnovesni statisti¢ni mehaniki, namesto prvotno planiranega
tretjega dela skript iz toplote, ki naj bi pripeljal bralca do Boltzmannove enagbe in njene

uporabe.
P Mitja Rosina

Janez Strnad, Poskusi v posebni in sploSni teoriji relativnosti, Ljubljana, DMFA SRS 1977,
44 str. (Postdiplomski seminar iz fizike; 4). Cena 20.— din (16.— din).

Cetrti zvezek v zbirki Postdiplomski seminar iz fizike, ki nosi naslov »Poskusi v posebni
in splosni teoriji relativnosti«, je precej raz8irjen zapis predavanj iz izbranih poglavij iz fizike
za podiplomske §tudente didaktike fizike. Vsebino tega zvezka lahko razdelimo na dva dela.
Prvi del, kjer je govor o razpadu delcev v letu in sorodnih poskusih, o gibalni kolidini in
nacelu o hitrosti svetlobe, se nanasa na posebno teorijo relativnosti. V drugem, zahtevnejiem
delu, ki se nanaa na teorijo gravitacije in splodno teorijo relativnosti, pa je govor o enakosti
vztrajnostne in tezke mase, gravitacijskem premiku spektralnih ¢rt, odklonu in zakasnitvi
elektromagnetnega valovanja, vrtenja perihelija in drugih poskusih.

Odlika tega dela seveda ni teorija ampak primerno urejeni opisi znacilnih poskusov v
posebni in splo3ni teoriji relativnosti. Prvi del, ki se nanasa na posebno teorijo relativnosti,
bo v polnosti razumljiv $ir§emu krogu bralcev. Drugi del pa bo za vegino trd oreh, kajti pri
nas se teorija gravitacije in splo$na teorija relativnosti ne predavata v rednih kurzih. Vendar
Je tudi branje drugega dela vredno truda Ze zaradi opisov obdudovanja vrednih poskusov,

ki sodijo v sam vrh fizikalnih merjen;j. Sergej Pahor
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NOVICE

ZANIMIVA UPORABA BROUWERJEVEGA IZREKA

Obzornik je Ze pisal o Brouwerjevem izreku o negibni toéki — navedena je bila inalica
za krog ([1], str. 26). Analogno je mogoce dokazati splo¥nejso inacico:

Izrek (Brouwer): Vsaka zvezna preslikava f: B" — B" n-razseZne krogle B" = {x € R® [
| x || <1} v B" ima vsaj eno negibno tocko (ij. obstaja taka tocka x, € B", za katero velja
f(Xo) = X,).

Odtod takoj sledi, da velja enaka trditev za prostore, ki so homeomorfni kaksni n-raz-
sezni krogli:

Posledica: Naj za topoloSki prostor X obstaja tako naravno Stevilo n, da je prostor X ho-
meomorfen n-razsezni krogli B". Potem ima vsaka zvezna preslikava iz X v X vsaj eno negibno
tocko.

Z Brouwerjevim izrekom lahko sedaj zlahka dokaZemo znani izrek iz linearne algebre
([3], str. 66—67).

Izrek (Frobenius): Naj ima realna n-vrstna kvadratna matrika A same nenegativne ele-
mente. Potem ima A vsaj eno realno nenegativno lastno vrednost.

Skicirajmo dokaz: Privzeti smemo, da je matrika 4 nesingularna, kajti v nasprotnem
primeru je Ze 0 lastna vrednost. Matrika 4 nam doloda linearno preslikavo A : R* — R®?
n-razseznega evklidskega prostora R® v R® Naj bo S" ' ={xeR"|||x|| =1} =JB"-
(n — 1)-razsezna sfera, Q = {(x1, X5, ..., Xs) €S" 1| x; =0 za 1=<i=< n} pa njen »prvi
kvadrant«. Ker je matrika 4 nesingularna, za vsako totko x € R®*— {0} velja Ax # 0. Zato
je s predpisom g(x) = Ax/ || Ax || (x € S"*) definirana zvezna preslikava g : S"* — S"-1,
Ker pa ima matrika 4 same nenegativne elemente, o¢itno velja g(Q) < Q. Zato imamo lahko
zoZitev preslikave g na Q tudi za preslikavo iz Q v Q.

Oznatimo s p: Q@ — R™! projekcijo mnoZice Q v (n — 1)-razseZni evklidski prostor
R™-1 podan s predpisom p(xy, ..., Xn_1, Xn) = (X1, ..., Xu—1). OCitno je p(Q) prvi kvadrant
krogle B** (to je mnozica tock v krogli, ki imajo vse koordinate nenegativne)inp : Q — p(Q)
je homeomorfizem — inverzna preslikava g : p(Q) — Q projekcije p je dana s predpisom

g1y ooy Xpoy) = (X1, ooy Xnos V1 —x?—x— ... — x5 1)

Lahko je videti, da je p(Q) konveksna, zaprta in omejena mnoZica z neprazno notranjostjo.
Po izreku 13 v [2] je potem mnoZica p(Q) homeomorfna B"~*, Tako smo ugotovili, da je Q
homeomorfen B"! in zato ima po poprej navedeni posledici preslikava g: Q@ — Q vsaj
eno negibno todko v Q. Obstaja torej taka tocka x, € Q, za katero je g(x,) = X,; zato je
|| Ax, || nenegativna lastna vrednost matrike A.

Dusan Repovs§
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SOLA

STRJEVANJE PODHLAJENE KAPLJEVINE

0Od poskusov s podhlajeno kapljevino je za demonstracijo pri uvodnem predavanju iz
fizike najpripravnej§i poskus z natrijevim tiosulfatom. Prispevek nekoliko podrobneje
opisuje izvedbo tega poskusa, ki ga je mogoce napraviti tudi na srednjih $olah, morda celo
pri prakti¢nih vajah iz fizike.

Natrijev tiosulfat pentahidrat (Na,S,0;°5H,0) ima tali§¢e pri temperaturi 48,5°C
in ga je mogo&e podhladiti za ve¢ deset stopinj. Z nabavo soli ni teZav. Natrijev tiosulfat
je namre¢ glavna sestavina fotografskega fiksirja, ki ga lahko kupimo v trgovini s fotograf-
skim materialom (kisli fiksir FF1 tovarne Fotokemika). V papirni vrecki sta dve polivini-
lasti vrecki. Uporabimo le vsebino vedje.

Natrijev tiosulfat je treba temeljito pripraviti. Sol vsujemo v stekleno ¢aso, ki jo prej
temeljito umijemo, oplaknemo z razred¢eno Zvepleno kislino, speremo z destilirano vodo in
posusimo. Cago s soljo postavimo v vodo s temperaturo okoli 80°C in poéakamo, da se vsa
sol stali. Talino pustimo v vroci vodi $e priblizno pol ure, da se necistoce sesedejo na dno ali
priplavajo na povrsino. Neclistofe s povr§ine posnamemo s ko$¢kom filtrirnega papirja
in talino odlijemo v pripravljeno segreto isto epruveto. Pri tem pazimo, da ostanejo usedline
v &asi. Epruveto s talino damo v centrifugo in jo centrifugiramo 2 do 3 minute pri frekvenci
okoli 3000 min—*. Nato centrifugo ustavimo, spet posnamemo necisto¢e s povrsine in pre-
vidno odlijemo talino v drugo segreto &isto epruveto. Epruveto zapremo in skozi odprtino
v pokrovu potisnemo v talino enega izmed obeh stikov termoelementa baker-konstantan.
Epruveto nato potopimo v meSanico vode in ledu tako, da je ves del s talino pod gladino vode.
Potakamo priblizno &etrt ure. Ce se je talina strdila, moramo postopek &i¥enja ponoviti.
Ce pa je ostala tekoda, vrZzemo vanjo zrnce natrijevega tiosulfata. Tedaj se mora talina strditi.

Pri poskusu damo najprej epruveto z o¢is¢enim natrijevim tiosulfatom v vodo s tempe-
raturo okoli 80°C in podakamo, da se vsa sol stali. Nato jo potopimo v meSanico vode in
ledu. Temperaturo med ohlajanjem merimo s termoelementom, katerega prvi stik je v talini,
drugi pa v meSanici vode in ledu. Casovni potek temperature spremljamo s pisalnim
instrumentom x — y ali z voltmetrom, s katerim je mogoce
zaznati vsaj Se spremembe napetosti za 0,1 mV. Instrument
moramo pred poskusom umeriti. (Temperaturna razlika
10°C med stikoma termoelementa baker-konstantan po-
vzro¢i napetost 0,4 mV.) Termoelement priklju¢imo na vhod
y pisalnega instrumenta. Na vhod x pa priklju¢imo izvir
napetosti, ki linearno narasca s ¢asom. Tako se pisalo ena-
komerno pomika v smeri osi x.

Ko se sol ohladi pod 5°C, izvleCemo epruveto iz hla-
dilne kopeli in sprozimo strjevanje z zrncem natrijevega
tiosulfata. Potek kristalizacije (sl. 1) pokaZemo s televizijo.
Namesto televizije je mogoce uporabiti tudi grafoskop.
V tem primeru moramo namesto epruvete vzeti kiveto,
ker notranjosti epruvete ne moremo uspe$no projicirati z
grafoskopom. Ce je dijakov malo, lahko pojav opazujejo
neposredno. Strjevanje poteka hitro. Pri nasem poskusu, ko
je bilo v epruveti okoli 20 cm? taline z gostoto 1,73 g/cm?,
jetrajalo strjevanje kakih 10 sekund. Temperatura solimed g 1. Epruveta z natrijevim tio-
strjevanjem hitro naraste do kon¢ne temperature (sl. 2). sulfatom med strjevanjem soli
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Opisimo strjevanje s termodinamiCnega stali$¢a. Podhlajena kapljevina pri temperaturi
T, je v metastabilnem stanju, a ko sprozimo strjevanje, se hitro vzpostavi ravnovesno konéno
stanje in naraste temperatura do 7.

-
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T T T
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SL. 2. Casovna odvisnost temperature

Mislimo si, da imamo v ravnovesnem zacetnem stanju kapljevino z maso m in specifiéno
toploto ¢, pri taliS¢u T,. Med podhlajevanjem do temperature 7; moramo odvesti toploto
Q = mc,(Ty — To). Strjevanje, ki ga sproZimo z zrncem soli, je tako hitro, da med njim ni
znatnega izmenjavanja toplote z okolico. Pri prehodu iz ravnovesnega zaletnega stanja
v ravnovesno konéno stanje preko metastabilnega stanja je treba torej odvesti toploto Q.
1z istega zaetnega stanja v isto kon¢no stanje pa lahko pridemo tudi preko samih ravno-
vesnih stanj — brez podhlajevanja. Tedaj se kapljevina najprej strdi pri talis¢u, ko odvedemo
od nje talilno toploto Q’ = mgq,, in se nato trdnina ohladi do kon¢ne temperature T, ko
odvedemo toploto Q” = mc,” (T, — T). Pri tem je c¢,” specificna toplota trdnine in g,
specifiéna talilna toplota. Odvedena toplota pri spremembi preko samih ravnovesnih stanj

termostat
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0 QAN
Y @
Q @ mesanica epruveta z
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X @
JORKS
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Q’ + Q” mora biti enaka odvedeni toploti Q pri spremembi iz istega zaCetnega stanja v
isto konéno stanje preko metastabilnega stanja. Iz tega sledi enacba

mey(To — Th) = mq, + me,” (T, — T)
1z nje lahko izraunamo kon¢no temperaturo:
T, = To— ¢, (T* — TY)/c,” 6))
Tu smo vpeljali temperaturo
T* =Ti—q/lc,

ki ima pomembno vlogo.

Sl. 4. Aparatura, pripravljena za demonstracijo
poskusa

Konéna temperatura T, namred ne more biti vi§ja od talis¢a. Ce je temperatura T3, do
katere smo podhladili kapljevino, niZja od temperature 7*, je v konfnem stanju samo
trdnina pri temperaturi Ty, ki je niZja od tali§¢a. Ce smo podhladili kaplijevino ravno do
temperature 7%, je v kon¢nem stanju samo trdnina pri tali$éu. Ce pa smo podhladili kaplje-
vino do temperature, ki je vi§ja od temperature 7*, je na koncu samo del snovi strjen. Tedaj
je toplota, ki smo jo odvedli pri spremembi preko samih ravnovesnih stanj, v celoti enaka
Q’ = m’q,. Pri tem je

m’ = mc,(To — T1)/q; T,>T*

masa trdnine v kon¢nem stanju.

Toplota v sploSnem ni termodinami¢na spremenljivka, se pravi enoli¢na funkcija stanja.
V splo$nem torej ni mogoce trditi, da dovedemo ali odvedemo pri kaki spremembi enako
toploto kot pri drugi spremembi, ki poteka sicer iz istega zacetnega stanja v isto konéno
stanje, a preko drugih vmesnih stanj (po drugi »poti«). Vendar je v naSem primeru tlak
ves ¢as konstanten. Tedaj pa je izjemoma dovedena ali odvedena toplota enaka spremembi
entalpije, se pravi, da lahko ratunamo izjemoma z dovedeno ali odvedeno toploto kot
s termodinamiéno spremenljivko.

Za natrijev tiosulfat pentahidrat najdemo v tabelah [1] naslednje podatke: T, = 48,5°C,
¢, = 2,39 kJ/kgK, g, = 94,4 kJ/kg in ¢,” = 1,45 kJ/kgK.

Za temperaturo T* dobimo 9° C. Pri poskusu smo podhladili kapljevino do temperature
T, = 2°C. V tem primeru velja ena¢ba (1), iz katere sledi T, = 37°C.

Pri poskusu smo izmerili nekoliko niZjo konéno temperaturo T2’ = 30°C. V resnici
namreé sol med strjevanjem odda nekaj toplote steklu, iz katerega je epruveta. Steklo se
segreje skupaj s soljo od T; do T,’. Toplota, ki jo pri tem odda sol, je enaka toploti, ki jo
prejme steklo:

me,” (T, — Tv’) = myc, o (T — Ty) ?2)

m,, je masa stekla v delu epruvete, ki je v stiku s soljo in ki jo po masi vse epruvete cenimo
na 15 g. ¢, je specifi¢na toplota stekla 750 J/kgK. Temperaturo T?, izraCunamo iz enacbe

2): .
@ Ty = (mc,”T, + myc, o T1)/(me,” + mgc, ) = 303 K = 30°C

Izraunana vrednost se dobro ujema z izmerjeno temperaturo.
Ales Jereb

[1]1 D’Ans-Lax, Taschenbuch fiir Chemiker und Physiker, Berlin, Springer 1967, str. 1—462.
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DOMACE VESTI

JUBILEJ MATEMATIKE V ZAGREBU

V leto$njem maju so v Zagrebu slavili stoletnico pouka in organiziranega znanstvenega
dela v matematiki na njihovi univerzi. Proslavo tega jubileja je organiziral odsek za mate-
matiko Prirodoslovno-matemati¢ne fakultete in Drustvo matematikov in fizikov SR Hrvat-
ske. OD tej priliki je bila izdana bro3ura, ki natanko podaja zgodovino in sedanje stanje
matematike na univerzi v Zagrebu, [1]. Dve leti po obnovitvi vseuéiliiéa v Zagrebu, to je
1876, so se pricela predavanja na katedri za matematiko in s tem so bili seveda dani tudi
pogoji za strokovno in znanstveno delo. Prvi profesorji na katedri za matematiko so bili
Cehi: K. Zahradnik, C. Dvorak in G. Janadek. Najpomembnejsi med njimi je bil Karel
Zahradnik, ki je predaval algebrsko analizo, diferencialni in integralni ra¢un, analiti¢no
geometrijo, diferencialno geometrijo in teorijo determinant. Zahradnik je bil tudi utemeljitelj
znanstvenega dela na zagrebski univerzi. Med njegovim delovanjem so bile obranjene prve
doktorske disertacije domacinov Hrvatov (D. Segen, V. Varicak, O. Kudera in J. Majcen),
ki so zatem prevzeli delo na univerzi. Do leta 1945 je bilo obranjenih skupaj 13 disertacij
iz teoretiCne in aplikativne matematike. V tem &asu je bila zagrebska matematika znana po
mocni geometrijski $oli.

Danes deluje odsek za matematiko v okviru Prirodoslovno-matematine fakultete in je
razdeljen na tri oddelke: matemati¢ni oddelek (zavod), geometrijski oddelek in oddelek za
uporabno matematiko. Tu sedaj dela ez 30 matematikov (natanko 19 uéiteljev in 17 asi-
stentov). Podrocje njihovega strokovno-znanstvenega dela je zelo razliéno; poleg $olskega
dela se ukvarjajo z vsemi vazZnej§imi vejami matematike. Posebno intenzivna je znanstvena
aktivnost v topologiji (S. Mardesi¢) in funkcionalni analizi (S. Kurepa). Tudi na drugih
fakultetah (tehni¢nih in ekonomski) zagrebske univerze deluje veliko matematikov, ki se
poleg pedagoskega dela ukvarjajo z raznimi podrodji teoreti¢ne in uporabne matematike.
Nasploh je znanstveno-raziskovalno delo matematikov na zagrebski univerzi zelo inten-
zivno, saj so matematiki objavili v teh 100 letih nekako 1000 znanstvenih del. Tudi $tevilo
diplomantov matematike je v teh 100 letih blizu 1000, po osvoboditvi pa je doktoriralo
58 kandidatov.

Ob tem beZznem pregledu dela matematikov na zagrebski univerzi jim ob jubileju Zelimo
pri nadaljnjem pedagoskem in znanstvenem delu $e veliko lepih rezultatov in uspehov.

Gabrijel Tomsié

[1] Stogodisnjica nastave i orgamiziranog znanstvenog rada iz podrudja matematickih znanosti
na Sveudilistu u Zagrebu, urednik Z. Dadi¢, Zagreb 1977.

DELO KOPRSKE PODRUZNICE DMFA SRS

Koprska podruZnica drustva matematikov, fizikov in astronomov je imela 30. junija
zadnji sestanek v tem Solskem letu. Na sestanku so pregledali delo in podelili knjizne spo-
minske nagrade predsednikom obginskih tekmovalnih komisij obalnega obmo¢ja za srebrna
Vegova priznanja. Nagrade je prispeval obalni sindikalni svet, nagrajencem pa jih je izrogil
podpredsednik oblinskega sindikalnega sveta tovari§ Jurij Bevk. Nagrade so dobili:

Marija Sedmak za obginsko tekmovanje v Postojni, Rudi Tursi¢ za ob&insko tekmovanje
v Sezani, Ana Sojak za obCinsko tekmovanje v Kopru, Zora Grbac za obéinsko tekmovanje
v Izoli, Vilma Kaé za obginsko tekmovanje v Piranu, Sonja Celigoj za obginsko tekmovanje
v Ilirski Bistrici in Sergio Stipandié za italijanske osnovne $ole.
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Pri organizaciji tekmovanj so prispevala podjetja Iplas, Stavbenik-Koper, Ljubljanska
banka-podruznica Koper, Kreditna banka-ekspozituri Koper in Sezana, Mehanotehnika,
Tomos-tovarna in institut, Polimer, Splo$na plovba-Piran in $ole, na katerih so bila tekmo-
vanja. Zlasti je treba pohvaliti Pomorski Solski center v Piranu, na katerem je bilo republi§ko
tekmovanje. Poleg tega so se izkazali $e koprska enota Zavoda za $olstvo, Temeljna izobra-
Zevalna skupnost, Obcinska skups$¢ina Koper, Kovinski $olski center v Kopru in zava-

rovalnica Croatia.
Bogomila Kolenko

PLEMLJEVA SPOMINSKA SOBA

Ko so dedici na Zeljo zeta prof. dr. Josipa Plemlja ing. Kajetana Kavcica, ki je bil dolga
leta direktor Centralne tehni$ke knjiZnice v Ljubljani, prepustili 5/6 njegove hise na Bledu
Drustvu matematikov, fizikov in astronomov SRS, se je to obvezalo, da bo pri urejanju
hise v rekreacijske in strokovne namene uredilo tudi Plemljevo spominsko sobo. To obljubo
je drustvo izpolnilo 21. junija 1977, ko je predsednik drustva prof. dr. Sergej Pahor dokon&no
urejeno sobo tudi odprl za javnost.

Slovesnosti so se udeleZili nekateri ¢lani drustva, med katerimi jih je bilo najve¢ z odseka
za matematiko fakultete za naravoslovje in tehnologijo, sorodniki, novinarji ter domadini
z Bleda. Goste je s pozdravnim govorom sprejel predsednik skupséine obline Radovljica
ing. Leopold Pernus, in po slovesnosti ostal z njimi v prijateljskem pogovoru. Za njim sta
govorila prof. dr. Ervin Prelog, rektor ljubljanske univerze, ter akademik prof. dr. Anton
Kuhelj, podpredsednik Slovenske akademije znanosti in umetnosti. Oba sta poudarila
Plemljev pomen za matematiéno znanost in njegove zasluge za razvoj slovenske univerze.
Z najpomembnej§imi podatki iz Zivljenja in dela je obudil spomin nanj prof. dr. Ivan Vidav.

V sobi so razstavljena vsa Plemljeva dela, dva rokopisa, najpomembnej$a drzavna odliko-
vanja, diplome, priznanja in imenovanja, slikovni pano s kratkim Zivljenjepisom, vsi znani
portreti, plaketa in doprsni kip. Med razstavljenimi predmeti je tudi vec osebnih predmetov.

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SRS se Zeli zahvaliti vsem, ki so sodelovali
pri urejanju Plemljeve spominske sobe, med njimi ing. arh. Janezu Suhadolcu, ki je sobo
uredil, akademskemu slikarju BoZidarju Jakcu, ki je posodil originalni portret prof. Plemlja,
Nadi Jesse, ki je zbirala Plemljeve osebne predmete, ter Plemljevim znancem na Bledu,
ki so s pripovedovanjem osvezili spomin nanj ter tako v marsiCem olaj$ali delo komisije.
Se posebej pa se Zelimo zahvaliti druZini ing. Bena Plemlja na Bledu, ki bo v prihodnje
skrbela, da bo soba skoraj v vsakem Casu dostopna obiskovalcem. Prav tako se moramo
zahvaliti raziskovalni skupnosti Slovenije, Kulturni skupnosti Slovenije ter anonimnemu
darovalcu za finan¢na sredstva, s ¢imer so nam omogocili sobo opremiti in urediti.

Ciril Velkovrh

BIBLIOGRAFIJA CLANKOV IN DRUGIH PUBLIKACIJ, OBJAVLJENIH V JUGOSLAVIJI,
POSVECENIH PROFESORJU DR. JOSIPU PLEMLJU IN NJEGOVEMU DELU*

11. Peterlin A(nton), Sedamdesetpetgodisnjica prof. dr. Josipa Plemlja, Nauka i priroda 3 (1949)
225228 (S fotografijo).

13. Cermelj L(avo), Vprasanje stev. 6, Proteus 12 (1950) §t. 4/5, str. 166 — Resitve: Proteus 12 (1950)
§t. 7, str. 234—245, 285.

* Bibliografija ¢lankov o prof. dr. J. Plemlju je bila prvi¢ objavljena v Obzornik mat. fiz. 20 (1973)

157. Dopolnjeni seznam ¢lankov pa smo pripravili za Plemljevo spominsko sobo na Bledu. V tem
sestavku objavljamo le nove naslove z zaporednimi Stevilkami v celotni do sedaj zbrani bibliografiji.
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Akademik prof. dr. Josip Plemelj astni doktor, Ljubljanski dnevnik 13 (26. 11 1963), str. 3
Visoko priznanje ob Zivijenjskem jubileju, Ljubljanski dnevnik 13 (12. 12. 1963) §t. 337, str. 21
Visoko odlikovanje za prof. Plemlja, Delo 5 (1963) §t. 338, str. 1.

Kalisnik S., Priznanje velikemu matematiku, Delo 5 (1963) §t. 339, str. 1.

(Snuderl Maks), Zvestoba poklicu in narodu. Iz nagovora rektorja ljublianske univerze ob podelitvi
Castnega doktorata Josipu Plemlju, Delo 5 (1963) §t. 339, str. 5.

Prof. dr. Josip Plemelj ¢astni doktor ljubljanske univerze, Interviu v TV studiu, Kulturna pano-
rama 11. 12. 1963.

Vidav Ivan, Predavanje ob jubileju Josipa Plemlja 16. 12. 1963 v oddaji Druzba in éas 1. radijskega
programa od 18.45—19.

Zeljeznov DuSan, Urico prej, preden je prof. dr. J. Plemelj odsel »Pod lipico«, Nedeljski dnevnik 13
(22. 12. 1963) st. 347, str. 3.

Josip Plemelj, Matematiéni priruénik za takmiCenje srednjeskolaca i prijemne ispite na fakul-
tetima, Beograd, Gradevinska knjiga 1965, str. 208.

Prijatelj Niko, Ob smrti nestorja slovenskih matematikov — akademika Josipa Plemlja, Radijski
dnevnik, 23. maja 1967.

Spomenik Josipu Plemlju odkrije pred vhodom v univerzitetno stavbo Ivan Vidav 8. 12. 1969,
TV dnevnik.

Mikuz M(etod), Gradivo za zgodovino univerze v letih 1919—1945, Petdeset let slovenske uni-
verze v Ljubljani, 1969, str. 53—92.

Pomembnejsi uéenci novomeske gimnazije. 225 let novomeske gimnazije, 1971, str. 378.
(Krizani¢ France), (Posvetilo), Obzornik mat. fiz. 20 (1973) str. 130, (S portretom B(oZzidar)
Jakac: Josip Plemelj — risba iz 1. 1952, str. 129).

Vidav Ivan, Josip Plemelj, (Ob stoletnici rojstva), Obzornik mat. fiz. 20 (1973) str. 131—132.
Vekua N. P., Uporaba nekaterih izsledkov J. Plemlja v teoriji singularnih integralskih énacbh in
robnih nalog linearne konjugiranosti, prev. France KriZzani¢, Obzornik mat. fiz. 20 (1973) str.
133—144.

Hvedelidze B. V., O Couchyjevih integralih in o robnih nalogah linearnega konjugiranja, prev.
France KriZani¢, Obzornik mat. fiz. 20 (1973) str. 145—152, (s fotografijami: Josip Plemelj,
1904 in naslovna stran Plemljeve razprave iz leta 1908.)

(KriZani¢ France), Castni odbor za proslavo stoletnice profesorja Plemlja, Obzornik mat. fiz. 20
(1973) str. 153—154, (S fotografijama: Plemelj Josip, 1953 in naslovna stran Plemljeve knjige,
1953.)

K(rizani&) F(rance), Integralske, diferencialne in funkcionalne enacbe, Poroéila o delu mednarod-
nega simpozija, Obzornik mat. fiz. 20 (1973) str. 155—157.

Velkovrh Ciril, Seznam élankov in drugih publikacij, objavijenih v Jugoslaviji, posveéenih pro-
fesorju dr. Josipu Plemlju in njegovemu delu. Obzornik mat. fiz. 20 (1973) str. 157—159.
Velkovrh Ciril, Seznam del prof. J. Plemlja (Nadaljevanje), Obzornik mat. fiz. 20 (1973) str. 160.
Velkovrh Ciril, Seznam umetniskih del — portretov prof. Plemlja, Obzornik mat, fiz. 20 (1973)
str. 160.

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije vabi na Bled 7.—8. decembra 1973 na
100-letnico rojstva slovenskega matematika prof. Josipa Plemlja..., Obzornik mat. fiz. 20 (1973)
§t. 5, ovoj IV.

Beli lokvanj, glasilo ucencev osnovne sole Bled (1973) (Prispevki uencev) 1—14 str.

Znidar$i¢ M., Stoletnica prof. Josipa Plemlja. Razgovor ob mjegovi 80-letnici (ponovitev).
Diagonale TV 4. 12. 1973.

Likar Peter, Razgovor s prof. Ivanom Vidavom o prof. Plemlju in njegovem delu. Plemljev spomenik
in dokumentarni posnetki iz njegove mladosti. Diagonale TV 4. 12. 1973.

Pogaénik Bogdan, Sto let Josipa Plemlja, Matematika Zivijenjska radost, 25. ob&ni zbor Drustva
matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije, Bled, 8. decembra 1973, str. 3—8.

Ribi¢i¢ Mitja, Stoletnica rojstva matematika Josipa Plemlja. Odkritje spomenika 7. 12. 1973. TV.
Vovk Bogdan. O Plemlju kot Blejcu. Govor na proslavi ob 100-letnici rojstva J. Plemlja na
Bledu 7. 12. 1973.

Pogacnik Bogdan, Matematika, Zivljenjska radost. Sto let Josipa Plemlja (Z ilustr.) Delo 15
8. 12. 1973 &t. 331, str. 20.

Anderle Manja, Umetniski uZitek ob matematiki, Ob stoletnici rojstva prof. Plemlja, Dnevnik 22
(1973) 10. 12., §t. 335, str. 12.

Tarman Slavko, Matematika mu je bila Zivljenjska potreba in umetniski uZitek ( S sliko na 4. str.),
List 3 (1973) st. 14., str. 5.

Tarman Slavko, Dr. Josip Plemelj, nestor slovenske matematike, Ilustr. Obzornik (1973) &t. 6.,
str. 436—437.



93. Cermelj Lavo, Ob stoletnici rojstva Josipa Plemlja (S portretom), Proteus 36 (1973/74) st. 8,
str. 366—388.

94. Vagaja Marjan, Ob stoletnici rojstva matematika Josipa Plemlja (S fotografijami: Plemelj s so-
$olci v gimnaziji, Plemelj na Dunaju 1904, Prof. Plemelj s $tudenti zadnjih treh letnikov v
Ljubljani 1956 in karikaturo Boruta Pecarja) Presek 1 (1973/74) str. 65—68.

95. Vidav Ivan, (Dve anekdoti iz Zivijenja prof. J. Plemlja), Presek 1 (1973/74) str. 107 in 111.

96. (Posvetilo ob stoletnici rojstva balkanskih matematikov: Josip Plemelj in dr.), Mathematica
Balkanica 3 (1973).
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Ciril Velkovrh

NOVE KNJIGE

Janez Strnad, Fizika, 1. del,, Mehanika, Toplota. DrZavna zaloZba Slovenije 1977, 284
str., cena pl. 300.— din (240.— din), br. 250.— din (200.— din). (Matematika — Fizika,
Zbirka univerzitetnih u¢benikov in monografij; 9).

Za univerzo razen skript dolgo nismo imeli nobenega slovenskega ucfbenika fizike.
Potem pa smo skoraj hkrati (1966 in 1967) dobili kar dve deli, ki sta kasneje izsli Se
v lep$ih izdajah. O obeh delih je Ivan Kuséer napisal v Obzorniku za matematiko in fiziko 20
(1973) 122 poroéilo, v katerem je pohvalil delo Janeza Strnada. Na pobudo uredniSkega
odbora zbirke univerzitetnih u¢benikov in monografij pri Drustvu matematikov, fizikov
in astronomov SR Slovenije je avtor to delo pripravil za tisk.

Iz uvoda sledi, da je knjiga namenjena predvsem Studentom, ki jim je fizika glavni
predmet. Obseg dela se je povedal na tri knjige — Mehanika in toplota, Elektrika in optika
ter Posebna teorija relativnosti in kvantna fizika. Prvi dve deli vsebujeta klasino, tretji del
pa moderno fiziko. Ni ve¢ posebnega poglavja Atomika, atomska zgradba snovi je uvedena
sproti. V udbenik so privzeti nekateri odstavki iz skript Moderna fizika, ki so rabila §tu-
dentom drugega letnika fizike, nekateri zahtevnejsi odstavki iz Uvoda v fiziko pa so izpusCeni.

V knjigi ni posebnih vaj. Avtor priporota vaje iz fizike, ki so navedene v obSirnem
seznamu literature na zaletku.

To je prvo fizikalno delo v razdirjeni zbirki univerzitetnih ucbenikov in monografij
z novim imenom MATEMATIKA — FIZIKA. Zaradi povefanega formata 17 cm X 24 cm
in jasnih slik Berta Zitka daje knjiga lep vtis.

S prvo knjigo fizike v dosedanji matemati¢ni zbirki so fiziki napravili prvi korak. Upaj-

mo, da ne bo zadnji.
Ciril Velkovrh
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SPOSTOVANI CLANI DRUSTVA, DRAGI KOLEGI!*

Malo je podobnih obveznosti, ki sem jih sprejela s tolik§nim veseljem, kot je tale dolZnost,
da vam ob 150. publikaciji in 300. izdaji Gestitam v imenu Raziskovalne skupnosti Slovenije
in vam zaZelim obilo uspehov tudi v bodoce. Vzrok zato je bogata bera vasega dela v treh
desetletjih, ki nam je danes predstavljena, pa tudi dejstvo, da je ve€ina med nami §la vsaj
delno skozi vaso matemati¢no-fizikalno $olo ter iz dneva v dan bolj ob¢uti in bolj spostuje
njene dosezke tudi pri lastnem delu.

Kar trije bistveni razlogi so, da je vaemu ustvarjanju treba priznati poseben pomen.

Prvi je v znanosti sami, saj ne le s svojo eksponentno rastjo $tevila dosezkov, temved tudi
z vse vetjo abstraktnostjo in zategadelj vse manj$o razumljivostjo svojih zakonitosti za
vedino ljudi terja posebne napore. Ce postane svet znanosti privilegij ozke skupine, to ogroza
Cloveka, ogroZa pa tudi znanost samo, saj je za svoj razvoj vedno potrebovala Sirine duha
in ¢rpala ustvarjalnost iz vsega ¢lovestva.

Vi ste se tega zavedali. S svojim duhom in trdim delom ste z novimi znanstvenimi dosezki
bogatili naso in svetovno zakladnico matemati¢nih, fizikalnih in astronomskih ved. Obenem
pa ste s Stevilnimi publikacijami prenaali te in druge znanstvene resnice med ljudi na nadin,
ki je sicer terjal od njih resno delo, ki pa je vendarle vodil v razumevanje in s tem v potrebno
samozaupanje.

In tu Ze zadenemo na drugi pomen vasih doseZkov: na vzgojne vrednote. Na§ ¢as ni le
obdobje hitre rasti znanosti in tehnologije, naglica na vseh podro&jih je njegova glavna
znacilnost. Ta pa prinaSa s seboj tudi senéne strani: povr$nost, premajhno kriti¢nost, ne-
odgovorno improvizacijo, ki ne ogroZajo prenekaterikrat le nasih gospodarskih in drugih
odloditev, temve¢ tudi vnaSajo nezaupanje v odnose med ljudi.

Prav matemati¢no-fizikalna $ola se z vsem svojim delom postavlja po robu tem spontanim
tokovom navzdol: z razvijanjem preciznih raziskovalnih metod, z nepopustljivim terjanjem
natan¢nega, kvantitativnega pristopa, z zahtevo po nartnem reSevanju problemov, ki se
tudi v teh vedah vse bolj pomikajo od zadetnih Solskih proti realnim problemom Zivljenja,
bodi za posameznika bodi za celotno druZbo, in $e z gojenjem objektivne, z argumenti
podprte kritike, potrebne ne le vsaki znanosti, temved tudi vsaki zdravi druZbi.

Kon¢no naj poudarim §e pomen vasega dela za slovensko kulturo. Minili so ¢asi, ko smo
jo predstavljali le z Levstikom, PreSernom, Cankarjem. Kakorkoli bodo le-ti vselej ostali
velikani naSega naroda, se z znanstveno-tehni¢nim razvojem pridruZuje lepim umetnostim
vrsta dosezkov, ki jih doslej nekako nismo $teli med kulturno bogastvo, eprav bistveno
prispevajo k samobitnosti in mednarodnemu ugledu deZele in njenih ljudi.

Matemati¢no-fizikalne in astronomske vede so med njimi zlasti s temi 150 publikacijami,
z vasimi 300 izdajami, ki se jih danes veselimo tudi zato, ker so bogati, originalni prispevek
k slovenski kulturi.

Narod, ki je tako majhen, kot smo mi, in je obenem doma na ko3¢ku predudovite, Zal
tudi strate§ko pomembne zemlje, tak narod je vedno izpostavljen viharjem. Globoke ko-
renine so mu potrebne, da preZivi — in te korenine lahko vrasajo le v njegovo kulturo,
pojmovano v naj$ir§em smislu.

Hyvala vam za te na$e slovenske dosezke, za njih izvirne misli. Hvala tudi za nesebi¢no’
delo in polet, ki sta vam prenekateri delovni dan prevesila v pozno noc.

Zavedam se, da so te besede skromna zahvala. Ve pove dejstvo, da vas vsi, ki ste jim
bili osebno ali skozi te publikacije uditelji, sreCujejo s spostovanjem. Generacije, ki ste jih
vzgojili, bodo znale prenasati vaSe delo kot $tafeto iz roda v rod.

Aleksandra Kornhauser

* Misli, ki jih je povedala prof. dr. Aleksandra Kornhauser, predsednica skup$¢ine Raziskovalne
skupnosti Slovenije, na proslavi ob 150. publikaciji Komisije za tisk DMFA SRS, 16. 6. 1977.
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