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Obzornik mat. fiz,

IVAN VIDAV
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AMS Subj. Class. (1970): 54-01, 54 D 05

Clanek obravnava osnovne pojme splosne topologije: odprte in zaprte mno¥ice, zvezne pmshkam
povezane prostore in kompaktne prostore. |

This is an elementary exposition of the basic notions of the general topology: open and closed
sets, continuous maps, connected spaces and compact spaces.

. Evklidski prostori. V obiajnem prostoru je lega tocke dolodena s tremi koordina-
tami. Koordinate so realna Stevila, koordinatni sistem pa naj bo pravokoten. Ker tudi
narobe vsaka trojka (&,, &,, £s) realnih $tevil dolo¢a neko tocko v prostoru, | pravimo p@-m
gosto kar U’Gﬂﬂ toCka. IzhodisCe koordinatnega sistema o je toCka s kooydm@m i nic. C
daljenost tocke (£, &,, £;) od izhodiséa je enaka pozitivnemu kvadratnemu korenu izraza
Eu% Gt Eﬁ
10: tocka ﬁmrazseéma msmﬁ‘a 3?@ urejena n-terka realnih Stevil (&5, ..., &),
n@éica, vseh urejenih n-terk.
cimi ¢rkami, npr. x = (&, ..., &).
, ¢, so koordinate tocke x, &, je prva koordinata, &, druga itd., &, n-ta koor-

n-razsezen prostor, oznacim

Prin=1j )¢ R R kar Stevilska premica. TocCka 1ma samo eno koordinato.

ravinina. Vse slike bomo risali v mvnmi t]. za n = 2.
nozwa; vseh urejenih m-terk je mnozica elementov karteziCnega produkta R
R, kjer j | . Zato lahko reCemo, da je prostor R” karteziCni pmdum

@g@gm oomo n-terko x = @1, ..., &,) imenovali vektor. Stevila &,,..., £, so v tem
V@kmma X. X S@ga od izhodisCa o do tocke s koordinatami

.., &,. Vektorje Eahﬁm no s Stevili. SeStevamo ﬁh tako, da seStevamo
istoleZzne komponente, mnozimo s pa tako, da pomnozimo vse komponente
s skalarjem. Ce sta mmj x = (Zb e &) iny = (p, ..., 17,) poljubna vektorja in a poljubno
Stevilo, je | |

X+ y = <gi + Hisenes En +§gﬁ}
x = (a&,, ..., at,)

Razdalja toCke x od mhodls@a _g@ enaka pozitivnemu kvadratnemu korenu iz VSOE@
kvadratov koordinat. A
jo z |l x|, torej

dolZina oz. norma vektorja x.

.-

[Jax]| =]al:

" pa je @naka normi m;zhm X —:

&zdaha, dmh toCk xinyv pmswm

d(x,y) = H X —y H = V@l — )2 + .. (&, —n,)? (1)




Razdalja ima tele lastnosti:

1. d(x, y) = 0; d(x, y) = 0 natanko tedaj, kadar tocki x in y sovpadata.
2. Razdalja je simetricna: d(x, y) = d(y, x).
3. Velja trikotni8ka neenacba. Ce so x, y, z poljubne tocke, je

d(x,2) <d(x,y) +d(y,2) 2)

Tri toCke x, y, z imamo lahko za oglis€a trikotnika. Razdalje d(x, y), d(y, z) in d(x, z)
so dolzine njegovih stranic. V trikotniku je vsaka stranica manjsa od vsote drugih dveh
stranic. Zato imenujemo (2) trikotnisko neenacbo.

Lastnosti 1. in 2. sta neposredno razvidni 1z definicije (1). TrikotniSka neenacCba se da
tudi izpeljati 1z definicije (1), je pa pri tem potrebno nekaj raCunanja. EnacCaj nastopi v (2)
tedaj, kadar so toCke x, y, z na isti premici in lezi y med x in z. |

Evklidski prostor R”* je mnozica vseh urejenih n-terk realnih Stevil, pri Cemer raCunamo
razdaljo med toCkami po formuli (1).

Naj bo a toCka prostora R” in r pozitivno Stevilo. MnoZica vseh toCk x € R”, ki so od
a oddaljene za manj kakor r, je odprta krogla K(a, r) s srediS¢em a in polmerom r:

K(a,r) = {x e R,

x—al|<r}
Mnozica vseh tock, ki imajo oddaljenost » od a, je sfera S(a, r) s sredis¢em a in polmerom r:

S(a, r) = {x e R",

Ce upostevamo definicijo norme, sestavljajo kroglo tocke x, katerih koordinate ustrezajo
neenacbi

(Zl‘“‘"al)z + ... + (gn____an)g < r?

Sfero pa sestavljajo vse toCke, ki ustrezajo enacbi

Gi—a)+ ... +E,—a) =r

Tu so a4, ..., a, koordinate sredisCa a.

V dvorazseznem prostoru je mnozica K(a, r) krozna plos€a s polmerom r, S(a, r) pa je
kroznica. | |

V enorazseznem prostoru ima tocka eno samo koordinato. Razdalja dveh tock je abso-—
lutna vrednost razhke koordinat. Enorazsezna krogla S sredii¢em a m polmerom r je interval
1n a + r.

Mnozica totk {x e R%, || x —a || =} je zaprta krogla s sredi§¢em g in polmerom r.
Zaprta krogla sestoji 1z odprte krogle K(a, r) in sfere S(a, r).

Oglejmo si Se definicijo kvadra. Imejmo dve n-terki (a4, ..., a,) in (f4, ..., f,), pri Cemer
naj bo a, < B, za vsak k. Kvader K je mnozica vseh to¢k x = (&,, ..., &,), pri katerih
leZi prva koordinata ¥, med a, in f,, druga &, med a, in ., itd., zadnja koordinata £, pa med
a, in B,. Robovi tega kvadra so f, — ay, ..., B, — a,. Ce so med seboj enaki, je K n-raz-
sezna kocka. V ravnini je mnozica K pravokotnik, na premici pa daljica (interval). |

2. Topologija v prostoru R”?. Okolico tocke a sestavljajo vse toCke, ki so »blizu« tocke a.
Zev vsakdanjem pomenu okolica ni nekaj natanko dolocenega. Za okolico mesta vzamemo
lahko npr. vse kraje, kamor pridemo iz mesta pe§ v manj kakor eni uri, ali vse kraje, kamor
pridemo s kolesom v manj kakor eni uri ali z avtom v manj kakor eni uri. Tudi v matematiki
ima vsaka toCka veC okolic.
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V prostoru R
nujemo okolico toc¢ke a vsako n
: ycka prostora celo druzino okolic.

gla s srediSCem v tocki a okolica toCke a. Na splosno pa
inozico tock, ki w@bm@ kako kroglo s srediS¢em a. ']
Ta druzina 1ma tele lastnosti:

tedaj a € U.

lica U tocCke a vsebuje a,
h okolic toCke a je okolica tocCke a.
toCke a, je V okolica tocke a.

Yol

ocke a, da je U okolica

mnozica E/" VS@MU@ aﬁm okolico U

. Da ‘V@Eja; tudi (4), ugotovimo takole:

glo K(a, r) s sredis€em a in polmerom r > 0. Naj bo

. Mnozica U je okolica za wa}m toCko b krogle K(a, % r},} saj lezi krogla
1 K(a, r), torej pripada mn glej sliko M, |

SI. 1

o Se eno lastnost okolic:

basm ain b mzh@m tocki. Obstaja taka okolica U tocCke ain okolica V tocke b,
kupne tocCke, torej U1 V = 0.
d razdaljo toCk a in b in postavimo r =

R

. {@5 ?"} n K(ég F}

Naj bo ay, a., a,, ... zaporedje toCk v prostoru R”. Definicija konvergence je obiCajna:
zaporedje {a,} konvergira proti tocki a, Ce Vsaka okolica limitne m&ke a vsebuje od nekega
Clena naprej vse toCke tega zaporedja. Torej za vsak & > 0 lIahko najdemo tak indeks k,,
da je ] a,—da ” < ¢ za vsak k > k,. Hitro Wdi m zaporedju {a}
konvergirajo posamezne koordinate ¢lenov a, proti ustrezni koordinati limitne tofke a.

R". Totka iz

Naj bo 4 poljubna mnozica tock prostora
‘razli¢ne kge (sl. 2):

a) ToCka a je notranja mgka nnozice A, Ce obstaja vsaj ena okolica U tocke a, ki lezi
vsa v mnozici A. . .

b) Todka b je zunanja totka, e obstaja vsaj ena okolica V te tocke, ki nima nobene
tocke n noéic@ A.

C) ¢ je robna toka, &e so v vsaki njeni okolici m@k@ 1z mi
niso v A.

R” ima glede na A4 lahko tri

Gﬂ@@ A in l ki




Notranja toCka pripada mnozici A4, zunanja tocka pa ni v 4. Robna tocka je lahko v
mnozicl A ali pa tudi ne.

OznaCimo z A¢ komplementarno mnozico od 4 (na kratko komplement od A), to je
mnozico vseh toCk prostora R”, ki niso v A. Mnozici 4 in A¢ nimata skupne tocke, zdruzeni
pa sestavljata ves prostor, torej A (1 A =0 in A U A¢ = R”. Notranja to¢ka mnozice
A je zunanja tocka za A¢, zunanja za A pa je notranja za A¢. Vsaka robna toCka mmnozice
A je robna tocCka tudi za Ac.

Primeri. 1. Ce je 4 = R”, so vse toc¢ke notranje, zunanjih in robnih tock tu ni.

2. Naj bo A mnoZica vseh toCk na premici, prostor R” pa naj ne bo enorazsezen. Tu
notranjih toCk ni. Vsaka tocka na premici je robna, vse toCke zunaj premice pa so zunanje.

3. Ce je A = K(a, r), to je krogla s sredisCem a in polmerom r, ima mnozica notranje,
zunanje 1n robne toCke. Vse robne tocke sestavljajo ggroS(a,r)

4. Imenujmo tocko x = (%, ..., &,) racionalno, ¢e so vse njene koordinate £, racio-
nalna Stevila. Mnozica vseh racionalnih toCk nima niti notranjih niti zunanjih tock. Vse

toCke prostora so robne. V vsaki okolici vsake toCke so namreC racionalne toCke in tocke,
k1 niso racionalne.

Definicija. MnoZica O je odprta, ce je vsaka njena tocka notranja.
MnoZica Z je zaprta, ce vsebuje vse svoje robmne tocke.

Odprta krogla K(a, r) je odprta mnozica, sfera S(a, r) je zaprta mnozica. Ves prostor
R” je hkrati odprta in zaprta mnoZzica. Robnih toCk pri tej mnozici sploh ni.

Iz definicije je takoj razvidno, da je komplementarna mnozica odprte mnozice zaprta,
komplementarna mnozica zaprte mnozice pa odprta. Komplement vsega prostora R” je
prazna mnozica. Ker je R” odprta in zaprta mnoZica, Stejemo tudi prazno mnozico za
odprto in zaprto.

Iz definicije okolice in odprte mnozice se takoj vidi, da je neprazna. odprta mnozica
okolica za vsako svojo tocko.

OznacCimo z @ druzino vseh odprtih mnozic in z &£ druZino vseh zaprtih mnozic pro-
stora R”. DruZina @ ima tele lastnosti:

(A) Prostor R" in prazna mnoZica O pripadata druzini O
(B) Unija odprtih mnoZic je odprta mnoZica

(C) Presek dveh odprtih mnoZic je odprta mnoZica

Druzina ¢Z ima podobne lastnosti:

(A") MnoZici R" in O pripadata druZini (£
(B") Presek zaprtih mnoZic je zaprta mnoZica

(C’) Unija dveh zaprtih mnoZic je zaprta mnoZica

Dokazimo lastnosti za odprte mnozice! Lastnosti (A”), (B") in (C’) dobimo iz (A),
(B), (C), Ce upostevamo, da je zaprta mnozica komplement odprte, da je presek komple-
mentov komplement unije in unija komplementov komplement preseka.

Da velja (A), Ze vemo. |

Naj bo zdaj {O;} poljubna druZina odprtih mnoZic in O unija te druzine. Vzemimo v O
poljubno tocko a. Ta tocka je vsaj v eni mnozici druzine {O;}, npr. a € O, . Ker je O; odprta
mnozica, je okolica toCke a. Unija O pa vsebuje mnozico O; . Od tod sledi, da je a notranja
to¢ka v O. Torej je O odprta mnozica, ker so vse njene tofke notranje. |

Naj bosta 0, in O, odprti mnozici. Ce je presek O, (1 O, prazna mnoZica, je odprta. Naj
bo 0; N O, # 0. Vzemimo v preseku poljubno tocko a. Ta tocCka lezi v O,in O,. Ker sta O,
in O, odprti, obstajata taki okolici U; in U, toCke a, da je prva v O,, druga v O,. Presek
U = U, N U, jetudi okolica to¢ke a, lezi pa v preseku O; N O,. Torej je a notranja tocka
preseka O, (1 O,, ki je res odprta mnozica.

!



ih mnozic odprta m

da je presek konéneg

Iz lastnosti (C) takoj sledi,
MnoZico vseh notranjih toCk dane mnoZice A —
mnozica in leZzi v A. To je najvecja odprta mnozica v A.
Mnozica A je odprta natanko tedaj, ko je 4 = A°.
Prav tako sestavljajo vse zunanje toCke mnoZice A odprto mnozico. To je notranjost
komplementa A°.

OcCitno je A° odprta
nozice A.

R oznacimo z A°.
[menuje se nofranjost n

Dodajmo mnozict A vse njene robne m&k@ Dobljena mnozica A vsebuje mnoZico A4
in je za;mm jen komplement sestoji namreC iz vseh zuﬂ&mm ’mdg mnoZice A m je Omm
mnozica. A se imenuje mpme mnozice 4. OCitno je A najmanjSa zaprta mnoz

MnoZico vseh robnih toCk bomo oznacili z R(A).
komplementa A4¢. R(A) imenujemo rob mnoZice A.
presek zaprtih mnoZic 4 in zaprtja komplementa A°.

Naj bo X poljubna mnoZica to¢k prostora R”. Okolica toCke g € X glede na X je presek
mnozice X z okolico tocke a v prostoru R" Taka okolica je npr. mnoZica vseh tock iz
X, ki leze v notranjosti krogle s polmerom r in sredis¢em a. PodmnoZico A — X bomo im
novali relativno odprito, Ce obstaja taka odprta mnozica O prostora R”, da e d =0
Podobno je podmnoZica B — X relativno zapria, Ce je enaka preseku 1 Emzm@
zaprto mnozico prostora R”. Druzina relativnho odprtih mnozZic mnoZice X im
druzina odprtih mnozic mogmm R”_lastnosti (A), (B) in (Q dmzma mmuw‘m zaprtih

Mnozico mgk XcR

To je obenem mnozica robnih tocCk
Rob R(A) je zaprta mnoZica, ker je

R” ali na kmé ko kar prostor.

prostora

inozica prostora R”, so relativno odprte m
R”, so relativno zaprte vse zaprte m

V posebnem primeru, ko je X odprta n
vse odprte mnoZice, ki leZze v X. Ce pa je X zaprta v
zice, ki leze v X.

.'/.

MnozZico vseh toCk na premici imamo lahko za enorazsezen prostor R

Primeri. 1.
11 prostora

Relativno odprte (zapﬁ@} ngzm@ se tu ujemajo z odprtimi (zaprtimi) mnozican
R Isto velja, Ce je X mnozica vseh tock na neki mvmm pmsmm R R ’
in zaprte mnozice se ujemajo z odprtimi in zaprtimi mnozicami prostora R2,

2. Stera S'(a, r) je zaprta mnozica. Zato so relativno zaprte mnozice kar zaprte m
m@k na tej sferi. Odprta mnozica na S{a, r) pa je presek odprte mnozice prostora R” s siero

Y < R” poljubni mnozici toCk. Preslikava f: X Y je 1 mdms
0 pmpada vsaki tocCki X € X natanko dolocena tocCka prostora Y kot shika. T
m@k@ bomo oznacili z f(x). Preslikava f je injektivna, Ce upodobi razliCne toCke prostora X
v razliCne toCke prostora Y, surjektivna, Ce je vsaka tocka prostora Y slika neke tocke iz X,
in bijektivna ali povratno enoli¢na, Ce je hkrati injektivna in surjektivna. Bijektivna pre-
slikava ima inverzno preslikavo f 1, ki preslika prostor ¥ na X.

Ce je A mnoZica totk prostora Xf, oznatimo z f(A) mnoZico njenih slik, torej f(A) =
= {f(x), x A}, Posebej je f (X) mnoZzica vseh slik pri upodobitvi f. f(X) imenujemo zalogo
vrednosti upodobitve f. Ce je f(X) = Y, je upodobitev surjektivna.

Njena inverzna slika, oznaimo jo f~*(B), je mnoZica
noZici B. Torej f~1(B) = {x € X, f(x) €

Naj bo B mnozica toCk prostora Y.
vseh tistih toCk prostora X, katerih slika pripada n

Kako se preslikava f izraza s koordinatami? Naj bo x = (&, ..., &) 1n f(x) =y =
= (i, ..., 17,,) ustrezna tocka v Y. Njene koordinate so funkcije koordinat tocke x:

‘??1 :“"—-j’;(éla =y éﬁz}a “3 ?f?z mﬁg(éls vy éﬁg}




Narobe je tudi res. Funkcije fi(&y, ..., &)y ovny [ (&, o0y &), ki naj bodo definirane, de
pripada tocka x = (&, ..., &,,) mnozici X, doloCajo neko preslikavo mnozice X v prostor R”,
Prostor R! je Stevilska premica. Preslikava f : X — R! = R je torej realna funkcija, ki je
definirana na mnozici X.
Kdaj je preslikava f: X — Y zvezna? Zvezna je lahko v posameznih toCkah, pa tudi
povsod na definicijskem obmocju X. Definicija zveznosti v tocCki je obiCajna:

Definicija. Preslikava f: X — Y je v tocki x, € X zvezna, ¢e pripada vsakemu pozitiv-
nemu Stevilu ¢ tak pozitiven o, da velja ocena

Hf(x) — f(xo) H < &

za vse tocke x € X, ki ustrezajo pogoju || x — x, || < 6.

Vse togke x € X, za katere velja || x — x, || < J, sestavljajo okolico Us togke x, v pro-
storu X. Vse totke y € ¥, ki ustrezajo pogoju || ¥y — f(x,) || < &, pa sestavljajo okolico V,
slike f(x,). Pozitivno Stevilo ¢ si smemo poljubno izbrati. Od tod sledi, da lahko povemo
definicijo zveznosti tudi takole:

Preslikava fje v tocki x, € X zvezna, e za vsako okolico V slike f(x,) obstaja taka okolica

U tocke x,, da se vse tocke okolice U preslikajo v izbrano okolico V tocke f(x,), torej velja
f(U)c V.

Preslikava [+ X — Y je na prostoru X zvezna, Ce je zvezna v vsaki tocki.
Izrek 1. Preslikava f: X — Y je zvezna natanko tedaj, kadar je inverzna slika vsake
odprte mnoZice prostora Y odprta mnoZica prostora X.

Dokaz. Naj bo f zvezna, torej zvezna v vsaki toCki prostora X. Vzemumo v Y poljubno
odprto mnozico O. Denimo, da njena inverzna slika f~* (O) ni prazna. Naj bo a € f~* (0),
tedaj f(a) € O. Ker je mnozica O odprta, je okolica toCke f(a). Ker je f zvezna povsod, torej
tudi v tocki a, obstaja taka okolica U toCke a, da je f(U) — O. Od todsledi U < f— (0).
Torej je a notranja toCka mnozice f~*(0). Ker je bila a poljubna, je f~*(0O) res odprta mnozica.

Naj bo zdaj ftaka preslikava, da je inverzna slika vsake odprte mnoZzice odprta mnozica.
Izberimo si poljubno toCko a € X in poljubno odprto okolico ¥V slike f(a). Njena inverzna
slika (V) = U je odprta mnozZica. Ker je a € Uin U odprta, je U okolica toCke a. Nadalje
velja f(U) < V. Torej je f v toCki a zvezna. S tem je 1zrek 1 dokazan.

Pogosto definiramo, da je zvezna preslikava taka preslikava, pri kater1 je inverzna slika
vsake odprte mnozice odprta mnozica. Izrek 1 pove, da je ta definicija ekvivalentna z defini-
cijo zveznostl v vsaki tocCki.

Definicija. Bijektivna zvezna preslikava f: X — Y, pri kateri je tudi inverzna preslikava
f1:Y > X zvezna, se imenuje homeomorfizem.
Prostora X in Y sta homeomorfna, ¢e obstaja kak homeomorfizem f prostora X na prostor Y.

Inverzna preslikava f~* homeomorfizma f je seveda tudi homeomorfizem. Zato je homeo-
morfnost prostorov simetri¢na lastnost. Topologija Studira tiste lastnosti prostorov, ki se
ohranjajo pri homeomorfizmu. | |

Naj bo f homeomorfizem prostora X na prostor Y. Ker je f zvezna preslikava, preslika
f~t vsako odprto mnozico prostora Y na odprto mnozico prostora X. Ker je tudi /= zvezna
in je f njena inverzna preslikava, preslika tudi f odprte mnoZice prostora X na odprte mno-
7ice prostora Y. Zato obstaja pri homeomorfnih prostorih povratno enoli¢na korespon-
denca med odprtimi mnozicami prvega in drugega prostora.

Oglejmo si dva primera homeomorfizmov. Prvi€¢ naj bo X = R” 1n Y odprta enotna
krogla v R”, torej ¥ = {x e R, || x || < 1}. Preslikavo f definirajmo takole

SO =0 +|[x|px, xeR”



0, da vse k@@fdmam tocke X delimo s Stevilom
mshk&m fec d’EH@ zvezna. Ce piSemo f(x) = y, dobim

[yl =a+]lx[D|x]l <1

Od tod izraCunamo || x || = ||y ||/(1 — ||y |). Inverzna preslikava pa se

I b

Tore] y €Y.
glasi

Ty =0— ||y Dy, ye¥

Ker je H y H < 1 za vsako toCko y enotne krogle Y, je tudi /= zvezna preslikava. Zato je
£ hon @ﬁmmﬁZ@ m in pmswr R” j¢ homeom @ﬂ‘én odpﬁi mmm <rogh v tem prostoru. Od
1imo da e R eomn gli tega prostora (s ohubm

Sre-

£ 2 g W

discem in n mbm E"&dﬁ
Drugi€ naj bo prostor X mp@wavmn&, pro-

Swm R” dolocCena z enacbo &,
X mnozica vseh n-terk (&, ...., éﬁ_h 0), pri |
katerih je zadnja koordinata enaka ni¢. Prostor
Y naj bo enotna sfera S = {xe R”, || x || = 1},
iz katere smo odstranili severni pol, tj. to¢ko
(0, ...,0,1). StereografiCna projekcija f hiper-
ravnine X na sfero S je dolocena takole: Tocko
x € X zveZzemo s severnim polom (sl. 3). Pre-
selisCe te zveznice s sfero S je tocka f(x) =y
Zaloga vrednosti preslikave f je vsa sfera §
7 17jemo severnega pola, torej prostor Y. Hi
vidimo, da je stereograficna projekcija povrat-
no enoli¢na in v obeh smereh zvezna. Torej je hiperravnina X homeomorfna punktirani
sferi (sferi brez severnega pola). Bralec naj sam poisCe, kako se stereografiCna projekcija
izraza analiti¢no. |

Poljubno izbrana prostora nista vsdﬁj homeomorfna, tudi e obstaja bijektivna presli-
kava med toCkami obeh prostorov. Brez d@kaza nmf@d} 10 izrek:

Brouwerjev izrek o invarianci odpm‘m nnozic. Naj bosta m
podprostora prostora R" . Ce je mnoZica U odprta v R

Od tod sledi, da j@ dimenzi Jéa; topoloska mgmosé Ce m
homeomorfna. Denimo namre¢, da je » < m. Prostor R” imamo mhkﬁ Za p@dpmsim
pmsmm R S@Swﬁ 1z vseh m@k x € R™, pri kat@mh j@ zadnﬁh " — N k@mdmm enakih nic.

Ker R” ni odprta mnozica v R™, pmsfmm R’ in R” nista homeomorfna. Pac pa je G.
Cantor dokazal, da obstaja bijektivna preslikava c mika ni Stevilske premice in tockamai

¥

oloski prostori. Oglejmo si na kratko doslej prehojeno pot. S pomodjo
razdalje med toclkami @thdsk@a prostora smo za vsako toCko definirali sistem okolic.
Od tod smo prisli do pojma odprtih in zaprtih mnozic. Zveznost preslikav smo lahko defi-
nirali samo z okolicami oz. odprtimi mnoZzicami. Ce ta spoznanja posploSimo, pridemo
do poyma spmsneg& topoloskega pmsmm

Definicija. Topoloski prostor je par (X (), kjer je X mpmmﬁ nnoZica, katere elemente
imenujemo tocke, O pa je druZina podmmnoZic mnoZice X. DruZina O naj ima tele lastnosti:
\) Ves prostor X in prazna mnozica O pripadata druZini O |
(B) Unija poljubne druzine mnoZic iz O je v O
(C) Presek dveh mnoZic iz druZine € je v )

MnoZice iz druZine ) imenujemo odprte mnoZice tock topoloskega prostora X,




Ce pri dani mnozici X druzino @ spremenimo, dobimo drugacen topoloski prostor.
Kljub temu bomo na kratko rekli kar topoloski prostor X, ne da bi posebej navajali dru-
¥ino 0. |

Primeri. 1. Druzino ¢ naj sestavljajo vse delne mnozice toCk prostora X. Ta druZina
oCitno ustreza pogojem (A), (B) in (C) in zato doloca topologijo. Ker je tu vsaka mnoZica
z eno samo toCko odprta, imenujemo to topologijo diskretna topologija prostora X. Zgled
za tak prostor je mnozica Z celih Stevil na Stevilski premici v relativni topologiji. Interval
(n—e¢,n + &) je okolica Stevila n in edino celo Stevilo v njej je n, Ce je ¢ < 1. Ta okolica

je odprta mnozica, torej je vsaka toCka v mnozici Z odprta. Potem pa je vsaka podmnozica
v Z, odprta.

2. Druzino O naj sestavljata samo prostor X in prazna mnozica. Tudi ta druzina doloca
topologijo v prostoru X.

3. Naj bo X neskon¢na mnozica. Druzino @) naj sestavljajo vse tiste podmnozice O — X,
katerith komplement je konCna mnozica (v komplementu je samo konc¢no Stevilo toCk).
N1 tezko videti, da ta druZina ustreza pogojem (A), (B), (C) in zato dolocCa topologijo pro-
stora X. |

Zaprta mnoZica topoloSkega prostora X je komplement odprte mnozice. Druzina &
zaprtith mnozic ima tele lastnosti (glej str. 4): Prostor. X in prazna mnozica sta zaprti mnozici.

Presek zaprtih mnozic je zaprta mnozica. Unija konCnega Stevila zaprtih mnozic je zaprta
mnozica.

Kaj je okolica tocke a v topoloSkem prostoru X? Okolico imenujemo vsako mnoZico
toCk U < X, ki vsebuje tako odprto mnozico O, dajetoCkaav O, torejaec O < U. Po tej
definiciji je odprta mnoZica okolica za vsako svojo toCko. Bralec se lahko brez tezave pre-
prica, da ima sistem okolic dane tocke v topoloSkem prostoru X lastnosti (1) — (4), ki smo
jih naSteli na str. 3 za okolice v evklidskih prostorih.

Naj bo A mnozica tock topoloskega prostora X. Kakor na str. 3 opredelimo notranje,
zunanje in robne to¢ke mnozZice A, notranjost A4° in zaprtje A.

Tudi zveznost in homeomorfizem definiramo kakor pri evklidskih prostorih: preslikava
f topoloskega prostora X v topoloski prostor Y je zvezna, Ce je inverzna slika vsake odprte
mnozice prostora Y odprta mnozZica prostora X. Prostora X in Y sta homeomorfna, Ce
obstaja povratno enoli¢na, v obeh smereh zvezna preslikava prostora X na prostor Y.

- Konstantna preslikava je taka, da se vse toCke prostora X preslikajo v isto toCko ¢
prostora Y. Konstantna preslikava je vselej zvezna.

Brez tezave vidimo, da je vsaka preslikava f: X — Y zvezna, Ce sta v prostoru Y edini
odprti mnozici Y in 0.

- Naj bosta f: X— Y in g : Y — Z zvezni preslikavi. Kompozitum g . f je preslikava
prostora X v prostor Z. ToCki x € X pripada tocka g(f(x)) € Z. Kompozitum je zvezna
preslikava. Naj bo namre¢ O < Z odprta mnozZica. Ker je g zvezna, je O, = g~1(0) odprta
mnozica v Y. Prav tako je tudi O, = f~*(0,) odprta mnozica v X. Torej je (g o /)71 (O) = O,
odprta mnozica. Od tod sledi zveznost kompozita g . f. Posledica tega je, da je homeo-

morfnost tranzitivna relacija: ¢e je prostor X homeomorfen prostoru Y, Y pa prostoru Z,
je X homeomorfen prostoru Z.

Naj bo A4 poljubna mnozica toCk v topoloSkem prostoru X. Na mnozici A definiramo
relativno topologijo kakor pri evklidskih prostorih. Podmnozica B < A je odprta v relativni
topologiji, ¢e je B presek mnozice A s kako odprto mnozico prostora X. Tako doloCena
druzina (relativno) odprtih mnozic ustreza pogojem (A), (B) in (C) na str. 7 in dolo¢a na
mnozici A topologijo, ki jo imenujemo relativna topologija. Prostor 4 v tej topologiji
imenujemo podprostor prostora X.
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Imejmo toploska prostora X i
imenujemo vioZitev prostora X
prostorov v evklidske prostore R”. |
Sistem okolic v evklidskem prostoru ima tudi lastnost (5) (glej str. 3). \
3kih prostorih (5) ne velja. Kar oglejmo si prostor X iz primera 3 (str. 8). N aj bosta a in
b mzﬁém mﬂd mga msmm U poljubna Odrm mnoZzica, Vv km@ﬂ j@ a V poljubna

. Zato je tudi

o1 plement p msska Ul
ni prazen. Poljubni okolici tock @ in b imata torej neprazen j msekg da (5) ne velja.

Definicija. Topoloski prostor X je Hausdorffov ali T, prostor, ¢e za poljubni razlicni tocki

, b e X obstaja raka okolica U tocke a in taka okolica V tocke b, da je njun presek
fedaj UNV=0~0.

Evklidski prostori so vsi Hausdorffovi.

Ce je X Hausdorffov prostor in A — X mnozica tock, je A v relativni topologiji H
dorffov prostor. |

Povezani prostori. V vsakem mpﬂmsk@ m prostoru X sta prazna mnoZica in mnozZica
X odprti in Z&m"ﬂ * i je Se kaka druga mnoZica toCk odprta in zam‘m‘? Pa naj bo O odp

in za,mm @mp lement O°¢ = O’ je potem tudi odprta in zaprta mnoZica. V@ha
01O =0. X smo mzsmwh v dve dmunktm odprti mnozici O

in G Namb@ naj bo X =0 U O/, = 0, kjer sta O in O odprt1 n nozm@ ‘
, je tudi zaprta mnoZica. Isto velja za O’. -

f _

komplement od O

Definicija. Topoloski prostor X
( edini odprti in zaprti mnoZici.
Tudi takole lahko povemo:

Topoloski prostor je povezan, Ce ga ne moremo zapisati kot unijo dveh odprtih
nepraznih disjunkitnih mnoZic. |

je povezan, ce sta v njem prazna mnozZica ) in mnoZica

(zaprtih)

10 vsaj na en nacin v unijo X = O /o NE-
Mnozici O, in O, sta v tem primeru tudi

Nepovezan prostor X pa lahko razstavin
praznih disjunktnih odprtih mnoZic O, in O,.
za.mﬁ |
Diskretni prostor je nepovezan, Ce ima veC kakor eno tocko.
m prostoru odprta in zaprta.
Naj bo X < R”" podprostor, ki sestoji iz dveh krogel K
pmm@mv + r mams& od razdalje srediSC a in b, je prostor X nepovezan.
m primeru v X odprti in zaprti.

Vsaka mnoZica z eno tocko

nazma X vseh racionalnih tock na Stevilski premu
namre¢ poljubno iracionalno $tevilo a. Oznadimo z O; m SfEWﬂ
manjSih od a, in z O, mnozico vseh racionalnih St@vﬂ veCjih u a. O C msim‘u
X odprti. Prva je presek mnozice X z Odmﬂm intervalom (—o0, a), druga pmsd{ yi odm’um
intervalom (a, ). Velja X = O, U 0,, O, 1 O, = §. Torej je X nepovezan. |

Ali sploh obstajajo povezani pmstom ki imajo veC kakor eno tocko? 1
katerem sta edino 9 in X odprti mnozici, je o¢itno povezan. Toda ta prostor ni I
¢e ima vel kakor eno tocko. Videli bomo, da so vsi evklidski prostori povezani.

pa poglejmo, kako se vede povezan prostor pri zvezni preslikavi.

Izrek 2. Naj bo X povezan topoloski prostor in f zvezna surjektivna preslikava prostora
X na prostor Y. Potem je tudi Y povezan prostor.

[ausdorfiov,
Najprej

Pripomba. Pogosto je X mnozica tock v nekem topoloskem prostoru. |
povezana, ¢e je povezana kot prostor v relativni topologiji. Tudi Y je pogosto le n




toCk v kakem topoloskem prostoru. Zato lahko izrek 2 na kratko povemo takole: zvezna
slika povezane mnozice je povezana mnozica.

Dokaz izreka je preprost. Ce Y ni povezana mnozica, jo lahko zapi$emo kot unijo dveh
nepraznih odprtih disjunktnih mnozic O, in O,. Inverzni sliki f~(0,) in f~1(0,) sta brez
skupnih toCk in odprti neprazni mnozici, ker je f zvezna surjektivna preslikava. Nadalje

je X = -0, U f4(0,). Tak zapis pa ni mogoc¢, ker je X povezan. Zato je tudi Y povezan
prostor.

Izrek 3. Na Stevilski premici so vsi intervali, koncni in neskoncni, odprti, zaprti in napol
zaprti, povezane mnozice. To so poleg mnoZic z eno samo tocko edine povezane mnozice na
premici.

Dokaz. Vzemimo poljuben interval I s krajis€t a in b, priCemer je —o0 =a < b < w
Ce I ne bi bil povezana mnoZica, bi lahko pisali I = Z, U Z,, kjer sta Z, in Z, neprazni
disjunktni relativno zaprti mnozici. Izberimo si v Z; Stevilo u in v Z, Stevilo v. Naj bo npr.
u < v. Zaznamujmo z M mnozico toCk, ki so v Z, in leZe na intervalu [«, v]. Ta mnoZica
ni prazna, ker je u € M, in je zaprta. Naj bo ¢ njena natancna zgornja meja. Ker je M zaprta,
lezZicv M  Z,. Torej ¢ < v eZ,. Vse toCke med c1n v so v £,. Zato je ¢ robna tocka mno-
zZice Z,1n c je tudi v Z,, ker je Z, zaprta. Torej imata Z; 1n Z, skupno toCko cin nista disjunkt-
ni. To protislovje dokazuje, da je interval I povezana mnozica.

Naj bo zdaj M poljubna povezana mnoZzica na Stevilski premici in naj sestoji iz vec
kakor ene todke. Vzemimo spet v M poljubni todki u in v, u < v. Vse tocke intervala [u, v]
so v M. Denimo namrec, da tocka ¢ € [u, v] ne bi bila v M. Preseka mnozice M z intervaloma
(—o0, ¢) in (¢, ) sta relativno odprti mnozici O, in O,, ki nista prazni in nimata skupne
toCke. Ker je M = 0, U O,, mnozica M ni povezana, kar nasprotuje privzetku. Torej
je ves 1nterval [u, v] v mnozici M. Naj bo a natanCna spodnja meja mnozice M in b njena
natanCna zgornja meja (a = —oo, ¢e M ni navzdol omejena, in b = oo, ¢e¢ M ni navzgor
omejena). Iz prejinjega sledi, da so vse tocke intervala (a, ) v mnozici M, saj lahko najdemo
u € M, ki je poljubno blizu krajis€a a in v € M, ki je poljubno blizu krajis€a b. Torej je M
interval (odprt, zaprt alt napol zaprt). Izrek 3 je dokazan.

Oglejmo si preprosto posledico izrekov 2 in 3. Naj bo f zvezna realna funkcija, definirana
na topolo§kem prostoru X. Ce je X povezan prostor, je po izreku 2 zaloga vrednosti f(X)
povezana mnozica toCk na Stevilski premici. Po izreku 3 pa je f(X) interval. Od tod sledi:
Ce zavzame zvezna funkcija na povezanem topoloSkem prostoru vrednosti a in 8, zavzame
tudi vse vrednosti med a in f. V posebnem primeru, ¢e zavzame pozitivho in negativno
vrednost, zavzame nekje tudi vrednost 0.

Enacbi &, = rcos ¢, &, = r sin ¢ dolocCata pri danem r zvezno preslikavo Stevilske premice
v ravnino R? Zaloga vrednosti je mnozica vseh toCk na kroznici &2 + &£,2 = r2 Torej je
kroznica zvezna slika Stevilske premice, ki je povezan prostor Zato je tudi kroznica povezan
prostor.

Na premici smo nasli vse povezane mnozice. V prostorih R”, n > 1, je druZina povezanih
mnozic neprimerno bogatejSa. Tu bomo poiskali samo odprte povezane mnozice.

Naj bosta a in b poljubni toCki prostora R”. Daljico, ki veZe a in b, opiSe toCka x =
=q -+ t(b—a),kogre t od 0do 1. Pri ¢t = 0 dobimo krajisCe a, pri ¢t = 1 krajiS€e b. Daljica
je kot zvezna slika intervala [0, 1] povezana mnozica tock.

Poligonska Crta je kon¢no zaporedje daljic

10z, o3, ...y Qpy 11

v katerem je konCna tocka vsake daljice zaCetna toCka naslednje daljice. Pravimo, da poli-
gonska Crta veze prvo toCko a, s konCno tocko a, 1.
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mnozici O
zammﬁ tocko a, koncéno mdm pa 5 Na sl. 4 S@Smﬁ
n O,. Poljubni tocCki a in b 1z O, se dasta zvezati s polig
pa se ne da povezati z nobeno tocko ¢ iz O,. Dokazimo zdaj

4. Neprazna odprta m O < R” je povezana natanko takrat, kadar se dasta
pm’wém Wem tocki povezati s p@hg@mk@ crto, ki pm&m v O, |

[ s ne d aj@ povezati z a s poligonsko crto. OcCitno V@h&

- -f ), MnozZici O O, sta @dpm Naj bo nam m@ tocka b v O

poligons m@ Eﬂ mm a in @ in poteka v o S

do Smdﬁg@a, b, nam pa m@k@ b Zas @N@ P. ’Eakﬁ d@bimg pohg@mk@ m@ Py, m veze a 1n d.

Torej pripada okolica K(b, ) totke b mnozici O;. To pomeni, da je O, odprta. Drugi
. Nobene tocke d te Gkohm

mimo tocko ¢ € O, in njeno okolico K(c, 0), ki lezi vsa v O. ]
moremo zvezati z a s poligonsko Crto. Ce bi taka Crta P obstajala, bi krajisCe d zvezali
s sredisCem c¢ in dobili ¢rto Py, ki veZe a in c¢. Take Crte pa ni, k@f je ¢ € O,. Torej je tudi
mnozica O, @dm‘m Ker je O povezana in O 0, mora biti ena od
mnozic O prazna. Toda a € O, in je zato O

), O = O,. To pomeni, da se dasta
pﬁhubm m@m povezane mnozice O povezati s pohgm}sﬁm érto, ki poteka v O.
j, da se dasta poljubni toCki odprte mnoZice O povezati s p@}iggﬂgkﬂ gﬁ

m primeru O povezana. Ce ni p@mzan a, lahko pi Yemo O

O, disjunktni neprazni odprti m ” 0, i

. a a, = a, a,,; = b poligonska ¢&rta, kiveZe a in b in poteka vsa v O (sl. 5). Naj bo

n--1s |
a,da, _:;_ taka stranica te é;me;ﬁ da je krajise g, v mnozici O,, krajisCe a;_.; pa v O,. Daljica
a a1 lezl seveda v O. Ce imenujemo U, presek te damw z O, 1n U, presek z O,, je daljica
enaka uniji U; U U,. Tu sta U, in U, relativno odprti mnoZici brez skupnih tock. Ker a; €
e Uyin a4 € U,, sta Usin U, n@pmzm Toda daljica je povezana mnozica wck in smo tako
pmsh do protislovja. Tore} je mnozZica O povezana in izmk 4 dokazan. |
Posledica 1zr@ka; 4 je, da so vsi prostori R” povezani. Poljubni tocki v

kar z daljico. Tudi vsaka krogla je povezana mnoZica.

R” zvezemo lahko

prostori. Odslej bodo wvsi topoloski prostori Hausdorffovi. Naj bo X
mpoiosm pE‘GS‘tOE’ in M < X mnozZica tock. Tocka a € X je stekalis¢e mnozice M, Ce vsaka
okolica toCke a vsebuje neskoncno tock iz M. MnozZica M premore kako stekaliSCe kveCjemu
tedaj, kadar ima sama neskoncno tock. Lahko pa se zgodi, da stekalisCa ni, Ceprav je v
mnozici neskoncno tock. | |
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Naj bo X prostor, 4 ¢ X mnozZica tock in {B;, i €I} poljubna druzina podmmnoZic
mnozice X. Z I smo oznalili mnozico indeksov, ki oznadujejo posamezne ¢lane druZine.
I je lahko konéna, §tevna ali nestevno neskonéna mnozica. Ce velja 4 = U,; B,, bomo ime-
novali druzino {B;} pokritje mnoZice A. Vsaka toCka a € A pripada vsaj eni mnozZici druZine.
Ce je v druzini {B;} le kon¢no $tevilo mnoZic, jo imenujemo konéno pokritje, & so vse
mnozice B; odprte, pa je odprto pokritje. Naj bo {B;} poljubno pokritje za 4. Ce so B;, ...,

.., B;,, take mnozice iz te druZine, da velja 4 < B; U ... U B, , pravimo, da smo nasli
v {B;} kon¢no podpokritje.

Definicija. MnoZica tock A topoloskega prostora X je kompaktna, e obstaja v vsakem
odprtem pokritju mnoZice A koncno podpokritje.

V primeru, ko je A = X, pravimo, da je prostor X kompakten.

Ce je torej mnoZica 4 kompaktna in druZina odprtih mnozic {0;} pokriva A, lahko
najdemo v tej druzini kon¢no druzino {O,, ..., 0,,}, ki pokriva 4.

Ocitno je vsaka konCna mnozica toCk kompaktna.

Komplement odprte mnoZice je zaprta mnozica, komplement unije pa je presek komple-
mentov. Naj bo {O;} odprto pokritje mnozice 4 in Z; = OfF. Ker unija mnozic O; pokriva
A, presek zaprtih mnoZic Z; nima nobene skupne tocke z 4. Zato opredelimo pojem kom-
paktnosti z zaprtimi mnozicami takole: mnozica 4 je kompaktna, e ima tole lastnost:
naj bo {Z;} poljubna druZina zaprtih mnoZic. Ce presek teh mnoZic nima nobene tocke
mnozice A, obstaja v druzini {Z;} kon¢no $tevilo mnozic Z;, ..., £, katerih presek nima
skupne toCke z A.

Izrek 5. Vsaka neskoncna mnoZica tock kompaktnega prostora ima vsaj eno stekalisce.

Dokaz. Naj bo M neskonéna mnoZica to€k kompaktnega prostora X. Ce tocka ae X
n1 stekaliSCe, obstaja taka njena okolica U(a), ki vsebuje kveCjemu koncno Stevilo toCk
mnoZice M. Smemo vzeti, da je U(a) odprta okolica. Ce M ne bi imela stekalii¢a, bi za
vsako tocko a € X dobili tako okolico U(a). Druzina {U(a), a € X} je odprto pokritje pro-
stora X, ker velja a € U(a). Zaradi kompaktnosti prostora X lahko izberemo iz te druzine
konéno podpokritje {U(ay), ..., U(a,,)}. Vsaka od teh m okolic ima le kon¢no Stevilo tock
iz M, vsaka toCka iz M pa je vsaj v eni izmed teh okolic. Torej je v M koncno Stevilo tock.
To nasprotuje privzetku. Izrek 5 je dokazan.

Zastavili b1 si lahko vprasanje, ali je prostor kompakten, Ce ima vsaka neskonCna mno-
zica njegovih toCk vsaj eno stekaliSCe. Tak prostor je v sploSnem le Stevno kompakten.
To pomeni, da obstaja v vsakem odprtem pokritju, ki vsebuje le Stevno neskonCno mnozic,
koncno podpokritje.

Dokazimo zdaj nekaj preprostih lastnosti kompaktnih mnozic in prostorov.

Izrek 6. Vsaka zaprta mnoZica kompaktnega prostora je kompakina.

Dokaz. Naj bo Z zaprta mnoZica tock kompaktnega prostora X in {O;} naj bo poljubno
odprto pokritje mnozice Z. Komplement Z¢ = O, je odprta mnoZica. Ce druzini {0;}
dodamo mnozico O,, dobimo odprto pokritje prostora X. Ker je X kompakten, obstaja
v njem koncno podpokritje, ki sestoji npr. iz mnozic O,, O;, ..., O;,. Zadnjih m mnozic
je 1z prvotnega pokritja mnozice Z. Torej je Z kompaktna.

Izrek 7. Kompaktna mnoZica topoloskega prostora je zaprta.

Dokaz. Naj bo A < X kompaktna mnozica tock in ¢ € X njena robna toCka. Denimo,
da ¢ ¢ A. Vzemimo poljubno toCko a € A. Ker je prostor X Hausdorfiov, obstaja taka
okolica U(a) tocke a in taka okolica ¥V toCke ¢, da je U(a) N V = . Vse te okolice vzemimo
odprte. DruZina {U(a), a € A} je odprto pokritje mnozice A. Ker je 4 kompaktna, obstaja
v tej druzini konéno podpokritje {U(ay), ..., U(a,,)}. Naj bodo V4, ..., V,, ustrezne okolice
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toCke ¢. Presek V; (1 ...1 V,, = V je okolica tocke c. Ta presek nima nobene skupne
tocke z unijo U(ay U ... U Ula,,), torej tudi ne z mnoZico A. Potem pa ¢ ni robna tocka,
ker okolica V' nima nobene toCke mnozice 4. To protislovje dokazuje, da je vsaka robna
tocka ¢ v 4 in je mnozica A zaprta.

X kompakitna mnozZica. Njena slika f(A) je kon

rostor Y in A <

Naj bo f zvezna presiikava topoloskega prostora X v topoloski |
ipakina mnoZica v Y.

paktna.

atko povedano: Zvezna slika kompakine mnozice je kom

Dokaz. Naj bo {0’} poljubno odprto pokritje mnozice 4" = f(A4). Ker je f zvezna pre-
ghkam so inverzne slike /=% 0,") odprte mnozice prostora X. DruZina { f“‘%@ 3} je odprto
E@kﬂtj@ OEIC@ A. K @E je A kompaktna, obstaja kemn@ podpokritje { f~4O0,), ..., f ”1(@;;7; 0}

Torej je

./, ki so iz prvotne druzine {O;}, pa pokrivajo 4" = ﬂﬁ}g

k@ 1pakina mnozZica.
Izrek 9. Zvezna povratno enolicna preslikava f kom
je homeomorfizem.

5 og

aktnega prostora X na prostor

Dokaz. Ker je f zvezna preslikava in je X kompakten, je po izreku 8 tudi f(X) =Y
k@mpaﬁdm orostor. Vsaka zaprta mnozica Z — X je kompaktna. Zato je tudi njena slika

= f(Z) kompaktna, torej zaprta v prostoru Y. O d md sledi, da pmsmga J zaprte mnozice
na zaprte n nois\@@ in E@E JE@ f bij@kﬁvn& resli udi od mnozice prostora X na @dpﬁ@
mnozice prostora Y. To pa pomeni, da je inverzna pmshkam f~t zvezna 1n je f homeomor-

Ce prostor X ni kompakten, potem zvezna povratno enoli¢na preslikava f prostora X
na prostor Y ni vselej homeomorfizem. Naj bo npr. X napol odprti interval [0, 1), ¥ pa
kroznica &,% -+ &2 = 1 v ravnini. Enacbi & = cos 2nt, &, = sin 2n¢ dolodata zvezno po-
vratno enolicno preslikavo intervala [0, 1) na krozZnico. Ta preslikava ni homeomorfizem,
ker obratna preslikava ni zvezna v to&ki s koordinatama ¢, = 1, {, = 0. Ce je namred todka
(&1, Ey) na kmzm@i blizu toCke (1, 0)in je &, > 0, je ustrezni ¢ blizu krajis€a 0, Ce pa je £, << 0,
je ustmzm ¢ blizu krajisCa 1. Interval [0, 1) in enotna kroznica sploh nista homeomorina
prostora. Po 1zreku 10, ki1 ga bomo zdaj dokazali, je namreC kmzm@a kompaktna mnozica,

napﬁi odprti interval pa ni kompakten

Kako je s kompaktnostjo mfﬁdgdsmh prostorov? Takoj vidimo, da noben prostor R”
ni kompakten. Vzemimo namre¢ druzino odprtih koncentri¢nih krogel {K(a,r), r > 0}.
Ta druzina je o