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Obzornik mat. fiz. 22 (1975) 5

DONALD E. KNUTH*
AMS Subj. Class. (1970) 65—02

Razsiriave. Sedaj smo resili problem lova na stole, torej je analiza zgosCevanja po-
polna. Toda ta problem nakazuje Se mnoge mg@ Na primer: kaj se zgodi, ¢e lahko vsako
od mest v zgostitveni tabeli 7T; vsebuje dve imeni namesto enega, t.j. ¢e dovolimo, da sedita
po dve osebi na stolu v igri lov na stole? Se nihée ni nadel eksaktnih formul za ta primer,
dasi poznamo nekaj pribliznih formul. ‘ |
[.ahko se tudi vprasamo, kaj se zgodi, Ce zaCno pri lovu na stole vsi igralci istocasno
iskati prazen stol (pri ¢emer se $e vedno premikajo v smeri urnega kazalca), zaden$i na
neodvisno Sﬁuéajmh tockah. Odgovor je, da bo Sel vsak ggi alec v | mfpm@m mimo o(m, n)
stolov, kjer pomeni o(m, n) isto kot prej. To sledi iz zanimivega izreka W. W. Petersona
[23], ki je prvi Studiral lastnosti opisanega zgostitvenega problema. Peterson je dokazal,
d& je totalni pomik #n igralcev, za vsako delno zgostitveno zapomdﬁ a,q, ... a,, neodvisen
od vrstnega reda v tem zaporedju; tako 314 1592 privede do istega totalnega pomika
m 11234591in2951413. Ta izrek kaze, da je povm@m pomik o{m, n) na igralca
isti pri vseh razporeditvah v zaporedju a; in zato je tudi tak, kadar vsi igralci zaCno istocCasno.
Po drugi strani pa, kolikor vem, Se ni znan povprecen ¢as, v katerem bi se vseh #» igralcev
usedlo, Ce bi zaceli isto¢asno. Dejansko, ta problem mi je prisel na misel ta hip, ko piSem
tale Clanek. Pri Studiu racunalniStva nastajajo novi problemi zelo hitro.

Lahko se tudi vpraS8amo, kaj se zgodi, Ce si igralci lahko izberejo, ali bodo §li v smert
urnega kazalca ali pa v nasprotni smeri, v tisti pa¢, ki je krajsa. Ce vsi igralci ne za¢no
istocasno, se da zgornja analiza brez tezav razsiriti in izkaze se, da mora vsak igralec iti
priblizno pol tako daled. (Od vsakega igralca zahtevamo, da prehodi celo pot okoli kroga
do ﬂajbﬁéj@ga stola, ne pa, da gre po bliznjicit skozi sredino).

Druga inacica zggs‘uétwn@ga problema se p@jmfi u M‘ Sm‘@m@m d posku-
Sanja, zato da bi preprecili pojav »kopiCenja«. T ] mkm@m
kajti prenapolmmast kinastane zaradi dolgih vrst za,sed@mh stolov, stvari precej uomsm
ko se spomin napolni. Ker je analiza tega problema Se v glavnem neobdelana in ker im
ved zanimivih matemati¢nih stalis¢, jo bom podrobno razélenil v nadaljevanju tega ¢lanka.
Metodo posplosenega zgoSCevanja, ki ga iz tehni¢nih razlogov imenujemo enojno
zgoscevanje, doloca katerakoli celostevilska kvadratna matrika Q reda m, za katero velja:

(1) vsaka vrstica vsebuje vsa Stevila od 1 do m v nekem
(i1) prvi stolpec vsebuje Stevila od 1 do m po ws‘w

6.

yvrstnem redu:

m = 4, ki je ve€ ali manj sluCajno

Za druge stolpce ni omejitev.
1zbrana, je

* Ta sestavek je prevod clanka, ki je izSel v The Am Mathematical Monthly, 81 (1974),
323—343. Zahvaljujemo se uredniStvu revije, da je dovolilo prevod. Prevedla Tamara Bohte.
** Prvi del tega ¢lanka smo objavili v Obzornik mat. fiz. 22 (1975) 129.
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Ideja metode je v tem, da z zgostitveno funkcijo f(x) najprej izberemo vrstico v Q, potem
pa preizkusimo spominska mesta v vrstnem redu, ki ga ta vrstica narekuje. Za iskanje
po spominu uporabimo isti algoritem kot prej razen 4. koraka, ki postane:

4'. korak. Premakni 7 naprej do naslednje vrednosti v vrstici f(x) matrike in se vrni na drugi
korak. |

Tako je cikli¢na zgostitvena shema, ki smo jo opisali prej, poseben primer enojnega zgo-
SCevanja, ki uporablja ciklicno matriko

Po analogiji lova na stole se igralcem ni veC treba premikati v smeri urnega kazalca;
razlini igralci bodo na splosno obiskovali stole v razliCnih zaporedjih. Toda Ce dva igralca
zaéneta na istem mestu, se morata oba ravnati po istem zaporedju obiskovanja stolov.
Ta zadnji pogoj bo povzrodil majhno prenapolnjenost, ki je opazna, toda niti malo tako
pomembna kot v ciklicnem primeru.

Kot prej lahko dolo¢imo mere d’(m, n) in ¢’ (m, n), ki ustrezajo Stevilu izvrsitev 4’. koraka.
Osrednji problem je poiskati matrike O, ki so najboljse mozne, to je take, da je o' (m, m)
minimiziran. Ta problem v resnici ni praktien, kajti lahko se zgodi, da zahteva matrika
z najmanjsim 6'(m, m) mnogo radunanja za izvriitev 4’. koraka. Toda zelo zanimivo je
dolociti absolutne meje za to, kako dobra je sploh lahko metoda enojnega zgoSCevanja
kot merilo, s katerim merimo posamezne primere.

- Eden najtezjih problemov v algoritmicni analizi, ki sem ga reSil, je doloCitev d’(m, n)
za enojno zgoscevanje, kadar matriko Q izberemo sluCajno, t.jJ. doloCitev povprecne vred-
nosti d’'(m, n) glede na vseh ((m — 1)!)” moznih matrik Q. Formula, ki jo dobimo, je

L n—1 e —_7 )
4, ) — m n—}—l(1 —}~(m~{— Z | 1 1/(m + 2—7) ) '
| i=tm[ o1 (1 — 1/(m@m + 2 — 1))

n—1 1
. 1 -
Di ( m(m + 2-——]’)))

Za zdaj ne vem, kako bi to formulo poenostavil. Da pa se Studirati asimptoti¢no obnasanje
d; (m, n) in pokazati, da je

o.(m,m) ~ Inm +y—1.5

za velike m plus popravek reda (log m)/m. (Tu je y Eulerjeva konstanta). Ta vrsta rasti je
bistveno boljsa kot pri cikli¢ni metodi, kjer o (m, m) raste kot kvadratni koren iz m; in vemo,
da morajo imeti nekatere matrike pri enojnem zgosSCevanju celo manjSo vrednost za ¢’ (m, m)
kot je ta povpreCna vrednost o, (m, m). Tabela 1 kaze natanéne vrednosti za 6(m, m) in
8, (m, m) pri sorazmerno majhnih vrednostih m: iz nje je razvidno, da je cikli¢no zgo$Cevanje
boljSe za m < 11, sCasoma pa postane veliko slabse.

Dokaze za zgornje trditve in dodatna dejstva o zgosCevanju najdes v [18].

Ne poznamo zadovoljivih spodnjih mej za vrednost 6’(mm, m) v najboljsi shemi enojnega
zgoSCevanja, dasi domnevam, da nobena shema ne bo imela ¢'(m, m) man;js$i od

{ 1 1
(1+---) (1 —$*--—}—...—;L—-——~)—--—-2
m) \ ) m,
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to je vrednost, ki nastopi v lovu na stole, ¢e vsak igralec ubere slucajno pot, neodvisno
od drugih. J. D. Ullman [28] je podal bolj splosno domnevo, iz katere bi sledila ta trditev.
Ce je Ullmanova domneva pravilna, potem da sluéajni Q vrednost &' (m, n), ki se od naj-
boljSe moZne vrednosti razlikuje kveCjemu za % in zato bo veliko Stevilo matrik dam W@dm
nosti blizu optima. Zato j@ zanimiv praktiCen i mbiﬁ Skomérmmu druzino m

razliCne m, ki imajo dokazljivo dobro obnasSanje blizu optima in tudi z Eagmosﬁtm da se
dajo lahko izradunati v koraku 4. |

da je lahko 1 zraéunmé o' (m, m N
prit hmm AL Emm kov, tako da sem pri

Ne kaze, d
poznam, zahteva |

cunalnistva za resevanje matematicnega - , Kij j@ nastal v mcunaﬂmswm Tujep
pek, kako lahko EZE&@HH& 10 6'(m, m) za dano matriko Q = (g;;): Ce je A4 kammkoh pod-
mnozm& od {1, 2, ... m}, naj bo 'j A ’f Stevilo elen mmv v A in naj bo p(A4) wmemasi da
prvih | 4 || igralcev zaseda stole, ki so dolofeni z 4. Potem ni tezko pokazati, da je

P {A - lqzﬂ}
M (i, ) € s (A)

kadar je A neprazna, kj
zato je

ih parov (i,j), da jeg;, € Azal < k< j;

o 1
d(mny=~ > s(|p@),  &mm w_:§j{|sc4)Hpr(A)

L Al =n—1 71

Na primer: v matriki QO reda 4, ki smo jo obravnavali prej, imamo

A p(A) | s(A4) || A p(A) | s(A) |

n 1/4 (1, 4) 2/16 2
{2 {2, 4) 2/16 2
{1, 2} (1,2, 4} 9/64 4
6
6

i

1

3
{3 1 (3, 4} 4/16
(1, 3 3 (1,3,4)  20/64
2
7

{2, 3} {2,3,4  16/64

1,2,3} 19/64 {1,2,3,4) 1 1

Prvi trije zasedeni stoli bodo najboh verjetno {1, 3, 4}; mnozica stolov {1, 2, 4} je precej
manj verjetna. Vrednost o'(m, m) za to matriko je 653 / 1024, kar je v tem primeru slabse

kot vrednost 624/1024 za mkhmo zgoSCevanje. Izkaze se, da je d@j&ﬂSkO Qﬂdma zgoSCevanje
kadar je m = 4.

najboljSa shema za enojno zgoscevanje,
Kadar je m = 5, se 1zkaze, da dobimo najboljSo shemo za enojno zgoSCevanje pri m

124537
123514
134125
145231
L51 3424

za katero je rezultat 0-7440, pri ciklicnem zgoSCevanju pa dobimo vrednost 0-7552. Vidin
da je U5 zelo podobna cikliCnemu zgosScevanju, kajti obstaja ciklicna simetrija: vsako vrsto

dobimo i1z prejSnje tako, da prisStejemo 1 modulo 5, tako da je poskusni vzorec nujno isti
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za vse vrstice. To lahko 1imenujemo posploseno ciklicno zgoscéevanje; to je poseben primer,
ki je prakticno pomemben, ker zahteva, da poznamo samo eno vrstico matrike O namesto
vseh m? elementov.

Kadar je m > 5, b1 bilo 1z¢rpno 1skanje najboljse sheme za enojno zgosCevanje za ra-
- Cunalnik pretezko, razen Ce ne bo v teorij1 dosezen kak pomembnejsi napredek. Zato sem
se zatekel k »heuristiCnim« postopkom iskanja. Za vse m < 11 se je izkazalo, da so bile
najboljSe matrike pri enojnem zgosCevanju, ki mi jilhh je uspelo najti, dejansko posplosene
sheme cikliCnega zgoSCevanja, in nagibam se k domnevi, da to na sploSno velja. Zelo lepo
b1 bilo, Ce bi bila ta domneva resniCna, kajti iz tega bi sledilo, da se ne izplaa uporabljati
drago neciklicno shemo, Ceprav je bolj splogna. Toda dokazno gradivo za mojo domnevo
je razmeroma Sibko;

Tabela 1. Ciklicno zgos$Cevanje proti sluCanemu enojnemu zgoscevanju

m o(m, m) o (m, m)
1 0-0000 0-0000
2 0-2500 0-2500
3 0-4444 04630
4 0-6094 0-6426
5 07552 07973
6 0-8874 09330
7 1-0091 1-0538
8 1-1225 1:1626
9 1:2292 1:2616

10 1-3301 1:3523

11 14262 1-4360

12 1:5180 1°:5138

15 1-7729 1-7183

20 2:1468 1:9911

30 27747 2:3888

40 3-3046 26774

50 3-7716 2:9037

75 47662 3-3181

100 56050 36135

to gradivo je v tem, da (i) domneva velja za m << 5; (ii) nisem videl protiprimerov v po-
skusih za m < 11; (iii) najboljse posploSene sheme za ciklicno zgos8Cevanje za m < 9 so
»lokalno optimalne« sheme enojnega zgos€evanja, to je take, da vodijo vse mozne transpo-
zicije dveh elementov v katerikoli vrstici matrike k matriki, ki ni ni¢ boljsa; (iv) zadnja
trditev ne velja za standardne (neposploSene) sheme cikliCnega zgosSCevanja, tako da je
morda pomembno dejstvo, da velja za najboljSe.

Celo Ce je ta domneva napacna, je posploSeno cikliCno zgosCevanje zaradi praktiCne
pomembnosti primeren predmet za nadaljnji $tudij, posebno glede na dodatno matema-
ticno strukturo. Ena od takojSnjih posledic ciklicne lastnosti je, da je p(A) = p(A4 + k)
za vse mnozice A v prej$Snjth formulah za raCunanje d’(m, n), kjer pomeni »4 + k« mnozico,
ki jo dobimo iz A, Ce priStejemo k vsakemu elementu & modulo m. Zaradi tega je raCunanje
rezultatov skoraj m-krat hitrejSe. Druga lastnost, ki ni tako vidna, je dejstvo, da ima po-
splosena shema cikli¢nega zgosc€evanja, ki jo dobimo s permutacijo ¢.¢. ... q,,, 1sti rezultat
kot shema, ki jo dobimo z »zrcalno« permutacijo ¢.:'qs" ... q,,/, kjer je ¢/ =m + 1 —g;.
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(Zelo prikladno je reci, da generira posploSeno shemo cikliCnega zgosCevanja katerakoli
od njenih vrstic.) To ekvivalenco glede na zrcaljenje lahko dokazemo tako, da pokaZemo,
da je p(A) enak p’(m + 1 — A).

Napisal sem program za racunalnik, ki poisce rezultate za vse poSy rloSene sheme cﬂdmm
nega zgogmmm kadar je m = 6, in rezultati tega racunanja so dali slutiti, da sta mord
veljavni dve nadaljnji poenostavitvi:

(1) 919945 . .- 4, 1N G994 -.. q,, dajo enako dobre sheme cikliCnega zgoScevanja.

(1) Gy oo« @opobm—1Gm M G5 - .. Gyl mim—r d2j0 enako dobre posploSene sheme cikliCnega
zgoscevanja.

Dejansko sta resniCni obe ti trditvi; tu je tipiCen primer, da je raCunanje v posebnem

imeru pripeljalo do novih matematicnih izrekov.
Dejansko so mi gornji rezultati dali misliti, da bosta zaporedji ¢ ... g, in

m+ 1—g¢q k) Q11 -

vedno dali enako dobre sheme, kadarkoli bosta obe zaporedji pers nutaciji. Ce bi bila ta
Wﬂmf resnic¢na, bi vsebovala pmﬁm@ tri rezultate kot pOS@n@ primere, za kK = 2, m— 2
m. Zal %‘t@@a nisem mogel dokazati; in koncno sem naSel protiprimer (z ro¢nim racuna-
mreC ¢,...q,, = 13862754 in k = 4. Toda ta zmotna domneva je privedla
do zanimivega, ¢isto matematiCnega vprasSanja, namre¢ dolociti, koliko neekvivalentnih
permutacij m predmetov obstaja, kadar zahtevamo, da je zaporedje g, ... g,, ekvivalentno
zaporedju (eq: +7) ... (eqp +7)qpsq .- gw za ¢= + 1 in 17, k= m (kadarkoli sta
ti dve zaporedijl obe perm umdﬁ modulo » . Te permutacye bi lahko imenovali »ogrli¢ne
permutacije«, po analogiji z drugim znanim kombinatornim problemom, predstavljajo
namre¢ Stevilo razliCnih vrstnih redov, v kat@re lahko spremenimo korale iz ogrlice, od
samih belih do samih &rnih, tako da pri tem ignoriramo operacijo sukanja in/ali premeta
cele ogrlice, kadarkoli taka operacija ohranja trenutni ¢rno-bel vzorec. Celotno Stevilo
razliCnih ogrlicnih permutaciy za m =1,2,3,4,5,6,7 je po vrsti 1,1,1,2,4,14,62, in
zanima me, kaj lahko reCemo za splosen m.
Vrnimo se k problemu zgosCevanja. Vidimo, da prej omenjeni izreki omogocajo $tudij
vseh posplosenih shem ciklicnega zgosCevanja za m = 9 z racunalnikom; in izkaZe se, da
so tele najboljse:

utacija

najboljsa pern 0 sovpr, (111, M

1234
12453
125346

0°6146

(0-9866
1°1790

m. Za m = 10 in 11 sta najboljsi
, ki sem ju doslej nagd 1 2 8649310 7 5 1n E 348971121065, z ustrez-
""" na mzmmwma 1°2362 in 1°3103. Najslabse take sheme za m < 9 so



najslabsa permutaciju | o'(m, m)

1324 06250
12345 07552
135246 09132
1234567 1-0091
15374826 1:1719
147258369 1:2638

(Iz te tabele je razvidno, da mogode lahko dobimo najslabso ciklitno shemo na preprost
nacin iz prafaktorjev Stevila m.)

Koncno sem skusal poiskati najslabSe mozne matrike Q brez pogoja ciklicnosti. Take
matrike so res lahko zelo slabe; najslabse, ki jih poznam, za katerikoli m, nastanejo, kadar

j& qii << qi(jip Za VS€ j = 2, npr.
12345
[2 134 5]

31245
l41235J
51234

Tadar je m = 5. Z uporabo metod diskretne matematike, kot sem jih pokazal zgoraj, sem
dokazal, da je rezultat za take matrike

| 2 1\m 2'5
5’(m,m)m(m 3 )(1+w)——2‘5m 7

m m m

kar je priblizno (e — 2'5)m -+ 3e — 8, kadar je m velik. Tu je e osnova naravnih logaritmov.
Gotovo ne bi hoteli Crpati informacije tako n morda je to najslabsa mozna shema enojnega
zgoscevanja.

Tako primer zgoSCevanja ilustrira tlplcno medigro med raCunalniStvom in matematiko.
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V {lanku je opisana metoda kolokacije na primeru linearne diferencialne enacbe drugega reda
z robnima pogojema. Naveden je brez dokaza izrek o konvergenci kolokacije.

ON COLLOCATION

In the paper collocation is described for linear boundary value problems. A convergence theorem
1s stated without proof.

-V uporabi matematike naletimo pogosto na diferencialne in integralske enacbe. V veliki
veCinl primerov se takih enacCb analitiCno ne da reSiti, zato poskuSamo enacbo reSiti vsaj
priblizno, s kaksSno numeri¢no metodo. Od mnogih takih metod si bomo ogledali le eno,
imenovano kolokacija. Ta metoda ni zelo stara: predlagal jo je ruski matematik L. V.

KantoroviC 1. 1934.
Idejo kolokacije skuSsajmo spoznati na primeru. Dana naj bo diferencialna enacba

Vi+pxy ey =/x), a=x=0b (1)

v kateri so p(x), g(x) in f(x) zvezne funkcije na intervalu [a, b], ¥ pa i¥¢emo. Poleg diferen-
cialne enacCbe potrebujemo tudi dva, npr. robna pogoja. Vzeli bomo kar se da preprosto

y@ =0, yb)=0 (2)

Namesto teh pogojev bi mogli vzeti 'npr. tudi zaCetna pogoja, metoda je ista.
Pogosto 1§¢emo priblizek y, (x) k reSitvi y(x) enacbe (1), (2) v obliki nastavka

n
Yn(¥) mkz €& (X) (3)
_ =1 |
v katerem so g;(x), g4(x), ..., g&,(x) primerne linearno neodvisne funkcije. Pri robnih po-

gojih oblike (2) jih izberemo tako, da vsaka funkcija g, (x) zadoS€a robnima pogojema (2).
Koeficienti ¢, so Se neznani. Kolokacija pa pove, kako te koeficiente doloCimo.
Oznadimo na kratko levo stran enacbe (1) z L(y)

Ly)=y"+pX)y +qxy @

Ce vstavimo v enacbo (1) namesto y nastavek y, po formuli (3), v kateri so koeficienti $e
poljubni, leva stran enacbe (1) nasploh ne bo enaka desni, saj ni verjetno, da ima eksaktna
resitev enacbe (1) obliko (3). Ce bi se to zgodilo, potem nam metoda da eksaktno reSitev.
OznacCimo razliko med levo in desno stranjo enacbe (1), potem ko smo vanjo namesto

y-a ze vstavili y,, z r,(x)

Fn(x) = L(y,(x)) — f(x) (5)

Sedaj sklepamo takole: ¢im manjsi je ostanek r,(x), tem boljsi priblizek k reSitvi je na$
v,(x). Ta trditev matematiCno ni zadovoljiva, saj vsebuje neprecizna poyma »majhna
funkcija« in »boljsi priblizek«.
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Ogleymo si dva primera za definicijo velikosti funkcije. Rekli
funkcija, Ce je njena kvadratiCna norma

P

b
I(ry) = [ |1, (x) Pdx = || 1y

majhno Stevilo. Ker nastopajo v izrazu

b n 71 17

I(ry) = 1D crgi +p > gl +a> cpgn—fPdx
a k=1 k=1 k=1

Se neznant koeficienti, je I(r,) funkcija n spremenljivk ¢, ¢s, ..., ¢,. T€ neznanke izberemo
tako, da bo imel I(r,) minimalno vrednost. Tedaj morajo biti ni¢ vsi parcialni odvodi
d0i(r,)/0c,. To nam da, Ce zapiSemo izraze za parcialne odvode na dolgo, sistem » linearnih
enaCb za n neznank c,. ReSitev sistema vzamemo za koeficiente v nastavku (3). Racunanje
koeficientov po opisani poti imenujemo metodo najmanj$ih kvadratov.

Neznane koeficiente ¢, moremo dolociti tudi drugale. Zahtevajmo npr., da naj bo
ostanek r,(x) enak ni¢ v n izbranih to¢kah na intervalu [a, 5]

A=<= x3 <X, <<...<Xx,<05b (6)

zahtevamo torej
r(x;) =0, [=1,2,...,n (7)

Tocke (6) imenujemo kolokacijske toCke, pogoje (7) pa kolokacijske pogoje. Ker je di-
ferencialna enacba (1) linearna, moremo kolokacijske pogoje zapisati z uporabo krajse
pisave (4) v obliki

k;ckL (g0) (x)—f(x) =0, i=1,2,...,n % (8)

v kateri je |
Lgy) (x;) = gk“(x,_-) + p(x) g (x) 4+ g(x;) g1.(x;)

Koli¢ine L(g,) (x;) so seveda Stevila, zato je enacba (8) spet sistem # linearnih enaCb za #
neznank c,, Co, ..., c,. Ce je sistem (8) resljiv, vzamemo njegovo refitev za iskane koefi-
ciente ¢, v nastavku (3). Tako dobljeni priblizek y,(x) imenujemo priblizek po metod:
kolokacije. Ce je dobljeni y,(x) premalo natanden, povefamo n, torej povelamo Stevilo
funkciy v nastavku (3) in Stevilo kolokacijskih tock.

Oglejmo si kolokacijo na preprostem primeru

y'=1/1+x)3 0 =0, yl)=0

Resitev se da izraCunati: y(x) = 1/(1 + x) + £ x — 1.

Vzemimo v nastavku (3) » = 2, funkciji g, in g, si izberimo npr. takole: g,(x) = x(1 —
—x), g2(x) = x2(1 — x). Obe ocCitno zadosCata pogojema y(0) = y(1) = 0. Nastavek
(3) zapiSemo v obliki |

Yo(x) = x(1 — x) (¢ + Caox)
Ostanek r,(x) izralunamo po formuli (5)
ra(x) = —2¢; + 2¢,(1 — 3%) — 2J(1 + x)?

Za kolokacijski tocki izberimo npr. tocki x; = 1/3 in x, = 2/3. Pogoja (8), r.(1/3) = 0
in r,(2/3) = 0 dasta sistem linearnih enacb

—2¢; — 54/64 = 0 |




Ta 1ma resitev, na tri decimalke natancno ¢; = —0,422 in ¢, = 0,206. Priblizek pa je

y2(x) = x(1 — x) (—0,422 + 0,206x)

Primerjaymo priblizek in eksaktno reSitev v tockah 1/3, 1/2 in 2/3!

X 1/3 1/2 2/3
y(x) —0,083 —0,083 —0,067
Y2(x) —0,079 —0,080 —0,063

rel. napaka 4.8% 3,6% 6,07,

Skrbnejsi raCun pokaze, da je napaka za vse x iz intervala [0, 1] pod 99/, kar ni slabo pri
tako majhnem n! |

Povrnimo se k Studiju kolokacije! Pri racunanju priblizka y, (x) naletimo najprej na
sistem linearnih enaéb (8), ki ga je treba resiti. Vprasanje je, ¢e je ta sploh resljiv. Se po-
membnejSe je vprasanje, ali se pri veCanju Stevila funkciy v nastavku (3) in veCanju Stevila
kolokacijskih tock tudi pribli¥ek izratunan po metodi kolokacije, bolj$a; Precizneje, ali
konvergirajo priblizki y,(x), ko veCamo n Cez vse meje, proti resitvi diferencialne enacbe (1),
(2)? Najbol; bi nas zadovoljil tak odgovor, ki bi povedal tudi, kolikSna je napaka priblizka
yn(x), kaksna je torej koli¢ina | y(x) — y,(x) |.

Na vsa vprasanja so znani odgovori; odvisni so od tega, kako izbiramo funkcije g, (x)
in kolokacijske toCke. Dokazati se da npr. takle izrek:

Diferencialna enacba (1) naj ima natanko eno resitev pri robnih pogojih (2). Integracijski
interval naj bo [—1, 1]. Funkcije g, (x) naj bodo polinomi stopnje natanko k + 1, ki zado-
$éajo robnima pogojema (2). Pri nastavku (3) z n éleni naj bodo kolokacijske tocke xi, x., ...,
..., X,, nicle n-tega Legendrovega polinoma p,(x). Potem velja |

1. za vse dovolj velike n je sistem (8) resljiv;

2. priblizki y,(x), dobljeni po metodi kolokacije, konvergirajo pri n — oo k pravi resitvi
diferencialne enacbe (1), (2);

3. velja ocena napake

max | y(x) —y,(x) | < C- E, (3" (x))
—1<x<1

+

kjer je C stevilo, neodvisno od n;

4. linearni sistem (8) je dobro pogojen, to je, ¢e izradunamo koeficiente ali desno stran
sistema (8) z napako, manjso od nekega ¢ > 0, potem se reSitev tako spremenjenega sistema
razlikuje od resitve prvotnega sistema za ne vec kot Ke, kjer je K neka konstanta, neodvisna
od n.

V izreku nastopa koli¢ina E,(»"'(x)). Ta pomeni napako, ki jo napravimo, & drugi
odvod y”’(x) reSitve diferencialne enacbe (1), (2) aproksimiramo s polinomom g, _,(x),

E,(y"(x)) = max |y"(x) —q,—1(x) |
—1<x<1
kjer je ¢,..(x) tisti polinom stopnje ne ve€ kot » — 1, pri katerem je zgornja razlika naj-
manjSa. Znano je, da tak polinom vedno eksistira.
Najnaravnejsi izbor kolokacijskih to¢k so ekvidistantno razporejene toCke na intervalu
[—1, 1]. Zanimivo je, da nasploh metoda kolokacije pri ekvidistantno izbranih kolokacijskih
toCkah ne konvergira! |

Bralec, ki ga kolokacija zanima bolj podrobno, najde dokaz navedenega izreka npr.
v ¢lanku [3].
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Kolokacija je uporabna pri praktiCcnem raCunanju priblizkov k reSitvi robnega problema
(1), (2), pa tudi za splosnejSe robne probleme za navadne diferencialne enacbe; uporabna
je tudi za priblizno méevamj@ Fredholmovih integralskih enacCb druge vrste, za msemme
mmgm diferencialnih enacb in celo za nekatere tipe parcialnih diferencialnih @m;ga
in [2] je opisana varianta metode kolokacije za d gf@mmmm@ oz. integralske
° imerna za efektivno raCunanje priblizkov k reSitvam. Za ﬁmk@m gr(x)
ku (3) vzamejo v praksi namesto polinomov raje zlepke, to je funkcije, ki so od-

sekoma polinomi.

[1] P. M. Prenter, A collocation method for numerical solution of integral equations, SIAM J.

numer. & 10 (1973) 570—581.
d L. F. Shampine, A collocation method for boundary value problems, Numer.

m@dzmmm i ustojéivosti metoda kolokacii, Differencialnie uravnenija 1 (1965)

’*MMZM

109, Obzornik mat. fiz. 22 (1975) 2, str. 37

Pri n = 6 je razmerje

Vprasanje: Danemu krogu radija R pricrtamo n krogov radija r.
polmerov R :r celostevilcno. Ali je tako tudi se za kaksen velji n?

0dgmm‘ Ne. D d onkahsga ocrmmh krogov s stedisCem d@nega kroga
{Si ika). Naj bo k menovan A.

Oc¢itno veljata @na@bﬁ

da V@ha

1
X = X(n) = — 1
sin /n

Naloga zahteva, da naj bo X naravno
St @wm torej X = k. Iz zgornje enacCbe izra-

SN — = :
n k -+ 1

Vendar enacba |
7T
Sin — = | neN, k--1eN

n k + 1

na resitve za n > 6. To sledi neposredno iz odgovora na eno od starejsih vprasanj v
bmmﬂm m

bil isti tudi v primeru, ko bi iskali take », pri katerih je razmerje R : r racio-

mﬂno,

Dusan Repovs

6 (1957/58) 4, str. 188

. Odgovor na vprasanje st. 8, Obzoinik mat. fiz.
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Obravnavamo tri preproste modele 1z matemati¢ne ekonomije.

ON THREE SIMPLE ECONOMIC MODELS

In the paper three simple economic models are considered.

Pri uveliavljanju matemati¢nih metod v ekonomiji so se pokazali specificni problemi, ki
izvirajo 1z kvalitativnih aspektov ekonomije kot druzbene znanosti. Ker so ekonomske
strukture zelo zapletene, jih ni mogocCe popolnoma opisati z matematiCnimu sredstvi. Zato pri
analizi pojavov s tega podrodja pogosto uporabljamo modele. Model je poenostavljen prikaz
medsebojne povezave faktorjev, ki so za proucCevani problem najpomembnejsi. Dano ekonom-
sko strukturo zozimo na podlagi doloCenih hipotez, nato jo popiSemo z matemati¢nimi sredstvi
in tako dobimo matemati¢ni model. Njegovo ustreznost (in s tem hkrati realnost uporabljenih
hipotez) pokaze vsakodnevna praksa. Razumljivo je, da Zelja po ¢im boljSem opisu vodi
k obseznim matematinim modelom, ki zahtevajo uporabo elektronskih racunalnikov. (VeC
o tem najde bralec v [7] in tam navedeni literaturi.) Primeri, ki jih obravnavamo na tem mestu,
so tako preprosti, da lahko od njih priCakujemo le zelo grobo oceno ekonomskih dogodkov.
So pa zame stik z novim in zados¢a mi opravicilo, ukradeno iz [4]: »Kar sami po sebi so mi bili
v§eC, pa sem jih pobral brez zlega namena.«

A. Evansov trzni model

Opazujmo trg kaksSne dobrine! Pri vsaki ceni, ki vlada na trgu, so prodajalci pripravljeni
prodati dolodeno koli¢ino dobrine; prav tako je tudi koli€ina, ki so jo kupci pripravljeni kupiti,
odvisna od trenutne cene. Pa tudi obratno drZi. Ce vlada na trgu popolna konkurenca in nihce
ne diktira trzne cene (drzava, monopolist...), se bo le-ta oblikovala v skladu s ponudbo ()
in povpraSevanjem (D) po tej dobrini; vse tri koliCine S, D in cena P pa so Se funkcije Casa.

Postavimo hipoteze za nas model!

D) = a, + a,P(1), a, <0 . (1)
S(t) = by -+ b.P(P) by > 0 2)
dl; @) kD) — S, k>0 (3)
!
P(t = 0) = P,

Kaj te enaCbe povedo ekonomistu? Prvi dve predpostavljata, da sta povprasevanje D in
ponudba S linearni funkciji cene; predznaka koeficientov a, in b, se ujemata z njegovo pred-
stavo, da povprasevanje pada, kadar cena raste, ponudba pa se vede ravno obratno. Enac¢ba
(3) trdi, da je hitrost spreminjanja trzne cene odvisna samo od razlike med trenutnim povpra-
Sevanjem in ponudbo; natanéneje, da je premo sorazmerna presezku D nad S. Zadnji pogoj
skupaj z (1) in (2) pove, kaksen je poloZaj, ko se kupcCija zaCne: pri ceni P, ponujajo eni b, -+ b, P,
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P,. Kaj zahtevamo od modela? Pove naj, kaksna bo trzna
pﬁmba ﬂi} in (2) v (3), ne pozabimo na (4), pa smo vprasanje
matematiCno nalogo; resiti je treba diferencialno enacbo
dt

pri zaCetnem pogoju (4): P(t =0) = P
Oznacimo P, = (a, — by)/(b; — ay), A=k (ay — by); prepiSim

Ze prevedli na

— k((ay— bo) + (@, — b)P(1)) (5)

mz teZav loCimo spren 1enljivki in po integraciji dobimo splosno resitev P(¢r) = P, + Ce*.
pogoja (4) sledi C = P P. in koncna resitev se v starith znakih glasi takole:

(6)

Kaj nam (6) pove? Faktor k(a, — b,) v eksponentu je vedno negativen, cena P(¢) vztrajno
silt k ravnovesni ceni P, = (a,— by)/(b1 — a,). Odkod izraz »ravnovesna cena«. Trzno ravno-
vesje je definirano kot tisto stanje, ko sta ponudba in povpraSevanje enaka, D = §. Vstavimo
ceno P, v (1) in (2), pa ugotovimo, da je pri nas ta pogoj izpolnjen:

| ] aoby — a,b i} , .
D(P(1) =P) = S(P(t)=P)="" - % cena [ >, res zagotavlja ravnovesje na trgu.

b, — a.
Resnici na ljubo — prav lahko se zgodi, da bo zaradi absolutno majhnega A = k(a, — by)
trajalo zelo dolgo, da se bo vzpostavilo ravnovesje; Se ve¢ — natancnezi bodo ob pogledu na
eksponentno funkcijo brZcas pripomnili, da se sploh nikoli ne bo! Vendar bo ekonomust, ki
obiCajno rac¢una bolj »na okroglo«, vseeno zelo vesel resitve, ki mu zagotavlja stabilizacijo

cen na trgu.

Z, drugim modelom (obiCajno ga imenujejo Samuelsonov modificirani investicijski model)
posegamo s trga posamezne dobrine v $ir§i gospodarski prostor, lotili se bomo celotnega
narodnega gospodarstva in odnosov med razlicnimi tokovi sredstev znotraj njega. K(¢) naj
pomeni obseg kapitala, ki je v ¢asu 7 na voljo v tem gospodarstvu. Ravnovesnemu stanju
ustreza neka koli¢ina kapitala K, odvisna predvsem od velikosti in razvojne stopnje prouceva-

nega gospodarskega sistema. S k(¢) pa bomo oznadili razliko-med obema obsegoma:

Predpostavllamo, da spremembe v obscgu kapitala »pogoltnejo« investicijska sredstva za
razsirjeno reprodukcijo:

d k(1)
dt

Investicije same se du$ijo iz dveh razlogov. Ze doseZeni presezek kapitala povzroda »le-
nivost« gospodamfiva velike investicije pa privedejo prej ali slej do pomamkama ustreznega
materiala, energije. .., skupaj torej

= I(1) (2)
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Kot ponavadi naj bodo dane zaCetne investicije in presezek kapitala
I(t=0)=1, (4)
k(t =0) =k, (5

Zanima pa nas, kako se bo spreminjal obseg kapitala v gospodarstvu. V ta namen odvajamo
enacbo (2) po Casu in vstavimo v enacbo (3), da dobimo

d? k(t) dk(r) |
+n ~ +mk(t) =0, (6)
dr? dt

homogeno diferencialno enac¢bo drugega reda s konstantnimi koeficienti. Tudi zaCetnih pogojev
— (4), (5) — je dovolj, zato se je kar lotimo. Sledimo uhojenim potem in zapisSimo karakteri-
stiéno enacbo

A2+ nl+m=0, (7)

obravnavo pa kot obi¢ajno razdelimo na tri dele, ki so bistveno razli¢ni tudi z ekonomskih
pogledov: |

}__/
-V — 4m)

k(t) = a, et? 4 g, ete! (8)

a) * —4m > 0, A1, = 3 (—n -

Konstanti v (8) sta dolo¢eni z zacetnimi pogoji. Ce sta m in n res pozitivna (kot smo privzeli),
dusita pretirane investicije in je gospodarska situacija stabilna. Sicer pa resitev (8) grozi z eks-
plozijo (nepotrebnega) kapitala.

b) m*—4m < 0; A,,=u-+1iv
H=—nj2 v = Vdm — n%/2 (9)

ResSitev za presezek kapitala k£ (¢) lahko sedaj zapiSemo takole:
k(t) = e""(a, cos vt -+ a, sin vt) (10)

Z. uporabo enacb (1), (9), (10) in zaCetnih pogojev dobimo koncno resitev

/dm—n*  2I,— nk dm— n? —nt
K(t):ke+(k0cos‘ mer A S— nosinl/m ! t)exp( n)

2 Vam — n? 2

B —

2
Parameter » je v normalnih pogojih vedno pozitiven, zato obseg kapitala K(¢) duSeno niha in
se umirja na ravnovesni visini K,. Kako hitra je ta stabilizacija, je seveda odvisno od velikosti
dusilnega faktorja n.

H

C) ’22““"“‘“4’72:0; ﬂlmlggm““

)
it |
k(t) = (a, + ay 1) exp( ) (11)
| 2

- Iz zaCetnih pogojev sledi a; = k,in a, = I, + % kon. Resitev za kapital

k A
K() = K, + (k0+r(10+~ff)) exp( ) (12)

2 2

je na splosno stabilna, lahko pa se zgodi, da se kapital spoCetka ne vede preveC lepo. 1z (12)
ugotovimo, da je to takrat, ko imamo velike zaCetne investicije 1, in majhen dusilni parameter .
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Zadnji primer kaze, kako lahko zvezne procese v ekonomiji diskretiziramo z agregiranjem
koliCin, ki so ustvarjene v nekem Casovnem intervalu. MatematiCna posledica takega mvmma
bo — tudi v konkretnem primeru — prehod od dﬁf@rmmam@ k diferencni enacbi. M kig
obravnavamo, je — 1 nutatis mutandis — zht_}@ ustreznih modelov iz [2] in [3].

predvsem 1z treh delov:
Ka — Cﬁ "]""' L@ + Gaz {E} |
o8

m letu za osebno potrosnjo (¢

Narodni dohodek je sestavijen

a) 1z dela, ki gre v n-te
b) iz im@sﬁdﬁ — sredstev za mzéﬁ*ij mpmduk@ﬁ@ (1,)

(2)

I,=d+ b(Co— Cyy) ‘ 3)

gospodarskih g abamg drzava
dohodku, ki je bil ustvarjen

Podobno se vede tudi d ohod@k drzave, en del je neodvisen od
ga zadrZi v vsakem primeru; drugi del je sorazmeren narodnemu
v preteklem letu:

Gn =e -+ k Y, 1 | (4}

Za
Vstavimo posamezne

popolno obravnavo je treba poznati Se narodni dohodek dveh let, npr. ¥, in Y.
dele v enacbo narodnega dokodka, pa dobimo

—a+ab+ k)Y, +abY,,.=d-+ e (5)

Pred nami je nehomogena diferenCna enacCba. Lotimo se iskanja partikularne reSitve!
Fnacbo uzenemo z najpreprostejSim nastavkom Y, = K:

K—(@+ab-+kK+abK=d-+e, odtodtakoj
=+ e)J(l —a— k) (6)

Homogena enacta
Y ‘_(@+@b+k> Yoi+ab Y, =20 (7}

nam da karakteristi¢no enacbo

AP—(a+ab -+ k) +ab=0 (8)
s korenoma

Jie =% (a+ ab + k +V(a + ab + k)* — 4ab)) ©)

binacije koeficientov, ki dajo konjugirana korena

NajpogostejSe so kom

Av=u-+iv, Ay = u—1iv (10)

Potem lahko zapiSemo splosno resitev enacbe kot vsoto partikularne reSitve nehomogene
enacbe in sploSne resSitve homogene:

K + A"(B,cos ng + B, sin ng) | (11)



K je dan z enacbo (6), 4 in ¢ dobimo iz (8) in (9) s predpisoma A = | 4y, , |, ¢ = arctg (v/u).
Konstanti B; in B, v konkretnem primeru dobimo iz zacCetnih pogojev. Narodni dohodek
duseno niha okrog ravnovesne velikosti, ¢e je 4 < 1. Zadnji pogoj je ocitno odvisen od koefi-
cientov v (5).

Za konec matematicno sila preprost in ekonomsko naiven primer, ko je 4 < 1 izpolnjen:
a) 1nvesticije so enake celotni razliki C, — C,_4, torej b = 1;

b) za osebno porabo gre manj, kot smo ustvarili: 0 < a < 1;

¢) drzava je zadovoljna s konstantnim dohodkom: & = O.

Resitev se zelo poenostavi.

Mo =a =+t Vo —a = a +- iVa—a* = Vc;exp(ﬁ:iqo)

A=|1|=YVa; ¢=arctg a — a)la
KI — K]_ '+‘ VZZ; (Dl COS ng + _Dg Sin }’l{?)

Vse lepo in prav, Ce... ReSitev je izraCunana na osnovi napacnih predpostavk. Drzavni
aparat ni nikjer tako altruistiCen, da bi ustrezal naSemu modelu (toCka c¢); pa tudi za to, da
najdemo gospodarski sistem, ki ne uposteva toCke b), ni treca daleC v svet...

Pri koncu smo. Malo matemati¢nih resnic smo uporabili, nobene magiCne protinflacijske
formule nismo izpeljali — pravzaprav je tudi nismo nikoli obljubili. Poskusa se je nabralo
le za vzorec, veC je v [1] in [2].

] Allen R.G.D., Mathematical Economics, London, Macmillan 1960.
] Beach E.F., Economic Models, New York, John Wiley 1957.
| Kmet A., Nekaj primerov preprostih diferencnih enac¢b, Obzornik mat. fiz., 21 (1974) 112—120.

4] KrizaniC¢ F., Navadne diferencialne enacbe in variacijski racun, Ljubljana, Drzavna zalozba
Slovenije 1974. |

[5] Krizani¢ F., Aritmetika, algebra in analiza za gimnazije, IV. del, Ljubljana, Drzavna zalozba
Slovenije 1970. |

[6] Samuelson P.A., Ekonomika, Ljubljana, Cankarjeva zalozba 1968.

[7] Vadnal A., Uvodne misli o uporabi matematike v ekonomski znanosti, Obzornik mat. fiz.,
21 (1974) 65—66.
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yOCELO NEL

I,

Nacelo nedolocenosti je eno izmed osnovnih nacel kvantne mehanike. Posebno pomembno
je priuvajanju studentov v to vejo fizike. Nacelo zagotavlja, da je produkt nedolocenosti navzdol
omejen., Ta produkt dobimo, Ce zmnoZimo nedolocenosti izbranega para merljivih koliCin —
opazljivic ali observabel. Tak par sta koordinata in ustrezna komponenta gibalne kolicine, zasuk
okoli osi in komponenia vrtilne kolicine v smeri te 081, ¢as in energija. Nedolocenost pa pove,
kako zanesljivo je izmerjena katera izmed teh koli¢in. Ta »definicija« nedoloCenosti zadostuje
za prvo silo, dokler gre le za velikostne stopnje.

Najhitreje vpeliemo nacelo nedoloCenosti, Ce se lotimo zgleda. Kot je v navadi, izberemo
iShen interferenéni poskus s curkom kvantnih delcev, na primer elektronov, na rezi.

nam
Vzamemo, da imajo vsi delci v curku pred zaslonom z rezo ostro doloceno gibalno koli¢ino

p. vV smerl osi z, ki je pravokotna na zaslon (sl. 1a). O koordinati delca pred zaslonom ni nobenih

podatkov. Reza s sirino b pa dolo¢i koordinato delcev v smeri osi x, ki je pravokotna na os =

| pasx

C

Si. 1. ZamiSljeni interferencni poskus s curkom kvantnih delcev na reZi (a). NedoloCenost precne
koordinate je dana s Sirino reze (b). Nedolocenost preéne komponente gibalne koliine je dana
s Sirino srednjega interferennega vrha (c)

in na simetralo reZe. Vsekakor imajo delci, ki jih prepusti reza, v ravnini zaslona koordinato x
med — 35 in £b, Ce se pokriva os y s simetralo reze. Koordinata x sicer ni ostro dolocena,
vemo pa, da lezina intervalu med — 1 5 in 1 b. Tako smemo vzeti za nedolocenost 0 x koordinate

x priblizno 35 (sl. 1b).
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Po prehodu skozi rezo dobijo delci zaradi sunka sile, s katero delujeta nanje robova reze,
komponento gibalne koliCine p, v smeri osi x. Za posamiCnl delec ni mogoce napovedati
velikosti te komponente in kota, za katerega se odkloni od zacetne smeri. To je v zvezi z na-
celom statisticnega (verjetnostnega) opisa, ki pravi, da ni mogoce z gotovostjo napovedati
izida poskusa za posamicni kvantni delec in je mogocC samo statisticni opis za mnozico enakih
in enako pripravljenih delcev. Po izkusSnjah pri drugih interferencnih poskusih s curki kvatnih
delcev vemo, da nastane za rezo interferencna slika: pri izbranih odklonskih kotih je curek
oslabljen, pri drugih ojacen. Prvim kotom ustrezajo interferencne doline, drugim interferencni
vrhovi. V osrednjem vrhu okoli odklona niC je veCina delcev. Ti delci imajo komponento
gibaine koliine p, na intervalu med —p.p, in p.p,, ¢e je B, odklonski kot, ki ustreza prvi
interferencni dolini. Velja zveza ; = 1/b, Ce je A valovna dolZina, ki jo pripisemo delcem v
curku. To sledi iz pogoja za popolno oslabitev pri uklonu na rezi bsin fy = NA, By # 0,
za N = 1. Po tem smemo vzeti za nedoloCenost op, komponente gitalne koliCine p, priblizno
Bip.[rn = Ap./nb = h/rb (sl. 1¢). Nazadnje smo upostevali de Brogliejevo enacbo za valovno
dolzino, ki jo pripiSemo delcem v curku A = fi/p,. Pri tem je h = 6,6 . 1073* Js Planckova
konstanta, ki je znacilna za enaCbe kvantne mehanike.

Ni omejitve za nedoloCenost koordinate ox, saj je nedoloCenost ox &~ 15 tem manjsa,
¢im ozja je reza. Prav tako ni omejitve za nedoloCenost komponente gibalne koliCine op,,
saj je nedoloCenost ép. ~ h/nb tem manjSa, Cim Sirsa je reza. Koordinata je dolofena tem
zanesljiveje, ¢im manj zanesljivo je doloCena ustrezna komponenta gibalne koliCine, in obratno.
Vsaka od obeh nedoloCenosti je odvisna Se od Sirine reze, to je od tega, kako napravimo poskus.
Produkt nedoloCenosti dxdp, =~ A pa ni odvisen od tega, ampak je priblizno enak splosni kon-
stanti £, to je Planckovi konstanti, deljeniz 27; i = A/27 = 1,05 - 10734 Js. Po tem sklepamo,
da je rezultat sploSen in ni odvisen od 1zvedbe poskusa. Bistveno je, da gre pri tem za hkratno
merjenje koordinate in ustrezne komponente gibalne koliCine. Pri neodvisnem merjenju
koordinate in neodvisnem merjenju ustrezne komponente gibalne koli¢ine b1 namre¢ lahko
dosegli poljubno majhno nedocloCenost. (Pri prvem neodvisnem merjenju bi bilo treba vzeti
zelo ozko, pri drugem pa zelo Siroko rezo.)

NamiSljeni poskus je dal najugodnejsi rezultat. V sploSnem rezultat ni tako ugoden; tega
so krive tudi merske napake, ki se jim ne moremo izogniti pri nobenem merjenju. Po tem
damo nacelu nedolocenosti obliko neenacCbe

oxopy =~ B (1)

Produkt nedolocenosti koordinate in ustrezne komponente gibalne koliCine, poleg oxdp, Se
0yop, In 0z0p,, je navzdol omejen. Spodnje meje ne moremo natancno navesti, ker se nismo
potrudili, da bi dosledno vpeljali nedoloCenost.

Zasuk ¢ okoli osi z toCke na osi —y je povezan s premuikom v smer1 osi x takole x = rp
in komponenta gibalne koliCine v smeri ost x s komponento vrtilne koliCine L, okoli osi z
takole p, = L,/r. Ce se ni treba ozirati na nedoloenost rocice r, je nedoloc¢enost zasuka
op = Ox/r in nedolocenost komponente vrtilne koliCine oL, = rop,. Zasuka okoli osi z in
komponente vrtilne koli¢ine v smeri te osi ni mogoc¢e hkrati ostro doloditi, ker velja nadelo

nedoloCenosti v obliki owdL, B B | (2)

Svetloba prepotuje v ¢asu r pot x = ct. Med energijo fotona W, to je delca elektromagnet-
nega polja, in njegovo gibalno koli¢ino, ki ima smer curka, velja zveza W = hv = c(hv/c) = cp,
(v je frekvenca valovanja). Ker se ni treba ozirati na nedoloCenost hitrosti svetlobe, je nedo-
lodenost ¢asa Jf = dx/c in nedolodenost energije W = ¢dp... Ceprav smo ga izpeljali za poseben
primer, je rezultat sploSen. Tudi ¢asa in energije kvantnega delca ni mogoce hkrati ostro dolo-

Cit1, ker velja nacelo nedolocenosti v obliki
St6W = # (3)
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Nacelo nedolocenosti je odkril W. Heisenberg 1927. INi zamisSljenega poskusa, pri katerem
bi bilo prekrieno to nacelo. Seveda moramo biti pri razmisljanju dosledni in upostevati, kaj
je izvedljivo in kaj ni. Iz nacela nedolocenosti (1) sledi spoznanje, da niti po idealizaciji ne
moremo opisati gibanja kvantnega delca s tirom, ampak moramo poiskati drugaCen nacin
opisovanja. Ce bi bil namre¢ podan tir, na primer x = x(¢), ..., bi lahko hkrati ostro dolo¢ili
koordinato delca x in komponento hitrosti v, = dx/dt in z njo komponento gibalne koli¢ine
py= MVy.

Na sklepu, da terja nacelo nedoloCenosti nov nacin opisovanja kvantnih delcev, zaCnemo
graditi kvantno mehaniko. Pri tem smo naslonili nacelo nedoloCenosti na zamiSljen poskus, ki
v opisani obliki ni 1zvedljiv in katerega rezultat predvidevamo po i1zidih drugih poskusov.
Tej poti se ne kaZe odreci. Vendar ostane pri tem nedotaknjeno vprasanje o velikosti produkta
nedoloCenosti pri pravih poskusih, ne pri zamiShjenih. Pri pouku je pomembno tudi to vpra-
sanje. Zato utegne koristiti pregled velikosti produkta nedoloCenosti pri nekaterih konkretnih
poskusih. Precej navedb v tem pregledu se nasianja na Clanek J. C. Albergottija [1].

Zacnimo z nacelom nedolocenosti v obliki (1)! Spustimo majhno Zogo z maso m = 0,05 kg,
da pade. Pad Zoge fotografiramo s stroboskopsko svetilko, ki se priZzge desetkrat v sekundi.
Visino mg@ dolo¢imo po fotografiji na del milimetra zanesljivo, tako da vzamemo &x ~

- 10t m. NedoloCenost navpine komponente hitrosti ocenimo z ov, & Ox (m ) =
= 5- w *m/s 1n n@dﬁmgmosi navpicne komponente gibalne kolicine z 5px M
= 2 5-10~* kgm/s. Pri tem smo predpostavili, da sta relativni napaki pri merjenju mase
in ¢asa znatno manjsi kot pri merjenju visine. Produkt nedoloCenosti je oxop, ~ 1,3- 1077 Js
ali okoli 10* #. Ker nam gre le za velikostno stopnjo, smo zapisali nazadnje samo desetiCni
faktor.
Pri drugih poskusih z velikimi telesi dobimo za produkt nedolocenosti tudi priblizno
tolik&no velikostno stopnjo. Pa vzemimo namesto zoge proton! Hiter proton zapusti v mehurcéni
celici dobro vidno sled mehurCkov, katerih premer meri del milimetra. Zopet lahko postavimo
za nedolofenost koordinate dx =~ 5 - 10~*m. Preéno magnetno polje zaradi magnetne sile
zakrivi tir hitrega nabitega delca. Po krivinskem radiju tira » doloCimo ggbamg koli¢ino pro-
tona p, = e r'B; pri tem je e, osnovni naboj in B gostota magnetnega polja. Pri nekem paskuw
su je merila gostota magunetnega polja (1,7 -+ 0,07) T in krivinski radij izbrane sledi ria foto-
grafijije bil 32,5 crm. S tem dobimo za gi‘ba}iﬁﬁ koli¢ino protona (165 4+ 7) MeV/c. Pri tem smo
vzeli, da je radij tira 1zmexjen precej bolj zanesljivo kot gostota magnetnega polja in je nedo-
locenost gibalne koliCine dana le z nedolocenostjo gostote magnetnega polja: op, = e, dB.
Za produkt nedoloenosti dobimo Sxdp, ~ 2 - 1072t Js ali 10-° /. Ceprav je sodeloval pri
poskusu proton, smo opazovall pravzaprav makroskopske delce — mehurcke. Gibanje
kvantnega delca smo poskusili opisati s tirom, pa nam ie to uspelo seveda samo pribliZno.
Nedolocenost lege je bila sorazmerno zelo velika in rezultat sploh ni nasprotoval nacelu
nedolocenosti.

V zvezi s tem se vsili vprasanje o meji med kvaninimi delci in klasicnimi (makroskopskimi)
delci. Na to vpraSanje ni mogoce odgovoriti naravnost, saj se dajo v posebnih okolis¢inah
celo kvantni delci, kot so elektron, proton, atom, opisati priblizno kot klasicni. Lahko pa
zasuCemo vpraSanje drugace: kolikSno maso ima najteZji delec, ki ga je treba v skrajnem
primeru opisati kvantno? Odgovorimo le z zelo gmbo oceno. Upostevajmo, da sta enoti za
¢as in za dolzino dolodeni z relativno napako 10-8! Ce merijo razdalje ve¢ metrov in hitrosti
veC metrov na S@kundg je v skrajnem primeru produkt nedoloCenosti oxop, ~ moxov, ~ am
7 a ~ 1071 m?/s. Pri tem vzamemo, da se ni treba ozirati na n@doiog@nesi mase delca m.
Zahtevajmo, da je A spodnja m@ja pmdukm nedolocenosti, pa dobum
Ala ~ 1071 kg, Toliksno maso ima delec, ki vsebuje ve¢ milijard atomov.

Ta groba ocena nas preprida, da smemo trditi: delci, ki jih vidimo s prostim oesom ali
z optiénim mikroskopom, so klasi¢ni. Locljivost opti¢nega mikroskopa je podana z valovno




dolzino svetlobe. Vzemimo tedaj, da z njim ravno $e vidimo delec z radijem nekaj tisod A
Kroglica s tolikSnim radijem in z gostoto 10? kg/m3 ima maso z velikostno stopnjo 1018 kg.

Pri uvajanju nacela nedoloCenosti s1 pogosto pomagajo z zamiSljenim mikroskopom na
fotone y. A kolik8en je produkt nedoloCenosti pri najbolj zmogljivemn delujoCem elektronskem
mikroskopu? V glavnem koraku tega poskusa ni makroskopskih teles, kakor so bila pri do-
sedanjih poskusih. Seveda moramo pri merjenju naposled opazovati makroskopska telesa,
na primer zrnca, ki fluorescirajo na zaslonu. Z rastrskim elektronskim mikroskopom A. V.
Creweja Je mogoce zaznati tezje atome. Pega na zaslonu nastane tedaj zaradi sipanja elektronov
na oviri s premerom okoli 10 A. V predmetni ravnini je dolodena koordinata elektronov,
ki so se sipali z nedoloenostjo dx okoli 5 A v preéni smeri. Kako pa je s komponento
gibalne koliCine elektronov v tej] smeri? Elektroni imajo kineticno energijo W, = 30 keV,
se pravi, da je nji ova gibalna koli¢ina v smeri curka p. = Qm W )'/%, saj je Wi = p,%/2m..
Zadnja magnetna leCa sprejme Se elektrone, ki se gibliejo pod kotom 0,02 radiana ali okoli 1°
proti opticni os1. Za nedoloCenost precne komponente gibaine koliCine lahko tedaj postavimo
kot pr1 zacetnem zamisljenem poskusu op, ~ p, sin ff/n = p,B/n. Tako dobimo dp, ~ 6 - 1072
kgm/s, Ce upostevamo p, = 9-1072 kgm/s. Za produkt nedoloCenosti dobimo Jxdp, ~
~ 3-1073* Js ali okoli 3 A. Crewejev rastrski elektronski mikroskop se ze mocno pribliza meji,
ki jo dopusca nacelo nedoloCenosti.

Pri prej$niem poskusu je bil tezji atom tarca in elektron izstrelek, s katerim smo jo otipali.
Vzemimo namesto atoma proton in namesto elektrona s kinetiCno energijo 30 keV proton ali
pion s kineticno energijo veC GeV [2]! Merjema s sipanjem zelo hitrih elektronov so pokazala,
da je v protonu naboj porazdeljen po kroglastem oblaku s srednjimradijem r* = 0,8 - 107 m =
= 0,8 fm. NedoloCenost koordinate hitrega protona v precni smeri, ko se sipa na protonu-
tarCi, ocenimo z ox = 3 (' +r") =r" = 0,8fm. Komponento gibalne koliCine hitrega
protona v tej smeri ocenimo po preCni komponenti gibalne koli¢ine izhajajoCih delcev pri

reakciji |

Pri1 reakciji nastane » delcev; n imenujemo mnogoterost. Vpadni proton ima samo vzdolzno
gibalno koliCino, delci po reakciji pa imajo tudi preCne komponente gitalne koli¢ine. Poraz-
delitev teh delcev po komponenti preCne gibal-
ne koli¢ine ima vrh pri p, = 0,25 GeV/c (sl. 2).
Ta podatek vzamemo za nedoloCenost oJp.
preéne gibalne koliCine hitrega protona po
sipanju. Produkt nedoloCenosti je dxop. &
~ 1,07-1032*Js = 1,0 4. V tem primeru je
dosezena ravno spodnja meja. Pravzaprav bi
lahko pre¢no gibalno koliino, ki ustreza
vrhu v porazdelitvi 1zhajajoCih delcev po predni
komponentt gibalne koliCine, 1zracunali kar
iz enacbe p, = op, = f/ox.

Si. 2. Reakcija med protoni in protoni: narisana
- p, je porazdelitev Stevila izhajajoCih delcev po abso-
1 — lutni vrednosti preCne komponente gibalne koli-
1GeV/c ¢ine p,. Vrh je pri p, & 0,25 GeV

Z nacelom nedoloCenosti pojasnimo $e nekaj drugih ugotovitev. Vrh v porazdelitvi izhaja-
jocih delcev po precni komponenti gibalne koli¢ine se premakne k nekoliko vecCj1 vrednosti p,,
Ce naraste kineti¢na energija vpadnih delcev. Seveda: Cim vedja je kinetiCna energija vpadnega
delca, tem globlje v protonu-tarci se sipa, tem manjSa je nedoloCenost koordinate v precni
smeri o.x in tem vecja je preCna komponenta gibalne koli¢ine p, = A/ox. PreCna komponenta
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ima pri sipanju pionov na protonih 1,1-krat ve¢jo vrednost kot pri

b4

gibalne koliCine pri vrhu p,
sipanju protonov na protonih. Seveda: pion 1ma manjsi Smdnﬁ mdéj kot proton: r,’
v tem primeru je nedoloCenost preCne koordinate 5*&: =2 +r,)y=071fm 1,1 M afi nanjsa
in preéna komponenta gibalne koliCine p, = #/éx 1,1-krat V@Qj&

YV zvezi z nacelom nedoloCenosti v obliki (2) navedemo poskus R. A. Betha ﬁ} Beth je
osvetlil s curkom krozno polarizirane svetlobe plosCico, ki je obrnila polarizacijo curka.
Ploscica je bila obesena na kremenovi nitki. Tako je lahko kot pri torzijskem nihalu izmeril
navor, ki ga je zaradi spremembe svoije vrtiine koliCine svetloba 1zvede na plosCico. Zasuk
je meril po premiku svetlobnega kazalca. Premik je bilo mogoce izmeriti na ox ~ 107 m
- zanesljivo. Pri R = 3,94 m dolgem svetiobnem kazalcu je dalo to nedoloCenost zasuka d¢ =~
~ ox/R = 3 -107°. Efektivna napaka pri merjenju navora, ki jo je doloc¢il s ponavljaniem
merjenja, je bila oM ~ 5,4 - 107®* mN. Z nihajmim casom nihala 7, = 270 s ocenimo nedo-
loCenost vrtilne koliCine: oL, =~ oM/t;, = 110715 kgm?/s. To da za produkt nedoloCenosti
opol, ~ 5-107% Js ali okoli 10** 7. |

Nacelo nedoloCenosti v obliki (3) uporabimo pri fotoefektu. E. O. Lawrence in J. W. Beams
sta poskusila 1zmeriti Cas, ki poteCe med osvetlitvijo kovine in pojavom prvih 1zbitih d@kfw@»
nov [4]. PlosCico kalijevega hidrida sta osvetlila s svetlobo, ki jo je dala elektri¢na iskra med
cinkovima elektrodama. NajmanjsSa zakasnitev med svetlobnim curkom in fotoelektroni, ki bi
jo mogla zaznati merilna naprava, je merila 3 - 107%s. Ker mi bﬂo mggm@ zaznati nobene
mkagmwaﬁ vzamemo za nedoloCenost ¢asa o¢ kar ta podatek. KinetiCna energija najhitrejsih
izbitih elektronov je doloCena z razliko energije vpadnih fotonov mm 1zstopnega dela. Energija
fotonov za znadilno &érto pri 2139 A v iskrnem spektru cinka je 5,8 eV. Izstopno delo meri
2,3 eV, tako da je najve¢ja kinetiCna energija elektronov 3,5 eV. Izbit1 elekironi imajo kinetino
energijo med ni¢ in navedeno vrednostjo, tako da lahko ocenimo nedoloCenost energije 6
s 3,5 eV. Produkt nedoloCenosti je oro W ~ 2 - 10727 Js ali okoli 107 A.

Nacelo nedolocenosti (3) pomaga pri razumevanju funelskega pojava. V prepovedanem
obmociu, kjer naj bi bila kineti¢na energija delca negativna, se delec mudi samo kratek ¢as o7,
Negativna kinetiCna energija namre¢ nima smisla in nedolocenost polne energije oW ~ R/of
mora bit1 vsa) tolikSna kot absolutna vrednost negativne kineti¢ne energie. Zaradi nacela
nedolodenosti polne energije ne moremo meriti tako zanesljivo, da bi lahko ugotovili negativ-
nost kineti¢ne energije.

Nekaj podobnega je pri sevanju virfualnifi delcev. Predstavlijamo si,
seva in absorbira virtualne pione:

da proton neprestano

P ‘j} b + ﬁoﬁ P j;”’ n - nt

Ce je v blizini protona drug proton, si izmenjavata delca virtualne pione. Tako pojasnimo
mocno (jedrsko ) silo med protonoma, saj so pioni delci polja te sile. Kako naj se ohrani skupna
polna energija, Ce je lastna energija piona 140 MeV? Izsevanije piona je mozno le, ¢e se pion
dovolj hitro absorbira. Mocna sila ima doseg kaka 2 fm. Vzemimo, da je hitrost virtualnega
piona samo malo manjSa kot hitrost svetlobe! Za pot 2 fm in nazaj potrebuje pion ¢as of ~
~ Z2-21m/c ~ 107% 5. Za nedoloCenost energije vzamemo ves primanikljaj energije, to je
MeV. Produkt nedolocenosti oto W ~ 3 - 10734 Js, 1ima veli-

lastno energijo piona: oW ~ 140 ©
kostno stopnjo A. Po taki poti je H. Yukawa napovedal lastno energiio delca polja mocéne sile.

V tesni zvezi z nacelom nedolocenosti (3) je enacba
TW}/Z = ﬁ (\4‘}

VY njej igra vlogo nedoloCenosti Casa razpadni ¢as v neobstojnega stanja in vlogo nedoloenosti
energije razpolovna energija Wy, tistega stanja, to je Sirina ustreznega vrha na polovicni visini
v energijskem spektru. Ta zveza kazZe, da lahko le v osnovnem stanju ostro dolo¢imo energijo,
za vzbujena stanja pa to ne velja. Enacbo (4) pogosto uporabimo za dolocitev razpolovne
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gnergije stanj, ki razpadejo tako hitro, da razpadnega Casa ni mogoce izmeriti neposredno.
Razpadni Cas 5,5 - 10724 s resonance 4 z lastno energijo 1236 MeV lahko dolocijo le preko
razpolovne energije 120 MeV v energijski odvisnosti preseka za sipanje pionov na nukleonih.

Enacbo (4) lahko neposredno preverimo. Pri tem razpadnega Casa in razpolovne energije
ne izmerimo hkrati, Ceprav bi bilo to izvedljivo. Za razpadni ¢as prvega vzbujenega stanja
z energljo 14,4 keV jedra zeleza 5Fe je znan podatek 1,4 - 1077 s. Razpolovno energijo pa je
mogoce izmeriti pri Mossbauerjevem pojavu. Pri tem izseva jedro foton z energijo 14,4 keV
in prevzame odrivnil sunek kristal kot celota. Taki brezodrivno 1zsevani fotoni se brezodrivno
absorbirajo v absorberju iz Zeleza ®"Fe. Za absorber postavijo Stevec in zanthajo absorbter
v smeri protiizviru. S spreminjanjem hitrosti nihanja preko Dopplerjevega pojava otipajo Crto,
ki ustreza prehodu i1z prvega vzbujenega stanja v osnovno. Za razpolovno Sirino ¢rte dobijo
v hitrostnem merilu 3,4 - 10 mm, ¢emur ustreza v energijskem merilu 3,4-10*ms? -
-14,4keV/c = 1,6 - 108 eV. Polovica tega gre na racun sevanja in polovica na racun ab-
sorpcije, tako da dobimo za razpolovno energijo Wy, = 8-107°eV. Iz enacbe (4) sledi
za razpadni Cas 7 = A/Wy, = 0,9 - 1077 s. Neposredno izmerjeni razpadni Cas 1,4-1077s
je nekoliko vecji. Vendar pokaze izboljSana teorija, ki uposteva podrobnosti v kristalni zgradbi,
da je prava razpolovna energija nekoliko manjSa od navedene. S tem dosezejo ujemanje med
izracunanim in neposredno izmerjenim podatkom.

Na koncu se pomudimo pri teoretiCnem ozadju nacela nedoloCenosti. V kvantni meha-
niki priredimo dinamicnim spremenljivkam operatorje in opazljivkam hermitske operatorje.
Koordinati priredimo operator X = x in zasuku operator ¢ = ¢, ki preprosto ukazujeta
»pomnozi funkcijo z x oziroma s ¢« Komponenti gibalne koliCine priredimo operator
. = (B/1) ¢/éx, komponenti vrtilne koli¢ine operator L, = (%/i) é/0p in polni energiji
operator H = ihd/ot, ki ukazujejo »odvajaj funkcijo po x, po ¢ in po ¢ in pomnoZi odvod
s A/1 oziroma z 1£.«

Dejstvo, da ne moremo dveh opazljivk hkrati ostro dolociti, pojasnimo s tem, da ustrezna
operatorja ne komutirata, se pravi, da operator xp, ni enakovreden operatorju p,x. O tem
se ni tezko prepricati, ¢e delujemo z operatorjem, ki mu pravimo komutator, na valovno
funkcijo: [x, 2] P (x) = xp, ¥ (x) — p.x¥(x) = (/) x0¥/0x — (/)0 (x¥)/0x = iE¥. Ker do-
bimo enak rezultat za katerokoli valovno funkcijo, lahko to funkcijo spustimo in zapiSemo
enacbo samo z operatorji

[X, Dx] = XDx — Dix = iFs (5)

Za hermitska operatorja, katerih komutator je enak 14, je mogoce dokazati, da velja nacelo

nedoloCenosti v oblik1* Sxdpy = 1 6)
Pri tem sta nedoloCenosti definirani kot

ox = [[¥*(x)x* ¥ (x)dx — (JP*(x) x¥(x)dx)*] 2 (7a)

; opx = [[P*(X) px D ¥ (x)dx — ([P*(x) PP (x)dx)*] /2 (7b)

¢e je ¥ (x) valovna funkcija za dani primer. Integrirati je treba po vsem definicijskem obmocju
valovne funkcije.

* Dinamicnih spremenljivk, ki ustrezata operatorjema, katerith komutator ni enak imaginarni
konstanti, v sploSnem tudi ni mogoce hkrati ostro doloc€iti. Zanju pa ne velja nacelo nedolocenosti.
V posebnem primeru je namre¢ mogoce, da je komutator enak ni€ in je tedaj mogoce hkrati ostro

doloditi obe spremenljivki. Za komponente operatorja vrtilne koli¢ine velja na primer [fx, L =1 ?)‘f;z
V splosnem ni mogoce hkrati ostro doloditi niti dveh komponent vrtilne koli€ine. V posebnem
primeru, ko je enaka ni¢ velikost vrtilne koli¢ine, pa so vse tri komponente ostro dolocene in enake
nic.
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{6} sledi iz enacbe (5) pri pogoiu, da sta operatorja h@fmﬁska na istem definicijskem
obmodgju. Pri operatorjih ¢ in L, nastopijo teZave zaradi te zahteve. Kot v prej$njem primeru
V@E a operatorska enacba . o " A A A

2 oP 5, £ = b — Lp — if (8)

Trditev, da tej enacbi ni mogoce dati nobenega smisla, se je pokazala za napacno m Zapisati
smemo kvalitativno zvezo (2), a nacelo nedoloCenosti ne velja v obliki (6) dpoL. = L /. Razlog
za to je mogoce predstaviti na veC nacinov. Omenimo dve gledisci. Po prvem je d@ﬁmmﬁ ope-
rator ¢ na obmocju od 0 do 27 za vse kvadratno mi@gmbﬂn@ valovne funkcije ¥(p) [6]. Ope-
rator L, je tedaj h@fmmm pri pogoju #(0) = ¥ (2n). @@ naj bo tudi komutator [, L.] definiran
na obmodju od 0 do 27, mora veljati dodatni pogoj ¥ (0) = ¥ (2n) = 0. Ce ta pogoj ni ggy ol-

njen, morarn P*0)P(0)]2. Pri tem

10 zapisati nacelo nedolocenosti v obliki 0pol, = L A1 — 214
sta 5¢ in 6L, definirana kot dx in dp,, le da venadbah (7a)in (7b) zamenjamo x s inp, z L
7 drugega gledisda je pri zveznem ¢ na intervalu od — o do o operator L, hermitskisamo
za periodi¢ne funkcije s periodo 27 [7]. Ker ¢ ni periodiCen, ne velja zveza dgol, = 1 fi in je
treba ubrati eno 1zmed dveh mozZnih poti. Lahko uvedemo funkcijo @(¢), ki se na intervalu od
0 do 27 ujema s ¢, zunaj tega intervala pa je periodi¢na s periodo 27z, V tem primeru pa se je
treba odpovedati celo operatorski enacbi (8) v zapisani obliki. Naravnej$e pa je, ¢e namesto
¢ uporabimo le periodiCni in zvezni funkciji sin ¢ in cos ?5 ki p@poh‘m na dolocCata ¢.
Po zgledu zveze (5) so véasih poskusali zapisati H = 1h. Zveza otoW = 1 A
naj bi potem sledila po enaki poti kot (6) z nedoloenostma kot (7). Toda to ni 1zvedljivo,
ker ni hermitskega operatorja 7, ki bi ustrezal ¢asu. Cas namre¢ v vsakem primeru teCe
zvezno od —oo do oo, tako da bi morale biti tudi lastne vrednosti polne energije v vsakem
primeru zvezno porazdeljene. Temu pa nasprotujejo dobro znani zgledi, pri katerih ima
polna energija diskretne lastne vrednosti. Cas v nerelativisti¢ni kvantni mehaniki nima
znacaja opazljivke, ampak je Stevilski parameter (Stevilo ¢) [8]. (3) in (4) nista posledici
dejstva, da ustrezna operatorja ne komutirata. Enac¢bo (4) je mogoce izpeljati samo v teorij
moten], ko zacetno stanje eksponentno razpade v kon¢no stanje.

Nase razglabljanje je pokazalo Sirok pomen nacela nedoloCenosti posebno pri uvajanju
studentov v kvantno mehaniko. Pri povrSnih oblikah nacela ni teZzav. Poskusi dajo z njim1
skladne rezultate. Toda v preprosto zvezo z dejstvom, da ustrezna operatorja ne komu-
tirata, ga je mogoce spraviti samo, ¢e gre za koordinato in komponento gibalne kolicine.
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NENAVADNA RUSKA STEVNIKA SOROK (40) IN DEVJANOSTO (90)*

V sodobnih slovanskih knjiznih jezikih so imena za Stevila dokaj enotno sestavljena:
s posebnimi imeni za Stevila do 10, za 100, 1000, itn. se je 1zoblikoval trden sistem za po-
imenovanje kateregakoli Stevila. V starejSih obdobjih slovanskih jezikov 1in v nekaterih
danasSnjih nareéjih so se chranili tudi Stevniki drugaCnega tipa; v korosSkih nareéjith in v
Reziji sreCamo npr. Stetje z -red (za 10): stirredi, paterdu (40, 50), kar ima svoj izvor v vrsti
desetih snopov zita; v Reziji je znano tudi dvajsetiS8ko Stetje: dwakrat dwujsti anu desat
(50), trikrar dwujsti (60), 1td., kar so zaradi podobnosti s franc. quatre-vingt povezovali
s keltskim vplivom, vendar je bolj verjetna naslonitev Stetja na novec z dvajsetimi enotami
(dvajsetica), saj je dvajsetiSko Stetje znano tudi 1z nekaterih bolgarskih nareciy: dvaZ dva-
deset (40), triz dvadeset (60), itd. (Oblika dvaZz, triz,... je skrajSana 1z dvazZdi, triZzdi, kar
poment dvakrat, trikrar; prim. tudi rus. odnazZdy, dvazZdy, trizdy.)

Vzhodnoslovanska Stevnika sdrok in devjanodsto sta pravi beli vrani med slovanskimi
Stevniki. Ob njiju se spotakne Solar, tezko pa se je o njunem izvoru odlociti tudi jezikov-
nemu strokovnjaku; zato ni ¢udno, da se je v literaturi nabralo Ze kar precej bolj ali man;
verjetnih razlag o njunih koreninah. Stevnik sorok je 7e zelo zgodaj izpodrinil staro slovan-
sko sintagmo cetyre desete in ga sreCamo od 13. stoletja naprej v staroruskih tekstih v po-
menu sveznja Stiridesetih soboljih ali veveri¢jih kozic; ker je bila trgovina s kozami za
staroruske prebivalce Zivijenjsko pomembna, je razumljivo, da se je razsSiril in utrdil tudi
osrednji termin za enoto v tej trgovinit — sorok — in obveljal za Stevnik 40 tudi na drugih
podrodjih jezikovne rabe. Videti je, da ima Stevilo 40 posebno vrednost Ze v bibliji, novo
ime pa mu je to avreolo Se povecalo. Zanimivo je, da ga pogosto najdemo prav ob proble-
matiCnem Stevniku devjanosto, za pojme s cerkvenega obmocja, v pregovorih in celo v zve-
zah s slabsalnim pomenom. V danasnji knjizni ruSCini se ta dva Stevnika pravzaprav ne
sklanjata; razen osnovne oblike 1mata za vse zveze le Se eno obliko: soroka in devjandsia,
nekocC pa se je sorok sklanjal kot samostalnik moskega spola. Nekaj primerov iz Daljevega
slovarja (2. izd. 1882): Cto devjat’ sorokov, to Cetyre devianosta — odno, (360). Pelpjata
soroka — dva devjanosta, (180). V Moskve sorok sorokov cerkvej. (To je seveda hiperbola,
vendar je res, da je bila Moskva razdeljena na cerkvene enote po 40 cerkva.) Séroki —
praznik 40 mucencev; sorokovdja — molitev 40 dni po porodu; sorokoviny — spominska
molitev 40 dni po smrti; sorokodnévnyj post. Rekla: UZ sorok let, kak pravdy net! Na sorok
sorokov! (Na mnoga leta!) Belka vyhodit v odin god sama sorokovaja. (Veverica je zelo
plodna.) Slabsalno: serokobraréina — ljudska meSanica, zmeda; sor okobarscma — zmeda
zaradi prevelikega Stevila nadrejenih, 1td.

Med tremi vidnejSimi razlagami izvora besede sorok ima najveC zagovornikov tista,
ki 1zhaja 1z staronordijske besede serkr (danasnje island. serkur — srajca), ki je pomenila
tudi enoto za kozuhovino, tudi svezenj ali vreco 200 koZic; ta enota se je delila na 5 tim-
brov po 40 kozZic. Vzhodni Slovani naj bi bili torej prevzeli ime za veliko enoto, pomenilo
pa naj b1 malo enoto (40) — pac v smislu, da je zgodovina placilnih sredstev zgodovina
padanja njihove vrednosti (Edw. Schroder). Sdrok je torej istega i1zvora kot rus. sordcka,
stcksl. sracica in nasSa srajca (prim. Ramovs, Konsonantizem, 288—9), ker so bile koze
v vrecl, »srajci« 1n jih je bilo za en kozuh.

Miklosi¢ in drugi so videli 1izvor Stevnika sdrok v stgr. tessardkonta, ki se je v poznejsth
stoietjih obrusil v sardkonra, saranta (novogr.); verjetnost te domneve zmanjsSuje dejstvo,

*V tej Stevilki objavljamo ¢lanek iz podro¢ja jezikoslovia. Z njim Zelimo seznaniti bralce z
jezikovnimi problemi, ki izvirajo iz matematiéne terminologije.
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da je v grikem Stevniku »zpadel« znacilni -&- Ze pred 9. stoletjem, ko z bizantinsko grs€ino
vzh. Slovani Se niso 1meli neposrednih stikov.

V novejSem Casu izpeljujejo besedo sdrok tudi iz turkotatar. osnove kirk (40), ki naj bi
podobno kot kdbdk v sobdka (pes) preslo pri vzh. Slovanih v *sork, to pa bi se po polno-
glasju razvilo v sorok. Razlaga bi bila vabljiva, ¢e tudi tej ne bi nagajalo ¢asovno zaporedje
iezikovnih stikov in notranjejezikovnih razvojnih pojavov.

Manj zadovoljivo je mogoce pojasnitl nastanek Stevnika devjandsto, Ceprav je na prvi
pogled ocitno, da besedo sestavljata dever in sto. Med etimologi je raziirjeno mnenje, da
gre prvotno za obiCano zvezo devetr — deset, kakor jo poznamo iz drugih slovanskih in
indoevr. jezikov (devetdeset, nonaginta, enenéiconta), torej iz prvotnega *neven/de/k’mi-,
kjer naj bi po izravnavi neven- na deven- (po desent-) prislo do prehoda drugega 4 v n (to
SO pogosti pojavi), s tem pa bi bila beseda za deser razkrojena in bi se z znadilnima i1stima
soglasnikoma s, ¢ (in zaradi sicerSnje bliZine stotici) 1zravnala s sfo. (Prim. rim. pisavo tega

XC.) Pot je sicer zelo vijugasta, zato razlaga vseh ni zadovoljila. Jagi¢ je mislil

Stevnika |
na zvezo *devjat’ do sto, vendar to pomensko nima prave utemeljitve; bolj verjetno bi bilo
izhajati 1z *desjat’ do sto s poznejSo 1zravnavo na devjat’, ker gre pac za zaporedje sem’des-
Jjat, vosenv'desiat, devjat’ . ..

France Jakopin
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21 M. Vasmer, Russisches etymologisches Wirterbuch, Heidelberg 1953-—58.
31 F. Ramovs, Morjfologija slovenskega jezika, Ljubliana 1952, 108—113.
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Zveza drustev matematikov, fizikov in astronomov Jugoslavije je v Zagrebu praznovala
lani 25-letnico svojega delovanja.

Na svecanosti, ki je bila v prostoirih Jugoslovanske akademije znanocsti in umetnosti,
je o dejavnosti Zveze govoril njen predsednik prof. dr. Blagoj Popov, udelezence proslave
pa so pozdravili zastopniki druzbenopoliticnih in znanstvenih ustanov SR Hrvatske ter
republigkih drustev.

Ob tej priliki so bila podeljena priznanja Zveze nekaterim zasluznim delavcem, ki so
s svojim delom v organih Zveze ali republiSkih drustev matematikov, fizikov in astronomov
prispevali pomemben delez k uveljavitvi nasega zdruzenja.

Slovenije so dobili priznanja naslednji:

n Dominko, dolgoletni podpredsednik Zveze
Anton Moljk, predsednik komisije za fiziko, organizator prvega kongresa Zveze
France Krizani€, pisec vecjega Stevila matematiCnih knjig ter za dolgoletno delo v
republiSkem druStvu in Zvezi
Joze Povsic, za svoje delo pri proucevanju dela nasih znanstvenikov
Niko Prijatelj, veCletni <lan plenuma Zveze in nacionalnega komiteja za matematiko
in delo v republiskem drustvu
Tomaz Skulj, za uspesno organizacijo dela z mladimi fiziki
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Ivan Stalec, dolgoletni odbornik 1epubliskega drustva in za delo pri uvajanju moderne
matematike

France Sustersi¢, dolgoletni odbornik republiskega drustva in organizator razliénih

dejavnosti
Cir#l Velkovrh, pomemben organizator drusStvenih dejavnosti, posebno pri izdajanju
slovenske matematicne in fizikalne literature

Ivan Vidav, ki se je vsa leta posvecal drustvu in vzpodbujal k dejavnosti z besedo in

vzgledom.

Ko Cestitamo vsem, ki so prejeli priznanja Zveze, se jim obenem zahvaljujemo za njihov

prispevek in zelimo, da bi njihov vzgled vzpodbuyjal k delu mlajSe kolege.

Dusan Modic

KAKO TEKMUIJEJO SREDNJESOLCI V SOVJETSKI ZVEZI

Sovjetska zveza nedvomno spada med najmocnejSe matematiCne »velesile«. Veliki uspehi

sovjetskih matematikov se odraZajo tudi na izredno visoki ravni srednje$olskih tekmovanj.
MNamen tega prispevka je pokazati vsaj delCek tega napredka i s tem dati moznost za primer-
javo, kje smo danes mi. Upam, da bom s tem pripomogel, da bodo nasa tekmovanja postala
Se boljSa in zanimivejSa za srednjesSolce. Naloge, ki sem jih 1zbral 1z revije Matematika v skole,
41 (1974) 59—69, so z VIII. zvezne matematicne olimpiade in z XXXVII. Moskovske mate-
maticne olimpiade, ki sta bili organizirani spcmladi 1974,

I.

o

L

Q0 1

10.

11.
12,

povzamemo marsikaj koristnega iz zakladnice njihovih nalog.

Na kartah je napisano Stevilo 1 ali — 1. Dovoljeno nam je sprasevati za poljubne tri karte, kakSen
je produkt Stevil na njih. Kolikokrat moramo (najmanj) ponoviti to vprasanje, da bi ugotovili,
kolikSen je produkt Stevil na vseh kartah, Ce je Stevilo kart:

a) 30, b) 31, ¢) 32?7 V vsakem primeru dokaZzZi, da je Stevilo vprasanj res najmanjSe mozno.

. Naj ima vsaka izmed stranic konveksnega Sestkotnika dolzino, veéjo od enote. Ali lahko vedno

najdemo v tem Sestkotniku diagonalo, katere dolzina presega 27

. Al1 lahko zaporedje naravnih Stevil 1,2, ..., 100 preuredimo tako, da ne bomo mogli najti

takih dveh Stevil, katerih aritmetiCna sredina bi bila enaka kakSnemu i1zmed Stevil, ki se nahajajo
med njima.

. Na kroznici razporedimo Stevili 1 in —1. Vprasati smemo samo po produktu poljubnih treh

zaporedno lezeCih Stevil. Kolikokrat (najmanj) moramo vprasati, da izvemo za produkt vseh
Stevil?

. V neki konveksen mnogokotnik ne moremo vclrtati trikotnika ploscine 1. Dokam da lahko ta

mnogokotnik vértamo trikotniku s plosc€ino 4.

. Na intervalu [0, 1] je dana funkcija f, za katero vemo, da je nenegativna in da velja f(1) =

Poleg tega naj velja za poljubni dve nenegativni Stevili x; in x,, katerih vsota ne presega 1, ne-
enakost: f(x; 4 xo) = f(x;) + f(x2)

a) dokazi, da pri navedenih pogojih vedno velja f(x) < 2x

b) ali to Se vedno velja, ¢e desno stran zmanjSamo: f(x) < 1-9x?

. Dokazi, da ne moremo v enotski krog vCrtati dveh trikotnikov ploséine 1, ki se ne bi prekrivala.
. Recimo, da lahko iz daljic z dolzinami a. b in ¢ konstruiramo trikotnik. Dokazi, da potem lahko

tudi iz daljic z dolzinami: 1/(a 4+ ¢), 1/(b 4+ ¢), 1/(a 4 b) konstruiramo trikotnik.

. Dokazi, da za poljuben 13-kotnik vedno obstaja premica, ki vsebuje samo eno izmed njegovih

stranic, pri vsakem » > 13 pa vedno obstaja kakSen n-kotnik, ki te zahteve ne 1zpolnjuje vec.
V Sestkotniku, vértanem enotskem krogu, zvezemo poljubno notranjo tocko z vsemi oglisci.
Dokazi, da med tako dobljenimi Sestimi trikotniki vedno obstajata dva, ki imata vse stranice
vecje, kveCjemu enake enoti.

Koliko najveC stranic ima lahko konveksni n-kotnik, katerega diagonale so vse enako dolge?
V pravokotni tablici, ki ima 8 vrstic in 5 stolpcev, so razmeScena naravna Stevila. V vsaki potezi
lahko bodisi podvojimo vsa Stevila v kaki vrstici ali pa odsStejemo po 1 od vseh stevil v kakem
stolpcu. Dokazi, da lahko v kon¢nem Stevilu korakov dosezemo, da so vsa Stevila v shemi enaka
nic,

Naloge so lepe, resitve nalog pa kratke, originalne in jedrnate. Nedvomno lahko tudi mi

Dusan Repovs

186



D. Gabor pravi v predgovoru h knjigi, da so spoznali pomen prostorskega naboja Ze
pred 70 leti. Tedaj so ugotovili, da omejuje prostorski naboj tok elektronov v vakuumu in
doloca karakteristike elektronk. V novejSem Casu pa dobiva vse vecji pomen zaradi uporabe
izdatnmih elektronskih curkov v katodnih ceveh, mikrovalovnih napravah in napravah za
obdelavo materialov. ,

7. Uvodom v teorijo optike prostorskega naboja sta zelela Gy. A. Nagy 1in M. Szilagvi
postaviti novo obmocCje elektronike na teoreticno osnovo. Knjiga je razdeliena na 6 po-
glavij: osnovne enacCbe in metode, tok prostorskega naboja, elektronske puske, pojavi,
povezani s prostorskim nabojem v elektronskih curkih, elektrostaticno fokusiranje izdatnih
elektronskih curkov in fokusiranje z magnetnimi in elektro-magnetnimi polji. Gy. Nagy
je napisal prvo, drugo in Sesto poglavie, M. Szilagyi pa preostala tri. Vsako poglavje ima
obseZen seznam literature.

Prvo poglavje uvaja enacbe za staticni polji in obravnava metode za priblizno reSevanje
potencialnih enacCb, doloCanje polja z merjenjem, klasi¢ne enacbe gibanja in njihove pri-
blizne resitve in doloCanje trajekiorij delcev z merjenji. Drugo poglavje obsega sploine
znacCilnosti, pomembne primere 1 posebno problematiko toka prostorskega naboja. Tretje
poglavie opisuje elektronske puske za vzporedne in konvergentne curke, ¢etrto pa poraz-
delitve potenciala v curkih in razprsSitev curkov zaradi prostorskega naboja. Peto poglavie
je posveceno periodiCnemu fokusiranju, fokusiranju z osno-simetricnimi periodi¢nimi elek-
trostaticnimi polji, periodiCnemu fokusiranju z bifilarnimi vijaCnicami, fokusiranju z elek-
trostatiCnimi poljt z ravninsko simetrijo, fokusiranju krivih ploskih curkov z elektrostatic-
nimi polji in periodi¢nemu fokusiranju s kvadrupolnimi polji. Sesto poglavie obravnava
fokusiranje s homogenim magnetnim poljem, Brillouinovo fokusiranje, fokusiranje s perio-
di¢nim magnetnim poljem in s periodiCnim elektricnim in magnetnim poljem, fokusiranje
7z narascajoCim magnetnim poljem, komplementarno fokusiranje, splo$ne obosne curke
z ravno o0sjo, fokusiranje s kvadrupolnim poljem, votle curke in druge probleme magnetnega
fokusiranja.

Problemi, ki se jih loteva knjiga, so zahtevni po matematiCni plati. Pogosto privedejo
do nelinearnih parcialmih diferencialnih enacb, ki jih ni mogoce reSiti analitiCno razen v
trivialnih primerih. Zato je veCinoma treba racunati z vrstami ali uporabljati druge pri-
blizke m se zatekati k modelnim merjenjem. Avtorja sta posvetila veliko pozornost ma-
tematiCnim prijemom. Kjer je mogoce, izhajata od osnovnih zakonov — Newtonovih za-
konov in Maxwellovih enaCb — in prideta na koncu do enacb, ki jih je mogoce neposredno
izkoristiti pri nacrtovanju naprav. Ta pot je v knjigi temeljito obdelana in ji je mogoce
sorazmerno lahko slediti. V novejSem casu so sicer v veliko pomoc racunalniki, toda =z
njimi ni mogoce dobiti tolikSnega fizikalnega vpogleda.

Marsikaj, kar vsebuje knjiga, najdemo tudi drugod. Po njunem delu sodel, pa je bila
upmwc@n@; 7zelja avtorjev, da zbereta na enem mestu vse, kar zadeva prostorski naboj.
m 1n elektrotehnikom, ki se uvajajo v probleme te vrste ali se z njimi srecujejo pri
lem delu, bo knjiga nad vse koristen vodnik.

Janez Struad
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K. Dransfeld, P. Kienle, H. Vonach, Physik I, Newtonsche und relativistische Mechanik,
bearbeitet von P. Berberich, Wien, Miinchen, R. Oldenbourg, 1974, 301 strani, 202 slik,
15 tabel.

Knjiga je prvi od Stirih delov po dvoletnem uvodnem predavanju za Studente naravo-
slovia in elektrotehnike na oddelku za fiziko miinchenske tehniCne univerze. Med nem-
skimi uCnimi knjigami za fiziko je nekaj posebnega. Drugi nemski uCbeniki so sistematicni,
pregledni in zanesljivi, a navadno kar se da tradicionalni. Prizadevanja za sodoben pouk
fizike, predvsem iz anglosaskega sveta, se niso moCno dotaknila nemskih fizikalnih ucbe-
nikov. Ta uCbenik pa je napravljen, tako pravijo avtorji v predgovoru, pod mocnim vplivom
berkeleyskega teCaja, Feynmanovih predavanj, teCaja na MIT.

Gre za dokaj posreceno spojitev novih ameriskih prijemov in nemske sistematiCnosti.
O tem pove malo razporeditev poglavij: uvod, osnovni poymi gibanja, prva Newtonova
zakona, ohranitev energije in gibalne koliCine, vrtenje, gibajo<i se opazovalni sistemi —
relativnostna mehanika, termiCne lastnosti plinov, gibanje kapljevin, nihanje, valovi. VeC
pove vsebina posameznih poglavij, na primer, prvega: delct fizike in njithove interakcie,
osnovni delci, gravitacija, elektromagnetna, mocna, Sibka interakcija; zgradba snovi,
atomi, molekule, stanja snovi pri razliCnih temperaturah, osnovni pojmi 0 opisu narave.
Druga poglavja na zaCetku so manj nekonvencionalna, v poglavjih o relativnostni meha-
niki, nihanjih, valovih pa je veC tezavnih mest. Knjiga je osvezitev v nemski fizikalni litera-
turi in jo kaze priporceciti tudi nasim uciteljem fizike in Studentom.

Ob knjigi se vsili ve€ stranskih misli. V navodilih za §tudy na koncu pravijo pisci, da je
treba napraviti studij za Studente zanimivejSi. V ta namen naj bi iz danega podroc<ja 1zIusCili
posebno zanimive dele, na primer iz mehanike vesoljske polete 1n astronomijo, in bi jith
kolikor mogoCe podrobno obdelali. S tem bi zbudili pri Studentih zanimanje za sorodna
vpraSanja in Se za druga vprasanja fizike. V tem pogledu so prizadevanja za izboljSanje
pouka vsekakor nadvse koristna. Od novega nacina pouka pa ne smemo pricakovati prevec.
Zanimiv in sodoben ucbenik ali predavanja so le nekakSen katalizator, ki naj pritegne
Studente. Slej ko prej student ne more obvladati snovi brez temeljitega lastnega dela.
Za studente, ki so to pripravljeni storiti od vsega zacletka, katalizatorji take vrste niso naj-
pomembnejsi. Zanje je pomembnejsi nacin podajanja kot vrstni red poglavij. O tem so me
prepricale ankete v preteklih letih med ljubljanskimi Studenti tehniCne fizike. Na drugi
strani pa so s pretiranimi Zeljami po sodobnosti za vsako ceno zvezane tudi nekatere ne-
varnosti. Ali ne vodi, na primer, obravnavanje osnovnih delcev in njihovih interakcij pri
prvi url predavanj, se pravi na zacetku ucbenika, k temu, da se nekateri Studenti prehitro

zadovoljijo s povrsnimi pojmi in predstavami in se navadijo nanje?
Janez Strnad

Bruno de Finetti, Die Kunst des Sehens in der Mathematik, Basel, Birkhauser Verlag 1974,
91 str.

Knjiga je nemski prevod italijanskega originala. Avtor poskusa na primerih pokazati nacin
matematiCnega misljenja. Tekst je tako rekol brez formul, retoriCen. Naj prepiSem nekaj
naslovov! Plato: Sokrat in suZenj, Premislimo Se enkrat, Umetnost je spoznati lahke stvari,
Koledar tekmovanj v nogometni ligi, Kdo zmaga v Sahu?, Vsepovsod so stoznice, Zmotili
smo se; le kje ti¢i napaka?, Problem prodajalca ¢asopisov, Elektronski in nasi mozgani.

Na koncu je Se nekaj nalog in problemov pa Se didaktiCne pripombe za ucitelja, ki bi
utegnil uporabljati knjigo kot dodatek k rednemu ucbeniku.
Peter Petek

183



. Teubner Verlagsgesellschaft-Leipzig nam je poslala naslednje nove knjige:

Dobrzycki Jerzy, Nicolaus Copernicus. Gelehrter und Staatsbiirger. 2. Aufl. 1973,
graphien hervorragender Naturwissenschaftler und Techniker. 100 str. 5,00 M.
Kleine naturwissenschaftliche Bibliothek. Reihe Physik:

15. Hantzsche E., Doppelplanet Erde-Mond, 2. Aufl. 1973, 255 str. 9,90 M.

16. Sobolew N., Die Laser und ihre Zukunjt, 1972, 188 str. 7,50 M.

7. Kompaneijez A. S., Stratistische Gesetze in der Physik, 1972, 159 str. 7,80 M.
. Butkewitsch A. W. und Selikson M. S., Ewige Kalender, 1974, 124 str. 5,90 M.

. Dautlcourt G., Was sind Pulsare? 1974, 104 str. 4,90 M.

PseniCnyj B. N., Notwendige Optimalititsbedingungen, 1972, 152 str. 14,90 M.

Ranft Johannes, FORTRAN-Programmierung und numerische Methoden fur Natur-

wissenschafr und Technik, 1972, 236 str. 29,00 M.

| W
h

Ciril Velkovrh

and Scientists, London, Intertext

Ze naslov knjige pove, komu je namenjena. Knjiga vsebuje snov, ki se predava na tehni-

skih fakultetah obiCajno v drugem letu: funkcije veC spremenljivk, vektorska analiza,
navadne diferencialne enacbe, nekaj o parcialnih diferencialnih enacbah, Besselove, Legen-
drove funkcije, integralske transformacije in nekaj matriéne algebre. Knjiga je pisana za
tiste, katerih cily Studija matematike je njena uporaba in ne toliko za one, ki bi zeleli bolj
teoretiCno podajanje snovi. Marsikaj je namreC vpeljano in ilustrirano le z zgledi. Tako je
poudarek bolj na nazornem razvijanju snovi kot pa na matematicni strogosti. Poglavja
se dajo brati neodvisno med seboj. V dodatku je povzetek snovi, ki je potrebna kot pred-
znanje. Dobra stran knjige je mnoZica nalog in vse so z resitvami. Precej teh nalog in vpra-
Sanj je zbranih z i1zpitov na raznih angleskih tehniskih fakultetah. Knjga gotovo zadovol;ji

praktiCnega uporabnika snovi, ki je v njej obdelana.

Gabrijel Tomsic

R. L. Plackett, The Analysis of Categorical Data, London, Griffin 1974,

K njiga obravnava statisticno analizo celoStevilskih sluCajnih spremenljivk. Taki pro-
blemi so pogosti v medicini in v druzbenih vedah, kjer se eksperimentalni podatki veCkrat
dobe s Stetjem. StatistiCne metode so pri celoStevilskih slucajnibh spremenljivkah drugacne
kot pri zvezno por azd@h@mh in mdz slabse razvite; vendar pa je v zadnjih letih precej newh
rezultatov tudi na tem podrocju. Avtor jih je zbmﬁ pregledno uredil in ponazoril s prim
iz prakse. Da se mu je to posrecilo na tako majhnem prostoru, je daljSe izpeljave ali samo
oCrtal ali sploh izpustil, bravcu, ki ga zanimajo tudi nadrobnosti, pa natresel dovoly kazi-
potov k originalnim sestavkom. Tako je knjiga pregleden in lahko berljiv oris te veje sta-
tistike, obraca pa se na bravca, ki Ze pozna osnove matematicne statistike.

Rajko Jamnik
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KJE IN KAJ?
Pregled matematinih revi, primernih tudi za srednjeSolce

V pogovorih s srednjeSolci, vnetimi za matematiko, pogosto slisim opombe, da v Soli ne
dobe vedno dovolj matematiCne literature, s katero bi si Sirili matematicno obzorje in bistrili
duha. Moje izkusSnje kazejo, da so za ta namen bolj primerne zbirke (po moznosti) netipskih
nalog kot pa matematiCne knjige. Da bi pomagal srednjesolcem, ki se zanimajo za mate-
matiko, sem pripravil pregled revij, dostopnih tudi njim.

Seznam domacih reviy objavljamo na strani 192.

Tam lahko vidimo, da pri nas ne manjka revij, namenjenih mladim. Ali nam bo to dovolj?
Menim, da nam ne bi smelo biti! Dijak naj bere PRESEK, pa se kaj, uCitelj pa predvsem
»pa Se kaj«! (Kolikor mu dopuscéa Cas.) Pokukajmo cez mejo: najprej na ceskoslovasSko
stran.

- 1° MATEMATIKA. A FYZIKA. VE SKOLE — Casopis pro teorii a praxi vyulovani
matematice a fyzice. List je nastal iz dveh vej] — iz matematiCnega in fizikalnega konca. Izhaja
desetkrat letno. Najvrednej$e v njem so za nas naloge — izvrstne so!

2° ROZHLEDY matematicko fyzikalni. Izdaja $olsko ministrstvo na Ceskoslovaskem,
s sedezem v Pragi. Tudi tu najdemo olimpijske naloge in vrh tega zelo dobre Clanke, primerne
srednjeSolcem. Na platnicah vedno objavijo slovar, zdaj s francosko polovico, drugiC spet
z anglesko.

A" meiji 1zdajajo tudi tele revije:
1° JOURNAL DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES
2° L'EDUCATION MATHEMATIQUE

3° REVUE DE MATHEMATIQUES ET DE SCIENCES PHYSIQUES (Premiére
année des Classes préparatoires et Universites)

Prvi dve reviji sta st hudo podobni — v obeh najdemo samo naloge, ki nas spominjajo na
Solske vaje. Nekaj nalog 1ima reSitve, druge so brez 1n jih 1zdelajo bralci (dopisno tekmovanje).
No, druga revija se razlikuje od prve tudi v tem, da v njej ni fizike. Na sploSno pa bi obe lahko

ocenili kot priroCnik za sestavljanje testov.
Tretja revija je vsebinsko malo tezja, deloma je primerna le za maturante. V njej so samo

naloge z resitvami.

V Nemski demokraticni republiki izhajata .
1° ALPHA — Matematische Schiilerzeitschrift, Sestkrat letno v Berlinu. List je namenjen
mladim do 12. razreda, za nase razmere je priporocljiv za gimnazijce. Objavljajo tekmovalne

naloge, ki jih Iahko pohvalimo.
2° MATHEMATIK IN DER SCHULE ne objavlja nalog, morebiti pa bo zanimiv

kakSen Clanek, namenjen uciteljem.

V Seovjetski zvezi je osrednji list

1° KVANT — naucéno-populjarnyj fiziko-matematiCeskiy zZurnal. Izhaja vsak mesec,
zaCensl z januarjem, izdajata pa ga Akademija nauk SSSR in Akademija pedagogiCeskih nauk
SSSR. |

Revija je odli¢na, najboljsa od vseh, kar sem jih Ze nastel in jih $e bom. Ze samo v ured-
niSkem odboru revije — torej v krogu najozjih sodelavcev — lahko najdemo velike matema-
tike, kot na primer Kolmogorova, Kikoina, ¢lanke pa prispevajo Se zunanji sodelavci, npr.
Aleksandrov. Ob takem bogastvu res ni cudno, da lahko kar strmimo nad kvaliteto lista.
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Redno objavljajo tekmovalne naloge za bralce. Tako so tezke, da marsikatere ne uZenejo nasi
najbolisi tekmovalci. A to ni1 tako vazno. Pomembno je, da so netipske — zahtevajo predvsem
zdrav premislek, SCepec razuma 1n zrno srece. Seveda so originalne, prispevajo jih ponavadi
veliki matematiki, ki so nanje naleteli pri svojih raziskavah, zadnje Case pa daje urednistvo
vse bolj besedo mladim bralcem, npr. S@z‘g@m Konjaginu, dvakratnemu dobitniku I. nagrade
na mednarodnih matematiCnih Gh ipiadah. Redno porocajo o vseh pomembnejsih tekmovanjih,

poleg tega pa vedno natrosijo po vsej reviji kopico saljivih (a hudo zabeljenih) nalog. To se
ni vse. Poleg rednih Clankov Cesto objavijo tudi daljSe resitve kake tezje naloge z obSirnimi pri-
pombami in zgledi. Vsakemu bralcu, ki poslje resitev kake naloge, pismeno odgovorijo —
posljejo mu obsirno analizo mpak kijih je zagresil (tudi meni so odpisali, torej lahko tudinasi
dijaki poskusijo svoje moci). N m Se, da je list obSiren, lien 1n 1zredno poceni. Vse to
govori v njegov prid in mislim, da bi si ga lahko narocii vsak ucitely in boljsi dijak.

Poleg K.vanta izdajajo v Sovjetski zvezi Se dve reviji:

2° MATEMATIKA V SKOLE, ki je pomembna predvsem zaradi obsirnih porodil z vse-
ruske in mednarodne matematicne olimpiade. Tudi reSitve so bolj detajlno izdelane kot v
Kvantu. Seveda pa najdemo tu 8e kup zanimivosti, npr. o matematiki po drugih deZelah
(Japonska). List je nammjm umt@h@m ne dijakom. Izhaja Sestkrat na leto.

3° NOVOE V ZIZNI, NAUKE I TEHNIKE — Serija MATEMATIKA 1zhaja vsak
mesec, namenjena pa je Sﬁmk@ kmgu bralcev. Vsaka sStevilka je pravzaprav en sam prispevex,
ki obravnava doloCeno tematiko. Snov je Cesto posreCeno izbrana, npr. Matematiki govorijo o
matematiki, MatematiCna Sola Moskovske univerze, itd.

V Veliki Britaniji imajo naslednj1 dve reviji:

1° THE MATHEMATICAL GAZETTE — A Journal of the Mathematical Association

(An Association of Teachers and Students of Flementary Mathematics). Je drustveno glasilo
in 1zhaja skupaj z Mathematics in School, Cigar vsebine ne poznam. List ne objavija nalog,

ga pa vVseeno priporocam zaradi recenziy in zanimivih ¢lankov.

2° MATHEMATICAL SPECTRUM i1zdaja Applied Probability Trust, namenjen je
predvsem Studentom. Vseeno bo dober dijak v njem nagel naravnost izvrstne prispevke (Kako
si je krotilec levov resil Zivljenje) in zanimive probleme v rubriki Problem Corner.

V ZDA 1majo pravo poplavo raznih revij, namenjenih srednji Soli, vendar nobene, ki bi
kaj p@S@bne izsmpam

OF RECRI HEMATICS izhaja Stirikrat letno in objavija
zanimive, vecinoma Gmgmam@ sestavke. Zabmfaﬁ b@ marsikaterega srednjeSolca, dobrodosel
pa bo tudi v kakem krozku. Nalog ne objavlja.
RITHMETIC TEACHER izdaja National Council of Teachers of Mathematics

Ssestkrat letno. Poleg Clankov in recenzij je kopica reklam, kar izdatno kazi podobo lista.
Vseeno ga je vredno oblasno prelistati.

3° JOURNAL OF UNDERGRADUATE MATHEMATICS izdajajo na Guilford
College dvakrat letno. Vsebina je obiCajno na previsoki ravni, vendar se tu in tam le najde kak
zanimiv prikaz (npr. Fermatov problem — obsiren zgodovinski oris).

4° MATHEMATICS MAGAZINE, published by Mathematical Association of Am
je ravno take vsebine in kvalitete kot Mathematical Spectrum, le da ima Se dodatno rubriko
Quickies, kjer objavlja duhovite zvijace.

5° MATHEMATICS STUDENT izhaja Stirikrat na leto in je sestavljen iz dveh pol pa-
pirja, na katerem je bolj ali manj duhovita vsebina. List daje bolj vtis druzinskega albuma kot
reviye, zato ga kljub zanimivim nalogam (povsem neoriginalnim) odsvetujem. Moram pa

priznati, da je bil pred nekaj leti boljsi in se splaca polistati po starih Stevilkah.
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6° MATHEMATICS TEACHER, A Journal of the National Council of Teachers of
Mathematics izhaja osemkrat letno, vsebuje pa Clanke in recenzije in se prav ni¢ ne loci po
kvaliteti od sorodnika pod 1°.

7° THE PENTAGON, A Mathematics Magazine for Students, je glasilo znanega kluba
Kappa Mu Epsilon, izhaja pa vsake pol leta. Vsebuje Clanke in naloge, zanimive tudi za nas,
1in druStvene vesti, ki so pravzaprav tudi interesantne, saj nam kazejo utrip Zivijenia mladih
matematikov v ZDA.

8° SCHOOL SCIENCE AND MATHEMATICS, Official Journal of the School Science
and Mathematics Association, inc., izhaja osemkrat letno, od oktobra do maja. Poleg ¢lankov
in zanimivih nalog vsebuje tudi zanimivo rubriko Matemati¢ni laboratorij. V njem najdemo
recenzije novih uCbenikov. |

Na koncu omenimo Se dve reviji, ki imata za nas zanimivi rubriki:

9° AMERICAN MATHEMATICAL MONTHLY, the Official Journal of the MAA.
Vsebuje rubriki Elementary Problems in Advanced Problems. Postavljeni problemi so pravi-
loma originalni in skoraj vedno zelo zanimivi. Tu tudi sodelujejo najbolj§i matematiki in
predloge prejemajo iz celega sveta. Zato list toplo priporoCam za reden ogled. Nivo te
revije je¢ za gimnazijo vecinoma previsok.

10° SCIENTIFIC AMERICAN objavlja zanimive prispevke M. Gardnerja, ki so na prvi
pogled Cesto preprosti, pa se za njimi skrivajo cele teorije. Problemi so praviloma povsem
elementarni, torej zanimivi za starejSe Solarje.

Kot vidimo, imajo v ZDA dovolj revij. Ce bi ocenjeval kvaliteto, bi postavil na prvo mesto
Mathematics Magazine. |

Pregled je koncan. Opisal sem samo revije, ki so na razpolago v matemati¢ni knjiznici,
pa $e te ne vse. Izbral sem tiste, ki so po mojem preudarku najuporabnejie. Ce pa poznate e

katero boljSo, primernejso, se oglasite.
Dusan Repovs

CASOPISI V JUGOSLAVIJI

V tej Stevilki objavljamo seznam Casopisov v Jugoslavijli o matematiki, fiziki, astrono-
miji in tehniki. Casopisi, ki so oznadeni z *, so namenjeni predvsem najmlajS$im bralcem,
drugi pa so strokovni ali znanstveni. Namenjeni so predvsem uciteljem na osnovnih in sred-
njih Solah ter drugim strokovnjakom.

Matematika

*ARHIMEDES — nauc¢no-popularni matematic¢ki ¢asopis za ucenike V—VIII razreda
osnovne Skole. Klub mladih matemati¢ara »Arhimedes«. Beograd, Narodnog fronta 43,
pp 988. Izhaja petkrat letno. Jezik srbohrvatski. Vsebina je pestra, kot nalasC¢ za bralce
med desetim 1n Stirijastim letom. Poleg raznih bolj ali manj Saljivih ¢lanov objavljajo redno
tekmovalne naloge z reSitvami z zveznega in nekaterih republiskih tekmovanj osmoSolcey.
Gojijo tudi dopisno tekmovanje. Netipskih nalog ne manjka, prav tako najdemo tu kopico
Sal in aforizmov znanih znanstvenikov. List priporocam vsem osnovnosolskim uciteljem, ki
1majo zvedave ucence.

GLASNIK MATEMATICKI — Drustvo matematidara i fizicara SR Hrvatske. Zagreb,
Marulicev trg 19, pp 187. Izhaja polletno. Razni jeziki.

*MATEMATICKI LIST za udenike osnovne $kole. Drustvo matematicara, fiziCara i
astronoma SR Srbije. Beograd, Knez Mihajlova 35. I1zhaja petkrat letno. Jezik srbohrvatski.
Njegova vsebine se ne razlikuje dosti od »Arhimedesa«.

MATEMATICKI VESTNIK — Drustvo matematiara, fizi¢ara i astronoma SRS.
Matematicki institut. Beograd, Knez Mihajlova 35. Izhaja trimeseCno. Razni jeziki.
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KI ZABAVNIK — znanje kroz razonoduy uémﬁm osnovne Skole,
mmgmaﬁmm wArhimedes«, Beograd pp 988. List je nan @mm naj-
E@jéé n — Gd 1. razreda osemletke pa tja do petega. Izhaja desetkrat na leto. Vsebina je
primerna starostnemu nivoju bmk@‘v 1n }@ d@i&iﬁj prisrcna.

M A — Strokovno metodicnl Casopis. Drzavna zaloZzba vam@@ L@ hw
Mladinska kmﬁaag Ljubljana; Zavod za 1zdavanje udzb@mk@ Bosn |
Sarajevo; Skolska knjiga, Zagreb; Prosvetno delo, Skopje; Edit, Rijeka; me@ d za udzgmm
1 nastavna sredstva Srbije, Beograd; ] @kmjmsh Zavo! d za mdaﬁf;&m@ MNovi Sad;
Zavod za udzb@mk@ 1 ﬂagmvzm sredstva, Pristmna. Gl. ured
Izhaja Stirikrat letno. Jezik srbohrv,

MATHEMATIKA BALKANICA — Savez drustava matematicara, fizicara 1 astro-
noma Jugoslavije — Nacionalni matematicki kom: Beograd, Ul K
pp. 791. Razni jeziki.

PUBLICATIONS O
matematiko, fiziko in n
letno. Razni j

hana;

T
L

%vzééﬁwg?wﬁgﬁ NA M MAT
m@mamgkmi f@kuhm %k@‘m@ pos. fah. Mﬁ Izhaja . Razni 5@2
GODISEN ZBORNIK Matematika, fizika 1 hem Pri
, D. f MZ 1z} @j@i @nkmﬁi Esmﬁ Razni jeziki.
\Y KO-FIZICKI LIST za ucenike srednjih skola. D matematicara i
720 [lica 16. hhaﬁ Stirikrat letno v mgaﬂwmshh j@ZﬂQ
[ist je znan tudi pri m.s&h Solarjih. Revi javl]
resijo. Njthove resitve v ﬂ@ﬁ@dﬂﬁ Stevilki objavijo, najpridnejse E@S@mﬁ@@ pa na Eﬁ@ﬁ@@
sakk@ga leta nagradijo. R aﬂ_gam tudi naloge z mpu%]ﬂs&uh tekmovanj v Srbiji,
mmg@ m, v Makedoniji in Sloveniji, v€asih pa tudi iz BiH. Prav tako obSirno poroé¢ajo
0 usp@hu tekmovalcev na mednarodnih matematicnih olimpiadah in objavijo nalog
mi. Tu in tam priobéijo tudi nekaj tezjih nalog, da jih bralci resijo. V vsaki Stevilki
M@ma,,‘ﬁcm clanki, njihova pestrost pa mocCno niha. List toplo priporo¢am vsem mladim
nad@budn@mm Izhaja Sm‘ﬁkm‘i med mighm letom.
n &SU"@H omov SR S
vamgm

matem &ﬁkﬁvg fizikov
pp 227. Izhaja Sestkrat letno. Jezik

A MATEMATIKE I FIZIK PoucCevanje v srednjih in ws} jih
na univerzi. Savez ms&@m m&.%aﬁgam fizicara 1 astronoma Jugoslavije. B
fah. 791. Izhaja dvakrat letno. Jezik srbohrvatski.

*PRESFK — List za mlade matematike, fizike in astronome.
fizikov in astronomov SR Slovenije. Ljubljana, Jadranska 19,
E@m@ @zﬂg slovenski

PUBLIKACIJE @E@k‘ém’i@hmsﬁmg fakulteta. S

c p. f. 816. Izhaja vecCkrat letno. R
" K RAD l prirodno-matematickog

Drustve matematikov,

pp 227. 1zhaja Stirikrat




