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Obzornik mat. fiz. 22 (1975) 3

DK 532

Clanek je uvod v razumevanje osnovnih zakonov mehanike tekodin. Analizirano je hitrostno
p@h@@ v okolici izbrane tocke v tekocini s sup@m@zicij@ togega vrtenja, izotropnega razpenjanja
in deformacije brez spmm@mb@ prostornine. Nadalje so iz mikroskopske slike o toku gibalne ko-

li¢ine izpeljane Navier-Stokesove gibalne enacbe.

[ 12 FL i’ ;] R, L

This paper represents an introduction to the understanding of the basic laws of fluid me-
chanics. The velocity field near an arbitrary point in the liguid is analyzed in terms of the super-
position of a rigid-body rotation, an isotropic expansion, and a straining motion without a change
of the volume. Further, the Navier-Stokes equations are derived from the microscopic conside-
rations of the linear momentum flow in liquids.

Uvod

Za gibanje kapljevin in plinov veljajo isti ali vsaj zelo podobni zakoni, Obravnavamo
1ith skupaj v posebnem delu fizike mehaniki tekocin. Glede na zgradbo se seveda kaplje-
vine mocno razlikujejo od plinov, a obojim je skupno, da fecejo ze pod vplivom zelo Sibkih
zunanjih Sﬂ Pri tekoCinah ne moremo govoriti o obliki, kot smo vajeni pri trdnih snoveh.
mzdaﬁja med sosednjima molekulama v plinu je glede na velikost m@mm@
velika. Pri 0°C in 1 kp/cm? je Stevilo molekul v 1 cm?® plina 2,69 - 10*°. Preprost racun,
pri katerem razporedimo molekule na vozlis€a enostavne kubiCne mreZe, da kot oceno
za razdaljo med sosednjima molekulama 33 A. Premer d mnogih enostavnih molekul je
3 do 4 A (kisik 3,56, dusik 3,7, vodik 2,7, neon 3,54, argon 3,6, kripton 4,14, ksenon 4,0).
Tako 1ma srednja razdalja med molekulama velikostno stopnjo 10d4. V tolik8ni razdalji
ne deluje med molekulama prakti¢no nobena sila. Molekule se gibliejo v plinu vecino
Casa popolnoma prosto. Zaradi majhne velikosti doZivljajo le poredkoma trke. Pot, ki jo
preleti molekula v popreCju med dvema zaporednima trkoma, ali poprecna prosta pot [,
je dosti vecja od srednje razdalje med sosednjima molekulama. V zraku meri v navadnih
okoli¥¢inah poprecna prosta pot 1300 A. Ker je hitrost molekul kisika in dufika okoli
480 m/s, si SE@dij@ trki v Casovnih presledkih od 2 - 107 s do 3 - 10 s, Trki sami pa tra-
jajo priblizno za faktor d// manj Casa.

Razmere pri kapljevinah so popolnoma drugacne. Gostota kapljevin se ne razlikuje
dosti od gostote trdnih teles. Pri taljenju se prostornina snovi spremeni le za nekaj od-
stotkov. V sploSnem je gostota tekoCe faze manjsa. Znani pa so tudi nekateri primeri po-
veCanja gostote, na primer: led-voda. Sklepamo, da se v kapljevinah molekule neprestano
dotikajo. Tako ne moremo vec€ govoriti o prosti poti posamezne molekule. Sile med mole-
kulami so pri veCjih medsebojnih razdaljah ( > d) priviaéne. To so obiajno elektro-
statske van der Waalsove sile, ki pojemajo kot »~7 in imajo zato razmeroma majhen doseg.
Pri manjSih razdaljah (r << d) pa pridejo do izraza odbojne sile, ki so izrazito kvantne
narave. Te prepreCujejo vdor molekule v drugo molekulo. Pri [evi METT j
razdalja med sosednjimi molekulami priblizno 4.

Zaradi majhne razlike v gostoti se zdi pou¢na primerjava kristalov in kapljevin.
kristalih opazujemo lepo urejeno razporeditev atomov po vsej prostornini kristala.
kapljevinah take urejenosti ni veC, pa¢ pa je neka urejenost v neposredni okolici posa-

5 65



mezne molekule. Razporeditev molekul v bliznji okolici izbrane molekule je delno podob-
na razporeditvi v kristalu, le da razmere niso staticne. Urejene molekulske skupine nepre-
stano nastajajo in Cez kratek ¢as ponovno razpadejo. Poleg tega se take skupine molekul
kot celota gibljejo. V kristalih atomi nihajo le okoli svojih mirovnih leg in ne morejo po-
tovati z enega mesta na drugo. Nered na veCje razdalje tako omogoca, da kaplijevine tecCejo.
Pri plinih pa je razporeditev molekul ze sploh v celoti neurejena.

Omenimo $e naslednjo znacilno razliko med kapljevinami in plini. Stisljivost kapljevin
je majhna, stisljivost plinov velika.

Pri Studiju gibanja tekoCin vpeljemo poyme kot gosrtota, hitrost, tlak tekocine in drugo.
Ti poymi se vedno nanasajo na skupek molekul v majhnem prostorskem obmodju okoli
izbrane tocke. Tako je na primer hitrost tekoCine v(r) v tocki r enaka poprecju vektorjev
hitrosti vseh molekul v majhnem prostorninskem elementu okoli te toCke. Prostorninski
element mora vsebovati veliko molekul in njegove linearne razseznosti morajo biti pri
plinih dosti ve€je kot prosta pot /. Taka definicija lokalne hitrosti je smiselna le, Ce se v(r)
s krajem dovolj pocasi spreminja in je zato rezultat izraCuna v(r) neodvisen od izbire veli-
kost1 in oblike prostorninskega elementa.

Hitrostno polje

Gibanje tekoCine opisemo z vektorskim hitrostnim poljem v(r). Hitrostno polje se v
sploSnem spreminja s Casom #, neodvisno od njega je le pri stacionarnem toku. Pri Studiju
dinamike gibanja tekoCin je treba upostevati sile, s katerimi delujejo deli tekoCine na so-
sednje dele. Te sile so odvisne tudi od relativne hitrosti sosednjih prostorninskih elementov
tekoCine. V tem poglavju bomo analizirali mozne vrste gibanja tekocine v okolici izbrane
toCke r. Naj bo x = (x;, x., X3) vektor, ki povezuje tocko r s sosednjo tocko r + x. Ome-
jili se bomo le na majhne ] X [ Hitrost tekoCine v = (v,, v,, v5) v toCki r + x lahko zapi-
Semo z uporabo Taylorjeve vrste do vkljuéno linearnih ¢lenov kot

3 )
vt + x) = v, () + > x; ovi(r)/ox;; 1,7 =1,2,3. (1)

j=1
Matrika odvodov hitrosti
Ov:/0x, Ovi/O0xs OVy/0x4
Vv = || Ovo/Oxy OVs/Ox, OVe/Ox, (2)
Ovs/0x, Ovs[Ox. Ovs/Ox,

se pri zavrtitvi koordinatnega sistema transformira kot diadni produkt dveh vektorjev
in je zato tenzorska koliCina. S hitrostjo v(r) in tenzorjem Vv(r) opiSemo hitrostno polje
v okolici tocke r.

Preprost primer gibanja tekocCine je togo vrtenje. Naj bo w = (w,, w,, ®;) kotna hitrost
tekoCine. Tedaj je

V(I + X) = v({@) + @ X X = (1, Vs, V3) + (WeX5 — W3X3, W3X1 — 01 X3, 1 X2 — WaX;) (3)

in 0 —w;
Vv = g 0 —01 (4)
—y W 0

Opazimo, da je matrika antisimetri¢na. Njeni diagonalni elementi so 0. Poljubno matriko
Vv lahko razstavimo takole !
Vv =|le; || + || 5;]

e;; = 5 (0v;/Ox; + ov;/ox;), s; = & (0v;/Ox; — 0v;[0x;) (5)

j
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Pri tem se Se vedno transformira vsak del zase pri prehodu na nov koordinatni sistem kot
tenzor. Prva matrika je simetricna e; = ¢;;, druga pa antisimetriCna s; = —s;;. Matrika
| s;; || oditno opisuje vrtenje i@k@@m@ Ez primerjave z matriko (4) ug@’mwm@ da | s |l

ustreza vrtenju s kotno hitrostjo

J 1s 5%73/5}61% @vl/@){ﬁ — % V A ¥ {6}

) — % (5V3/5X2 —— QVg/a}Cg% @V}/@Xg

V mehaniki tekoCin pravimo rotorju hitrosti V X v vriincenje. Togo vrtenje ne povzroca
dodatnih sil med sosednjimi deli tekoCine in zato antisimetri¢ni del tenzorja Vv ne nastopa

\ gibaﬁmh enacbah za tekocino.

Simetri¢ni del || e; | omsuw kako se velikost in oblika majhnega prostorninskega
elementa tekoline spreminjata s ¢asom. Tu lodimo dva mejna primera: izotropno razpe-
njanje tekodine in deformacijo brez spreminjanja prostornine. Hitrostno polje, ki ustreza
izotropnemu razpenjanju, zapisemo kot

v(x) = 1 dx (7)

Tu so pri tenzorju || ¢; || razliéni od 0 le diago-
Vsota diagonalnih elementov ali sled

Ce doloCa konstanta 4 hitrost mzp@njanja,
nalni elementi, ki so poleg tega Se med seboj enaki.

tenzorja je 4. Sled
D6 ="V v ®)
4

pove, kolikSna je relativna sprememba prostornine AV/V tekocline v enoti ¢asa. Pri plinih
je razpenjanje pogost pojav, pri kapljevinah pa je razpenjanje vedno zelo majhno.

Tenzor, ki je simetri¢en, lahko s primernim zasukom koordinatnega sistema vedno spra-
vimo v diagonalno obliko. Pri tem se sled tenzorja ne spremeni. Dobimo

Hitrostno polje tekoCine v novem koordinatnem sistemu je zelo preprosto: v; = e;; x;.

Meini primer, ki ustreza deformaciji brez spreminjanja prostornine, dobimo, ¢e dodatno

zahtevamo, da je > e; = 0. Tu se tekoCina, ki naj ima prvotno obliko krogle, ¢ez neka]
i

Casa deformira tako, da postane elipsoid.

Poljuben || ¢; || lahko razstavimo na vsoto prispevkov, ki ustrezajo obema mejnima

primeroma — to je deformaciji brez spremembe prostornine in izotropnemu razpenjanju

— takole H ; H 145, H + 1 H ; “ (10)

o
——!1%

6, je enak 1, Ce je j = i, sicer pa je enak 0.
imer razstavitve tenzorja Vv je pri enostavnem striZznem gibanju

Lep pris
0, 0) "

Tu je @ = (0,0, —a/2), 4 = 0. Edini komponenti tenzorja || e; ||, razliéni od 0, sta e;, =
= ¢, = af2. Tenzor spravimo v diagonalno obliko z zasukom koordinatnega sistema v
ravnini x,; x, za 45°. Ustrezne diagonalne komponente ¢;; so a/4, —a/4, 0.

V{X} — {a X3,

mehaniki tekoCin je izpeljava gibalnih enacb. Celotna gibalna koli-

¢ina vseh makkuﬁ v enoti prostornine tekoCine ali gostota gibalne kolic¢ine je pv. Gostota

tekoCine p je podobno kot hitrost v splosnem funkcija kraja in Casa. Vprasamo se, kako




se s ¢asom spreminja gostota gibalne koliCine. K spreminjanju pv prispevajo prostorninsko
porazdeljene sile, kot na primer teza ali centrifugalna in Coriolisova sila v vrteCih se ko-
ordinatnih sistemih. Gostota gibalne koliCine pa se spreminja Se iz dveh drugih vzrokov.
Najprej moramo upoStevati, da tekoCina v opazovanem prostorninskem elementu ni
vedno ista. TekocCina, to je molekule, se med prostorninskim elementom in okolico nepre-
stano izmenjava. Ta izmenjava nujno povzrocCi spreminjanje gostote gibalne koli¢ine v
dani tocki. Drugi vzrok so pa medmolekulske sile med molekulami v izbranem prostor-
ninskem elementu in molekulami zunaj tega obmocja. Medmolekulske sile 1majo kratek
doseg in jih zato pri plinih, pri katerih so medsebojne razdalje molekul v popreCju velike,
navadno ni treba upostevati. Pri kapljevinah pa so prav bistvene. Opisana nacina izmenja-
vanja gibalne koliCine potekata v neposredni okolici povrSine prostorninskega elementa.

Pretakanje gibalne koliCine, ki je posledica makroskopskega gibanja tekoCine ali kon-
vekcije, lahko preprosto opiSemo. Mislimo si v tekoCini majhno ploskev S — velikost
vektorja S je enaka velikosti ploskve, njegova smer pa se ujema s smerjo normale na plo-
skev. Prostornina tekocCine, ki v enoti ¢asa preteCe skozi ploskev S, je S - v. Ker je gostota
gibalne koli¢ine te tekocCine pv, je ustrezen tok gibalne koliCine v enoti Casa skozi S enak

(S-v)pv (12)
Iz oblike formule (12) sklepamo, da je smiselno vpeljati simetriCni tenzor
pllviv ] ‘ (13)

ki oCitno ustreza gostoti toka gibalne koliCine zaradi konvekcije. ObiCajne gostote toka,
s katermmi se sreCamo v fiziki, na primer gostota masnega ali gostota elektriCnega toka,
so vektorji, ker gre za transport skalarne koliCine, to je mase, naboja itd. Tu se pa pretaka
vektorska koliCina. Zato je gostota njenega toka tenzor.

V izrazu (12) ni zajet ves tok gibalne koliCine zaradi gibanja molekul. UpoStevati je
treba Se njihovo termiCno gibanje. Oglejmo si primer mirujocega plina, v = 0! Koordi-
natni sistem postavimo tako, da lezi ploskev S v ravnini x; = O in kaZe v smeri pozitivne
osi x;. Ce smer normale na ploskev obrnemo za 180°, moramo zasukati tudi koordinatni
sistem. Tiste molekule plina, ki zaradi termiCnega gibanja priletijo iz prostora x; << 0
skozi ploskev S v prostor x; > 0, imajo pozitivho komponento x; hitrosti. Pri molekulah,
ki se gibljejo v nasprotni smeri, pa je komponenta x; hitrosti negativna. Pri toku molekul
skozi ploskev S zaradi njihovega termiCnega gibanja se torej vedno poveca komponenta x;
gibalne koliCine v prostoru x; > 0 in zmanjSa v prostoru x; < 0. Molekule, ki prispevajo
k toku gibalne koliCine, dozive zadnji trk pred prehodom skozi ploskev S v razdalji z veli-
kostno stopnjo popreCne proste poti. Zaradi izotropnosti plina je jasno, da ima celotni
tok gibalne koliCine smer normale na ploskev. Vektor toka gibalne koliCine kaze vedno v
pozitivni smeri normale.

Pr1 kapljevinah moramo upostevati Se sile med molekulami na obeh straneh mejne
ploskve S. Kapljevine so v veCini primerov toliko stisnjene, da v poprecju previadajo od-
bojne sile nad privlaCnimi. Zelo lahko se je prepriCati, da je rezultat medmolekulskih od-
bojnih sil poveCevanje komponente x; gibalne koliCine tekoCine v prostoru x; > 0 in njeno
zmanjSevanje v prostoru x; < 0. Tudi kar zadeva vektorsko usmerjenost celotnega toka
gibalne koliCine pridemo do istega zakljuCka kot v prejSnjem primeru.

Iz teh razmiShjanj sledi, da lahko pri mirujoCi tekoCini gostoto toka gibalne koliine
zaradi termiCnega gibanja molekul in zaradi delovanja medmolekulskih sil zapiSemo kot
tenzor, ki1 1ma od ni€ razliCne le diagonalne elemente. Poleg tega so vsi diagonalni elementi
med seboj enaki in pozitivni. Zapis ima obliko

; p>0 (14)

p || 9y
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Konstanta p je tlak tekocine. Tok gibalne koliCine skozi ploskev z velikostjo S v smeri

normale je Sp. Za toliko se gibalna koli¢ina tekocine na strani ploskve, iz katere kaze
normala, zmanjsa v enoti ¢asa. Cisto formalno si lahko mislimo, da je to zmanj$anje po-
sledica sile Sp na ploskvi S, ¢e deluje sila na opazovani del tekoCine v nasprotni smeri
normale. Sila na enoto ploskve p je zares tlak. S tem vpeljujemo pojem naperosti v teko-
Cini. Napetosti oj; SO sn gostota toka gibalne koliCine, ki

niselno definirane kot negativna g
g& pgyzy@éaga ﬁéﬂ@ ﬁbaﬂj@ m@g@kug ﬁﬂ @E@ ﬂESk@ Ség e . g@g Eﬁ S@gé@ygj&‘é@ e
petosini tenzor H o} H

V mirujoci tekoCini je
|osll =—21ld;] (15)

Tlak p je popolnoma doloCen z enacbo Swma tekoCine, to se pravi, da je v obiCajnih pri-
merih le funkcna .:.- 11 temperature. Pri idealnem plinu, na primer, velja za 1 kilomol
pV = RT.

Izraza (14) in ﬂﬁ} obdrzita svojo veljavo tudi, @@ se vsa tekodina giblje z enako hitrostjo
ali pa se togo vrti, ker to ne vpliva na mi nsko g m&m@ m@ﬁd&ﬁ Stvar je dru ga@ﬁa
ce je hitrostno poéj@ tako, da - 1 elementi mkomm s Casom ne obdrze svoje oblike
ali prostornine. | da ima napetostni tenzor
le med seboj enake diagonalne elemente. Izberimo si k@@rdmmm sistem, v katerem je
| e;; || diagonalen. Ustrezno hitrostno polje je v = (ex1, €xnX,, €35x5). To polje vpliva na
tok gibalne koli¢ine skozi dano ploskev. Ce je v plinu le e;; razlien od 0 in pozitiven, imajo
molekule, ki prehajajo skozi ploskev S na ravnini x, = 0, v popredju manjso absolutno
vrednost komponente x, hitrosti, kot Ce plin miruje. Zato se pretok gibalne koliCine v smeri
x; ZmanjSa in napetost g.; poveca. Kaj se zgodi z drugimi napetostmi, je na prvi pogled
teZze ugotoviti. Vendar je prav lahko najti splosSen f@ﬁ@ﬂi@ﬂ@i@%ké izraz za zvezo med H Gy H
in || e; ||, ¢e se omejimo na linearne &lene v ¢;. Zaradi izotropnosti tekogine g@ v koordi-
natnem sistemu, v katerem je H €;; H mmmﬁm edina moZna povezava med H T H in

| e;; || naslednja:

o;=—p+2nlez—354) +k 4
J#EI (16)

n in ik sta karakteristiCna koeficienta za izbrano tekoéinoc. Oba k@@d@ma sta pozitivna.
Tlak p je tudi tu popolnoma doloCen z enacbo stanja tekocine. Razlike v n&ems‘mh O,
ki jih povzroCi deformacija tekoCine, uposStevata namreé drugi in tretji Clen tega izraza.
Enacba (16) je popolna analogija Hookovega zakona v mehaniki proznih teles. V elasto-
mehaniki ustreza koeficientu # strizni modul, koeficientu x pa modul stisljivosti.

Ce sedaj preidemo nazaj v poljuben koordinatni sistem, dobimo

ﬁij’

, Se imenujejo newtonske

pri katerih velja linearna zveza med || oy, || in || ¢;
tekodine. VeCina @nosmvmh tekocin spada v to skupino.
Koeficient # je strizna viskoznost tekocine. To vidimo, Ce izraCunamo o;; vV primeru

enostavnega striznega gibanja (11). Tedaj pridemo do obiCajne definicije koeﬁumm strizne

viskoznosti |
ﬁ'r;m — W @Vg/@xg <E8§

TekocCine,

V tem primeru si tudi najlazje predstavljamo mikroskopski mehanizem, ki powmm striZzno
silo. Vzemimo mvmno x, = 0! Molekule ob t@j ravnini v poipmsmm x, > 0 1majo malo
vecjo hitrost v smeri x; kot molekule ob mejni ravnini v polprostoru x, < 0. Ob prehajanju
molekul skozi mejno ravnino ali medsebojni interakciji molekul z obeh strani ravnine se
torej prenasa komponenta x; gibalne koli¢ine v smeri negativne osi x,. Rezultat tega pre-
nosa je strizna sila o5..
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Tabela 1 navaja strizno viskoznost 7 in kinematicno viskoznost v = n/p nekaterih teko-
¢in pri 15°C in atmosferskem tlaku.

Tabela 1
tekoCina 7 (gcecm=ts™?) v (cm?s1)
zrak 0.00018 0.15
voda 0.011 0.011
71vO srebro 0.016 0.0012
olivno olje 0.99 1.08
glicerin 23.3 18.5

V blizini sobne temperature » pri zraku raste za 0.39, na stopinjo, pri vodi pa pada
za 39, na stopinjo. V obeh primerih se # s tlakom zelo malo spreminja. Neodvisnost strizne
viskoznosti od tlaka je tudi splosna lastnost plinov.

Koeficient « je ekspanzijska viskoznost tekocine. O njem vemo zelo malo. Na gibanje
tekoCin vpliva le v posebnih primerih, kot so zvoCni valovi zelo visokih frekvenc ali udarni
valovi. ¥ ima enako velikostno stopnjo kot #. Ekspanzijska viskoznost je v vecini prak-
tiCnih primerov nepomembna zato, ker je ekspanzija tekoCine normalno zelo majhna v
primerjavi z deformacijo prostorninskih elementov tekocCine. To Se posebej velja za kaplje-
vine. V nadaljnjem bomo izpuscali Clene, ki vsebujejo «.

S seStevanjem prispevkov, ki jih dajo gostota konvekcijskega toka gibalne koliCine
(13) in napetosti (17), dobimo koncni izraz za matriCne elemente g; celotne gostote toka

gibalne koli¢ine || g ||: g = pvv; -+ py— 20 (e — & A5;) (19)

Izpeljava gibalnih enacb je sedaj lahka. K Casovnemu spreminjanju gibalne koliCine
v enoti prostornine prispevajo prostorske sile na enoto prostornine f in izviri ali ponori
toka gibalne koli¢ine. Lahko zapiSemo

& (pw)jdt =f—V || gy (20)

To je popolnoma splosna gibalna enacba. Gostota p je tu Se funkcija ¢asa in kraja. Prostor-
ninsko porazdeljene sile so sorazmerne z gostoto, kot na primer pri tezi f = pg, in g je po-
spesek prostega pada. |

Gostota in hitrost v morata zadostiti tudi kontinuitetni enacbi

opldt = —V - (pV) (21)

ki n1 ni€ drugega kot matematini zapis za ohranitev mase tekocine. pv je namre¢ gostota

masnega toka.
Pogosto lahko v mehaniki tekoCin zanemarimo viskoznost. Tedaj dobimo iz (20) z

uporabo (19) in (21) gibalno enac¢bo
plov/ot + (v-V)v] =f—Vp (22)

Pogosto obravnavamo tok nestisljive viskozne tekodine. Ce je tekoina nestisljiva,
mora biti Vey—=0 . (23)
in smemo imeti gostoto p v gibalni enacbi za konstanto. Tedaj dobi enacba (20) prepro-
stejSo obliko 9v)dt = pf—ptVp— (v V)V + v Viy (24)

To je Navier-Stokesova enacbha.
Enacbi (21) in (22) ali enacbi (23) in (24) so 4 skalarne enacbe za 4 koliCine, to je za
tlak p in 3 komponente hitrosti v.

70



Le resitve gibalnih enacb, ki zados¢ajo doloCenim robnim pogojem, opisujejo realno
gibanje tekocine. Robni pogoﬁ sO razmeroma preprosti. Na povrSini trdnih teles se teko-
¢ina lepi zaradi privlacnih sil med n m@m@ 1 E@k@@lﬁ@ in w n@ snovi. Zato sta hitrosti
tekocine in telesa enaki na Sncm ploskvi. Na meji dveh tekoCin pa sta v obeh tekocCinah
enaki hitrost in napetost na mejni Eoskw

Se je n = (m, ns, n;) normala na ploskev. Pogoj o enakosti napetosti je upravicen le, Ce
smemo zanemariti prispevek povrsinske napetosti v meji obeh tekoCin k tlaku.

Razne mﬁm gibanja tekodin bodo obsSirno obravnavali naslednji prispevki. Tu se
bomo E@ na nekaj splosSnih ug@mviwv, Vzemimo tok tekocine skozi okroglo cev
r n D. Tok skom cev j@ ori majhni popredni hitrosti v laminaren, pri dovolj velikih

. Kdaj nastopi turbulenca, je odvisno

R =pvD/y = vD/v (26)

med 2000 in 3000 je nestabilen in lahko preide iz lami-
3000 pa je turbulenten.

Pri R < 2000 je tok laminaren,
narnega v turbulenten ali obratno, nad

Stevilo R ima v mehaniki teko&in %e globlji pomen. Primerjajmo velikosti posameznih
Clenov v izrazu (19) za gostoto toka gibalne koliCine. Razmerje med prvim in tretjim cle-
nom podaja ravno formula (26), Ce vstavimo za v tipino vrednost hitrosti in za D razdaljo,
na kateri se hitrost tekodine bistveno spremeni. Ce je R < 1, doloda nadin toka predvsem
viskoznost in dobimo viskozno pretakanje tekocCine. Tedaj lahko v enacbi (24) zanemarimo
tretji Clen na desni strani. V obratnem primeru (R > 1) pa lahko zanemarimo zadnji Clen
in nam ostane enacba za gibanje neviskozne tekocCine. V resnici ne smemo viskoznosti
tekocine nikoli popoi_ngma zanemariti. Viskoznost pride vedno do izraza v blizini povrsin
teles, kjer se hitrost krajevno mocno spreminja. Vendar lahko na podrocjih, ki so dovolj
daleC od pgwsm tekocCini, kot sta voda 1 in zmk skoro vedno obravnavamo kot neviskozni
tekoCini. Ome 3 10 Se, da je s staliS€a dinamike tekodéin zrak bolj viskozna snov kot voda,
ker je njegova kinemati¢na viskoznost vedja.

Recimo, da poznamo resitev v(r) gg balnih
10 novo hitrostno polje

Reynoldsovo Stevilo ima $e naslednji pomen.
enacb za kak primer stacionarnega gibanja tekocine, pri
razdeljene sile zanemarljive. Iz tega hitrostnega polja lahko dobin
v’(r) s podobnostno transformacijo

(27)

v kateri sta o 1n f konstanti transformacije. Polje v’(r) tudi zadoSCa Navier-Stokesovi enachi,

toda za tekoCino, katere kinematiCna viskoznost je va/f, kot lahko neposredno preverimo.

[z tega pa sledi, da je Reynoldsovo Stevilo za obe hitrostni polji enako. To je zakon podob-

nosti za tokove z enakim Reynoldsovim Stevilom. Zakon podobnosti ima velik prakticen

pomen, ker omogoca sklepanje o nacdinu gibanja tekoCin okoli velikih ovir, na primer

okoh iemigkega krila, na osnovi meritev na majhnih modelih. Tudi nastop turbulence
m R je dejansko posledica tega zakona.

[1] G. K.. Batchelor, Fluid Dynamics, Cambridge, Cambridge University Press 1970.
[2] L. Landau et E. Lifchitz, Mecanigue des fluides, Moscou, MIR 1971.
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Za primer brezvrtinCnega gibanja tekocine je vpeljan pojem hitrostnega potenciala. Posebej je
obravnavano enakomerno gibanje togega telesa in pojav boc¢ne sile, e tekocina krozi okoli telesa.

IRROTATIONAL FLOW OF INCOMPRESSIBLE FLUID

For the case of irrotational flow, the notion of velocity potential is beeing introduced. A more
detailed treatment is given to the uniform motion of a rigid body and to the phenomena of the
side force, when the circulation around a body is present.

Vsaka tekocina je do neke mere viskozna, vendar lahko njeno viskoznost pri velikem
Reynoldsovem Stevilu zanemarimo. To pomeni, da obveljajo rezultati raCunov za nevi-
skozno tekocino skoraj po vsem prostoru, ki je napolnjen z resnicno tekocCino. Vendar
veliko Reynoldsovo Stevilo Se ni zagotovilo, da se dajo izsledki neviskozne teorije koristno
uporabiti. Potrebno je Se, da se resni¢na tekocCina lepi ob stene; s tem so jasno doloceni
robni pogoji, ki jih potrebujemo pri resevanju diferencialnih enaCb. Razumljivo pa je tudi,
da hitrostno polje za idealno tekolino ne velja za samo mejno plast, ki se lepi ob steno.

Posebno preprosto za raunsko obdelavo je gibanje nestisljive tekocCine brez vrtincev:
divv =rotv = 0. V naravi se veCkrat sreCamo s takSnim hitrostnim poljem v(x). Tako
brezvrtinCno polje je tudi tretji prispevek k celotni hitrosti tekoCinskih delov: u = v, -+
+ v, + v. Prvi del v, je doloCen s prostorsko porazdelitvijo izvirov in ponorov, divyv, =
= A(X), drugi v, s porazdelitvijo vrtincev, rot v, = w(x), tretji del pa z vrednostjo hitrosti
na mejnih ploskvah. V tej zvezi je pomemben pojem hitrostnega potenciala, ki doloCa —
podobno kot v elektrostatiki — hitrost tekocinskih delov s svojim gradientom: v(x) =
= V@ (x). Vpeljava takega potenciala je mozna na osnovi Stokesovega izreka, ker v teko-
¢ini ni vrtincev, rot v = 0. Iz tega tudi sledi, da velja za potencial Laplaceova diferencialna
enacba, V2@ = 0. Enacba je linearna, tako, da je vsota dveh hitrostnih potencialov tudi
hitrostni potencial, se pravi resSitev Laplaceove enaCbe. DinamiCne enacCbe, ki doloCajo
casovne spremembe hitrostnega polja, niso linearne. Zato je odvisno od posebnosti posa-
meznega primera, ¢e je gibanje, ki je v izbranem trenutku brez vrtincev, ostalo takSno tudi
vnaprej. Pojav turbulence je posledica nelinearnosti Navier-Stokesovih enacCb in viskoznosti
tekoc¢ine. Ce tekoc¢ina ni viskozna, se osnovne enacbe zelo poenostavijo:

dvldt = g—p™ Vp (1)

Velja d/dt = d/ot + vV in je g sila teze na enoto mase.
Ce pripisemo k enacbi (1) $e pogoj, da je tekocina nestisljiva,

V-v=0 ' (2)
in tudi brez vrtincev:
rotv=0, v=grad @, V& =0 (3)

dobimo sistem Stirih enacb, ki dolo¢ajo hitrost v in tlak kot funkcijo Casa in kraja. Pri
nestisljivi tekoCini brez vrtincev rabi enacba (1) le za izraCun tlaka, hitrostno polje pa je
doloCeno z resitvijo Laplaceove enacbe. Zaradi tega je pomembna tudi ugotovitev, da je
hitrostno polje v enojno povezanem prostoru enoli¢no doloCeno, ¢e poznamo pravokotne
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komponente hitrosti na mejni ploskvi. V prostoru, ki ni enojno povezan, npr. pri togem
telesu na vodni povrSini, so za enolicno doloéitev potrebne dodatne informacije. Do njih
privede Stokesov izrek: integral rotorja vektorske funkcije nad sklenjeno ploskvijo je
enak krivuljnemu integralu tega vektorja nad krivuljami, ki omejujejo to ploskev

[srotv-dS =4 v ds (4)

= (), je enaka nic cirkulacija za vsako sklenjeno krivuljo,
Velja tudi, da je krivuljni integral dveh krivulj vedno

ki omejuje ploskev
enak, ¢e lahko z zveznim popacenjem prevedemo drugo v d ne da M pri tem zapu-
namo eno, dve

stili teko¢ino. Prostor s tekoCino je emﬁm dmjm a;h m@km@ pmfezm ce in
ah ‘V@@ gﬁdmj@mh kmwﬂjg ki jih z zveznim popacenjem mv@m druge v drugo.
m H“Q}H@ povezan prostor sta zunanjsCina - in zunanjscina

V brezvrtinéni tekocini, rot v(x) = C
yovsem v tekocini.

S‘mk@mwga 1zreka je mozno vpeljati hitrostni potencial kot krivuljni integral:

D(x) = D(x¢) + ﬁg vix)dx, V&) =v(x) (5)

Yendar je to enoliCna funkciyja samo v enomo povezanem prostoru. V veCkratno pove-
zanem prostoru se vrednost potenciala v posamezni toCki lahko razlikuje za cirkulacije
po sklenjenih mejah ploskev, ki ne lezijo povsem v brezvrtinCni tekolini. Navzlic temu
pa je hitrostno polie V@ enolicno doloCeno, e poznamo poleg robnih pogojev tudi vred-
nosti cirkulacij oziroma cikliénih konstant, I” = fov-dx. Teh konstant je za eno manj,
kot je stopnja povezanosti prostora. V dvojno povezanem prostoru imamo samo eno
cikli¢no konstanto. Preprost primer dvojno povezanega prostora z nestisljivo in brez-
vrtincno tekocino je mnam%ma vrtinéne niti. Prakticno pomemben je tudi primer gabama
togega telesa v tekoCini. P m doloCa trenutna hitrost telesa reSitev za hitrostno polje
v izbranem trenutku. V obeh primerih je razmeroma preprosto najti hitrostni p@i@nmaﬁ
seometrija problema preprosta. Ogleimo si valj v dveh

in ustrezno hitrostno polje, Ce je g
dimenzijah, ki se giblje v tekocCini s hﬁmg‘sj@ U! Normalna komponenta hitrosti tekocCine

na meji z valjem mora biti enaka normalni komponenti hitrosti samega valja:
B Vé@r,=n-U (6)

Potencial pa naj pada v neskoncnosti proti ni¢li. Zaradi homogenosti in linearnostt Lapla-

ceove @nagb@ 1n mbmh pogojev ima reSitev enacbe {3} lahko samo obliko: @+(x) =
Ker je B(x) vektorska funkcija, je reSitev na dlani. Spomnimo se, da

lahko 1 ohuhnﬁ mm@v [Laplaceove enaCbe v dveh din @nzgah S@Smw 10 EZ odvodm’ ﬁmkmj@

lo g7, ggggj V 1o gr. K { 6) 1in dobim

o = —a®, Pri tem je a polmer wﬂja

m*mm@ je S@ ce mzuhaﬁ Za primer mi

x (1 + a*/r®) = —Ucos 3 (r + a?/r) (7)

Zgorniji primer je poucen tudi, kadar tok kroZi okoli valja in je zato cirkulacija (cikliCna
| ni¢. Ustrezna resitev Laplaceove enacCbe je seveda vecCliCna:

Or = I'[9/2n + ¥ (x — X,)] (8)

¥ (x — X,) Je enolicna funkcija, neodvisna od ciklicne konstante. Z 1 Laplaceovi enacbi

in pogojem na mejah:

(9)

Pri okroglem valju lahko zadostimo tem pogojem s
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Podoben premislek o obliki hitrostnega potenciala kot za translacijo velja tudi, ¢e se
telo vrti s kotno hitrostjo £2. Zaradi homogenosti in linearnosti Laplaceove enacbe in
robnih pogojev je hitrostni potencial pri vseh treh vrstah gibanja enak seStevku navedenih

potencialov: $(x)=U-B + 0.0 (/27 + ¥) (10)

Vse funkcije A, ® in ¥ so odvisne od relativne razdalje do tocke x, v togem telesu in ne-
odvisne od U,£2in I |

Tlak p lahko dolod¢imo iz enacbe (1). Ce namred uporabimo vektorsko identiteto:

V- (vV) = V)V+vXxroty, v-v=g

sledi iz (1) integral: 30/3t + & q* + plp + ¢ = konst. 11
in je ¢ = —g * X potencial teznega polja.

V stacionarnem primeru nam enacba (11) pomeni razliCico Bernoullijevega izreka za
neviskozno tekodino brez vrtinCenja: koli¢ina H = 1 g2 + p/p + ¢ je konstantna po vsem
prostoru. Ce imamo vrtince, velja konstantnost samo vzdolZ posamezne tokovnice ali
vrtinénice.

Z enacCbo (11) lahko izracunamo tlak p(x, ¢) potem, ko smo z Laplaceovo enacbo (3)
izracunali hitrostno polje v(x, ¢).

V stacionarnem primeru daje Bernoullijeva enaCba skupaj z integralnim izrazom za
ohranitev gibalne koliCine moZnost za reSitev zanimivih hidrodinamskih problemov.

Spomnimo se najprej Navier-Stokesovih enacCb za viskoznost niC in napetostni tenzor,
enak hidrostaticnemu tlaku:

p(0v;[0t + vy Ovy[Ox) = pf; — Ip[Ox; (12)

V (12) velja dogovor o seStevanju po ponavljajoCih se indeksih.
Z integracijo po prostornini in s spremembo prostorskega integrala, v katerem nastopa

divergenca vektorja, v ustrezen integral po povrSini S, ki obdaja izbrano prostornino 7,
dobimo iz diferencialnega zakona integral:

—g— pv; dV -+ fpv,-(v-dS) = fpf,-dV—-—-—fpdSi (13)
at‘v ‘ S \Y S
%-—f (po + p)dS; (13a)
S
Uporabili smo tudi kontinuitetno enac¢bo dp/dt = — div pv.

V stacionarnem primeru podaja druga vrstica razumljivo zvezo med pretokom gibalne
koli¢ine in rezultanto zunanjih sil in napetosti, ki delujejo na ploskev S.
Oglejmo si iztok tekocine iz posode, ki ima ob strani okroglo odprtinico! Z Bernoulli-

jevo enacbo lahko preprosto doloCimo hitrost g, v valjastem delu curka, kjer je tlak povsod
enak zraCnemu tlaku p,:

plp = polp + % g% —gh (14)
Iz tega sledi

g0 = (2gh)? | (14a)

Pri tem smo izraCunali konstanto H na povrsini tekoCine in v samem curku. ViSinsko
razliko med tema mestoma smo oznacili s 4.

Pri natanénejSem opazovanju se pokaZe, da je curek nekoliko oZji kot odprtinica.
Tudi po iztoku iz posode se tokovnice Se nekaj Casa zblizujejo. To zbliZevanje in najmanjsi
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precni presek curka sta zelo odvisna od oblike ustja in od povrSinske napetosti ter ga ne
moremo analizirati z Bernoullijevo enacbo. Z ohi mﬂiwm m zakonom (13) pa je moZno
pokazamﬁ da lezi zoZitveni faktor a preénega p med % in 1 za vse obiCajne oblike
ustij. Pr1 poskusu z okroglo odprtinico v tanki ravni Smm so dobili faktor od 0.61 do 0.64.

Predpostavimo, da i1zteka tekoCina v vodoravni smeri. Tedaj] ne nastopa teza in nas
zanima ohranitveni zakon (13) samo za vodoravno on pomnmﬁ Za povrSino S si izbere-
mo stene posode, gladino tekoline in poljubno povrSino, ki ob ustju oklene valjasti del
curka. Medtem ko pritiska teko€ina na posodo s silo { pndS, je pritisk na preostali del
izbrane ploskve dolocen z zracnim tlakom p,: S posode

S5 DOS. S posode

Iz zakona (13) torej sledi:
; dS (p —po)m-

S posode

= —pgia A = —2 pghaA, (15)

k je smer iztekajoCega curka, A pa velikost ustja.

Ob steni posode nasproti odprtinice tekocCina skoraj miruje in je zato tlak na tem m
enak hidrostaticnemu tlaku: p = p, + pgh. Del sile na posodo lahko zato pripiSemo
ravno razliki tlaka na odprtinici 4 in na delu stene z enako povrS§ino nasproti ustju:
Vp = mpgizA Preostali prispevek je posledica zmanjSanega tlaka na del stene, ki je blizu
iztoka m ki nagmn@ zaradi razmeroma hitrejSega pretakanja tekoCine na tem mestu. Tega
prispevka ni mogocCe preprosto oceniti, vendar pa je bistven za tocen izracun koeficienta
skrcitve.

Zamislimo si sedaj dva ekstremna primera, za katera je koeficient @ enak 1 in 2. V

m primeru je potrebno izoblikovati USU@ mk@ da ga p@dabsa 10 nekoliko zunaj stene
posode in ga proti koncu rahlo zozujemo. V d m primeru pa potisnemo ustnik v nmmm
njost posode, tako da prepreCimo hitro odtekanje "mm@m@ ob Smm blizu ustja. Zaradi
tega je sedaj E@va stran enacbe (15) enaka —pghA, oziroma a = %. Pri drugih oblikah usty
lezi skritveni koeficient med £ in 1.

Zakon o spremembi gibalne koli¢ine (13) pove, kolik8na je sila na telo, ki se giblje z
enakom erno Emmsu 0.

Fy=—[pvidd =p [ 0@/otn;dd + §p [ a*n;dd —p [ (g-x) n;dd (16)
A A

RO

Pri tem integriramo preko ploskve 4 naSega telesa. Ce ni vrienja, £ = 0

I" = 0, in velja v treh dimenzijah zaradi (11):

. ni cirkulacie,

-F—U-v (17)

m gibanju ne upostevamo teze g in je sila F; enaka:

Fi=—pUi|vndd+%p|q*ndAa

zimo telo s poljubno ploskvijo § in integriraymo % g®n; po piogkmh A in §. Pri
pﬁ'&V@kOU‘HC@ 1a ploskev, ki kaze v zunanji prostor: |

[$q*ndS—[3q*ndd =[0G vw)lox;dV
(Lq2n;dA = (3 q*n; dS— [ 0 (vp)|dx;dV
[ (& g®n; — vivn) dS + [ vvn; dA

1Yj

]

Pri spreminjanju prostorskega integrala smo uporabili brezvrtinCnost in nestisljivost teko-
cine: ﬁvz/@x = ov;/0x; in dv;/ox; = 0,
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Ce ni izvirov, mora tok v neskonénosti pojemati proti ni¢. Zaradi tega pada hitrost ¢
v treh dimenzijah vsaj z =3, v dveh pa — kadar imamo cirkulacijo § u - dr = konst. —
vsa] z r~!. To pomeni, da gre integral po ploskvi S proti niC, ¢e to ploskev pomaknemo
v neskon¢nost. Zaradi robnega pogoja v;n; |, = U;n; je konéni rezultat:

Fy =pU; § vy —vin) dA = pU; | (v — viny) dS (19)

Zadnja enakost v (19) sledi zaradi rot v = 0. Integral pa je izra¢unan nad poljubno zaprto
ploskvijo S, ki objame gibajoce se telo. Iz (19) sledi U, - ¥, = 0, kar dokazuje d’ Alambertov
paradoks, da nestisljiva tekocina brez vrtincev ne daje nobenega odpora enakomernemu
gibanju telesa. Pri gibanju trdnega telesa kon¢nih razmer po tridimenzionalnem prostoru
pove izraz (19) ve¢ kot zgornji izrek: tudi komponenta sile, ki je pravokotna na smer gi-
banja, je enaka ni€, saj pada hitrost v; z naras€ajocCo razdaljo kot r—3.

Polozaj v dveh dimenzijah je bistveno drugaCen. Primer za to je neskonCno dolg valj
v treh dimenzijah. Ce je namre& cirkulacija okoli telesa razli¢na od ni¢, pada hitrost samo
s prvo potenco razdalje in dobimo zato tudi pravokotno komponento sile. Iz (19) lahko
hitro izraCunamo njeno velikost. Predpostavimo, da se giblje valj v smeri osi x in poiS¢imo
F,. Ploskev § premaknemo v veliko razdaljo in uporabimo asimptotsko obliko za hitrostni
potencial @,, (9): ~

V& ~ (I27) VI (20)

S tem sledi iz (19)

F, = pUI'|2n {27 (63/dy cos § — 93/0x sin §) rd} = pUI (21)

Enacba (21) opisuje vzgon telesa, ki nastane zaradi cirkulacije pri enakomernem gibanju
in je osnovnl mehanizem delovanja letalskega krila. Zveza (21) je povezana z imeni Kutta
(1910) in Zukovski.

Studij dvedimenzionalnih limit problemov, ki so sicer v naravi tridimenzionalni, vec-
krat v mnogocem razjasni in celo kvantitativno oceni fizikalno vsebino pojavov. SreCno
nakljuje je, da lahko v primeru nestisljive tekocine brez vrtincev, podobno kot v elektro-
statiki, uporabimo teorijo analiti¢nih funkcij in konformne preslikave. Do tega privede
spoznanje, da lahko izrazimo hitrostno polje z odvodom hitrostnega potenciala ali pa
zaradi nestisljivosti tekoCine z odvodom tokovne funkcije ¥:

ve = d¥P/dy i v, =— 0¥/ ox (22)
kajti
OVy[OX = — Ov, [0y

Razlika vrednosti tokovne funkcije % v dveh razlicnih toCkah pove, kolikSen je pretok
cez krivuljo, ki veze obe tocki:

VP(x) — Y(x,) = j?(vxdy — V,dX) (23)

Zgornja zveza sledi iz (22). Integral na desni strani enaCbe je zaradi nestisljivosti tekocCine

neodvisen od poti.
Enacbe (22) lahko prepiSemo kot zvezo med hitrostnim potencialom in tokovno funk-

Cljo:
0D®/ox = d¥[dy in 0D/dy =— d¥/ox (24)

Te zveze so znalilne za analiticno funkcijo, katere realna komponenta je enaka &, imagi-

narna pa ¥:
wz) =@ +i¥, zZ =X+ iy

Vi = V¥ =0 (25)
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a dvojna:

ila nalog

ustrezajo neka-

a) ugotoviti, kateremu resni¢nemu hitrostnemu polju in tokovnicam
tere enostavne analiticne funkcije,

b) zapisati analitiCne funkcije za Ze znane fizikalne primere in s konformno preslikavo
najti reSitve za bolj zahtevno geometrijo oziroma robne pogoie.

NajpreprostejsSt primer v prvi nalogi so funkcije w(z) = Cz". Zanje velja zaradi (25):

® = Cricosnd, ¥ = Cr?sinnd (26)

k pravokotno na tokovnico je vedno enak nic. Zato lahko vsako tokovnico v (26)

gino ploskvijo, na kateri mora biti izpolnjen enak robni pogoj. Posebno

omestimo z m
imive so seveda tiste tokovnice, ki degenerirajo v ravne Crte. Zaradi tega lahko funkcije
no na sl. 1.

(26) ustrezajo stacionarnim tokovom, kot vidin

AAARERARAAEEERRNA
ya =2 n=3/2

;j//////}/,é/////}?"///[//}f

THhITTTT

S

i
-
ok

Sl. 1. Tokovnice za kompleksni potencial w =

4

ere v drugi nalogi lahko nastejemo naslednje znane resitve:

a) enakomeren tok s hitrostjo U, V: w = (U —1V) z

b) izvir z mocjo m v tocki z,: w = (m/2n) log (z — z,)

¢) vrtinCnica z moc¢jo I" v tocki z,: w = (iI/2n) log (z — z,)

d) tok okoli okroglega valja s polmerom a, ki se giblje s hitrostjo U, V, s cirkulacyo

I in s sredisCem v tocki z,:
w=—(l2n)log(z — zo) — a*(U + iV)/{(z — zg)

e) tok v blizini tocke, kjer tekoCina miruje: w = 3 kz?

Za prim

V tem seznamu naj posebej omenimo tocko d). Opisuje primer s silo, ki je pravokotna

na smer gibania telesa. S merno konformno preslikavo okroglega valja v obliko, ki je




podobna letalskemu krilu, lahko reSitev problema d) neposredno uporabimo v teoriji
dvedimenzionalnega letalskega krila.

Omenjeni primer je ekvivalenten tokovni sliki, ki jo dobimo, Ce valy miryje, tekocCina
pa teCe v velikih razdaljah od valja s hitrostjo —U. Skladno z enacbo so hitrostni poten-
cial, tokovna funkcija in kompleksni potencial enaki naslednjim izrazom:

&b = —U(r +a?r)-cosd + I'S2n (27)
VY = —U(r —a?/r)-sin 3 — I'[2n - log (v/a) (28)
w(z) = —Uz — Ua?/z — il"2r log (z/a) (29)

Tuje r? = x* + y? in tg = y/x.

Znacilni parameter, ki odlo¢a o tokovni sliki je razmerje I /aU. To uvidimo, ¢e poiSCemo
hitrost tekoCine ob valju:

[r1-00/08],_.,=2Usind + I'2na (30)
Ta hitrost je ni€¢ v dveh toCkah $, in 3, za kateri velja:

sin & = —I(4nal) (31)

.

(c) I'laU = 47 (d) IlaU> 4

S1. 2. Tokovna slika tekodine, ki tece s hitrostjo U in obteka valj s cirkulacijo J’
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Ce tekocina ne kroZi okoli valja (I" = 0), lezita ti dve todki na sprednji in zadnji strani
valja, &, = 0 in 3, = 7. Z narascajoco cirkulacijo se obe tocki somerno premakneta na
isto boCno stran proti ¥ = L 7 1n se zlijeta, &e je I'/JaU = 4. Kasneje se toCka, v kateri
tekoCina miruje, odlepi od stene valja v razdaljo

r10®03]g_1, = —U1 + a*lr) + I27nr =0 (32)

mib-a

Z narasCanjem cirkulacije postaneta tokovni sliki na zgornji in spodnji strani valja bistveno
razliCni. S sl. 2. je razvidno, da sta tlaka zgoraj in spodaj zaradi Bernoullijeve enacbe
p + % pg? = konst. razlicna, in dobimo silo na valj, ki kaze pravokotno na smer gibanja
tekocCine.

Tlak na valju lahko izraCunamo z enacbo (30):

7 — % p QUsin § + I]2nay (33)

1z tega dobimo za komponento sile v smeri osi y

2r
F,=—\|p,—, asin 3 d3 =pUsk (34)

0
To pa je natanCno rezultat, ki smo ga dobili ze prej v enacbi (21), Ceprav je imela povrsina
vaha poljubno obliko.

Opisano tokovno sliko Iahko usﬁwaﬂmo tudi v naravi. Vzamemo dovolj dolg valj in ga
zavrtimo, da dobi neko zaCetno kotno hitrost £2. Ker je tekoéina viskozna, smo s tem indu-
cirali v njej brezvrtinéno cirkulacijo. Kasneje damo valju majhno gibalno koli¢ino, tako,
da je razmerje I/aU dovolj veliko. Valj moramo zavrteti s primerno zacCetno hitrostjo.
Poskus uspe, Ce se mejna plast ne odlepi in ne nastopi turbulenca. Poskuse te vrste je prvi
napravil Magnus leta 1853, zato nosi pojav bocne sile, ki nastopi pri istoCasnem vritenju
in premikanju togega telesa, njegovo ime.

G. K. Batchelor, Fluid Dynamics, Cambridge, University Press 1970.

V tey Stevilki Obzornika za matematiko in fiziko je kinemati¢na viskoznost oznacena

z gr$ko &rko v (ipsilon), ker grske cCrke v (ni) ni mogm@ mzm@@vam od znaka za hi-
trost v. Bralce vljudno prosimo, da sprejmejo to z razumevanjem

Tehni¢ni urednik
Ciril Velkovrh




Obzornik mat. fiz. 22 (1975) 3

RUDI KLADNIK

VRTINCASTO

UDK 532.527

Prispevek obravnava osnovne zakone vrtinCenja v neviskozni, nestisljivi, homogeni in neome-
jeni tekoCini. Poudarek je na medsebojnem ucinkovanju vrtinnih niti. Kot poseben primer so na-
vedeni vrtinéni obrodi in ravne vrtinCne niti.

VORTEX MOVEMENT OF NONVISCOUS LIQUID

Basic laws of vortex movements in an infinite, homogeneous, noncompressible and nonviscous
liquid are discussed. Attention is given to the interaction between vortex threads. As special examples
vortex rings and straight parallel vortex threads are mentioned.

VrtinCenje in cirkulacija

V tekoCini so mozna razlicna gibanja tekocCinskih delcev. Vrsta gibanja je odvisna
od zadetnih pogojev v tekodini, od pogojev na mejah tekocine in od vrste tekodine. V tem
prispevku razpravljamo o gibanjih v idealni, homogeni in nestisljivi tekoCini, ki se razteza
v neskoncnost in ki v neskonCnosti miruje. |

Hitrost posameznih tekocinskih delcev (v doloCenem trenutku) izrazimo s hitrostnim
poljem v(r). Hitrostno polje graficno ponazorimo s tokovnicami. Vektor hitrosti je v vsaki
tocki tangenten na tokovnico. V splosnem je hitrostno polje sestavljeno iz prispevkov
zaradi izvirov v tekocini, 1z prispevkov zaradi vrtinCenja v tekocCini in iz prispevkov zaradi
gibanja na mejah tekoCine. Zadnjega prispevka seveda ni, Ce tekocCinski delci na mejah
tekoCine mirujejo. Hitrostno polje je v tem primeru enoli¢no povezano s porazdelitvijo
izvirov ter s porazdelitvijo vrtinCenja v prostoru. To pomeni, da lahko za vsako hitrostno
polje poiS€emo ustrezno prostorsko porazdelitev 1zvirov ter porazdelitev vrtincenja.

V nestisljivi in homogeni tekoCini ni izvirov hitrostnega polja: divv = 0. Tokovnice
so sklenjene Crte, zaCenjajo ali koncCujejo se kveCjemu na mejah tekoCine. Gibanje teko-
¢inskih delcev je v tem primeru odvisno od vrtindenja v tekodini. Ker je hitrostno polje
v(r) zvezno in odvedljivo, lahko v vsaki toCki polja izraCunamo vektor vrtincenja C, ki je

rotor hitrosti:
C@) =rotv(r) = V X v(r)

Recimo, da poznamo prostorsko porazdelitev vektorja vrtinCenja (za doloCen trenutek),
se pravi, da poznamo vrtin¢no polje C(r). Hitrost v(r) tekocinskega delca na konici kra-
jevnega vektorja r je vektorska vsota prispevkov celotnega vrtinénega polja. Ce je obmogje
vrtinCenja omejeno in je hitrost tekoCine v neskoncnosti niC, velja:

v(K) = (4m) | |r—r’

BL(’) X (r—r)HYdV” (1)

To enacCbo 1zpeljemo z vektorskim potencialom A hitrostnega poija. Ker je hitrostno polje
brez izvirov, zagotovo obstaja vektorsko polje A, tako da je v =rot A. Sledi: (r) =
= rot v = rot (rot A) = grad (div A) — V2A. Ce dodatno zahtevamo, da je polje vektor-
skega potenciala brez izvirov (div A = 0), dobimo za vektorski potencial A preprosto

Poissonovo enacbo:
VA = —((r)
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4 = 0 v neskonCnosti) je:
@s ) = (4?@’} § ] r—r |7% § (B“ 5} av’

Integriramo po obmocju, na katerem je vrtinCenje razlicno od nic¢.

\(r) = (4m)~* [ rot [E(@)/[r —

v(r) = rot A

imo rezultat (1) za v(r). |

med hitrostjo v(r) in vrtinCenjem ¢ (r) je podobna zvezi med m
H in gostoto elektricnega toka j. Kar je v magnetnem polju magnetna p@ﬁ} ska
H, je v vrtinCeni tekoCini hitrost v; vrtindenje  je analogno gostoti @E@kmm@g&
. Kakor reCemo, da elektricni tok ustvarja magnetno polje, reCemo tudi, d
m*zmm gibanje v tekocCini. Ta podobnost je v preteklem stoletju imela pom .
vlogo. Marsikatera ugotovitev v elektrodinamiki je sledila podobni ugotovitvi v mdmm
dinamiki vrtinCenja tekocine in obratno.

Polje vrtinenja £ (r) ponazorimo z vrtinénicami. Vrtincnica je Crta, ki povezuje sosednje
toCke tako, da je vektor vrtinCenja v vsaki toCki tangenten nanjo. Ugotoviti moramo,
kaj vrtinCnice pomenijo in predvsem, kako se v tekocCini premikajo. VeC sosednjih vrtincnic
sestavlja vrtinCno cev. Vriincna cev z majhnim preCnim presekom se imenuje vriincna nit.
Podobno kot tokovna cev ima tudi vrtinna cev fizikalni pomen. Pokazali bomo, da velja
za vrtinCno cev ohranitveni izrek.

Mislimo si sklenjeno krivuljo C, ki poteka
po - mmm@ cevi (sl. 1). Krivuljni integral

imenuje cirkulacija
dg j€ E@Qm element krwuij@ C, po kateri
mmgﬁm med cirkulacijo in vrtince-
njem d@bﬁma S Smk@mwm izrekom o krivuljinem
integralu. Velja:

10, da je cirkulacija enaka ploskovnemu
Recimo, da je dI° cirku-
majhen precni pmS@k

integralu vrtinCenja.
lacija vrtinCne niti, ki ima
aS (vektor dS mm
@@m@ Q" mmj pove, E{@hksm, mﬂgmaﬁja odpad@ na @nam precnega pmS@ka wfzmm@ niti.
je ploskovna gostota cirkulacije.

Mislimo si, da obdajajo vrtinéno cev razlicne sklenjene krivulje C, C;, G, itd. (sl. 1)!
Krivulji C, in C, na vrtinéni cevi povezimo z vzporednima ¢rtama C’* in C”’, da dobimo
sklenjeno pot, ki lezi v celoti na plaséu vrtincne cevi! Cirkulacija po tej sklenjeni poti je
nic, ker je vektor ¢ pravokoten na presek dS:

$ vds = [ £dS
C,+C+C+C”

99 s Eﬂt egr aj a P

Krivuljni integral razdelimo na integrale po krivuljah C,;, C
vuljah C’ in C”’ sta nasprotno enaka. P




Torej je cirkulacija I enaka za vse sklenjene krivulje, ki objemajo isto vrtincno cev. Cirku-
lacija je konstanta vrtincne cevi.

Enacba (1) podaja hitrost tekocCine kot integral po obmocju, na katerem je vrtinCenje
razlicno od ni¢. V mnogih primerih lahko obmocje vrtinenja omejimo na diskretne vr-
tinCne niti. Integral po prostoru potem izrazimo kot vsoto krivuljnih integralov po posa-
meznih vrtinénih nitih. PiSimo: dV’° = dS’dr’; dr’ je loCni element na vrtincni niti in dS”
preéni presek niti. Sledi: C@)dV’ = C(x’)dS’dr’ = {(x’)dS’dr’ = dI’dr’ (vektorja € in
dr’ sta kolinearna). Dobimo:

vIr) =@ [ |r—r |2 dV @) X t—r) =
=@n) 2 [dI” [ |r—r |7*dr’ X (r—r") =
= @A) > ;[ |r—r |2dr X (r—r)
I K;

K; je krivulja i-te vrtinCne niti, ki ima cirkulaciyjo 7;. Dobili smo enacbo, ki je v elektro-
dinamiki znana kot Biot-Savartov zakon.

Vzemimo, da je v polju ena sama, ravna in dolga vrtinCna nit. Tokovnice so koncen-
tricni krogi v ravninah pravokotno na vrtinCno nit. (Spomnimo se na magnetno polje v
okolici dolgega ravnega vodnika.) Za ta primer velja:

v@r) = F@m) [ |r—r [ dr’ x c —r) ali v(r) = I2nr

pri Cemer je r oddaljenost pravokotno od vrtinéne niti. Vidimo, da je hitrost tekocCinskih
delcev obratno sorazmerna z oddaljenostjo od vrtinCne niti (sl. 2). Zaradi tega je lahko
kineti¢na energija zvrtinéene tekocine v neposredni okolici tanke vrtin€ne niti zelo velika.
Zanima nas Se, kako se tekocina vrtinCi v notranjosti vrtinéne niti. Vzemimo, da je
vrtin¢na nit valjasta s polmerom «a in da je vektor vrtinCenja v notranjosti niti konstanten!
Sledi: I' = (na®. Za r < a dobimo: v(r) = L {r; obodna hitrost tekoCinskega delca narasca
premo sorazmerno z oddaljenostjo od osi (podobno kot pri vrtenju togega telesa).

P—
r

Sl 2

Lastno gibanje vrtincnih niti

Do zdaj smo razpravljali o trenutni sliki hitrostnega polja in o trenutni sliki vrtinCnega
polja. Pogleymo 8Se, kako se vrtinCno polje spreminja s Casom, kako se vrtinCne niti premi-
kajo! Na vrtinéni niti si mislimo element tekoCine dr (od A do B, sl. 3). Hitrost na zaCetku
elementa je v,, hitrost na koncu elementa je vg. V kratkem Casovnem intervalu dr se za-
Cetek elementa premakne za v,dt, konec elementa se premakne za vgdr. Element dr se
spremeni v element dr’’ = dr + (v, — vg)dt = dr + dv - dt = dr + (drV)vdr. Toda obe-
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da Eulerjeva

. Spreminjanje vrtinCenja s casom

enacba, ki velja za idealne tekodine:

dvldt = ov/dt +- (vV)v = — grad (D + p/p)

f/dg‘ J?@ gbgmmmm -- hﬁmsm

-+ (EV)vdr. Ce je prvotni element tekocine
¢ kolinearna. Sledi, da sta potem tudi nova wkmma
0hmama da je i@l‘@} tekodinski element $e vedno na vrtis mm V 1dealni teko-
cinl j@ tekocin sm element priklenjen na vrtinCnico. Vrtincna nit se premika skupaj s teko-
cinskimi elementi, ki jih povezuje. Kakor se premikajo elementi na vrtinéni niti, tako se
premika vrtincna nﬁ Ta u g@imfﬁ@v velja le za idealne tekocCine. V viskozni tekoCini se
vrtinéne m?d premikajo drugace kot tekocinski delci.
Dokazali smo, da je cirkulacija I enaka za vse prereze vrtincne mu V E@aﬁm tekocini

g tega velja, - se cirkulacija vrtinCne niti ne spreminja s ¢asom. Dokaz:

dlldt = d ($vds)/dt = ¢ (dv/dr)ds + § vd(ds)/dt =
= — ¢ grad (@ + p/p)ds + ¢ vdv

dv je sprememba hitrosti pri1 majhnem premiku po krivulji integracije. Integriramo po
sklenjeni krivulji. Zaradi enoliCnosti sta integrala ni¢ in dobimo:

dildte =0 ali I = konst.

Ce se wﬁnéﬂa nit premika skupaj s tekoCinskimi delci, se njena cirkulacija ne spreminja
s casom. V idealni tekoCini ni mogocCe spremeniti cirkulacije; ni je mogoce niti ustvariti
niti t m@m VrtinCenje nastaja ali izginja le na mejah tekocine.

Dobili smo nekakSen zakon vztrajnosti gibanja vrtinénih niti: Vreincne niti se v idealni
tekocini gibljejo tako, da se njihova cirkulacija ohranja.

Vrtinéna nit se premika enako kot tekoCinski delci na niti. Na gibanje tekocinskih
@E@@V Da vhvam Eudﬁ _, vrtincne nit1 iz okolice. Torej vrtinCne niti delujejo druga na
Premikanje vrtinCne niti je odvisno tudi od vrtincnih niti iz okolice; odmcﬂn@ SO
m vrtinéne niti iz bliZnje okolice. Gibanje vrtinCnih niti in mzhvg

vplivanje si bomo poblize ogledali na dveh preprostih primerih: ravine vrtinCne niti in
vrtinCni obroci. |

VIe Wﬁ éﬁ@ nitl

prostoru so razporejene ravne in vzporedne vrtinCne niti. Hitrostno polje opazu-
ki je pravokotna na vrtincne niti. Ena sama vrtincna nit (s cirkulacijo 775)

jemo v ravnini,
@vzmm vV SVOIJi mmhm osnosa@m@m hitrostno polje; tokovnice so koncentricni krogi
. 3l niti je v = I3/2nr.




Hitrost tekoCine v neposredni okolici tanke vrtinCne niti je sicer zelo velika, a zaradi osne
simetrije hitrostnega polja se vrtinCna nit ne premika. Osamljena ravna vrtincna nit miruje.

Recimo, da sta v prostoru dve vzporedni vrtinCni niti, razmaknjeni za a! Cirkulaciji
I'; in I, imata enak predznak (sl. 5). VrtinCna nit I'; se premika s hitrostjo v; = I3/2na,
ki jo inducira vrtinCna nit I,. Vrtinéna nit I, se premika s hitrostjo v, = I'1/2na. Hitrosti
v, In v, sta pravokotni na zveznico a obeh niti. Zaradi takSnega medsebojnega uCinkovanja
se vrtinCni niti gibljeta po krogih s skupnim sredisCem C, tako da sta ves Cas diametralno
nasprotni (krozita z enako kotno hitrostjo). VrtinCna nit I se giblje po krogu polmera r,,
vrtinCna nit I, se giblje po krogu polmera r,. Velja: vi/ry = v,/r, ali I'iry = Iyrs. Ker je
r, +r, =a, dobimo: ry =aly/(Iy+ I,) in r, =al3/(I7+ I,). Vrtinéna nit z vedjo
cirkulacijo se giblje po krogu z manjSim polmerom. Enaki vrtinéni niti (I, = I, = I')
krozita z enako obodno hitrostjo I'/2ra po skupnem krogu polmera a/2.

Drugace se gibljeta vrtinéni niti, katerih cirkulaciji imata nasproten znak (sl. 6). V tem
primeru je srediS¢e C kroznega gibanja obeh niti na zunanji strani zveznice, na strani
vrtinéne niti z veCjo cirkulacijo. V primeru I, = — I; = I'dobimo par enakih, a nasprotno
usmerjenih vrtinnih niti (to je par antisimetricnih niti). Skupna cirkulacija para antisime-
tricnih vrtinCnih niti je ni¢. VrtinCni niti se gibljeta translacijsko s hitrostjo v = I'/2na
v smeri pravokotno na njuno zveznico. Gibljeta se tem hitreje, ¢im blize sta druga drugi.
Njuna oddaljenost se med gibanjem ne spreminja.

ASSNRRNRNRNNNS

SSSSa

Potek tokovnic pri antisimetricnem paru vrtinCnih niti je simetriCen glede na zrcalno
ravnino med nitma. Ob.zrcalni ravnini je ravna tokovnica (sl. 7). Hitrostne razmere v
okolici ene vrtinCne niti se ne spremene, ¢e drugo vrtinCno nit odstranimo, namesto nje
pa v zrcalno ravnino postavimo gladko ravno steno (sl. 7). Dobimo ravno vrtinéno nit
pred gladko ravno steno. Ravna vrtinCna nit, ki je vzporedna gladki steni, se giblje vzpo-
redno s steno (v smeri pravokotno na lastno smer) s hitrostjo I'/4nb; pri tem je b oddalje-
nost niti od stene. Vrtincna nit se giblje tako, kot da »vidi«
v steni svoj antisimetriCni par. (Podobno preslikamo elek-
tricno polje toCkastega naboja pred prevodno steno).

Gibanje vrtinCnih niti seveda ni veC enostavno, Ce je v
prostoru vecC vrtinnih niti. Preprosto se da opisati Se sestav
Stirith enakih vrtinénih niti, ki so v oglis¢ih pravokotnika,
tako da sosednji niti sestavljata antisimetricni par (sl. 8).
Hitrost vsake vrtinCne niti je rezultanta treh hitrosti, ki
jih inducirajo preostale tri vrtinCne niti. Lahko se prepri-
camo, da se vrtinCne niti v tem primeru gibljejo v smeri
pusCic na sl. 8, tako da so stalno v oglis¢ih pravokotnika
(katerega stranice se seveda spreminjajo). V tem primeru
imamo dva para antisimetricnih vrtinénih niti, ki se iz
Sl. 8 velike oddaljenosti priblizujeta drug drugemu. Cim bolj
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Imo nova antisimetriCna para, ki se - alju-
imamo pravzaprav trk dveh vrtincnih

vrtinéna nit mimo dveh mvoﬁmmm Smﬁ (sl. © __
niti priblizuje ravni steni (sl. 10). Antisimetriéni par se pojemajoce pmbhzuj@ ravni steni,
obenem se razsirja; ob steni se >>mzbi§e« v vrtinéni niti, ki se vzdolZz stene oddaljujeta v

nasprotnih smereh.

SIOUNOUSOSONNSNONSN NN N NN VAN Y

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ |

//’//////////’////’/
SI. 9

premika translacijsko; oddaljenost
1ed gibanjem ne spreminja. Podobno se giblje vrtincni obro€, to je vr-

Hitrostno polje v okolici obroa spominja na magnetno polje

tinéna nit, zvita v krog. I
v okolici krozne tokovne zanke (sl. 11). Hitrost okolne tekocCine je odvisna od cirkulacije
R obroca. V ravnini obroca

I" vrtinCne niti, od debeline (2a) vrtincne niti ter od polmera |

vrtinCnih niti se n

11

je hitrost tekocinskih delcev 'vzpm’@dna, simetrijski osi obro€a; njeno spreminjanje s krajem

kaze slika 12. N usmerjena hitrost tekoCine ob notranji strani Gbm@a (r ~ R

je veCja od navzdol usmerjene hitrosti tekoCine ob zunanji strani obroCa (r ~ R

razlika je tem veCja, ¢im tanjSa je vrtincna nit (¢im manjsi je a). Potek hitrostnega polja

v neposredni okolici vrtinénega obro¢a nakazuje, da se vrtinéni obro¢ premika translacijsko

(ob mspr@m@mem obliki) v smeri osi obroca. Translacijsko hitrost obroca (v,) dobimo
m hitrosti tekoclinskih delcev na obmodju vrtinéne niti. Priblizen izraz (za

ve & (L[ /4nR) In (8R/a)
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Cim manj$i je polmer R obroda, tem hitreje se obro¢ premika. Smer gibanja obroda je
doloena s smerjo ravnine obrocCa, odvisna pa je Se od smeri vektorja vrtinCenja. Obroc
se giblje v nasprotni smeri, ¢e smer vrtinCenja v obroCu obrnemo.

Osamljen vrtinéni obro¢ v neomejeni idealni tekocini se giblje enakomerno (tako imeno-
vano lastno gibanje obroc¢a). Podobno se giblje materialni delec, ¢e nanj ne delujejo zu-
nanje sile. Zakon vztrajnosti gibanja je pri vrtinCnem obrocCu v idealni tekocCini posledica
medsebojnega vplivanja delov obroca.

Zanimivo je medsebojno vplivanje vrtincnih obrocCev. Lastnemu gibanju vsakega obroca
se pridruZi gibanje, inducirano od drugih obrocev. Obenem drugi obroci spreminjajo obliko
(velikost) danega obroca ter tako vplivajo na njegovo lastno gibanje. Zaradi matematicne
preglednosti se omejimo na preprost primer: opazujemo gibanje in medsebojno vplivanje
dveh vrtinCnih obrodev, ki se gibljeta vzdolz skupne osi; ravnini obrocev sta vzporedni.
Recimo, da se obroca gibljeta v isti smeri (sl. 13). Zadnji obroC neposredno povecuje trans-
lacijsko hitrost sprednjega obroca. Toda ker je hitrostno polje zadnjega obro¢a na obmocju
sprednjega obroCa nekoliko divergentno, se polmer sprednjega obrocCa povecuje; to pomeni,
da se translacijska hitrost lastnega gibanja sprednjega obrocCa zmanjSuje. V celoti se sprednji
obroC zaradi vplivanja zadnjega obrocCa povecCuje in postaja pocasnejSi. S podobnim skle-
panjem ugotovimo, da se zadnji obroC (zaradi vplivanja sprednjega obrocCa) zmanjSuje
in pospeSuje. Zadnji obro¢ se pospeSeno priblizuje sprednjemu obroCu. Ko ga dohiti,
zdrkne skozenj in ga prehiti. Nato se vlogi zamenjata. Zadnji obroC se vsakokrat zmanj-
Suje 1 pospesuje, sprednji obroC se povecCuje in postaja pocasnejsi.

Sl. 13 Sl. 14

Drug primer: mislimo si, da se obro¢a na skupni osi gibljeta drug proti drugemu (sl.
14). Obroca se zaradi medsebojnega vplivanja Sirita, njuni translacijski hitrosti se zmanj-
Sujeta. Bolj se pribliZzujeta, §irS8a in poc€asnej$a postajata. Priblizevanje dveh enakih vr-
tincnih obroéev nakazuje, kako se vrtinéni obroC pribliZuje ravni steni: obro¢ se $iri, nje-
gova hitrost se zmanjSuje. Drugace je, Ce se vrtinCna obroca na skupni osi oddaljujeta
drug od drugega; oddaljevanje je pospeSeno, obroca se zmanjSujeta.
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Pojavi, ki so posledica viskoznosti, so opisani za nekatere primere gibanja nestisljive tekocine.
Otravnavana je tudi stabilnost paralelnega toka in nekatere lastnosti turbulentnega toka.

LOW OF VISCOUS FLUIDS

Effects due to viscosity are illustrated for several cases of flow of an incompressible fluid. The
problem of stability of the parallel flow and some aspects of the turbulent flow are discussed.

V naslednjem si bomo ogledali nekoliko pojavov pri gibanju nestisljivih tekocin, ki so
v zvezi z viskoznostjo. Pri tem se bomo posiuzili ustreznih splosnih zakljuCkov 1z poglavja
Uvod v mehaniko tekocCin, kjer so bili nekateri od teh pojavov Ze tudi nakazani. Uporabili
bomo enacbo

pov/ot +p(v- V)v=— Vp + V¥, divv =0 (1)

Leva stran enacbe predstavlja vzirajnostne sile na del tekoline v prostorninski enoti, ki
se giblje s hitrostjo v, na desni strani pa gre za sile tlaka in strizne sile, ki so posledica
viskoznosti. Prostorninsko porazdeljene sile, kot je na primer teza, smo tukaj izpustili.

Paralelni tok

V stacionarnem paralelnem toku se gibljejo vsi deli tekoCine brez pospeska, tako da

ni vztrajnostnih sil m so v ravnovesju le tlaCne in strizne sile. Vpliv viskoznosti se tu pokaze
posebno preprosto. Hitrost je v Casu konstantna in enaka v = (v(z), 0, 0). Vzeli smo,
da kaze os x v smer mka in se hitrost spreminja le v smeri osi z. Ker je v, = v, = 0, sledi
iz enacbe (1), da je tlak neodvisen od v in z. Pri tem toku gre ocitno za tok med dvema
paralelnima stenama, ki sta zelo veliki v primeri z medsebojno razdaljo 4. Tako smemo
zanemaritl pojave na robovih.
Primer 1): spodnja stena miruje, zgornja pa se giblje s hitrostjo V. Tlak v toku naj
bo konstanten dp/dx = 0. Rezultanta sil na posamezno plast tekocine je enaka ni¢ (p
se giblje enakomerno) in ker tlaCnih sil ni, vleCe zgornji del tekocine dano tekocinsko plast
s silo, ki je nasprotna sili spodnjega dela. Strizna napetost je torej neodvisna od razdalje
od plosée F/S = ndv/dz = konst.

Iz tega sledi za robne pogoje v(0) =0, v(d) =

v = Vz/d

iere pri demonstracijskem
rika

ustrezni dﬁagmm pa je na sliki 1. Priblizno takS$ne so razn
poskusu z razmazano kapljo medu med dvema paralelnima plo§€ama, od kamﬁh
zg@mw sila ¥ s hitrostjo V.

Primer 2): imamo mirujo€i steni v razdalji d s tlakom py, pri x =0 1n p pri x =/ 1n
spodnja stena je pri z = —d/2. OCitno je porazdelitev hitrosti simetriCna okrog z = 0
tako da je tam dv/dz = 0 in ni striznih sil. Na teko¢inomed x =0 inx =1/ med z =0
in z deluje na enoto preCne Sirine sila tlaka (p, — p)z, ki jo uravnovesi sila —#l(dv/dz).
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Pri tem smo predpostavili, da je dv/dz negativen. Velja (p — po)z = nl(dv/dz) in iz tega
zaradi v(d/2) =0
v(2) = (po — p)/(21l) (d?*[4 — z%)

(slika 2.) Prostorninski pretok tekoline skozi rezo med stenama na enoto Sirine je tako

Q = [v(2)dz = (po— p)d®/(12x])
Problem paralelnega toka po cevi z radijem R je podoben. Zanj velja v(r) = (R* —r?) -

. (po—p)/(4nl) 1n
Q = n(po— p) R*/(8nl)
Zadnja zveza je znana kot Hagen-Poiseuillov zakon, paralelni tok v sploSnem pa imenu-

jejo Poiseuillov tok. Zgornje enaCbe so v praksi pomembne v mnogih primerih; ogledali
si bomo dva.

Z & ZT
V _d
Z=d - 2—2 ?K\
B e
~N
> 7 =
b/ z=0 - »L* - —
P / v
> > '
~ | s
> —>
z=0 e > 0=
Sl. 1 Sl. 2

Kombinirajmo primera 1) in 2)! Zgornja stena se premika s hitrostjo V, spodnja miruje
in na dolzini / je tlaCna razlika p, — p. Ker so vse zveze linearne, je hitrost za kombini-
rani primer kar vsota hitrosti iz primera 1) in hitrosti iz primera 2). Del strizne sile, ki
ustreza primeru 1) namre¢ uravnovesi vpliv zunanjih sil F in —F, preostali del strizne sile,
ki ustreza primeru 2), pa uravnovesi vpliv tlaka. Z robnimi pogoji pa je tako tudi vse v
redu. Porazdelitev hitrosti kaze kvalitativno slika 3. Pretok na enoto Sirine je tudi vsota
obeh pretokov Q = Vd/2 + (po — p)d?/(12x]).

ZT Zh
Y \)
— - -—--—-—W/
N
b-\ #/7
D‘l .
/ /
pD / p <p0 po / p> po
o=l F_W
P
=" 7
tl - 4 o
\' Y
Sl 3

Uporabimo te ugotovitve za razlago preprostega modela mazanja lezajev. Namesto
ukrivljenih povrSin obiCajnega drsnega lezaja vzemimo dve dovolj Siroki plosCi, od katerih
je zgornja vodoravna, spodnja pa je nasproti njej rahlo nagnjena za kot a. Zelo dolga
zgornja se premika v vodoravni smeri s hitrostjo V, spodnja z dolzino a pa miruje (slika 4).
Razdalja med ploS€ama na levi strani je /4, <€ a, na desni A, < h,, tlak v tekoCinit med
ploS€ama pa naj bo na obeh krajis€ih spodnje plosCe enak p,. Zaradi striznih sil se tekoCina
nabije — zagozdi — med plos¢i, tako da je tlak med plos€ama znotraj vecCji kakor na kra-
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hy

k med plosCama po vse] dolZzini
konstanten. Ker je nagib majhen (a <€ 1),
bomo vzeli, da veljajo za dolzine dx < a pri- h
blizno takSne razmere, kakor da bi bili ploscéi ‘
paralelni. Imamo paralelen tok: prej$njemu
/ ustreza dx, d pa h(x) = h, — ax. Prostor-
ninski pretok na enoto Sirine na mestu x je
O(x) = Vh(x)/2 — h*(x)/(12n)dp/dx. a
Ta mora biti neodvisen od x: O(x) = <
Emns@ = (). K@E“ poznamo }z(x} imamo

——y

1 0. Re§
Lod rjep =po+(6nV]alh—h)m)- //}[//// Voo N s
- Ch— )y + ). e

oCceno ﬂaﬁga Vzam@m@ E@J tlak na sredi

pa j@ nasprotno enaka sili tlaka
F, ~ | p(x)dx. Definiramo lahko koeficient trenja, ki je sorazm
od viskoznosti tekodine:

Pri paralelnem stacionarnem toku ni vztrajnostnih sil. Ce tok ni paralelen, pa to ne
drzi veC. Vendar v posebnih primerih lahko zanemarimo vzirajnostne sile pri neparalelnem
toku in ostane tako od enacbe (1) le

Vp = nV?y, iz Cesar sledi zaradi divv = 0 (2)
Vip = 0. |

Kriterij za upraviCenost priblizka v stacionarnem primeru je dovol] majhno Reynold-
sovo Stevilo R = pvl/y, ki v grobem pomeni razmerje med vztrajnostno in strizno silo.
v predstavlja tipiCno hitrost, / pa tipi¢no razdaljo, na kateri se hitrost bistveno spremeni.
V nestacionarnem primeru tudi velja enacba (2), Ce so spremembe dovolj poCasne. Nesta-
cionarnost problema je potem v nestacionarnih robnih pogojih. O¢itno je priblizna Sroke-
sova enacba (2) tem bolj veljavna, ¢im vecja je viskoznost tekocine.

Za zgled si oglegmo primer, ki je v zvezi s Solskimi poskusi. Vzemimo tekocCino, ki
se giblje stacionarno med paralelnima stenama v razdalji 4 in ta razdalja naj bo majhna
v primerjavi z razseznostjo sten. V prostoru med stenama so tudi doloCeni trdni profili
debeline d, ki definirajo robne pogoje za tok &@kocm@ Izhodisc¢e koordinatnega sistema
postavimo na sredo med steni, tako da je os z nanju pravokotna. Tok je laminaren in
hitrost je stenam paralelna v = (v,, v,, 0). ' lahko dosezemo, da je

Z dovolj majhnim d
spreminjanje hitrosti v smeri 0si x in y pocasno v primeri s spreminjanjem v Smeri o0sl Zz.
V takem primeru je treba upoStevati le strizne sile v ploskvah, ki so Smna pamiem@
Ustrezna napaka ima velikostno stopnjo d?//2; [ je tipi¢na razdalja, na kamm se hitrost
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znatno spremeni v smeri osi x ali y. Pri dani tipini hitrosti v je razmerje med vztrajnostno
in strizno silo, katerega meri izraz p vd?/(yl), ob majhnem d tudi majhno, tako da velja
enadba (2). Hitrost v odvisnosti od z ima povsod isto obliko kakor pri Poiseuillovem
toku v = (v,, v,, 0) = vo(x, y) - f(z). Pri tem pomeni v, kar poprecno hitrost po rezi, Ce
je f(z) normiran. Velja

vo = Qld = — (d?/12nDdp/dl in v, = — (d?/124]) (dp/ox, dp/dy, 0).

To je razvidno s slike 5, ki kaze tokovnice in Crte enakega tlaka. Vidimo, da je za smeri
x in y tlak hitrostni potencial, kakor pri gibanju neviskozne tekoCine brez vrtincenja, saj
imamo iste zveze V2p = 0, v, = — konst. Vp. Komponenta vektorja vrtinenja, pravo-
kotna na ravnino x, y, je zanemarljiva, komponente, paralelne tej ravnini, pa so vobce
velike. To pa velja seveda le v razdaljah od sten profilov, ki so dosti vecje od d, da je spre-
minjanje hitrosti dovolj pocasno.

Na tej osnovi je zgrajen znani Pohlov aparat
za demonstracijo tokovnic. Voda teCe zaradi teze
med dvema vertikalnima- Sipama, med kateri pola-
gamo plosCate profile. Na vrhu spus€amo v vodo
érnilo skozi odprtine v enakih razmikih v vodoravni
smeri. Prameni Crnila, ki teCe skupaj z vodo, pona-
zarjajo tokovnice. Vse skupaj projiciramo. Shika, ki
jo dobimo, ustreza dvodimenzionalnemu potencial-
nemu toku tekocCine okrog danih profilov.

/ / Resitve enacbe (2) v treh dimenzijah so razliCne

/ od onih pri potencialnem toku, saj gre za vrtinCenje

Sl 5 tekodine. Pri krogli na primer, ki jo obliva zelo

viskozna tekocCina, je hitrostna porazdelitev bistveno

drugacna od porazdelitve, ki sledi iz hitrostnega potenciala za neviskozno tekocino, Ceprav

sta si obe kvalitativno in na prvi pogled podobni. Predvsem pada vpliv krogle pri reSitvi
enacbe (2) z razdaljo dosti poCasneje kakor pri reSitvi za potencialni tok.

Stabilnost paralelnega toka

Paralelni tok, s katerim smo se ukvarjali na zaCetku, je le ena — posebno preprosta —
resitev enacbe (1). Ce bi imeli paralelen tok na zadetku, potem bi tak$no gibanje pri nespre-
menjenih robnih pogojih obstajalo tudi nadalje. V praksi takSnega toka ne moremo popol-
noma realizirati. Stene ali cevi niso neskonCno dolge in nastopajo pojavi na robu. Nadalje
stene niso popolnoma gladke ali paralelne, pa tudi eksperimenta nikoli ne zaénemo s sta-
cionarnimi razmerami. Vprasanje je, kako vplivajo odstopanja od paralelnega toka na
casovni potek gibanja tekoCine. 1z izkuSnje Ze vemo, da postaja pri majhnih Reynoldsovih
Stevilih tok vse bolj laminaren, kar predstavlja reSitev enacbe (2). Pri velikih Reynoldsovih
Stevilih pa postane tok — pri nespremenjenih robnih pogojith — vse bolj nestacionaren in
nastopi turbulenca.

Te pojave poskuSamo analizirati s staliS€a stabilnosti paralelnega toka proti razlicnim
motnjam. V paralelnem toku s hitrostjo vy,(z) ustvarimo motnjo s hitrostjo v’. Tako je
dejanska hitrost tekoCine v =v, + v’ in tlak p = p, + p’. Pri idealnih nespremenjenih
robnih pogojih zasledujemo, kako se ta motnja ¢asovno razvija. Strogo analizirati je mozno
le infinitezimalne motnje. Te dajo preko enacbe (1) za v linearno enacbo za v’(r, ¢), v kateri
je vo(z) od Casa neodvisen in igra vlogo parametra. Skupaj z # in razmikom sten d v robnem
pogoju definira v, Reynoldsovo Stevilo problema. Navadno izberemo motnjo v obliki
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sinusnega vala z dano valovno dolZino, smerjo razirjanja in smerjo polarizacije, Ce g
za transverzalne valove. Z upoStevanjem vseh moZnosti vrednosti za te parameire dobimo
kompleten sistem valovanj za poljubno infinitezimalno motnjo. Pokaze se, da je posa-
mezno valovanje kot reSitev enacbe za v’ lahko duseno ali pa njegova amplituda s casom
narasca, odvisno paC od Reynoldsovega Stevila R. Mejo stabilnosti podaja R, pri katerem
se pojemanje amplitude sprevrZze v naras€anje. NajniZja
vrednost R, ki ustreza meji stabilnosti, je kriti¢no Reynold- T 4
sovo Stevilo Ry,.. Za paralelni tok med stenama so posebno
nevarna valovanja, ki se razSirjajo v smeri toka in ﬁma_p@
vektor me@m@ transverzalen in vzporeden stenam. S
ka 6. kaze mejo stabilnosti za ta primer v povezavi
z valovno dolzino A. Obmocie Zr mmj Emvuh@ je nesta-

bilno, zu ag . Smbﬂnﬁ -

ki jih HB;@V@uj@ teoryja mﬁmmm 1alnih motenj. ]
za te eksperimente so morali biti skrbno izbrani, da so
bile vse nezazelene motnje zanemarljive v primeri z majhno
motnjo, ki so jo mzﬁsﬁwmﬁ
Ce amplitu n n&msm sCasoma ne velja vec
ch motnjo v’. Domnevajo,
da se mnarasCanje motnje zaradi ndm@amm efektov ustavi, novi tok pa je Se vedno
laminaren, vendar razliCen od Poiseuillovega in tudi nestacionaren. Z Cim R g
tok skozi veC taksSnih faz, preden postane turbulenten. FEksperimenti potrjujejo, da
zares ni ostrega prehoda med Poiseuillovim in turbulentnim tokom. Motnja tudi potuje
vzdolz toka in lahko uide iz koncno dolge cevi, preden znatno spremeni gibanje
tekocCine. VcCasih celo vidimo, da se v tekocini pojavljajo omejena turbulentna podrocia,
ki rastejo in potujejo s tokom. Tok na izbranem mestu je tako nekaj ¢asa laminaren in
nekaj ¢asa turbulenten. nize v toku opazujemo in ¢im vecje

Teh podrocij je tem ved, ¢im
je Reynoldsovo §tevilo. Ce so podro&ja posejana dovolj na gosto, se zdruZijo in tok postane
povsem turbulenten. Vecine zgornjih pojavov, ki so znacilni za prehod v turbulenco, ne
znamo strogo omvnavaﬁ i@m"ﬁj@ infinitezimalnih motenj, ki pokazejo SEQ@E‘ na
obstoj nestabilnosti pri gibanju tekocine, so pomembni m;@@hm V@mm realisticnih prim
rov pa ne usimzaj@ V realistiCnih prin @mh so motnje, s katerimi imamo opraviti, kon@mh
velikosti m zato 1majo eksperimentalna — empiricno dobljena — kritiCna R
Stevila R,;’ nekoliko drugacen pomen kakor pri infinitezimalnih motnjah. Z
za katerega je R < R,.’, je motnja vzdolz toka duSena in postane tok laminaren, Ceprav
je motnja Se tako velika. Za R > R,,’ pa motnja narasca, ¢e je pri danem Stevilu R dovolj
velika in za to je potrebna tem vedja motnja, ¢im manjsi je R. Ce so na zaetku motnje
dovolj majhne — in cevi niso predolge —, je tako mogoce ohraniti laminarni tok tudi pri
zelo velikih R. To se je posrecilo za primer okroglih cevi, kjer je R, = 1600, celo do vred-

nostt za R okoli 50000.

Prehod laminarnega toka v turbulentni tok se da dobro opazovati v cevi, v kateroc
spus¢amo hkrati z vodo tanek curek &rnila. Pri laminarnem toku dobimo vzdolZ cevi lepo
ohranjen pramen Crnila, pri turbulentnem pa se pramen zacne zvijati in se pri mocni turbu-
lenci pomeSa po vsem preseku cevi. Za tak¥no polno razvito turbulenco je znadilno neure-
jeno in nestacionarno gibanje posameznih delov tekoc¢ine ob mocénem vrtinéenju. V danem
casu hitrost v mocno odstopa od svojega Casovnega povprefja v,, katerega velikost se v
sploSnem spreminja precno na smer toka v, = v,(z). Ker turbulence ne znamo strogo




obravnavati, si pomagamo s pribliznimi modeli. Tako se glede striznih sil posluZimo delne
analogije s plinom. Predstavljamo si, da se posamezni deli — kepe — tekocCine gibljejo
tako, da imajo poleg hitrosti v, Se hitrost neurejenega gibanja v’ :v =v, 4+ v’’. Skozi
ploskev v tekoCini, ki je paralelna s tokom na mestu z, prihajajo kepe z desne strani s hi-
trostjo v smeri toka v,(z + [) = v,(z) + [ -dv,/dz in z leve s hitrostjo v,(z —[). Pri tem
je [ karakteristiCna dolzina, ki 1gra vlogo proste poti. TolmacCimo jo lahko kot pot, ki jo
posamezna kepa napravi od »rojstva« do razpada, ko se njeni deli pomesSajo z okolisko
teko¢ino. Ce je precna hitrost gibanja kep v,, ima gostota toka skozi ploskev v izbrani
smeri velikostno stopnjo pv, in je gostota toka gibalne koli¢ine pri upostevanju gibanja
v obeh smereh 2pv, /- dv,/dz. To je enako strizni napetosti ¢” = %’ * dv,/dz, tako da ima
ustrezna viskoznost #’ velikostno stopnjo pv,l. Pri plinih je v, kar hitrost termi&nega
gibanja in je podana s temperaturo. Pri turbulentni tekocCini pa jo lahko ocenimo. Dve
kepi tekoCine, ki iz nasprotnih strani vstopita v dano tekocCinsko plast, se gibljeta druga
proti drugi v smeri toka z relativno hitrostjo 2/ - dv,/dz. Zaradi ohranitvenega izreka za
nestisljivo tekoCino moremo priCakovati, da bodo imele preCne hitrosti isto velikostno
stopnjo, torej v, ~ [-dv,/dz. Za prosto pot je iz dimenzijskih razlogov mogoce priCako-
vati, da je nedaleC od stene sorazmerna z razdaljo od stene z: / = kz, kjer je k brezdimen-
zionalna konstanta z empiri¢no vrednostjo okrog 0,4. Za neprevelik interval z, v katerem
pa se v, sicer znatno spremeni, je tudi smiselno predpostaviti konstantno strizno nape-
tost ¢’. 1z zveze konst. = ¢’ = pk?z*(dv,/dz)* dobimo z v, = (c’/p)*!2

vp = V4 (5,751 logue(p zv4 /i) + 5,5) @

Pri tem je integracijska konstanta doloCena empiri¢no za tok po okrogli cevi, formula pa
je tudi drugace smiselno prirejena. Izraz ne velja za majhne z, ker divergira. V zelo tanki
plasti ob steni pa je tok tudi laminaren in tam velja v, =v =p zv:/n. Izraz (4) vsaj kot
priblizek ustreza dejanski porazdelitvi hitrosti tudi v vecjih razdaljah od stene cevi. Pri
turbulentnem toku je hitrost v, po prerezu dosti bolj konstantna kakor pri laminarnem
toku, saj se tekoCina v preCni smeri mocno mesa. Tik ob steni, kjer meSanja ni, hitrost zato
zelo hitro pada. Strizne sile so pri turbulentnem toku za nekaj redov velikosti veéje kot
pri Poiseuillovem toku. Kakor je razvidno iz enacbe, ki povezuje o’ in dv,/dz, tudi zveza
med strizno silo in popreCno hitrostjo toka ali med tlacno razliko in pretokom ni veC line-
arna, temvecC priblizno kvadratna.
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Pri gibanju teles v tekodini z razmeroma majhno viskoznostjo vpeljemo pojem mejne plasti.
Nato izraCunamo obliko mejne plasti, Ce tece tekodina ob tanki ploséi. Ob telesu nastaja vrtincenje,
ki difundira skozi memo plast. Ocenimo upor in ugotavljamo, kako je odvisen od oblike telesa
in od Reynoldsovega Stevila. Vzgon izrazimo s cirkulacijo okrog telesa. Za opis cirkulacije okoli

letalskega krila uporabimo hipotezo Zukovskega.

The concept of boundary layer 1s introduced for the problem of a solid body moving in a fluid
with low viscosity. The shape of the boundary layer is calculated for the case of flow along a thin
plate. The source of vorticity at the body and the diffusion of vorticity through the boundary layer
are described. The drag on the body is estimated and its dependence on the form of the body and
on the Reynolds number is discussed. The lift 1s expressed in terms of the circulation around the
body. The circulation around an aerofoil is described using the Zhukovskii hypothesis.

1. Meina plast ob telesih, ki se gibljejio v tekocini

Obravnavali bomo gibanje teles skozi tekoCino z razmeroma majhno viskoznostjo.
Drugace reCeno, hitrost in velikost teles naj bosta dovolj veliki, da bo Reynoldsovo §tevilo
Hitrost in velikost teles pa naj ne bosta preveliki (R = 2000),

R = pvl/n mnogo veCje kot 1. ]
da se bomo smeli omejiti na preteZno laminarno gibanje. Namesto da bi govorili o gibanju
mirujocega telesa.

telesa skozi tekoCino, bomo obiCajno raje vzeli, da teCe tekocina mimo 3
Ce ob zacetnem cCasu ni bilo vrtincev, opiSemo gibanje neviskozne tekoCine s poten-
cialnim tokom brez vrtinCenja (V X v = 0). Pri takem gibanju je ob telesih normalna

komponenta hitrosti enaka niC, v, = 0; tekoCina ne teCe v telo. Tangentna komponenta
hitrosti pa ni niC, v, 5= 0; tekoCina drsi ob telesu. Za resniCna telesa pa moramo zahtevati
kot mejni pogoj, da ni drsenja, v, = v, = 0. Opis s potencialnim tokom je torej priblizek
in ga je treba korigirati vsaj v neposredni bliZini telesa. V ta namen so vpeljali pojem mejne

Zunaj mejne plasti opiSemo gibanje kot potencialno, znotraj mejne plasti pa hitrost

b=y

plasti. #
zvezno preide od vrednosti za potencialno gibanje do vrednosti v = 0 ob povr$ini telesa.
Znotraj mejne plasti torej gibanje ni potencialno, V X v %2 0. Medtem ko zunaj mejne
plasti zanemarimo viskoznost, je znotraj mejne plasti viskoznost bistvena, pa naj bo Se
tako majhna. Debelina mejne plasti je odvisna od viskoznosti; ¢im bolj viskozna je teko-
¢ina, tem debelejSa je mejna plast. Pri R =~ 1 je debelina mejne plasti Ze istega velikostnega
reda kot dimenzija telesa in delitev hitrostnega polja na potencialno polje in mejno plast
ni ve¢ smiselna. |
Upor in vzgon telesa bomo raCunali s pomocjo informacije 0 mejni plasti. Z
mejne plasti razdelimo Studij hidrodinamskega problema na tri loCene stopnje:
1) IzraCunamo potencialno gibanje okrog danega telesa. Pri tem uporabimo enacbo,
da v neviskozni tekocCini ni vrtincev, ¢e jih v zaCetku ni bilo, V X v = 0, ter kontinuitetno
enacbo V(pv) = —dp/o¢. Upostevamo le mejni pogoj za normalno komponento hitrosti
v, = U. |
2) IzraCunamo hitrostno polje v mejni plasti. Gibanje v n
od oblike povrsine, Ce je povrsina gladka in enakomerna in ¢e je mejna plast tanka.
sliko bomo dobili s §tudiiem toka ob polravnini.

vpeljavo

1ejni plasti ni zelo odvisno
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3) Ugotovimo, kje se za telesom odlept mejna plast od njega ter kaksna sled ostaja za
telesom. Sled imenujemo tisto tanko plast ali Siroko obmocje za telesom, kjer je telo gibanje
tekogine toliko zmotilo, da se bistveno razlikuje od potencialnega. Ce v sledi za telesom
nastajajo vrtinci, s€ upor mocno poveca.

OpiSimo stacionarno gibanje nestisljive tekoCine ob mirujoci plosCi. Vzemimo pol-
ravnino, ki je vzporedna z oddaljenimi tokovnicami in Kkatere sprednji rob je pravokoten
na tokovnice. Pri taki plosCi je gibanje neodvisno od koordinate z in tudi v, = 0, zato
zadoS€a opis v dveh dimenzijah x, y. Zunaj mejne plasti je hitrost konstantna, v, = u,
v, = 0. Predpostavljamo, da je mejna plast tanka in se hitrost hitro spreminja preCno na
ploSCo (v smeri osi y), vzdolz plosCe (os X) pa se spreminja pocasi. Navier-Stokesovo enacbo

in kontinuitetno enacbo zapisemo v obliki

Vit OV5[0x + v, - dvyJoy = — (1/p) dp/ox + v O®v,/0)? (1)

vy OV,l0x + v, - dv,Jdy = — (1)p) Op/dy + v &%, [Oy* (2)
ovylox + ov,foy = 0 (3)

V prvi enaCbi smo zanemarili Clen v d%v,/ox?, ker je d%v,/ox? <€ 0%, /dy?, saj se v, pocasneje
spreminja vzdolz ploSCe kot pre¢no na plos¢o. Podobno smo v drugit enacCbi izpustili
v d*v,[0x>2.

Ker je zunaj mejne plasti hitrost konstantna, je po Bernoullijevem teoremu konstanten
tudi tlak, p = p,. Enacba (2) pove, da je op/dy zelo majhen, saj so vsi Cleni v enacbi (2)
manjsi od Clenov v enacbi (1) za red velikosti v,/v,. Zato smemo privzeti, da je tlak kjer-
koli v mejni plasti isti kot zunaj mejne plasti: p(x, ¥,,,)—P (X, Vuor) = (dp/dy) Ay ~ O,
saj sta dp/dy in debelina mejne plasti Ay &~ (V0 — Vuo:) Oba majhna. Torej smemo vzeti
povsod p(x, y) = p, = konst. in ¢len z odvodom tlaka v enaCbi (1) odpade. Enacbi (1)
in (3) uporabimo za izradunanje hitrostnega polja. Tu ne bomo podrobno ra¢unali, ampak
bomo le sklepali o debelini mejne plasti. |

Na obliko mejne plasti lahko sklepamo, ¢e napravimo transformacijo x° = k2x, y’ = ky,
t* = k*, v, = vy, v,) = (1/k)v,. Enacbi (1) in (3) dobita obliko

V't OV, [0xXT v, 0v, [0y’ = vd®v, [0y | (1)
ovy’'[ox’ + ov,’[ay’ =0 (3”)

To je isti sistem diferencialnih enacb kot (1), (3); tudi mejni pogoj je isti: v,.’(x’, 0) = O,
v (x°, 00) = u, v,’(x°, 0) = v,’(x’, 00) = 0. Zato je tudi reSitev ista in velja

v (X7, ¥) = v (k*x, ky) = vy (x, ¥)

Funkcija v, je torej homogena funkcija nite stopnje spremenljivk 4/x in y in jo lahko
zapisemo kot funkcijo ene same spremenljivke v, = f(y/4/x). Geometrijsko mesto tock,
v katerih je v, = konst., je parabola: y/4/x = konst. Ce rob mejne plasti definiramo kot
geometrijsko mesto tock, kjer je v, = 0,99 u, dobimo za obliko mejne plasti parabolo
y = 4,9 4/vx/u (koeficient 4,9 nam da numericni raCun funkcije f). Ta izraz lahko Stejemo
kot debelino mejne plasti; mejo 999 polne hitrosti smo sicer izbrali samovoljno, toda
drugacna izbira (recimo 909%)) bi dala isto obliko in isti red velikosti za debelino mejne
plasti.

Debelino mejne plasti lahko karakteriziramo tudi z odmikom J oddaljenih tokovnic
od nemotene lege. Ker je ob plos&i hitrost tekodine manjsa, steCe ob njej manj tekoCine
in se morajo vse oddaljene tokovnice odmakniti, da napravijo prostor za presezek teko-

Yo Yo
¢ine. Ob plosci Sirine /4 teCe do neke oddaljenosti y, tok j v, hdy namesto j u hdy. Oddaljene
0 0
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tokovnice se zato odmaknejo, tako da je uhé = | (u— v,) hdy, torej je 6 = | (1 — v, /u) -
0 0

Numeri¢ni racun da parabolod = 1,72 +/vx/u. Ce

dy =/ f@ — f/B) - dy(A/5).

) << x < /), lahko za »debelino« mejne plasti ob zadnjem robu

ima plos¢a dolzino [/ (0
ploce zapiSemo J// = 1,72/+/R, Kkjer je Reynoldsovo &tevilo R = lujv.
ki se giblje skozi tekoCino)

zimo, da predstavlja telo v gibajoci tekocini (ali telo,
" X v. Enacbo gi-

Pokazim
zzwy Wim@@ma Vﬂm@@m@ {»g@smm vrtincev«) d@ﬁmm no kot ¢ =\

h straneh Navier-Stokesove enatbe operacijo

. Upostevamo, da je rotor gradienta tlaka nic, saj je

‘ . Zapi-
simo izraz V X [(vV)v] = (vV) (V X v) + [(V X v} V]v 4+ (VV) - (V X v). Ce se ome-
jimo na dvodimenzionalno gibanje, je drugi Clen ni¢, ker ima (V X v) le komponento v
smeri 0si z, 0v/dz pa je ni¢. Omejili se bomo tudi koCine, za katere je tretji

na nestisljive tek
¢len (divergenca hitrosti) ni¢. Pot

em dobimo enacbo gibanja

(4)

Clen na levi in prvi ¢len na desni dasta skupaj substancialni odvod d&/df = v A £. Dobili
smo difuzijsko enacbo. Vrtinenje nosi tekocina s seboj (konvekcija vrtincev), obenem
se vrtinci Sirijo z difuzijo.

[z plosCe 1zvira torej toliko vrtinCenja,

kot ga odteka v sledi za plosco:

izvir fgv hdy ~ (u/é) * (u/2) - 2hé = u2h

Izvir je v tem
torej nastaja na
¢ilno, da se m

pmm@m neodvisen od dolZzine plosce, S&j v m*azu ne nagmpa /. me@@me
B@S@@ nato pa oc mka nazaj in Pr1 d

Upor imenujemo silo, s katero deluje tekocina na telo v smeri gibanja tekoCine (oz. v
nagpmmﬁ smeri gabama telesa). Izracunaymo najprej upor i&nk@ plosCe. Strizna n&mmsé
na povrsini je mg (x) = pv[ovy(x, 0)/dy + ov,(x, 0)/dx]. Drugi ¢
s&j je hitrost v, majhna in vse koliCine se pocasi spm linjajo v smeri x (razen ob spred-
mbu} prvi clen ocenimo z 0v,/dy ~ wu/o. Upor na obeh gﬁmmh plosCe torej
znasa F =2 [ 01,(x) hdx =~ 2pv (u/6) hi = 2p A/ vlu® R. Tolen racun da

h = 4hi (pu?/2)/]A/R.
F = 2, 66 M {pzﬁ/Z}/v R. ObiCajno piSejo F = k S pu?/2, kjer je k koeficient upora (v na-
2,66/4/R), S pa je ploséina Al.

Odobm izraz d@bxm@ pri podolgovatih E@E@sm ki niso Cisto tanka. Za § vzamemo
spet plos¢ino v vzdolzni smeri, koeficient upora pa je vecji. Razlog je deloma v tem, da je
pot tekocine ob SirSem id@su daljSa in hitrost ob bokih povedana, pa se mejna plast bolj
odebeli in je za telesom debelejSa sled.

Zgornji 1zraz za upor Eahkg razloZzimo tudi z bilanco energije. Ce se telo premakne za
razdaljo D, napmvi za seboj sled dolZine D, Sirine % in debeline 26. V sledi se tekoCina
giblje za telesom s hitrostjo ~ u, prej pa je mirovala. Telo ’wmj? odda tekocCini kinetiCno

energijo ZDizé pgﬁ/z in opravi delo FD = 2Dhé pu?/2. 1z tega dobimo za upor isto oceno

kot zgoraj: F = 2hl(pu?/2)/+/R (ker gre le za oceno, mm 2 ni pomemben; toen racun

da pravi rezultat).
Cim d@bd@_gsa je sled za telesom, tem vedji je upor. Zato naraia upor z debelino telesa.

Sled je razmeroma tanka, Ce se mejna plast nad telesom m mejna plast pod telesom odlepita
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od telesa Sele Cisto zadaj in se zdruzita v sled. Ce pa je telo zadaj oblo, odsekano ali celo
nepravilno, se mejni plasti odlepita ze pred koncem telesa in med njima ostaja zelo Siroka
sled »mrtve vode« oz. vrtincev (Sirina A > 20). Zato porabi gibajole se telo pri premiku
D energijo FD = DhA pu?/2 namesto Dh 20 pu?/2 1in je upor vecji. Pri Sirokem telesu vza-
memo Vv izrazu F = k’S” pu?/2 za S’ raje preCni prerez telesa (pravokoten na smer gibanja)
kot vzdolzno plosCino. Pri debelem telesu (zlasti ¢e je zadaj zaobleno ali odsekano) je A
priblizno enak precni Sirini telesa (S° = hA), Ce je hitrost dovolj velika. Koeficient upora
je tedaj reda velikosti k> ~ 1. Ce hodemo imeti ¢im manjii upor, mora imeti telo na zadnji
strani konico z ostrim kotom, da se mejni plasti na obeh straneh odlepita Sele na konici.
Pac pa je na Celu ugodno imeti oblo ploskev, kajti konica na sprednji strani bi zaradi hitrih
sprememb hitrosti lahko povzroCila dodatne vrtince (turbulenco). V nasem primeru (tanka
plosCa) smo sicer imeli oster rob, a to pri idealiziranem raCunu ni motilo; resni¢ni tok pa
bi lahko postal nestabilen. Za telo, ki je razmeroma tanko in dolgo ter je spredaj zaobleno
in zadaj koniCasto, pravimo, da ima aerodinamicno obliko; za tako telo je upor razmeroma
majhen.

Pri dosedanjih izpeljavah smo predpostavljali laminaren tok, (razen morda v Siroki
sledi za telesom). Kvalitativni zakljucki so podobni tudi, kadar imamo zaradi velike hitrosti
turbulentno mejno plast. Ker se pri turbulentnem gibanju prenasa vrtinCenje od telesa v
okolico s konvekcijo, ki je hitrejSa od difuzije, je mejna plast debelejSa in upor v splosnem
ve&ji. Ce je mejna plast turbulentna (in tudi ¢e je le sled turbulentna), lahko dobimo s $tu-
dijem hidrodinamike le kvalitativno sliko hitrostnega polja in splosno razumevanje poja-
vov, kvantitativnega racuna pa ne zmoremo. Zakoni podobnosti pa veljajo tudi v primeru
turbulentnega gibanja in lahko doloé¢imo koeficient upora kot funkcijo Reynoldsovega
Stevila empiricno na modelih.

3. Vzgon

Dinamicni vzgon imenujemo silo, ki deluje pravokotno na smer gibanja tekoCine oz.
telesa. Vzgon bomo izraCunali iz bilance gibalne koliCine. Telo naj miruje in obdajmo ga
s poljubno namisljeno ploskvijo, ki je dovolj daleC, da ni treba upoStevati vpliva mejne
plasti ter viskoznosti in da je razlika hitrosti od nemotene vrednosti # zelo majhna. Za
gostoto toka gibalne koliCine je zapisano v uvodnem predavanju:

gij = PViV; + D 5ij-,- P =po— £ p(vV*—u?)

Na telo deluje tolikSna sila, kolikor gibalne koliCine pritee na sekundo v namisljeno za-
klju€eno ploskev:

F=—§|g;|ldS=— §pv(vdS) — § (po— 3p(v* — u?))dS

- PiSimo v = u 4 Av in zanemarimo élenlﬁ (Av)?, ki je v veliki razdalji od telesa poljubno
majhen. F=—u§pvdS— §pAv(udS) —p, §dS + §p (uAv) dS

Upostevajmo, da je $dS =0

§ pvdS = 0 (dotok tekocine v zakljueno ploskev je v stacionarnem stanju nic)
— Av (udS) + (Ava) dS = —u X (Av X dS)
F=—uxX $ pAv X dS
Sila je torej pravokotna na smer gibanja.
V nadaljnji izpeljavi se bomo zaradi enostavnosti omejili na »dvodimenzionalni« pri-

mer ; vzeli bomo telo, ki ima v smeri osi z konstanten profil in je v smeri osi z dosti daljSe
(3irina #) kot v smeri gibanja. Tej zahtevi priblizno zadoSCa npr. letalsko krilo. Vzemimo
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ker sta oba vektorja v in

cialnem toku neodvisna od integracijske
kateri jo racunamo. Zato je koncni rezulta dvisen od 1zbire namisljene ploskve,
katero smo obdali telo za izraCun bilance ICi

gibalne koliCine. Za vzgon dobimo

dvisen od podrobnosti toka ob telesu, saj le-ta doloca,
Cirkulacijo lahko doseZzemo na dva nacina:

2) Telo (npr. letalsko krilo),
glede na tekocino giblje ne-
metricno, lahko sili tekoCino k
cirkulaciji. Vzem

<u letalsko krilo miruje, cirku
lacja je nic. Krilo se zacne
gibati s hitrostjo — u: ker se
cirkulacija pri potencialnem
banju ohranja, je v veliki razdalji
cirkulacija Se vedno nié., Vrtince-
nje namre¢ pripotuje od telesa
S kanwkm}@ in difuzijo Sele v
konénem &asu. Ce je cirkulacija
blizu krila ni¢, se pri poSevni
legi krila odlepi mejna tokovnica

zgoraj in sicer Ze pred ostro ko-  Sl. 1. Vrtinca za modelom letalskega krila, ki je v zadetku
nico. V tej tocki je hitrost ni¢ in miroval, nato se nenadoma zacel gibati s stalno hitrostjo in
se spet nenadoma ustavil

s
gi

jo imenujemo toCko stagnaciie.
Tok na spodnji strani teCe okrog ostre konice navzgor, okrog vogala, se pribliza tocCki
stagnacije in spet obrne nazaj. Tak tok dozivi mocan pojemek od komnice proti tocki
stagnacije in zato ni stabilen. Nad konico krila se napravi vrtinec, spodnja mejna plast
se odlepi Ze na konici. Ko tock odnese vrtinec, se tudi zgornja mejna plast odlepi Sele na
konici. Ker se cirkulacija v veliki razdalji thma (Gsmm nic), je vsota cirkulacije okrog
krila in cirkulacije okrog vrtinca enaka nicé. V | k, j€ ravno pravsen,
da ostane okrog krila taksna cirkulacija, da ima masmm pomnsiamo pohﬁ mejno tokovnico
ravno od konice nazaj. Veljavnost tega m hipotezo Zukovskega. Ta
mehanizem je mmdno vazen, ker SE mm kot letalsko mm hkrati preskrbi pofsm%ﬁo cirku-
lacijo in zagotovi, da se obe mejni plasti odlepita skupaj Sele na konici (majhen upor!).
ustrezen vrtinec, tako da se cirku-
mejna tokovnica odlepi

mirovanja do

.adarkoli krilo spremeni hitrost, se pojavi za njim

o

/Zukovskega prilagodi zahtevi, da se
pri pospesevanju od

lacija okrog krila po hipotezi
od konice. Na sliki vidimo vrtinec, ki ostane za krilom
hitrosti — « in pri zaviranju od — uz na 0

K. Batchelor: Fluid Dynamics, Cambndge Ummmﬁy Press, Cambridge 1970.
Landau and E. Lifshitz: Fluid M IR, Moscow wn
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Valovanje na vodni povrSini je obravnavano v linearnem priblizku. Razen splo$nih lastnosti
povrsSinskih valov so opisani Se nekateri disperzijski pojavi.

WATER WAVES

A brief account of the linear theory of water waves i1s given and some dispersive effects are
treated.

Valovanje na vodni povrsini, ki ga v Zivljenju razmeroma zgodaj sreamo, nam pogosto
pomaga pri nazorni predstavi nekaterih valovnih pojavov. Tako delamo tudi v Soli, kjer
s pomoc¢jo vodnega valovanja ilustriramo pojave, kot so odboj, lom, interferenca in uklon.
Tu se bomo omejili na nekatere znacilnosti povrsinskih valov, ki so dostopne linearni
obravnavi.

V prvem delu sestavka je sploSna gibalna enacCba tekoCin poenostavljena za primere
linearnih povrSinskih valov. Poiskane so samo nekatere posebne reSitve. (Za nekoliko
sploSnej$o obravnavo si je treba ogledati [1] ali [2], Se veC pa je v knjigah [3 — 5].) Te bodo
zadoScCale za ilustracijo nekaterih lastnosti in za izpeljavo disperzijske zveze, ki bo prisla
prav v drugem delu sestavka, posveCenem nekaterim disperzijskim pojavom.

1. Poenostavljene gibalne enacbe za nihanja z majhnimi amplitudami
in nekatere resitve

Splosne gibaine enaCbe so prekomplicirane, da bi jih lahko uporabili pri resevanju

tako specificnih problemov, kot je valovanje na vodni povrsini. Predvsem moti njihova
nelinearnost. Problem si bomo poskusili poenostaviti tako, da bomo v gibalnih enac¢bah
obdrzali le tiste Clene, ki se zdijo bistveni za povrSinsko valovanje. Posebno ugodno bi bilo,
ce bi smeli povrSinsko valovanje obravnavati kot potencialno gibanje in ¢e bi za potencial
veljala Laplaceova enacba. Oglejmo si, kdaj si lahko tako poenostavitev privos¢imo!
- Domnevamo, da stisljivost ni pomembna pri povrsinskih valovih in bomo predpostavili
nestisljivost tekocCine. Z zanemaritvijo viskoznosti se Navier-Stokesova enacCba poeno-
stavi v ov/dt = g— Vp/p — (v - V)v. Pri omejitvi na valovanje, pri katerem je amplituda
nihanja a veliko manjSa od valovne dolzine A (ali ekvivalentno v, < ¢, pri Cemer je ¢ fazna
hitrost valov), smemo ¢&len (v - V)v izpustiti in nam rotor Navier-Stokesove enacbe da
d(V x v)/ot =0 (pospeSek prostega pada namre¢ lahko opiSemo z gradientom zemel;-
skega gravitacijskega polja). Od tod sledi V X v = konst., vendar je konstanta enaka nic,
ker je popreCna vrednost hitrosti niC [1].

Torej je pri majhnih amplitudah nihanja (@ <€ A) valovanje na povrSini zelo blizu po-
tencialnemu gibanju in smemo pisati v = V@. Iz kontinuitetne enacbe pa dobimo z upo-
Stevanjem nestisljivosti V - v = 0, kar pripelje do Laplaceove enacbe

. L L Ad =0 1
Njene resitve je treba poiskati. | (1)
Oglejmo sirobne pogoje! V splosnem velja, da je povsod na meji normalna komponenta

hitrosti tekocinskih delcev enaka normalni komponenti hitrosti mejne povrsine. Pri ravnem

93



dnu posode, v kateri je tekocCina, je vertikalna komp@mnm hitrosti enaka nic. |
10 koordinatni sistem

je Se treba robni pogoj na prosti povrSini. V ta namen vpeljin
jzhodisCe v pawéﬁm tekocCine, ko je m v ravnovesnem gtamu {kom‘”dmam Z naj 1

‘gf@wém@ negativno vrednost).

Cemer je Z = z—((x, y, ) = 0 enacba povrsine tekocCine. Eksphmmo zapisan dobi pogoj

dZldt = v, 0Z[ox + v,0Z|dy + v,0Z]0z + 0Z|0t = —v,d(]ox — v,0(]dy + v,— 0[]0t = O

mplitude nihanja (@ < 1) postaneta koeficienta pri v, in v, majhna
smemo ta dva c¢lena zanemariti. Kinematiéni pogoj na povrsini se

6Bz = 8]

Za | 0 povrSino potrebujemo Se dodaten — dinamiCen — pogoj, ki ga dobim
Bernoullijeve enacCbe:

iZ
o@lot + V2 + plp + gz = f(¢) | (3)

Oznacbe pomenijo: v in z sta hitrost in vertikalna koordinata tekocCinskih delcev; p je
tlak, ki ga bomo tukaj merili relativno glede na atmosferski tlak: p je gostota tekodine
in g pospesek prostega pada. V enacbi (3) smemo clen v%/2 izpustiti, e so amplitude valo-
vanja majhne (a <€ 4,).

Kot rezultat nas ne bo zanimal potencial, ampak hitrost, ki je podana z gradientom
potenciala. Zato lahko potencialu priStejemo ali odStejemo poljubno funkcijo €asa, ne da
m kag spren @mh reSitev za hitrost. Také smemo vzeti f(¢) = 0. Enacba (3), zapisana za
bmodje tik pod povriino, dobi obliko sledeCega robnega pogoja

p=—pgl —p(0P[0t),—¢

Omejili se bomo na ravninski primer (odmik povrsine od ravnovesne lege naj ne bo odvisen
od koordinate y: z = ((x, ¢)). Razlika med tlakom tik pod povr§jem tekoCine in med
atmosferskim tlakom p, ki nastopa v enacbi (3),
je odvisna od povrSinske napetosti y. Za del pre-
seka m, ﬁ 1 velja SE@d@é@ ravnovesna enacba
o je Drez m 0, kj

1agibu povrSine [(d(/ ﬁx}ﬁ < H je uhwhmest
kar enaka wﬁﬁg /dx?. Dinamicni pogoj (4) lahko
mmg zapiSemo

UpostevajoC kinematiCni pogoj na povrsini (2), dobimo z odvajanjem
casu koncno tale robni pogoj za obmocje tik pod povrsino:

Sl. 1. Del preseka povrSine v ravnini xz.

gornje enacbe po

lpg 0D|0z + p O*P|It? — p I(P*D[Ix?)]0z],—r = O (5)

Omejili smo se na mwﬁmm problem in bomo poiskali resitve, ki nam dajo ravno valo-
vanje v smeri koord mam x. Tekocina naj bo neomejena v smereh x in y ter naj bo povsod
enako globoka. Zanimali se bomo torej za mguw Lapiac@w@ enacbe (1), ki imajo obliko
D = f(z) cos (kx — wﬂ (k = 2x/2 je valovno stevilo in w/2n = 1/7 je frekvenca valovanja).




Dinamicni robni pogoj na povrsini (5) nam bo rabil za doloCitev zveze med w 1n 4. Upo-
Stevati bo Se treba robni pogoj na dnu v,(z = —h) = 0. S takim nastavkom dobimo iz
(1) enacbo

d*fldz? — k*f = ()

ki ima reSitev f(z) = ¢, exp (kz) + ¢, exp (—kz). Ob upostevanju robnega pogoja na dnu
se reSitev za potencial hitrosti glasi |

@ = @, cosh k(h + 2) cos (kx — wr) (6)

Iz robnega pogoja (5) pa dobimo zvezo med frekvenco in valovnim Stevilom, Ce vstavimo
vanj reSitev (6) za potencial in ¢e upostevamo, da je zaradi £k <€ 1 tudi cosh k(A + ) ~
~ cosh kh (drugace povedano: robni pogoj vzamemo pri z = 0 namesto pri z = ():

w?* = (gk + yk®/p) tanh kh (7)

Zanima nas predvsem, kako se gibljejo tekodinski delci. Z Jx in Jz oznadimo odmika od
ravnovesne lege (x’, z’). Ker smo se omejili na odmike, ki so majhni v primeri z valovno
dolzino, smemo potencial vzeti kar v ravnovesni legi namesto v legi, kjer se delec v resnici
nahaja. V okviru te aproksimacije velja

dox/dt = v, (x’, 2°) = — Dok cosh k(h + z’) sin (kx’ — wt) (8)
doz/dt = v,(x’, 2°) = Dok sinh k(h + z’) cos (kx’ — wt)
Oglejmo si Se odmike, ki jih dobimo z integracijo enacb (8) po Casu

ox = — Py(k/w) cosh k(h + z°) cos (kx’ — wt) (9)
oy = — Py(k/w) sinh k(h + z°) siq______:(k;»c’ — i)

Delci tekoCine opisujejo med valovanjem elipse, za katere velja (0x)?/a® + (0z)?/p* = 1,
kjer je a = Dy(k/w) cosh (h + z’) in f = Pk/w) sinh k(h + 2’). Ker je razlika a* — f? =
= P,2k*/w* neodvisna od globine, se razdalja med ZariSCi elipse ne spreminja z globino
(to ne velja za mejno plast na
ravnovesni dnu, kjer dobimo zaradi zane-
marjene viskoznosti napacen re-
“1 NiVO VOdE zultat), manjSata pa se velikosti
os1 elipse (sl. 2).

Ob povrsinskih valovihna glo-
boki vodi (4 <€ A ali exp (—kh) =
~ () opisujejo tekoCinski delci
kroge, katerih velikost ekspo-
nentno pada z globino. Tako
npr. podmornica, ki je potopljena
za veC kot eno valovno dolzino
pod povrSino vode, valovanja
na povrSju prakticno ne cuti
vec.

Ceprayv se tu s stoje¢im valovanjem ne bomo podrobneje ukvarjali, lahko na razmeroma
preprost nacin ugotovimo, kako se tekoCinski delci pri takem valovanju gibljejo. Za po-
tujoCe valovanje je znacCilna usmerjenost gibanja valov, ki se zrcali tudi v gibanju teko-
¢inskih delcev: smer krozenja (oz. gibanja po elipsah) delcev je taka, da se na hribih valov
gibljejo v smeri potovanja valovanja, v dolinah pa v obratni smeri. Pri stojeCem valovanju

Sl. 2. Poti delcev pri potujofem povriinskem valovanju
tekoCine
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sta obe smeri ekvivalentni in tako gibanje, ki bi hilo odlikovano po
elci se gibligjo po daljicab (sl. 3), ki imajo razlitno usmerjenost Vv ravnini Xz
mnajo med hrbti in vozli valovanja.

L
TRt

it
T4

a

ql. 3. Fotografija poti osvetljene kroglice iz styropora na povrsini vode pri potujocem (2) in stoje-
cem (b) valovanju. Poskus je nmapravijen v 60 cm dolgi in 25 cm siroki stekleni posodi; globina
vode je 20 cm. yalovanje vzbujamo na enci koncu posode Z valjastim predmetorm premera 5 cm,
ki niha s frekvenco v ~ 3 ¢—1 in amplitudo 4 mm. Pri opazovanju potujocega valovanja je treba
na drugem koncu posode valovanje abvsmbiram ar napravimo s 25 ¢m dolgo strmino, prevleceno
s 5 mm debelo plastjo penaste mase. Se zmeraj se nekaj vpadlega valovanja odbije, zato je treba
paziti, da je frekvenca izbrana tako, da ne pride do resonance v posodi in okrepljenega deleZa stoje-
Sega valovanja, kar bi dalo delcem elipti¢no pot gibanja. Pot kroglice se da lepo projicirati na

steno predavalnice (foto M. Smerke)

‘mer globokih valov (1 <€ h) bomo oradunall energyo valovanja, ki je vsebovana
v kvadru viSine #, dolzine A in poljubno i brane Sirine b (sh. 4. Upostevajoc POZO]
ih > 1 [alisinh k(2 + 7}~ cosh k(h + 2) ® 1 exp (kh + kz)] in enacbo (8), dobimo za
inetiéno energijo

A0
W, = (pb[2) | | vidxdz =
0~/

? 0
— (1/8)pbA Py k™ eXP (2kh) | exp (2 kz) dz =
—h

— (1/16) pb &2k ) exp (2kh) = pga*bll4

kier je z a = (e @yf2c0) €XP (kh) oznacena amplituda
valovanja. Dotencialna energija zaradi dviga vode Vv

obmodju ene valovne dolzine je enaka (gle] sl. 4)

A
W, = pgb [ (tdx == (pgb @ 2k 16 ?) exp (2 kh) =
0
’ gl 4. Volumen tekoline, za katercga
— pga*bA4 adunamo energijo valovanja



pri cemer sta uposStevani enacbi (9) za odmik in zveza w® = kg, ki jo dobimo iz (7), Ce je
kh > 1 in ¢e zanemarimo vpliv povrSinske napetosti. KinetiCna in potencialna energija
sta torej enaki, njuna vsota — celotna energija valovanja — pa znasa pga?bi/2.

Dolgi teznostni valovi

Pri dolgih valovih postane frekvenca sorazmerna valovnemu Stevilu (nedisperzno

valovanje). 1z (7) dobimo pri1 kh <€ 1:
w = k /(gh) (10)

Tedaj velja podobna valovna enacba kot za svetlobo v vakuumu (v priblizku, da je ampli-
tuda Se zmeraj veliko manj$a od globine), o ¢emer se lahko hitro prepricamo. V ta namen
rabimo ohranitveno enac¢bo za volumen tekocine (z b spet oznaC¢imo poljubno izbrano
Sirino v smeri y): d(bl)/dt + d[blh + {)v,]/dx = 0 in dinamiCni pogo] na povrsini (4),
ki se, odvajan po x, glasi

g(dl/ox) + d(dD/dx)/ot = O, z=¢_ (11)

S tem, da smo vzeli p = 0 tik pod povrSino, smo vpliv povrSinske napetosti opustili. Ohra-
nitveno enacbo nekoliko poenostavimo tako, da zanemarimo velikost { v primeri s A:
olldt + h ov,/]ox = 0. Z odvajanjem te enaCbe po Casu in s substitucijo vrednosti za
v, = 0®/0x iz enacbe (11) dobimo kon¢no valovno enacbo za {:

02 [ox* — (1/gh) d*C/dt> = O | | (12)

Prav enaka enacCba velja za potencial. Dobimo jo tako, da vstavimo ohranitveno enacCbo
v (5). Potencial mora zadoscCati Laplaceovi enacbi (2) po vsej tekocCini, robni pogoj na
povrsini pa je valovna enacba (12). Tukaj bomo izjemoma poiskali sploSno resitev valovne

enacbe. Iz (12) dobimo z zamenjavo x; = x + ¢t in x, = x — ct:
4 0% [0x,:0x, = 0
Iz te enaCbe, integrirane po x., sledi dl/dx, = 1 (xy1), kKjer je {;(x;) poljubna funkciia x,.

Integracija po x; pa prinese { = {i(xy) + & (xs), kjer je {(x;) poljubna funkcija x,. Splosna
reSitev se torej glasi

(= G(x +ct) + Lx—et) (13)

Zadovoljili se bomo v glavnem z reSitvami, ki imajo obliko kosinusnega vala

{ =, cos (kx — wt)

Enacba (12) je posebno uporabna pri §tudiju plimskih valov, saj je zados¢eno tako
zahtevi po majhni amplitudi (a <€ A) kot po plitvem morju (4 <€ 4). VecCkrat se pa sreCamo
z valovanjem, pri katerem je odmik istega reda velikosti kot globina (morski valovi na
plitvem dnu). Ogleymo si, kaj dobimo namesto (12), ¢e odmika { v primeri z globino #4
ne zanemarimo. Ohranitvena enatba nam da Jdf/dt + (h + ) ov,./ox = 0; Kkoeficient
Jf/dx smo zanemarili zaradi a <€ A. Odvajanje po €asu in upostevanje pogoja (11) nam
v nasSi aproksimaciji prinese enacbo 0%(/dt?* + (d(/dt) (Ov,[dx) + (h + () g d*/ox? = O.
Spet smemo i1zpustiti srednji Clen, za katerega lahko ocenimo, da je a/A krat manjsi od

drugih. Tako dobimo
' 9% [ox* — (gh + gO)™* - d*C/dt* = O

Primerjava te enacbe z enacbo (12) pokaze, da lahko koli¢ino v/(g(# + {)) identificiramo
s hitrostjo Sirjenja valovanja. Vidimo pa, da je hitrost odvisna od dejanske globine vode
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h + { in ne od ravnovesne globine 4. Pojavi se znano lomljenje plitvih valov (vrh
vala se giblje hitreje od doline, zato postanejo valovi asimetricni). Pri lomljenju je vazna
tudi viskoznost, a tukaj n1 bila upostevana.

Funkcijska odvisnost irekvence od valovnega Stevila, to je disperzijska zveza, je v
naSem primeru dana s pozitivnim realnim korenom enacbe (7)

= +/((gk + yk?|p) tanh kh)

Faza 0 = kx — wt, ki nastopa v reSitvah valovne enacbe, d
lino kosinusnega vala. Ploskve konstantnih faz so na primer |
paralelne ravnine. Te ravnine se gibljejo s hitrostjo

c = wlk

ki jo imenujemo fazna hitrost. Pri dolgih teZznostnih valovih je fazna hitrost ¢ = %/ (gh)
neodvisna od valovnega Stevila. V splosnem pa imajo valovi razlicnih valovnih dolZzin

razlicne fazne hi

Valovno Stevilo in frekvenco lahko dobmmo i1z faze z odvajanjem: & = df/dx In w =
= —adf/c1. S ponovnim odvajanjem lahko fazo eliminiramo

ok|dt + dmw]dx = 0 (14)

@hramﬁ/@ mﬁmg lahko jo Se .

oklot + (0w]dk) (dk|dx) = O

gace zapm@mo

kar je enacCba za Sirjenje valovnega Stevila k s hitrostjo ¢, = dw/dk. V splosnem je grupna
hitrost razlicna od fazne hitrosti ¢ in odvisna od valovnega Stevila. Tako valovanje je
disperzno. Splosno motnjo na owﬁnﬁ S@Sm‘vijaj@ @mﬁ@mw kﬁmpomnm mzﬁémh va-
lovnih §mvﬂ in ustrezno mzmm
motnje. Od tod izhaja tudi in

Vaﬁmzn@ poteze pmbhmo m&k@ frekvence se Sirijjo z grupno hitrostjo. primer si
ogleymo utripanje, ki ga dobimo z interferenco dveh valovanj skoraj enakih frekvenc in
ki predstavlja cel vlak takih valovnih potez. Pois¢imo hitrost, s katero se poteze gibljejo.
Sestevanje dveh valovanj { = {,cos (kx — ot) in & = {,cos [(k 4 6k)x — (o + Sw)t]
da naslednji rezultat

(=0 + § =2 cos (xdk — t6w)/2) cos (kx — wt) = A cos (kx — wt);

7. A smo oznacCili 2, cos ((xdk — tow)/2) in vzeli, da sta ok In Jw infinitezimalni sj
membi. EnacCba { = A4 cos (kx — wt) predstavlja periodi¢no potujoCe valovanje, katerega
ampﬁwda se s ¢asom spreminja. Mesta konstantne amplitude se §irijo z grupno hitrostjo
= dw/dk (sl. 5). . |
Opazgvaﬁ@@ k1 se giblje skupaj z valom s fazno hmm@ (recimo tako,
ob vrhu vala), bo opazil, da se v njegovi okolici spreminja valovna oﬁzm&

Nasprotno
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pa opazovalec, ki se giblje z grupno hitrostjo, obdrzi v svoji1 okolici valovanje enakih &
in @, pacC pa se vrhovi valov gibljejo mimo njega.

Sl. 5. Pri utripanju se vrhovi valov Sirijo s fazno hitrostjo ¢, skupine valov pa z grupno hitrostjo c,

Na primeru teZnostnih valov na globoki vodi bomo $e pokazali, da se energija prenasa
v smeri Sirjenja valov s hitrostjo, ki je enaka grupni hitrosti. Pri valovanju, ki potuje z leve
proti desni, naj bosta v, in op hitrost in spremenljivi del pritiska pri koordinati x. Delo,
opravljeno v enoti ¢asa na tekocCini, ki lezi desno od x, je enako

0 | |
0A4/ét = b [ Spvy dz (15)
iy

Upostevajo¢ enacbo (4), dobimo za spremenljivi del tlaka op = —pd®@/0t. Za hitrost
vstavimo v, = d®/0dx, pri Cemer je @ = L D, exp (kh + kz) cos (kx — wt) — reSitev za
potencial. Poiskali bomo Casovno poprecje izraza (15) in upostevali sin? (kx — wt) = 1/2.
Dobimo

L 0
0A[0t = L bk Dyp [ exp(Rkz)dz ~ - pboD; exp (2kh) = We /A
—h

pri cemer je W/A opravljeno delo na enoto dolZzine. Zanj sledi iz izraza za energijo W/l =
= pga®b/2. Torej energija precka ravnino x s poprecno hitrostjo c,.

Vrste valov

Iz disperzijske zveze w?* = (gk + yk?/p) tanh kh vidimo, da smemo vpliv povrSinske
napetosti zanemariti, ¢e je k% < pg/y. Tedaj govorimo o feZmostnih valovih. Pri njih je
c, << c. PacC pa je pri valovih kratke valovne dolzine (k? > pg/y) povrSinska napetost
bistvena. To so kapilarni valovi, pri katerih je ¢, > c. Mejna valovna dolzina 4,, = 21/ (y/pg)
je za vodo 1,73 cm (povrSinska napetost vode je y = 0,074 N/m).

Omejili se bomo na pojave na globoki vodi (ki > 1), za katere se disperzijska zveza
poenostavi v w?* = gk + vk3®/p. Za fazno in grupno hitrost imamo

¢ = /(glk + vklp) ¢ = (c/2) (1 + 3yk*[pg)|(1 -+ yk*pg)

Fazna hitrost doseZe svojo najnizZjo vrednost pri mejni valovni dolzini 1,73 cm. Takrat
sta tudi grupna in fazna hitrost enaki ¢,, = 23,2 cm s~1. Kot je iz grafa na sliki 6 razvidno,
ustrezata eni hitrosti po dve valovni dolzini. Najnizjo grupno hitrost 18 cm s~! imajo va-
loviz A = 4,4 cm.

Valovanje iz kratkotrajnega tockastega izvira

Valovanje se iz mesta, kjer imamo tockast izvir, Siri izotropno v vse smeri. Valovi
razli¢nih valovnih Stevil se gibljejo z razli¢nimi grupnimi hitrostmi ¢, (k). Po Casu 7 jih bomo
— Ce so soCasno nastali — nasli v oddaljenosti r = ¢, (k)¢ od izvira. Pri teznostnih globo-
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. Odvisnost fazne (c¢) in grupne (c,) hitrosti od valovne dolZine pri globokih vodnih valovih

ovodnih ih, kjer je ¢, = 2+/(g/k), dobimo za prepotovanc pot r = (¢#/2)1/(g/k)
in za odvisnost valovnega Stevila od Casa k = gt?/4r®. Za frekvenco velja o = V (gk) =
gt/2r. S to Casovno odvisnostjo so dolocili oddaljenost na odprtem
da so opazovali valovanje na obali. "

Ugotovili so d@ bro wjemanje s podatki, znanimi i
meteoroloskih opazovanj.

Kratkotrajen, skoraj toCkast izvir Eak@ ustvarimo tudi tako, da vrzemo kamen v
vodo. Ker je najniZzja grupna hitrost 18 cm s, se od mesta xzwm Sm krog z radijem
18 cm - t, znotraj katerega ni vec n@bsmga valovanja. N ogih, ki se Sirijo z vec-
Jimi hﬁmsﬁmiﬁ pa prevladujeta p@ dve Supemommm valovni dﬁmm ena, ki ustreza
kapilarnim, in druga, ki ustreza teznostnim valovom. Seveda pa je glavni del energije
zbran v okolici kroga,

ki se Sir1 z grupno hitrostjo za valovne dolzine reda velikosti pred-

ez

SE ogﬁq 10 vodni tok, ki se giblje s stalno hitrostjo v po Sirokem koritu.
vso §irinc imejmo na povrsini oviro, ki leZi pravokotno na smer gibanja. Namesto tega
lahko opazuj@m@ mirujoco vodo, po njeni povrsini pa se giblje ovira z enako hitrostjo
v nasprotni smeri kot prej vodni tok. Zanimali se bomo za valove, ki se gibljejo s fazno
hitrostjo, ki je enaka hitrosti ovire; torej za take, ki so videti stacionarni, Ce jih opazujemo
iz ovire. Temu ustrezajo le valovi, za
katere velja c(k) = v. Stacionarnih va-
lov ne dobimo, Ce je v < ¢,, (tedaj
dobimo krajevne motnje, ki se z odda-
lienostjo izgubljajo). Kadar je v > ¢,,,,
ustrezata dve valovni Stevili zahtev:

c(k) = v; ena na kapilarni veji valov, Si. 7. Stacionarna slika v blizini ovire. Pred oviro
druga na teznostni. OznaCimo ju s 4, nastanejo kapilarni valovi, za oviro pa teZnostni
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ink,. Velja k, > k,, > k, (4, < 4,, < A inc,(k,) > clk,) = v = c(ky) > c,(k,). Ker imajo
teznostni valovi manjSo grupno hitrost, jjh bomo nasSli za oviro, kapilarni valovi pa
zaradi veCje grupne hitrosti prehitevajo oviro (sl. 7).

Valovni upor

Telo, ki se giblje po povrsini s hitrostjo v, puS€a za seboj valove (upoStevali bomo
samo teznostno valovanje), za ustvarjanje katerih opravlja na enoto Casa delo F,v, kjer je
F,, valovni upor. Imeymo spet oviro kot na sl. 7, katere razseznost v smeri y (pravokotno
na smer gibanja) je velika. Spet se valovanje, ki je s staliSCa ovire stacionarno, lahko giblje
le s fazno hitrostjo ¢ = v. Nekje za telesom postavimo pokonéno ravnino, pravokotno
na smer gibanja telesa. Na prednji strani te ravnine se energija ustvarja s hitrostjo ¢, kar
da za ustvarjeni energijski tok We/ld = bpga®c/2; medtem pa precka energija ravnino le
z grupno hitrostjo. Razlika je torej tisti del energije, ki ne potuje s telesom: F,c = (c—c ) W/A.
Pri globoki vodi dobimo torej za valovni upor F,, = bpga?/4.

Faza valov potuje z enako hitrostjo kot motnja. Zato pri hitrosti motnje, ki preseze
najveCjo mozno fazno hitrost valov 1/(gh), ni ve valovanja, ki bi lahko sledilo telesu, in
tudi valovnega upora ni vec.

Pri ladjah je seveda treba upostevati tudi preCne dimenzije; zaradi tega razliCne valovne
dolzine lahko prispevajo k uporu (glej poglavje o ladijskih valovih) in je zveza med uporom
in hitrostjo druga¢na. Se zmeraj pa velja, da pri hitrostih nad 4/(gh) ni ve¢ valovnega
upora.

Ladijski valovi

Kadar se vozimo po mirnem morju z ladjo, lahko opazimo, da ustvarja ladja stacio-
narno (s staliSCa opazovalca na ladji) sliko valov, ki se vleCe za ladjo pod doloCenim kotom.
Ta kot je neodvisen od hitrosti ladje, v nasprotju s tistim, kar vemo o Sirjenju zvoka pri
nadzvocCnih hitrostih. Konstantnost kota je posledica disperzijskih pojavov pri valovanju
na vodi. |

Omejili se bomo na valovanje na globoki vodi. Ze s samo uporabo disperzijske zveze
se da dobiti precej podatkov o valovni sliki. Poskusili bomo najprej dolocCiti kot, pod
katerim se vlece valovanje za ladjo. Gre za problem, ki je analogen dvodimenzionalnemu
primeru v prej$njih poglavjih, le da upostevamo tu konCnost dimenzije ladje v smeri pravo-
kotno na hitrost. Spet velja, da dobimo isto sliko, Ce 1adja stoj1 in se voda giblje v nasprotni
smeri. Val, ki ga najdemo pod kotom « glede na mesto, kjer je bila ladja, ko je val nastal,
se mora Siriti s fazno hitrostjo ¢ = v cos a, ¢e naj za opazovalca na ladji ohrani statiCen
videz (sl. 8). Torej je pod kotom a zastopana samo tista valovna dolzina, za katero je 1z-

&

C X1 = Vi

Sl. 8. Zveza med fazno hitrostjo ¢ 1n hitrostjo potovanja ladje v. 4 je zaCetna lega ladje, od koder
izhaja valovanje, ki ga opazujemo na mestu P. C je trenutna lega ladje
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polnjeno c{k) = v COS .
dobimo vse moZne fazne
. kakrSnega 1mamo na sliki 9 (ladja
eri od A proti C). Ko pride
: moral vrh vala, ki je nastal
pri A, pripotovatl do e bi grupna

“+rost bila enaka fazni. Ker je pri globo-

ih valovih ¢, = ¢/2, prepotuje zacetni val
le polovico omenjene poti (do tocke !
anj$i krog predstavija
esto front valov, izhajajocih 1z
Enimi koti (torej z razli¢nimi
odobno lahko

ladja do C,

S1. 9. Shema k dolocitvi fronte valovanja izhaja-

jocega iz tocke A

S1. 16. Ovojnice front va-
lovanj — nastalih vzdolz
poti ladje — tvorijo pro-
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Sl. 11. Fotografija kapilarnih valov, ki nastanejo pred mirujoCo OViro

~ vodo se vrti tako, da ustreza gibanje vode smeri ©

d zgoraj navzdol na fotografiji (foto

v premikajo¢i se vodi. Posoda
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nariSemo fronto valov, ki so nastali pred dvakrat daljSim Casom 1td. (sl. 10). PoloviCen kot
klinastega podrocja, ki se vleCe za ladjo, je torej arc sin (1/3) = p/2 ali f = 39°. Tu kapi-
larnih valov nismo obravnavali. Ti so zaradi ¢, > ¢ omejeni na prostor pred omenjenim
klinastim podrocjem (sl. 11), podobno kot v dvodimenzionalnem primeru, kjer jih je ovira
potiskala pred sabo. Kapilarni valovi pridejo posebno do i1zraza pri opazovanju pojava
v manjSih razseZnostih (mirujoca ovira na povrsSini reke ali potoka, plavajoCa raca na vodi).

Oglejmo si Se, kaksna je slika valov, ki se vleCejo za ladjo. Predvsem zZelimo ugotoviti,
kje lezijo mesta konstantne faze 8 = kx — wt = konst. Omejili se bomo na en sam tockast
izvir, ki se giblje s konstantno hitrostjo v po povrSini vode. ToCkasta ovira naj se giblje
v smeri od A4 proti C (sl. 8). Zanima nas, kaksno fazo ima valovanje, izhajajoCe iz toCke
A, ko ga opazujemo na mestu P. To lahko dobimo, saj vemo, kako sta valovno Stevilo in
frekvenca odvisna od casa in kraja (glej poglavije o trenutnem tocCkastem izvirul!):
k = gt*/4r? in w = gt/2r. Za fazo velja potem 0 = —gt?/4r. Valovanje z valovnim Stevilom
. prepotuje v Casu ¢ pot r = c(k)t/2 = (vt/2) cos a, kjer smo uporabili stacionarni pogoj
¢ = v cos a. Z vpeljavo koliine a = —2v20/g = v*2/2r, ki ima dimenzijo dolzine, dobimo

VeZl | { = acosa r = (a/2) cos® a (16)

Za koordinati x in y tocke C velja x = x; — rcosa in y = —r sin a, od koder sledi, upo-

Stevajoc (16) x =acosa—(a/2)cos*a  y = —(a/2) cos?asin a (17)

Enacbi (17) predstavljata pri a = konst. dru-
zino krivulj konstantne faze. Iz slike 12, kjer
so te krivulje narisane, se vidi, da gre za dva
sistema valov. S primerjavo fotografije (sl. 13)
valovanja, ki ga ladje povzrocajo, se lahko
prepricamo, da kvalitativno ujemanje z rezul-
tati za toCkast izvor niti ni tako slabo.

Zahvaljujem se J. KoSirju in A. Trontlju
eza sodlovanje pri pripravi poskusov.

Sl. 12. Valovni hrbti pri enakomerno premo-  Sl. 13. Fotografija valovanja nastalega pri pre-
Crtnem gibanju toCkaste ovire mocrtnem gibanju skupine ladij
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Obzornik mat. fiz.

UDK 534.14

Linearna valovna enacCba za zvok v tekoéinah je 12@3}%& 1z lineariziranega Newtonovega
drugega zakona, kontinuitetne enacbe in enacbe staunja. Upravicena je izbira adiabatne enadbe
stanja in podani so kriteriji za veljavnost linearne V@;E@Vﬂ@ enacbe.

Linear wave equation for sound in fluids is derived from linearized Newton’s second law.
continuity equation and equation of state. The use of adiabatic equation of state is justified and
criteria for validity of linear wave equation are given.

n vmaskxh mﬂogev prav tako pomembno,

Raziskovanje morja je iz gos
kot so vesoljske raziskave. Kar j@ za vesolje elektromagnetno mmmm@ﬁ to je za morje
iem lahko razdelimo na tr1 dele.

zvocno valovanje. Raziskave v zvezi z zvoCnim

V teoretiCnem delu se ukvarjamo z méwamj@ imi robnimi pogoji.

Seveda sama teorija ne koristi dosti, ¢e ne poznamo fizikalnih lastnosti vode in morja

nasploh. Spoznavanje tega sodi v eksperim problema. Na koncu pride tehno-

E@Sk@ uporabni del, v katerem se m z 1zdelavo oddajnikov in spre-

mkmf zZvocnega vammma in HﬂhOVO uporabo.
V tem sestavku bomo gibalne enacbe, ki so bile zZe gzp@ham v uvodnem

pm’edm_ za opisovanje zvocnega valovanja z majhnimi amplitudami.

Najprej zapiS$imo Newtonov zakon v diferencialni obliki. Zanemarimo viskoznost teko-

1O |
¢ine, a upoStevamo stisljivost. Tako dobimo nelinearno parcialno diferencialno enacbo
(1)

plov/ot + (vV)v] = —
diferencialni obliki ga takole

predavanju,

g tega se sklicujemo na izrek o ohranitvi mase.

zapisemo

(2)

Tako imamo eno vektorsko in eno skalarno enacbo za vektorsko polje v(r, ) in dve
skalarni polji p(r, ¢) in p(r, 7). Potrebujemo Se eno skalarno enacbo.

Ko se je leta 1687 I. Newton ukvarjal z zvokom v zraku, je za manjkajoco enacbo vzel
kar izotermno enacbo stanja (Boylov zakon). Za to je imel tehten razlog. To je bila namrec
edina enacba stanja za zrak, ki so jo tedaj poznali, in tako izraCunana zvocCna hitrost 280 m1/s
niti ni zelo napacna. S

Sele leta 1807 je P. S. Laplace predlagal adiabatno enacbo stanja.
Njegov argument sliSimo Se danes: zaradi hitrega stiskanja in razpenjanja zraka se toplota
ne more pretakati med zgosc¢inami in razredCinami. Po tem naj bi bila uporaba adiabatne
enacbe tem bolj upravidena, &im vi§ja je frekvenca valovanja. Kot se rado zgodi v fiziki,
je ta argument sicer napacen [1], tako izracunana zvocna hitrost v zraku pa se imenitno
yjema z izmerjeno. To ne zmanjSuje Laplaceove zasluge. Nasprotno, tudi to kaZe, da je
bil Laplace ne samo velik matematik, ampak tudi pravi fizik. Laplace je povedal svoj
argument v jeziku in z znanjem svojega Casa. V njegovem casu pa je bil korekten argument
za 1zbiro adiabatne enacCbe stanja nemogoc. Znak pravega fizika je, da je Laplace navzlic
temu izbral pravo enacbo.
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Del Laplaceovega argumenta je pravilen. Ce naj velja adiabatna enadba stanja, mora
biti pretakanje toplote med zgosCino in razredCino v Casu polperiode 1/(2v) zanemarljivo
majhno. Toda prevajanje toplote je difuzijski proces. Difuzijska dolzina za toploto je v
casu t enaka (D1)'/2, kjer je D toplotna difuzijska konstanta za tekoCino. Ta je enaka kvo-
cientu med toplotno prevodnostjo in produktom gostote in specificne toplote [2]. Po drugi
strani pa je razmik med zgosCino in razredCino 1. Groba ocena za uporabnost adiabatne
enacbe je torej |
54 > (D/20)'*
ali

v < c¥D (3)

V nasprotju s prejSnjo trditvijo je uporaba adiabatne enaCbe tem bolj upravicena, Cim
nizja je frekvenca valovanja. Ker pa ima c¢?/D v normalnih okoliS€inah za zrak velikostno
stopnjo 10'%/s in za vodo 10%3/s, nas niti pri ultrazvoCnih frekvencah ni treba biti strah,
da bi neenacbi (3) ne bili izpolnjeni.

Zapisimo adiabatno enacbo stanja za tekoCino v diferencialni obliki, ki jo bomo kasneje
potrebovali [3]

(dpldp)s = 1/xsp (4)

Indeks .S na levi strani pomeni, da je napisant odvod vzet pri konstantni entropiji, ys pa
je adiabatna stisljivost tekocCine. |

Sistem nelinearnih enacb (1, 2, 4) je pri danih robnih pogojih v sploSnem zelo tezko
resiti. Domnevamo pa, da smemo za opisovanje zvocCnega valovanja z dovolj majhnimi
amplitudami hitrosti, tlaka in gostote zanemariti nelinearne clene v teh enaCbah. Kaj je
dovol] majhno, bomo precizirali kasneje. ZapiSimo p = p, - p1, P = po — P2, Kjer sta p,
in p, konstantna ravnovesna gostota in tlak, in se omejimo na primer, ko je ravnovesna
hitrost enaka ni¢. Linearizirani sistem enacb se potem glasi

polcv/dt) = —Vp, + pof (5)
cpy/dt + poVv = 0 (6)
D1 = (1/xspo)ps (7)

Za fizikalno smiselne reSitve teh enacb zahtevamo Ipl/Pe ] <1, l DP1/Po l < 1 1n

f (v: V)v| < i ov/ot ’ (8)

Crta nad izrazoma pomeni &asovno popredje. Pogoj (8) zapisemo v taki obliki zato, ker
je pri1 valovanju odvod ¢v/dt v doloCenih trenutkih enak ni€. Iz tega pogoja bomo na kraju
izpeljali kriteriy za uporabnost lineariziranih enacb.

Sedaj ni tezko zapisati valovnih enacb za p, in p, posebej. Enacbo (6) odvajamo po Casu,
1izracunamo divergenco vektorske enacCbe (5) in upoStevamo zvezo med p, in p;. Tako do-
bimo |

Ap, — (%pi] 0t?)[c* = yspo® VE 9)

Ap, — (0°ps/ Ot?)[c* = po VE (10)

pri ¢emer je hitrost raz§irjanja valovanja ¢ enaka

c® = 1/xspo ' (11)

V linearni aproksimaciji je ta hitrost neodvisna od frekvence. Izmerjena zvoCna hitrost
v zraku pri 20°C in tlaku 1 kp/cm? je 334 m/s, kar se ujema z izraCunano. Za Cisto vodo
je pri 20°C adiabatna stisljivost 4,57 - 1071 m?/N, hitrost zvoka pa 1483 m/s. V resnici
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je nase zaupanje v enacbo (11) tolikSno, da raCunamo z njo iz izmerjene zvocne hitrosti

adiabatno stishiivost.

Nekaj veC dela je z izpeljavo enacbe za hitrostno polje v(r, 7).
gostota zunanje sile f(r, ) izraziti kot gradient skalarne funkcije

f(r, 1) = — V U(r, 1)

Privzamemo, da se da

imer za to je tezna sila. Potem sledi iz enacCbe (5)

torej
V Xv(r, ) =A({)

Zato smemo iskati v(r, f) v obliki

(r) —V O(r, 1) (12)

Vektorsko polje A(r) ni odvisno od Casa.

, 1) imenujemo hitrostni potencial. Ker tekoCina v ravnovesnem
V = 0. Enacbo (5) sedaj zapiSemo v obliki

po V (89[0r) = Vp, + po VU

Skalarno funkcyo @(r
stanju miruje, postavim

A

Dot — pifpy— U = g(1) (13)

Ker nas zanima le V@, smemo izbrati g = 0.

kijer je g(¢) Se poljubna funkcija Casa.
- Odvajajmo zgornjo enacbo parcialno po Casu in upostevajmo enacbi (6, 7).
bimo valovno enacbo za hitrostni potencial

d — (2P| r2))c® = — (0U]d1)/c? (14)

Ker je v=—V®, je

Ploskve @(r, ) = konst., r = konst. imenujemo valovne ploskve.

zvocno valovanje longitudinalno valovanie.

Zadostuje, da reSimo le eno od valovnih enacb, na primer enacbo za hitrostni poten-
cial. Z enacbama (6, 7) potem hitro izraCunamo ustrezna p, in p.

Vsaka fizikalno smiselna reSitev valovne enacbe pa mora zadosCati pogoju (8). Opisim
ta p@go_g fizikalno. V ta namen izberimo preprosto reSitev homogene valovne @nacb@
ki opisuje ravno valovanje, v obliki

D(r, 1) = Dysin (bkx — wt), k = ow/c

oordma,ém zasukah tako, da kaZe pozitivna smer osi x v smerl Sirjenja valo-

| vok cos (kx — wit) sin (kx — wt) | < | w sin (kx — o) |,

torej

Vo < C (ié}

Sedaj to posploSimo in trdimo: linearne aproksimacije so upravicene, ¢e so amplitude
hitrostnega polja v(r, #) majhne v primeri s hitrostjo razsirjanja valovanja c.

To lahko povemo Se drugacCe. Do sedaj smo racunali v(r, ¢), p(r, ¢) in pfr, t), kot jih
izmerl mirujoC opazovalec v okolici tocke r. Kako pa se giblje izbrani delec tekoCine?

111



Oznacimo odmik delca iz ravnovesne lege z s(r,, ¢). Pri tem je r, radij vektor delca v rav-
novesni legi in z njim tudi »oStevilCimo« izbrani delec. Hitrost delca je potem enaka

ds/dt = v(ry + 8, t)

Razviyjmo izraz na desni strani po argumentu s in upostevajmo le prva dva Clena

ds/dt = v(xo, t) + (sV)v(x, #)

VY okviru linearnih aproksimacij, ki smo jih doslej delali, pa mora biti v Casovnem poprecju
drugi Clen majhen v primeri s prvim. Za nasS preprosti primer pomeni to

| s(2)k cos (kx, — wt) | < | sin (kx, — wt) |
al
5o <€ A ' (17)

Amplituda odmika delca iz ravnovesne lege s, mora biti majhna v primeri z valovno
dolzino valovanja. Tedaj smemo v enacbi (1) aproksimirati substancialni odvod s par-
cialnim odvodom po Casu. Vidimo tudi, da je v linearni aproksimaciji hitrost delca z ravno-
vesno lego r, enaka kar v(r,, 7).

Valyjoca tekoCina 1ma v primeri s tekoCino v ravnovesnem stanju dodatno energijo —
energijo valovanja. To si oglejmo na primeru dovolj razsezne tekoCine, v kateri smo na
kakrSenkoli na¢in vzbudili zvoéno valovanje. To valovanje objamemo z zaprto ploskvijo
S, tako da je zunaj nje tekoCina Se v ravnovesnem stanju. TekoCino znotraj S razdelimo
na majhne delce z maso Adm. Energija valovanja delca 4m je sestavljena iz kinetiCne in
notranje energije, ki jo Stejemo od ravnovesne notranje energije. Potencialno energijo v
polju zunanjih sil bomo odslej zanemarjali. Oznacimo z 4V, prostornino 4m v ravnovesnem
stanju in z 4V prostornino v c¢asu 7. KinetiCna energija delca je |

L povidV, (18)

in je enaka delu, ki ga opravi na delcu rezultanta sil —Vp, - 4V,. |
N otranja energija pa gre na racun stiskanja ali raztezanja in je enaka

AV

— [ pd(4V) = —L (p + po) (AV — 4AVY)
AV,

Pri tem smo v skladu z dosedanjimi poenostavitvami aproksimirali zapisani integral s
trapezno formulo. Zgornji izraz lahko zapiSemo na novo v obliki

—Dp( AV — AV,) —% (p — po) (AV — 4V,)
Upostevaymo |
AV — AV, = Am(1/p — 1/py) = —p.14V,/po

D— Do = D1 = C*Py

in seStejmo notranje energije vseh delcev. Ker je vse valovanje znotraj ploskve S, velja
> AV = > A4V,. Vsa notranja energija valovanja je torej enaka

(c® > p2AV)[2p,

Limitiraamo 4V, — dV in izpustimo indeks 0 v zgornjem izrazu in v izrazu za Kine-
ticno energijo. Celotno energijo valovanja W tako izrazimo z integralom

W =3 [ (pov® + cpilpo)dV
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DOg nter . Ta
je v zgoscinah in v razredCinah p je govoriti o - ﬁ@imm@ mm‘“ggg@
Kijev zgﬁéémah @zﬁwﬂa; n v mzmdﬁ@ma ~

p@p}./ﬁﬁ + €2ﬁ12/2ﬁ35
vek prvega Clena pm mmgm@m

druge ga Clena v prim

prte ploskve S, je energiya W k
mmgm@ ki jo nosi valovanje skozi i E@Sk@v S.
o)

g0stoto @nm‘ :, vaﬂ@mma i(r, t). Zapisimo 1izrek o ohranitvi energ

mﬁovama

% [ [0 (pov® + ps®[po)[0t] AV = — ¢ idS

p1 s hitrostnim potencialom in upostevaymo valovno

Od w;m mo po c<asu, mmm 10 V10

] = —pdD/dt) VD = pv | (20)

m, izpeljanim za poseben primer, definiramo gostoto energijskega toka na
splosno. Namesto gostota toka pogosto uporabljamo izraz jakost zvoka.
Jakost zvoka za ravno valovanje (15) je |

j — ﬁ@g'%)gg Q@Sz G(X E— wf}

njeno ¢asovno popredje pa L pocv,?.
Zvocno valovanje s popreCno jakostjo nekaj vatov na kvadratni meter ze boli uho.
Celo v tem primeru je vy = 0,1 m/s <€ 340 m/s. Moderni podvodni zvocni izviri oddajajo

valovanje z jakostjo velikostne stopnje 10* W/m? v bliZini izvira [4]. Za grobo oceno ustrezne
)my/s.

hitrostne amplitude uporabimo izraz za ravno valovanje in dobimo v, = 0,1 m/s <€ 1500n
Pri uporabi izpeljanega modela se moramo zavedati, da smo v njem marsikaj poeno-
stavili in da je zares dober le za opisovanje Sirjenja zvoka pri neprevelikih razdaljah. Pri
whm mzdahah ne smemo veC zanen m"m viskoznosti tekocine, Ceprav sta ustrezna Clena

New primeri z dmgm‘m Treba je tudi upoStevati, da na prim

zvocna h ] Zanimivo je, da doseze v globokih morjih minim
\ gEoinE oo ﬁsaé 5@ pasﬁedma nasprotujocih si ucinkov z gﬁobmg bada-
j m; morja. Prav pessbm pmbkm sta morsko dno in morska
ii. To m mko preprosto,

opisovanje zvocCnih pQ}&VOV

. Fletcher, Adiabatic Assumption for Wave Propagation, A Phys. 42 (1974) 487.
Vatematiéne naloge iz fizike, 11. del, Ljubljana, FNT W‘?Z? str. 8.

in S. Zumer, Termodinamika, Ljubljana, FNT 1974, str. 57.

. Hunt, The Past Twenty Years in Underwater Acoustics, J. Acoust. Soc. Amer. 51 (1972)

992.




Obzornik mat. fiz. 22 (1975) 3

UDARNI VALOVI

JANEZ STRNAD

UDK 533.6.011.72

V prispevku so opisane bistvene poteze pojavov v plinu pri nadzvocnih hitrostih. Izpeljane so
enacbe za gibanje ravnega udarnega vala in omenjeni poSevni udarni valovi. Na koncu so navedene
omejitve za veljavnost obravnavanih enach.

SUPERSONIC PHENOMENA AND SHOCKS

In this contribution characteristic features of phenomena in gases at supersonic velocities are
described. Equations of motion for a plane shock are given and oblique shocks are mentioned.
Finally, the validity of the considered equations is discussed.

Podzvocno in nadzvoéno obmocje

V toku tekoline in pri gibanju ovire po tekocCini je hitrost zvoka meja med podzvocnim
in nadzvocnim obmodjem. V drugem je treba upoStevati stisljivost tekocine, zato govorimo
v tej zvezi navadno o plinu. Najprej poudarimo glavne razlocke med pojavi z obeh obmoci;.

Majhna ovira naj miruje v stacionarnem plinskem toku, v katerem je hitrost v povsod
enako velika in enako usmerjena. Od ovire se Sir1jo motnje s hitrostjo zvoka ¢ glede na plin.
V dasu ¢ se motnje razSirijo glede na plin do razdalje ¢t na vse strani in deli plina prepo-
tujejo pot vt v smeri toka. Tako dosezejo motnje povrsje krogle z radijem cf in srediS€em
v razdalji vt od ovire. Za v < ¢ je ovira v notranjosti krogle; vpliv ovire je zaznaven tudi
pred oviro in po dovolj dolgem ¢asu sploh po vsem toku (sl. 1a). Za v > ¢ pa je ovira zunaj
krogle in vpliv ovire zajema samo del toka, ki ga omejuje karakteristicna ploskev. V naSem
primeru je to Machov stoZec s poloviénim kotom ob vrhu osnega preseka a = arc sin (¢/v)

(sl. 1b).

~ karakteristi¢na
| o e

ploskev (Machov stozec)

smer toka

(a) (b) °~

Si. 1. RazSirjanje motnje okoli majhne ovire v podzvolnem (a) in nadzvofnem (b) plinskem toku

V splosnem hitrost v ni po vsem toku enaka, tako da se razmere spreminjajo s krajem.
Karakteristicna ploskev ni ve¢ plasS¢ stoZca, a kot med smerjo hitrosti v nemotenem delu
toka 1 karakteristi¢no ploskvijo je Se vedno enak a, Ce vstavimo za ¢ v vsaki toCki tamkajs-

njo lokalno hitrost zvoka.
V enacCbi gibanja za plinski tok ne upoStevamo viskoznostir in teze

p{&v]dt + (VW)V} = —Vp
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V stacionarnem toku velja tedaj na tokovnici pvdy = —dp = —c2dp, tako da je dp/dv =
= —pv/c®. Spremembo tlaka smo izrazili s spremembo gostote in z lokalno hitrostjo zvoka;
v izentropnem toku velja namreC ¢* = dp/dp. Pri odvajanju velikosti gostote m O
pv po velikosti hitrosti ne moremo mimo spremenljivosti gostote

d(pv)/dv = p + vdp[/dv = p(1 — v*/c?) (1)

Za v < ¢ je odvod pozitiven; gostota toka narasca z naraScajoCo hitrostjo in tokovnice
se zblizajo na kraju, na katerem je vecja hitrost. Za v > ¢ pa je odvod negativen; gostota
toka pojema z narascajoco hitrostjo in tokovnice se razmaknejo na kraju, na katerem je
vegja hitrost.

Obravnavajmo zdaj nestacionaren izentropen plinski tok v eni razseznosti! V enabi
ibanja zopet 1zrazimo spremembo tlaka s spremembo gostote in z lokalno hitrostjo zvoka:

ov/ot + veov/cx = —(c?/p)op/dx (2a)

Kontinuitetna enacka pa se glasi
dplot = —d(pv)/0x = —pdv/dx — vop/ix (2b)
Fnacbi (2) je mogoce prevesti v obliko
ol |0t = — (v + c)dl [ox, oI [0t = —(v—c)dl [Ox (3a)
Riemannovit invarianii J

I, (x,t)=v + Jedplp, I.(x,t)=v— [cdplp (3b)

sta v sploSnem funkciji kraja in Casa. Iz enacCb (3a) v obliki {8/85 + (v + ©) 6/83@} I. =0
pa razberemo, da je I, = konst. za dx/dt =v + ¢ in I_ = konst. za dx/dt =v—c.
dx/dt = v + ¢ sta enacCbi karakteristik in podajata motnji, ki se Sirita s hitrostjo zvoka
glede na plin v smeri pozitivne 0si x in v nasprotni smeri.*

V 1zentropnem toku idealnega plina uporabimo enacbo p = p.(p/p.)*, v kateri je x
= ¢,/c, razmerje specificnih toplot. Z njo dobimo za hitrost zvoka ¢ = (xp/p)'/?
— {Kpii/fc/gﬁwzp@cw1}/2;{, — (Kpl/pf’g}uzp("g"‘“wzs Tako sledi

I

I

P P .
[ cdplp = (kpyfp V2 [ p=D2dp = 2(kp,Jp P12 - (p=DI2 — p, =Dy /(e — 1) =
Py 1

= 2¢/(k — 1) — 2¢,/(rc — 1)

Pri tem je ¢ lokalna hitrost zvoka v tocki, v kateri sta tlak p in gostota p, in ¢, lokalna hitrost
zvoka v izbrani zacetni tocki, v kateri sta tlak p; in gostota p,. Upostevajmo, da je invarianta
I =v—2c/(k —1) + 2¢,/(x — 1) konstanta in da velja zaradi tega tudi v = 2¢/(k — 1) +

* EnacCbe (2) in (3) so hiperboliéne, enaCbe gibanja v podzvocnem obmod¢ju pa so elipti¢ne.




-+ konst. Hitrost delov idealnega plina v je tem vecCja, Cim vecja je lokalna hitrost zvoka, se
pravi, ¢im vecja je gostota ali ¢1m vecji je tlak. To pomeni, da se giblje najhitreje del motnje,
v katerem je najvecji tlak. Vrh dovolj goste motnje naj bi prehitel dolino! Taka neenolic-
nost ne nastane, pac pa se izoblikuje ploskev nezveznosti, na kateri imajo skok tlak, gostota
in nekatere druge koliine (sl. 2). V razreddini ta pojav ne nastopi. -

Udarni valovi

V nadaljnjem se zanimamo za pojave, pri katerih so bistvene ploskve nezveznosti.*
Najpreprostejsi pojav te vrste je ravni udarni val v eni razseznosti: ploskev nezveznosti je
del ravnine in tokovnice so pravokotne nanjo. Postavimo se v koordinatni sistem S, v ka-
terem miruje ravnina nezveznosti. KoliCine na strani, s katere se giblje plin proti tej ravnini,
zaznamujemo z indeksom 1, koliine na drugi strani pa z indeksom 2 (sl. 3a). Pois&imo

. . , ravning nezveznosti
ravning nezveznost

, Miruje

plin miruje

Sl. 3. Koordinatni sistem S, v katerem miruje ravnina nezveznosti (a), in laboratorijski sistem .S”,
v katerem miruje plin pred to ravnino (b)

enacbe za gibanje plina ez ravnino nezveznosti! Opazujemo majhen del plina pri prehodu
¢ez to ravnino. Iz zakona o ohranitvi mase sledi ohranitev gostote masnega toka

P1V1 = P2V (4)
Iz 1zreka o gibalni koli¢ini sledi ohranitev celotne gostote toka gibalne kolic¢ine

D1 T pivi® = Py + pove? (5)

V toku, v katerem gostota in temperatura nista povsod enaki, moramo vkljuCiti v energijski
zakon poleg kinetiCne energije in dela tlaka tudi notranjo energijo. Tako velja % mv? 4
4+ pV + W, = konst. za del plina z maso m, ¢e ne uposStevamo potencialne energije in
Ce se ne izmenjava toplota z drugimi deli plina. Tako pridemo do posplosSene Bernoullijeve
enacbe

%V12+h1m%v22+h2 (6)

H = W, + pV je entalpyja in h = H/m specificna entalpija.

- * Pri nekaterih pojavih, na primer pri stacionarnem iztekanju plina skozi Sobo, se tudi v nad-
zvocnem obmocju ni treba ozirati na nezveznosti. Tedaj si pomagamo samo z Bernoullijevo enacbo
(6). Pri 1ztekanju skozi divergentno Sobo (upostevaj (1)) lahko hitrost plina preseze hitrost zvoka.
Iz (6) sledi za najvedjo dosegljivo hitrost plina v, = ¢;[2/(k — 1)]7, €e je ¢, hitrost zvoka v tocki,
v kateri plin miruje, in se plin razpenja v prostor z zelo majhnim tlakom.
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Hugoniotove enacbe (4), (5) in (6) doloCajo gibanje plina ez ravnino nezvez-
ith lahko i1zracunamo skok gostote, hitrosti in specificne entalpije

nosti. Iz n

P2 — p1 = pr(ps — P/(p1vi® + D1 — D»)
Vi = Vg = {pz -—mpl}/ﬁﬂz (7)
hy— hy = (Pa—P1) 2 pivi® + pr— D)2 vy’

Tudi temperatura in entropija doZivita skok na ravnini nezveznosti. |
Za 1dealni plin je specificna entalpija 7 = ¢, T = xp/(kx — 1)p, tako da velja na pri

Prlpe = {“@ - Dpy + (k— Upz}/i{{% — Dp, + (x + U?Z}
n' =g {(ex—Dp + (x + Dpef/pn 8)

Razmerje temperatur dobimo 1z plinske enaCbe 7,/77 = p.p:/p1p2, skok specifine entropije

pa iz enaCbe s, — 5, = ¢, In {(p/p) %y /p2}.
/veze (7) dajo pri zacCetnem tlaku p, in zacCetni g@gmﬁ p1 VSE 1 dosegljive vrednosti tlaka
p» v odvisnosti od gostote p,. To odvisnost ponazorimo v diagramu p.(1/p,) z udarno (dina-

micno) ali Hugoniotovo adiabato (sl. 4).

Sl. 4. Hugoniotova adiabata za dvoatomni plin (i = 1.4).

D megﬁﬁm so stanja na SMmjm@m delu krivulje. To je

w@ga hiperbole z asimptotama pri p,/p, = (i — H/{K + 1)

in p./p, = —{(k — 1)/(rxx + 1), ki je bolj strma od Poisso-

nove adiabate p/px = konst. Za prvo velja s, > s;, a za
drugo s = konst

""" Ogogm v lat @fammgm 1 sistemu S” ne miruje ravnina nezveznosti, ampak plin pred
m@j& V tem sistemu se giblje tedaj ravnina nezveznosti s hitrostjo v; in plin za njo s hitrostjo
— v, (sl. 3b)

Iz druge maéb@ (8) sledi hitrost Sibkih (p, — p,) udarnih valov v, = ¢ = (kpi/p)t'2.
Sibki udarni valovi se §irijo s hitrostjo zvoka.* S tem smo opravi¢ili zadetno trditev.
Hitrost moCnih (p, > p,) udarnih valov pa je v, = {{h: + 1)ps/2 }W
c wd@w nastanejo pri plosku z rokami, pri bhsk , pri @kspmz&;ah
meru so zelo Sibk E \ dmg@ ) nekoliko mocnejsi, v tretiem pa tako mocni, da Eamm p@w
dam}o zgradbe. NasSteti udarni valovi niso ravni. V veliki razdalji od izvira postanejo zato
v vsakem primeru $ibki. Ce pa opazujemo samo na kratkih razdaljah okoli izbrane smeri,
11h smemo obravnavati priblizno kot ravne.

V laboratoriju dobijo ravne udarne valove v wdarni cevi. To je veC metrov dolga cev,
ki _;0 najmj @wkmmje Nato vstavijo vanjo tanko opno in napolnijo daljsi del cevi s pli-

om pri majhnem tlaku, krajSega pa z enakim ali drugim plinom pri velikem tlaku. Opna
pocCi zaradi pmwm{@ tlaCne razlike ali pa jo predrejo. Tedaj se izoblikuje v cevi raven udarni
vaL ki se giblje od dela z velikim tlakom proti drugemu delu. Zaradi znatnega skoka go-

stote ga je mogoce lepo opazovati interferometricno (sl. 5).

* Za p, — py sledi 1z prve enacbe (7) vi2 = (ps — p1)po/(ps — p1)p: — dp/dp. Pri tem je sprememba
entropije majhna koli¢ina tretjega reda, ki jo smemo zanemariti in vzeti odvod pri1 konstantni en-
tropiji. Za idealni plin velja s, — 5y = (£ — 1) c,(po — p1)?/12 K3p,3.
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Pri posevnih udarnih valovih tokovnice niso pravokotne na ploskev nezveznosti. Za
primer, v katerem je ploskev nezveznosti del ravnine, je resitev hitro pri roki. V sistemu §
ostane tangentna komponenta hitrosti pri prehodu Cez ravnino nezveznostl nespreme-
njena: vy; = vy Skok dozivi le pravokotna komponenta. V veljavi ostanejo vse enacbe

S1. 5. Nastanek ravnega udarnega vala v udarni cevi. Fotografijo so napravili z Mach-Zehnderjevim

interferometrom, pri katerem gre prvi delni curek skozi stekleno udarno cev, drugi pa mimo nje.

Na treh fotografijah, z leve proti desni v vse ve¢ji razdalji od zaletne lege opne, je mogocde zasledo-
vati, kako se postopno izoblikuje ravnina nezveznosti [4]

(4) — (8), ¢e nadomestimo v njih hitrosti v, in v, Z njunima pravokotnima komponentama
Vi, 1IN vy,. Tokovnica se lomi na ravnini nezveznosti. Velja lomni zakon tg ¢,/tg ¢, = (v,,/
Vo) | (V14/Vi) = Via/Von = pa/pr > 1, v katerem je ¢, vpadni kot in ¢, lomni kot. Ti sklepi
ostanejo v veljavi celo pri ukrivljenih in nestacionarnih udarnih valovih.

Posevni udarni valovi nastanejo pri gibanju teles z veliko hitrostjo po plinu, na primer
pri gibanju po zraku izstrelkov, nadzvocCnih letal, raket, vesoljskih ladij med pristajanjem.
Najlaze je pojasniti udarni val, ki nastane v toku ob konkavnem kotu med ravninama ali
ob simetriCno postavljenem klinu. Lego vala doloimo z lomnim zakonom; tokovnice so
namreC vzporedne z oviro (sl. 6a, b). Udarni val, ki pa ni raven, nastane v toku ob stoZcu

Udﬂﬂi val ravnine ibkih

nezveznosti

(a)

S1. 6. Udarni valovi ob konkavnem kotu (a) in ob klinu (b) in pahlja€a ravnin Sibkih nezveznosti
ob konveksnem kotu (¢)

pri vrhu stozca. Podoben udarni val kot pri vrhu telesa, se pojavi tudi pri njegovem repu.
Ta udarna vala sta prakticno pomembna pri letu nadzvoCnih letal. (Nasteti poSevni udarni
valovi so karakteristicne ploskve, ki smo jih omenili na zacetku.)

Pri toku ob konveksnem kotu med ravninama se plin ne zgosti, ampak se razpne. V
tem primeru se ne izoblikuje prava ravnina nezveznosti, torej udarni val, ampak pahljaca
ravnin sibkih nezveznosti (sl. 6¢). PahljaCa ploskev Sibkih nezveznosti nastane ob boku ovire
v nadzvoCnem toku. Udarne valove in pahljace ploskev Sibkih nezveznosti je najpreprosteje
opazovati z metodo migotic (sl.7a).
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Sl. 7. Udarna valova pri vrhu in repu izstrelka, ki se giblje z nadzvoéno hitrostjo po zraku. Ob

bokih je mogoce zaslediti tudi pahlja¢i ravnin Sibkih nezveznosti (a). Tipi¢na tlacna sprememba

v obliki ¢rke N, ki jo izzove pri tleh prelet nadzvoénega letala. Povedanje tlaka ustreza poSevnemu

udarnemu valu pri vrhu, zmanjSanje tlaka pa valu pri repu letala. Tla¢na sprememba je neprijetna,

sliSimo jo kot pok (ali dva poka), Iahko pa posSkoduje tudi Sipe in celo zidove na stavbah. To je
eden 1zmed vzrokov za odpor proti potniSkim nadzvoénim letalom (b) [5]

mzvemﬁsﬁ je zgolj koristna 1idealizacija. V resnici se tlak, gostota in druge
koli¢ine spreminjajo zvezno. Obravnavanje teh koliCin na prehodnem obmodju, ki smo ga
doslej idealizirali s ploskvijo nezveznosti, je zelo zapleteno. UposStevati je treba viskoznost
in tudi prevajanje toplote. Ne da bi radunali, imo debelino prehodnega ob-
mocja z veC poprecnimi prostimi potmi /. h serazlikujejo, tako da
K ﬂ@k@ srednjo popre¢no prosto potjo. Sklepamo tudi, da je debelina
Cim mocnejsi je udarni val. Podrobnejsi racuni pokazejo, da je debelina pre-
h@dn@ga obmocdja, doloCenega s 59, in 959 spremembe hitrosti, vsaj 8/, pri razmerju
pe/D1 = 20
Pri prehodu skozi udarni val se poveca plinu notranja energija. V veCatomnih plinih,

kakrSen je zrak, se energija ne razdeli takoj enakomerno na vse vrste gibanja molekul.

ravning
/nezveznost

Sl. 8. Razdelitev energije v razredCenem dvoatomnem plinu na razne vrste gibanja molekul (a) in

priblizevanje k ravnovesju za temperaturo, definirano s translacijsko kineti¢no energijo molekul

(b) (shemati¢no). Sliki s1 priblizno ustrezata; na obeh je prehodno obmocje idealizirano kar z rav-
nino nezveznosti [3], [4]
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Tik po prehodu je glavni del prirastka energije naloZen v translacijo molekul. Sele po kakih
desetih trkih in veC prevzame svoj del vrtenje molekul in Se pozneje nihanje (sl. 8a). Raz-
mere so na zadetku moéno neravnovesne, tako da je tezko govoriti o temperaturi. Ce pa
definiramo temperaturo s translacijsko kinetiCno energijo molekul, temperatura najpre;j
hitro zrase in potem pocasneje pade na ravnovesno vrednost (sl. 8b). Ta pojav je znan
kot relaksacija.

V dovolj mo¢nih udarnih valovih pride do znatne disociacije molekul in pri e moénej-
Sih udarnih valovih celo do ionizacije. To vpliva na veljavnost enacb. Nekako pri 7, = 10 K
se v znatni meri vzbudi nihanje dvoatomnih molekul in se zmanjSa x od (5 + 2)/5 = 1,4
na priblizno (7 + 2)/7 = 1,29. Ob znatni disociaciji, v zraku pri nekako 7, = 10t K,
preneha veljati plinska enacCba; namesto p, = p,RT:/M velja p, = p.(1 + 0)RT,/M, Ce je
6 stopnja disociacije. Zaradi obeh pojavov bo prava temperatura niZja od izraunane:
pri hitrosti v, = 3 km/s da na primer raCun za zrak pri navadnih okolis¢inah 7, = 5 - 103K,
namerijo pa le okoli 3,5 - 103 K. Podobna odstopanja se pokazejo tudi pri gostoti. Manjse
pa je neskladje med izraCunanimi in izmerjenimi hitrostmi. Naposled je treba pri zelo moc-
nih udarnih valovih, v zraku pri nekako 7, = 10° K, upostevati tudi sevanje (sl. 9). Pri
temperaturi 7, okoli 3 - 105 K segreje sevanje zrak pred udarnim valom do tolikSne tempe-
rature, da sploh ni veC skoka temperature.

S1. 9. Udarni val ob modelu vesoljske ladje pri gibanju
po zraku z oseminpolkratno hitrostjo zvoka, fotografiran
s svetlobo, ki jo seva sam plin [3]

Zanimanje za udarne valove se je v zadnjem Casu mocno povecalo v zvezi s prouceva-
njem moznosti za kontrolirano zlivanje lahkih atomskih jeder. RacCuni in poskusi se vrtijo
okoli takihle pojavov: na drobno kapljico tezke vode usmerijo veC stekajocih se laserskih
curkov. Del snovi odpari, preostanek pa se zaradi mocCnega konvergentnega udarnega vala
spremeni v vroco plazmo, v katert naj bi se zlivala jedra devterija.
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Poleg pregleda glavnih posebnosti atmosferskih gibanj podaja prvi del ¢lanka osnovne znadil-
nosti obseznih stacionarnih horizontalnih tokov (geostrofske, gradientne in ciklostrofi¢ne vetrove)
in kvalitativni prikaz vpliva trenja pri tleh. Drugi del obravnava poleg nekaterth osnov splo$ne
cirkulacije atmosfere eno od poti do Rossbyjeve enaébe in znacilnosti Rossbyjevih valov.

In the first part of the article the main pecularities of atmospheric motion and basic characte-

ristics of broad stationary horizontal flows (geostrophic, gradient and cyclostrophic winds) together

with the qualitative description of surface friction effects are given. In the second part some pecu-

larities of general circulation and a way to the Rossby equation as well as the characteristics of

Rossby waves are presented.

Z@mﬂﬁkﬁ atmosteri opazujemo zelo mzh@m; gibanja zraka — od dmbmh th@@v
ovanj do obseZnih skoraj ravnih tokov. Razen pri zelo poCasnih gi
1ajdemo wim@@

tmosfersko gibanje zraka turbulentno in v atmosferi i

' ne &ﬁ @ / S j@
ih dim

majhni vrtin ci

vrtinéni wimwﬁ sunki
vrtinci za hribi, tornadi 102 m
cikloni 108 m
splos$ni zahodnik 107 m

gibanja. Razumljivo je, da zanjo ni

Najsplosnej$a enacba gibanja naj bi zajemala vsa ta
preproste enotne analitiCne reSitve.

Zvocni valovi v meteorologiji [1]. Pri nu-
meri¢nem reSevanju enacb gibanja pa povzrocajo oboji teZzave, ker poveCujejo numericno
nestabilnost m so bili med vzroki neuspehov prvih numericnih vremenskih napovedi.

o1j1 vecCinoma izlo¢imo. Toda tudi brez teh valov

Danes jih zato pri racunanju v meteorolog
je raznolikost atmosferskih gibanj (Ze glede na dimenzije vrtincev) tako velika, da so po-

trebne nadaljne poenostavitve, Ce naj bodo reSitve dovolj preproste.
Vpliv viskoznosti in turbulence na tok zraka v prizemni atmosferi in tudi v visinah je

vse prej kot preprost. Poznamo dolgo vrsto nacinov « oms&ma ki pa so vsi le pribliZzni, in
vrsto koliCin, parametrov in S‘E@WE ki skusajo to ovrednotiti. Z viskoznostjo in turbulenco
se tu ne bomo ukvarjali, ampak bomo obravnavali prosto atmosfero, v kateri so ti vplivi
v prvi aproksimaciji zan@m&ﬂﬁvﬁ@ Prosta atmosfera je nad prizemno plastjo trenja, Ki sega
okrog 1 km nad tlemi.

V prosti atmosferi se vzpostavijajo kvazistacionarna gibanja zraka, ki jih je mogoce
sorazmerno preprosto ponazoriti in razloziti. Vecinoma so to obsezna atmosferska gibanja,
ki transportirajo zraCne mase, baricne tvorbe (npr. ciklone), fronte in druge sisteme, ustvar-
jajo deformacijska (frontogeneticna in frontoliticna) polja in preko vsega tega odloCajo

o vremenskem stanju nad obseznimi podrodéji zemeljske povrsine.

niso pomembni, gravitacijski pa le lokalno

R v
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Ce se omejimo na troposfero, so horizontalne dimenzije v njej za 3 velikostne stopnje
veCje od vertikalnih. Pri obseznih atmosferskih gibanjih pa so tudi poprecne horizontalne
hitrosti nasproti vertikalnim v enakem razmerju. Ceprav so za mnoge vremenske procese
in pojave vertikalna gibanja vaznejSa od horizontalnih, si bomo tu ogledali predvsem pre-
prosto dinamiko in valovanja horizontalnih gibanj — dinamiko vetrov in valove v plane-
tarnt cirkulaciji zraka. Glede na to morda naslov preveC obeta.

Enacbe gibanja
Zapi1Simo Navier-Stokesovo enacbo gibanja
ovjot = Flp—pVp— (- V)v +0oVv (1)

v nekoliko drugacCni obliki, ki tudi velja za absolutni sistem, vezan na srediSce Zemlje in se

ne vrti z nio
) Ay dt = —piVp + g+ pVy )

Pri tem smo uvedli substancialni odvod hitrosti in
zapisali prvi Clen z desne strani enacbe (1) kot abso-
lutni gravitacijski pospesek.

Na nasi vrtedi se Zemlji (o = 7,29 - 10-5s71) nas
zanimajo relativni pospeski v koordinatnem sistemu,
ki se z Zemljo vred vrti (npr. toc¢ka 0 na sl. 1). Glede
R 1a Znano zvezo med absolutnim (indeks a) in rela-
tivnim sistemom [2]

d Aldt = dAJdt + o X A (3)

velja za A = a (a je radij vektor do tocke na po-
vrsini Zemlje)
Vv, =V-+wXa (4)

\ Za A = v, pa dobimo

SI. 1. Zemeljska gravitacijska pospeska dyv, /dt = dvldt + 2w X v— o°R (5)

Vektor je R pravokoten na os (sl. 1). Kombinacija enacb (2) in (5) da relativni pospeSek

dvldt = —pVp — 2w X V+ g + 0, VV (6)

Pritem je g = g, — w*R zemeljski gravitacijski pospesek, ki ima smer pravokotno na geo-
idno zemeljsko povrsino (sl. 1).

v, v enacbi (6) je kinematiCni koeficient vrtincne viskoznosti. Ta koeficient doloCa gibalno
koli¢ino, ki jo prena$ajo vrtinci, tako kot doloca kinematiCna viskoznost v gibalno koli¢ino,
ki jo prenasa gibanje molekul v striznem polju hitrosti. Pri atmosferskih gibanjih je koefi-
cient vrtinéne viskoznosti okoli stotiso¢krat vec¢ji od molekulske viskoznosti, tako da te
sploh ni treba upostevati. Zadnji ¢len v enacbi (6) ustreza tedaj notranjemu trenju zaradi
turbulence. Ta ¢len pri obravnavanju gibanj v prosti atmosferi v prvem priblizku zane-
marimo.

Enadéba (6) je osnovna enacba gibanja v dinamicni meteorologiji. Vertikalni pospeski
(predvsem g in p~1dp/dz) so vedinoma vsaj za 3 velikostne stopnje vecji od drugih. Tudi
v tem je vzrok, da obravnavamo horizontalna gibanja posebej. Zanje lahko zapisemo ob
zanemaritvi trenja enacbo (6) z dvodimenzionalnimi vektorji v obliki

dvldt = p7V,p —fk X v (7)
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Tu je V, =(d/ox, d[dy,0) in v =~(u,v,0)

etnotni vektor v smeri zenita. f je Coriolisov parameter

[ =2msing (8)

@ geografska Sirina. Drugi Clen na desni strani enacbe (7) je pospesSek deviacijske (odklon-
ske) ali Coriolisove sile zaradi vrtenja Zemlje.

Cleni enadbe (7) imajo dimenzije pospeskov. V n
d@@v m@m in govorimo o silah namesto o pospeskih.
Polja pritiska 1n gibanj v atmosferi se neprestano spreminjajo. Toda pogosto so spre-
membe zelo pocasne in se pojavljajo kvazistacionarna, skoraj enakomerna uravnotezena
gibanja ter je vsota sil na zracne delce enaka nic.

Za obravnavo kroznih horizontalnih gibanj, ki so v atmosferi pogosina, je prikladen

cilindri¢ni koordinatni sistem. V njem je ustrezna enacba za uravnoteZena stacionarna gi-

banja brez trenja V2 lr — p=iaplor 4 fr —

eteorologiji privzemamo, da je masa

r je krivinski radij 1z sredisCa kroZenja zracnih delcev. Simboli¢no zapiSe

C+G+D=0 (10)

C = v?/r je centrifugalna sila. Ta je za ravne tokovnice (r = o0) enaka ni¢. Pri navedenih
pogojih ustrezajo Cleni v enacbah (7), (9) in (10) po vrsti centrifugalni, gradientni in devia-
cijski sili. Velika raznolicnost atmosferskih gibanj zahteva, da g imenzije obravnava-
nega gibanja, vsakikrat dolo¢imo velikost in pomembnost posameznih &lenov.

| hemisferska gibanja zraka v prosti postavim
Siedme kamkmﬁsﬁm@ vrednosti:
dolzina = 10 m
hitrost v = 10 m/s
fluktuacije pritiska p v horizont. 0, = 10 mb

ograiskih Sirinah je f, = 107%s7!. Analiza velikostnih stopenj (angl. scale
posameznih ¢lenov enacbe (9) ali (10) da

VEIL  OplpL  foV
10-¢ 10-3 102 mfs? (12)

gibanja prvi Clen v prvem pribliZku zanemarljiv ter sta v ravno-

éezm grac gmma in deviacijska sila

G+D=20 (13)
To je geostrofski pribliZek, ki ga skladno z enacbo (‘7)? zapiSemo v obliki
—-——ﬁ"’i V;z P — f K X Vo = U 4

v, j& geostrofski veter. To J?@ najpreprostejSi pribliZzek obseznih atmosferskih gibanj. Iz

vsakodnevnih viSinskih vremenskih kart se lahko prepricamo, da ta priblizek v praksi

V@m‘mma zadovoljuje. N}@gevo veljavnost lahko ugotovimo npr. z razmerjem med zane-
im Clenom in deviacijsko silo (V2/L): (f V'), ki je Stevilo brez enote

R, = V/fL (15)




To je Rossbyjevo stevilo, ki je mera za veljavnost geostrofskega priblizka. Ta npr. blizu
ekvatorja ne velja, ker gre f — O.

Kot sledi iz vektorske multiplikacije enacbe (14) s k je

Ve =K X (pf)7 Vpp (16)
G - in je torej geostrofski veter pravokoten na V,p.
Skupaj s poljem pritiska in ravnoteZjem sil ga

VA kaze sl. 2.

Vidimo torej, da vetrovi v prosti atmosferi ne
pihajo od visokega proti nizkemu zraCnemu

p—dp pritisku, ampak vzporedno ali skoraj vzporedno
zizobarami. Za v, = (u,, v,, 0) zapiSemo enacbo

(16) v komponentah
p- . Hg — m(pf)ﬂlgp/aya Vg — (Pf)_lap/ax (17)

S]. 2. Geostrofski veter To omogoca preprost izracun hitrosti geostrof-

skega vetra, Ce obrnemo eno os koordinat-

nega sistema v smeri V,p. V zmernih geografskih Sirinah je npr. za dp/ox = 1 mb/100 km

hitrost v, = 10 m/s. Vidimo, da Ze zelo Sibko polje pritiska ustvari v prosti atmosferi
sorazmerno mocne vetrove.

V gornjih enaCbah nastopa gostofa, ki je ne merimo in ki se z viS§ino naglo spreminja.
V meteoroloski dinamiki je eliminiramo tako, da preidemo iz obravnave gibanj v hori-
zontalni smeri na obravnavo gibanj po izobarnih ploskvah. Te so skoraj horizontalne.
Nagib izobarnih ploskev v atmosferi je namrec:

tga, = | Vyp|:0op/oz ~ 1:10 (18)
V koordinatnem sistemu (z, x) je sploSni izraz za gradient p na ploskvi s
(dp/ox)s = (dp/ox), + (Op[oz) (0z] Ix); (19)

Za s = p je Clen na levi niC, ker na ploskvi p ni sprememb pritiska. Z uposStevanjem enacCbe
hidrostatike (dp = —pg 0z) sledi

p~(op/ox), = g(dz]dx), (20)
Enacbi (17) lahko zapiSemo kot
U, = —f H(dP@/dy),, vy =[fdP/0x), (21)
Indeks p na levi opustimo. V vektorski obliki se glasita
v, =k X 71V, P (22)

D = jgg dz je geopotencial z dimenzijo energije na enoto mase. V meteorologiji ga poda-
jamo v geopotencialnih metrih, ki so StevilCno blizu navadnim metrom: 1 gpm = 9.8 J/kg.
Namesto da b1 risali polje pritiska na izbrani visini, riSemo v meteorologiji za prosto atmo-
sfero na tako imenovanih visinskih kartah topografijo (visSinske izohipse v gpm) standardnih
izobarnih ploskev (850, 700, 500, 300 itd. mb). Na njih so drugi podatki in polja (veter,
temperatura, vlaga itd.). Geostrofski veter, ki se veCinoma dobro ujema z dejanskim (iz-
merjenim), je na teh kartah preprosta funkcija topografije, je neodvisen od gostote in enako
velja za vse izobarne ploskve.
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h. Ce se ka-
dolZin . manjsih cik mmh ali blize
njihovih Sredzs@ postane namreC prvi dm Vv (12} ima in ga je treba uposte-
vati. Za priblizno krozne bari¢ne tvorbe sledi iz enacbe (9} hitrost gradientnega vetra

Ver = — 5 J1 £ (fr®[4—rp~tap/or)l* (23)

Ta ima glede na to, ali je (dp/or) = 0, stiri reSitve, ki jih shemati¢no kaze sl. 3.

Sl. 3.

Ravnotezja sil pri gradientnih vetrovih

Pr1 tem se v naravi praviloma pojavljajo zgornmja ravnotezja, pri katerih so hitrosti
manjSe in zahtevajo za vzpostavitev ravnotezja manjsSo kinetiCcno energijo. Gradientni veter
piha torej v viSinah v ciklonu v pozitivni, v anticiklonu pa v negativni smeri vrtenja, para-
lelno z izohipsami (ali izobarami). Dokazati se da, da je gradientni veter za izbran V,p

ali V,® v ciklonih nekoliko §ibkejsi, v anticiklonih pa nekoliko moé¢nejsi od geostrofskega,

a se gd njega bistveno ne razlikuje.

Na tem mestu samo kvalitativno zajemim
vrtincne viskoznosti iz zadnjega Clena enacb
sila osnovna gonilna sila atmosferskih gibanj. Vse druge se pojavijo Sele, ko se zracni dd@@
premakne in dobi hitrost, in tudi nara3ajo s hitrostjo. Ce se torej pri uravnoveSenem gra-
dientnem vetru hitrost zaradi trenja zmanjSa, previada gradientna sila (edina, ki se nic
ne zmanjsSa) in veter se nekoliko odkloni v njeno smer — - mzmmu priﬁsku
ravnotezje sil je sedaj treba vkljuciti Se silo tremja. V
v anticiklonu pa divergentno gibanje zraka pri tleh, kjer je trenje mﬁanmo




sledica tega je, da se v ciklonu pri tleh zrak steka. Ce se tvorba s tem ne izpolni in odmre,
se mora stekajoCi se zrak dvigati in zgoraj raztekati, kar se navadno zares dogaja. Posle-
dica dviganja zraka je adiabatno ohlajevanje zraka, kondenzacija — oblaki in padavine,
torej pojavi slabega vremena. V anticiklonu se zaradi prizemnega raztekanja zrak seseda,
se ogreva, oblacne kapljice izhlapijo in zato je v anticiklonu (to je ob visokem pritisku),
¢e ni drugih mocnejSih efektov, navadno lepo vreme. Vendar je to le ena od mnogih povezav
med dinamiko atmosferskih gibanj in vremenom.

Ciklostroficni veter

Tornadi so lijakasti vrtinci z bolj ali manj vertikalno osjo in se razvijejo iz nevihtnih
oblakov. Pri tornadih ima razlika pritiska enako velikostno stopnjo kot pri ciklonih, a
hitrosti so vecje in karakteristiCne razdalje manjSe. Zanje velja:

dolzina L = 10?°m
hitrost V = 30 m/s (24)
pritisk op = 10mb

Analiza velikostnih stopenj da analogno (12) vrednosti

VEIL  oplpL  foV
9 10 31073 m/s® (25)

Tu je oCitno deviacijska sila zanemarljiva v primerjavi z drugima dvema. V ravnoteZju sta
centrifugalna in gradientna sila
S S C+G=0 (26)

Gibanju zraka ob teh pogojih pravimo ciklostroficni veter, njegova hitrost pa je po enacbi
9
©) V2 = rp-Y(Ep)r) (27)

CiklostrofiCni veter lahko torej piha po kroznici okrog centra nizkega zraCnega pritiska
v pozitivni ali v negativni smeri. Ciklostroficno ravnotezje okrog centra anticiklona
(dp/or) < 0 seveda ni mozZno, ker bi imeli obe sili isto smer.

V srediSCu tornadov je zrani pritisk relativno mocCno zniZzan, vetrovi ob njem pa do-
segajo rusilno moc¢. Opazovanja kazejo, da ima okrog 709, tornadov pozitivno (ciklonalno)
smer kroZenja vetra okrog lijaka — trombe, in okrog 309, negativno (anticiklonalno)
smer vrtenja zracnih delcev.

Uvod v splosno cirkulacijo atmosfere

Grobo sliko sploSne cirkulacije atmosfere lahko podamo s tokovi, ki ostanejo razliéni
od ni¢ kot krajevno popreCje v prostoru atmosfere (npr. vzdolZ vzporednikov) ali kot
casovno poprecje. Za dobro predstavo o splosni cirkulaciji atmosfere pa je treba poznati
vsa bistvena dogajanja v njej.

Osnovni vzrok, ki poganja sploSno cirkulacijo atmosfere, je poprecni presezek notranje
energije na ekvatorju in primanjkljaj na polih. Med temi »rezervoarji« deluje atmosfera
kot toplotni stroj, ki pretvarja notranjo energijo preko potencialne v kinetiCno; to pa s
trenjem porablja.

V popredju desetletij je stanje na Zemljt v glavnem uravnoteZzeno. Po tem je ocitno
s splosno cirkulacijo atmosfere zagotovljen zadosten transport vseh koliCin, ki imajo razlicno
porazdeljene izvire in ponore. Od ekvatorja proti polu mora iti transport toplote; dalje
transport vlage, ki izhlapeva predvsem iz toplih mory in pada v obliki padavin nad vso
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Zemljo. lzravnana m
jema od Zemlje, in jo
cirkulacije atmostere m
vanje in se m@mau s stanji, ki jih

@pamvama i

ora bit1 vrtilna koliCina, ki j@ predvsem ob ekvatorju atmosfera i mw

ploSnih zahodnikih zmernih Sirin vraca i1td. Dober model sploSne
ora torej zajeti vse vazne th razloziti njithovo vzajemno delo-
Poglejmo si1 najprej na kratko, kaj kazejo

imosferi so EZ 1ajale iz m

ditve vﬁmv pritiska m i@m@mmm Zf&kd [3]). Na njithovi osnovi zgrajene

predstave o splosni mﬂmia@m so bile v glavnem zgreSene. S p@wmm@m Stevila m
i atm “ bogati mrezi mdz"@mﬁdm’& pmmj z mdm mi meritvami do visine 30 km

hemisfer pa prevladujejc zahodni oVl Z mmzm 11 j@dm — vetrovninii
strzeni (ang% jet SH‘@@; 1) — okrog 30° N in S Sirine. StrZeni so v pﬂmqu poleti dalj
od @kvamma pomm pa SO mu bhm in 50 @pazm na p@pm@mh in dnevnih visSinskih vre-
nosti, so szm E@@ vidni na mwﬁﬁmgko zdruzenil pomcmh Saé@mskm Shka,
Ze po prvih spoznanijih s tal so skusali d@pomm sliko dogajany v atmosferi z m
I'1 so bili sprva zelo preprosti in so jih nova spoznanja deloma ali v celoti ovrgla, vendar
so prispevali k napredku. Od prvih razlag, ki so izhajale iz razporeditve prizemnih vetrov,
je iz prejSnjega stoletja le v nacelu ostala subtropska Hadleyveva celica meridionalnega
krozenja zraka z pasatnimi vetrovi pri tleh, a brez antipasatov. PomembnejSa teorija moznih
dogajanj v prevladujoCih zahodnih tokovih zmernih Sirin se je pojavila z Rossbyjevimi
valovi pred 2. vojno, $e preden so jih opazili v naravi. Sele razvoj velikih racunalnikov
v zadnjem desetletju je omogocil razvoj kompleksnih modelov, ki vedno bolj natancno
zajemajo in simulirajo zares zelo zapletena dogajanja v atmosferi nad raznoli¢no zemeljsko
POVISING.

lovi

Rossbyjevi va

V atmosferi lahko nastajajo razlicna valovanja. Znani so predvsem zvocni in gravita-
cijsk1 valovi. Pokazalo se je, da so prvi za vremenske procese nepomembni, drugi pa so le
lokalno pomembni. Pri teh valovih vpliv vrtenja Zemlje ni bistven, zelo vazen pa Je za
veCino obseZnejsih vremenskih procesov. |

V meteorologiji mnogo uporabljamo vrtinéno enacébo, ki jo dobimo npr. s pmdu
operatorja k - Vx z enacbo gibanja [1]. Ce v celotni vrtinni enaCbi zanemarimo vp
m ﬁh na spremembo vrtinénosti povzrocajo trenje, Spmm@m%a nagiba vrtinne o0si in
genca, preostane po analizi velikostnih stopenj kot najpomembnejsi Clen za obsezne

procese A + F)dt = (28)

To je postavka o ohranitvi absolutne vrtinCnosti.
enacba (28) nanasa na izobarno ploskev. ( je relativna vrtincnost

[ =k - (V X v)=(0v/Ox — du/dy) (29)
iz enaCbe (28) sledi, Ce kazZe os x proti vzhodu,
(9]0t + udlox + voloyyl + vdf]dy = 0

Zvocni valovi odpadejo zaradi postavke o nestisljivosti, omejitev na gibanja po izobarni
ploskvi pa izloCi gravitacijske valove. Ugotoviti Zelimo, kakSne motnje lahko nastanejo
pri takem toku ob nekaterih predpostavkah.

?mummg gﬁbam@ ki ga S@S‘t&ﬂj@}@ poprecni tok (¢) v zonalni smeri proti vzhodu m

u=u -+ u, Vv = v, [ = (31}

gibanja na izobarni ploskwvi

St
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Definirajmo perturbacijsko tokovno funkcijo na podoben nacin kot geostrofsko
W= —oW|dy, v = 0W/ox (32)

Iz enaCbe (29) sledi {° = V2¥. Zanemarimo produkte majhnih perturbacijskih kolicin,
se pravi, da lineariziramo enacbo:

(d/]dt + ud/ox) V¥ + Bo¥/dx =0 (33)
Pri tem je B = dfldy = 2w cos g/a (34)

Rossbyjev parameter z vrednostjo 2,3 - 107 s7* m™ na ekvatorju.
Ce zanemarimo motnje v smeri popreCnega toka u’ = 0, lahko predpostavimo, da
ima enacba (33) preprosto resitev

W — 4 eik(x—ct) _ (35)
Tu je &k = 2n/4 zonalno valovno Stevilo in ¢ fazna hitrost. Iz enacb (33) in (35) sledi
ik3cW — iuk®V + Bik¥? =0 (36)
Fazna hitrost je
¢ = u— plk? | (37)

To je znana Rossbyjeva enacba za fazno hitrost horizontalno-transverzalnih t. i. Rossby-

jevih valov.
Za ¢ = 0 dobimo valovno dolzino stacionarnih valov

Tako je npr. za ¢ = 45° in u = 15 m/s A, = 6000 km. Vzporednik ¢ = 45° ima dolzino
(obseg) okoli 28000 km. Zato nastane na njem 4 do 5 valov, kar pogosto jasno vidimo
na viSinskih vremenskih kartah in na satelitskih slikah. Fazna hitrost je za valove, krajse
od stacionarnih, pozitivna. Valovi se pomikajo od zahoda proti vzhodu, ker je u > f/k2.
Valovi z daljSo valovno dolzino pa so retrogradni in se relativno pocasi gibljejo proti za-
hodu. Opazovanja potrjujejo spoznanje, da je ta model pribliZzno uporaben za obsezne
atmosfterske tokove zmernih Sirin, ¢eprav so predpostavke preproste in smo vrtincno
enaCbo zelo poenostavili [4]. Mnogo bolj zamotane perturbacijske oblike osnovnih enacb
ne dajo bistveno boljSih rezultatov.

Rossbyjevi valovi nastajajo torej zaradi sprememb Coriolisovega parametra z geo-
grafsko Sirino (tako imenovani efekt f). IzhodiSs¢na enaCba velja dobro okrog ploskve
600 mb (na viSini okoli 5000 m), kjer je veCinoma zraCni tok zares brezdivergenten. Tudi
prvi uspeSni modeli numeri¢ne prognoze, ki so izhajali iz tako poenostavljene vrtinéne
enacbe, so dajali najboljSe rezultate na ploskvi 600 mb. Kaze torej, da se realna atmosfera
v srednji troposferi obnasa, kot da je gibanje v njej brezdivergentno.
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vseh Solah, bo treba poskrbeti tudi za to,
preprostih, a nujno potrebnih potrebsCin za eksperimente. ]
vsem tehnoloSkem napredku ni mogoce kupiti teh ucil. |
Drugi popoldan je bilo zanimivo predavanje dr. Roberta Hma o osnovah mehanike
tekoc¢ih kristalov. Nato smo gledali meteoroloske filme: vetrovni strZzen, glavni vetrovi
nad horizontom.
V anketi so udelezenci seminarja izrazili Zeljo, da bi na Seminarju bilo ve¢ metodike
pouka fizike. U gofmvm so, da je bilo premalo Casa za koristno menjavo mmn_fé in za raz-

-, U d@ﬁ@zmgw je t ﬁ@ 75 z 52 Sol in ustanov; prevla va so srednje

da ucitelju fizike ne bo treba se izdelovati s_m@}
Xes zveni absurdno, da p

jesolski p
ﬁzﬂg@ Kot je pokazala anketa, je Cas seminarja ugoden. Da ni bil preveC prizadet pouk
v s&ah, smo letos vkljucili tudi soboto. Obisk predavanj je bil vse dneve stalen, zadnji
prisli nigo bili prijavljeni.

bil namenjen vsem ¢lan a. Res je prislo kar pre-
cej ‘é;alqh, ks se seminarja niso udelezili. Vabilu so se ljubeznivo odzvali tudi »veterani«

drustva. Ker smo vsi vztrajali do konca, je tudi ta del seminarja uspel.

MATEMATIKOV, FIZIKOV
i Sad, 28.8.—2.9.1975

Rezervacija prenodisca

).5.1975 aﬁg 1prej

Drugo obvestilo — |

Rezervacijo za prenocisée in kotizacijo 200.— din posljite do 10
naslov Zavod za fiziko 1 in mat@mamkg Univerza v Novem Sadu, za VI
21001 Novi Sad, D
n m‘ﬁmﬂ( spre: , vas naslgv datum, za katerega zehfm mzerwraﬂ prenodcisce.
Navesti morate tudi Rmem hotel ste izbrali (enega izmed spodaj navedenih omow kﬁ@r
Zelite prenocCevati. V oklepaju so cene za prenocise In penzion ¢e obstaja: Stud
dom (9@ — dm) Hotel »Park« (123,10, penzion 200.— din), Hotei >>Saja,m« (148, B dm)

H md wPutnik« (103,50 din, penzion 180.— din), Hotel »Vojvodina« (88,10 din).
>odrobnejSe informacije lahko dobite pri >>Panomja;wmsm«ﬁ Oddelek za knyegm turizem

(210@1 Novi Sad, Trg Marsala Tita 19, tel. §t. 021 57 380 ali 56 302), ki je prevzel ves

~ tehni¢no-turisti¢ni del organizacije kongresa.




