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NE THOM

Priznan francoski matematik polemizira o zadnjih novostih
v ucnem nacrtu svojega podrocja

N u vecine naSih sodobnikov ima tako imenovana moderna matematika zelo
dno mesto, ki je nekje med kibernetiko in teorijo informacij v vreci trikov, ki jih je
mﬂﬁm pubhm@t@ povzdignila v osnove moderne whﬂomgu@ V mmw potrebno orocdje
za bodoci razvoj vsega znanstvenega spoznanja. Po drugi strani pa so po modernizaciji
ucnega nacrta postali zaskrbljeni mnogi starsi, ki niso veC zmozni pomagati svojemu na-
“rascaju. Ni¢ vecC ne sliSijo starih znanih pojmov v besednem zakladu svojih otrok in iakﬁ '
se pocutijo izgubljeni, ko se soocijo z nmim izrazoslovjem. Nekateri, Osuph Wdﬁjﬁ v ten

e en znak za prepad med generacijami in so zaceli nasprotovati novim idejam. Nasp

pa so drugi, predvsem tisti iz pedagosSkega poklica, z navdusSenjem sprejeli novi u@m na;my
ideje in simbole. Kaj naj sﬁd@pamo iz vsega tega?

Novosti v uénem nacrtu. Na kratko navedimo spremembe v ucnem nacrtu:
1.

Dodano gradivo: (a) »Elementarna« teorija mnozic, raba znakov (g, <, U, ﬂ} pre-
slikave ene mnozice v drugo in kvantifikatorji. Najbolj presenetljivo od vse€ga pa je, da se
mnozice sedaj pojavljajo povsod od otroskega vrtca pa vseskozi do zadnjega leta srednje-
Solske vzgoje. K tej tocki se bomo vrnili kasneje. (b) Razvoj algebrai¢nih pojmov; zakoni
kompozicije na mnozici; pojem grupe, kolobarja in obsega. (c) Bolj zgodnja vpeljava osnov
diferencialnega in amﬁgmm@ga racuna, odvodov, nedoloCenih mmgmiov @igm@mmmh

fuqkujg kot so in @k&@ﬂ@mna funkcija.

2. Izlo¢ena snov: memnama evklidska geometrija,

posebno tezji deli planimetrije.

Po naltetem bo bralec opazil, da je bil uéni naért spremenjen z obseZnim dodatkom
predvsem v viSjih razredih srednje Sole. Teznja, poudariti algebro na rova$ geometrije,
je 8e vecCja pri pouku na univerzi.

TIzlocCitev tradicionalne evklidske geometrije je osnovana na dveh argumentih. Prvi
Je teoretiCen: poglobljen Studij aksiomow, ki je sledil Hilbertovim Grundlagen der Geome-
trie, je pokazal, da je pripisovana strogost Evklidovih Elementov v veliki meri dozdevna;
saj je sklicevanje na intuicijo Cesto. Kot posledica, pravi argument, je bolje, da se izogi-
bamo evklidski geometriji tako, da razvijemo algebraiCne pojme, s katerimi je moZno
strogo podajanje. Drugi argument je praktien: klasi¢na planimetrija s svojo dovrSeno-

* Ren¢ja Thoma imajo za vodilnega francoskega geometra. Za svoja dela iz topologije di-
ferencialnih mn@gotemgﬁ je dobil Fieldsovo medaljo na Mednarodnem kongresu matematikov
1. 1958. Ta razprava je prevod daﬂka ki je izSel v 1L’Age de la science 3: No. 3, 225—36, in _g@ izSel
z dovoljenjem Dunod Editeurs, Paris. Address: Institut des Hautes Ee.udes Ssmmﬁqu&s 91 B
sur-Y vette, France.
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Studijo o lastnostih trikotnika je neuporabna in dlakocepska. Le kdo v svojem Zivljenju
sploh kdaj potrebuje »Simpsonovo premico« ali »devet-toCkovni (Feuerbachov) krog«?

Obdelajmo najprej argument o koristnosti. Pravijo, da je algebra bolj koristna in po-
trebna kot geometrija. Ne moremo zanikati sploSne znanstvene uporabnosti linearne
‘algebre ali doloenih pojmov multilinearne algebre. Pri splo$ni komutativni algebri —
polinomih itd. — pa je umestna previdnost. Komu je bilo kdaj v navadnem Zivljenju po-
trebno resiti kvadratno enacbo ali rabiti eksplicitno pojem modula nad kolobarjem? Trditev
o uporabnosti algebre ni tako prepriChjiva, kot izgleda. Kar pa zadeva diferencialni in
integralni raCun — tocka (c¢) zgoraj — sta oba nujno potrebna za kakrSnokoli podajanje
klasi¢ne fizike.

Na elementarni ravni uporaba algebre gotovo vodi k mnogim poenostavitvam. ReSe-
vanje »besednih« problemov »s sklepanjem«, ki smo jih imeli, ko nam je bilo dvanajst
let, je zahtevalo izredno dusevno spretnost, medtem ko je algebraiCna reSitev Cisto me-
haniCna. Tu se ne da zanikati prihranka na premiShjevanju, ki ga je vpeljala algebra. V
vse bolj kompleksnih situacijah pa prednost algebre postopoma izginja. Descartes je uvedel
analiticno geometrijo zato, da bi zreduciral geometrijo na algebro. Toda dejstvo, ki je
dobro znano vsem, ki so se na hitro ucili matematike, da bi bili sprejeti na univerzo, je,
da prednost analitiCnih metod pred geometrijskimi za reSitev kvalitativnega teoretiCnega
problema Se zdale¢€ ni odlocilna.

wModernizem«. Za profesionalne matematike je uporaba algebre kot orodje dokaza
izredno pomembna in mogoce bistvena. Sodobni matematiki, prepojeni z idejami Bourba-
kija (1), imajo naravno tendenco, da v srednjeSolske in univerziteine teCaje vpeljejo alge-
braicne teorije in strukture, ki so bile tako koristne v njihovem lastnem delu in ki so pre-
vladujoe v danasnjem matemati¢nem misljenju. Toda upravieno se lahko vprasamo,
ali bi tisto, kar potrebujejo specialisti, in njihova najnovejSa odkritja vpeljali v Solski uéni
nacrt. Tej sku$njavi ne podleZejo samo matematiki. Cital sem bioloske tekste, — tako za
Studente prvega kot vi§jih letnikov — v katerih so dvojna vijaénica DNA Watsona in
Cricka ter natanCen mehanizem encimov za njihovo reprodukcijo predstavljeni kot kon¢no-
veljavna znanstvena resnica. Novosti ne bi smeli vpeljevati v uéni nacrt brez dolocene
‘Cakalne dobe. V Franciji bi se bili morali zanesti, da bodo Solske inspekcijske skupine
zagotovile potrebno stabilnost v u¢nem nacrtu. Toda iz strahu, da bi ljudje pristen skepti-
cizem razlagali kot sklerozo zaradi starosti, ta ustanova ni delovala s tako ucinkovitostjo,
kot bi zeleli. Sicer pa se teksti morajo spreminjati in uredniki morajo ziveti.

Problem geometrije. Pri zadnji analizi argument o koristnosti snovi, ki jo podaja ucni
nacrt, najbrz ni odlocilen. Ne ozirajmo se na »kulturo«, — »to je na tisto, kar ostane,
ko je vse drugo pozabljeno« — kot na ostanek preteklosti. Nekateri Se vedno mislijo, da
je v taki ali drugaéni obliki eden od namenov poudevanja selekcija, to se pravi, dolodanje
zmoZnosti posameznih $tudentov in razvijanje teh zmoZnosti do maksima s posebnim
poudarkom na nadarjenem Studentu. Trdim, da je tako nalogo nemogoce izpeljati v okviru
stroke, ki ne vsebuje nobenih neutemeljenih in neuporabnih aspektov. Da bi popolnoma
presodili zmoZznosti Studenta, ga moramo postaviti v aktivno vlogo in zahtevati od njega,
da pokaze individualno pobudo in podjeten duh. Vse to je nemogoce dosei znotraj okvira
»wkoristnega« Studija, pri katerem se vsi elementi, vpeljani zaradi svoje tehniCne uporab-
nosti, pouujejo dogmatic¢no, in kjer udenjaska popolnost pomeni natanéno in hitro pom-
njenje dane snovi. Samo predmeti, ki imajo kvaliteto »igre«, imajo vzgojno vrednost in
od vseh takih iger je evklidska geometrija, ki se stalno sklicuje na osnove, ki jih intuitivno
razumemo, Se¢ najmanj neutemeljena in najbogatejSa po pomenu.

Ce tako sklepamo, je sedanje stremljenje, da bi zamenjali geometrijo z algebro, vzgojno
pogubno in moralo bi biti obratno. Za to je preprost vzrok: medtem ko obstajajo geome-
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trijski problemi, algebrainih problemov ni. Tako imenovani algebraicni problem je lahko
samo preprosta vaja, ki zahteva slepo uporabo aritmeti¢nih pravil in vnaprej doloCenega
postopka. Razen redkih izjem od $tudenta ne moremo zahtevati, naj dokaZe algebraiCen
izrek ; zeleni odgovor je ali skoraj jasen in ga lahko dobimo z direktno substitucijo definicij,
ali pa problem spada v kategorijo teoreticne algebre in njegova reSitev presega zmoznosti
celo najbolj nadarjenega studenta. Ce le neznatno pretiravamo, lahko re¢emo, da je vsaka
naloga v algebri ali trivialna ali neresljiva. Nasprotno pa geometrijske naloge predstavljajo
sirok spekter privlacnih problemov.

Geometrijski problemi zahievajo kombinacijo Casa, truda, koncentracije in zmoznosti
asociacije, kar pa zmore malo Studentov. Morda je evklidska geometrija tako kot preva-
janje iz latin$Cine ena od onih imenitnih, zastarelih vaj, ki so omejene na elito in nezdruz-
liive z masovno vzgojo. Ce je stvar taka, nujno postane odprava geomeirije iz uc
naérta socialno vprasanje, ki ga ne Zelim tu obravnavati. Vendar pa bi bila velika zmota,
ce bi upali, da bomo ucenje matematike poenostavili s tem, da bomo geometrijo nadome-
stili z algebraiCnimi strukturami, ki jih bomo potem brez prave motivacije na Siroko in
prezgoda] poucevali.

Strogost. Zdaj se lotimo ugovora proti evklidski geometriji, ki kmmm aksion
Elementov, ¢e$ da je nepopolna in da ji manjka strogosti. Najpre; no, @
geometrijske knﬁg@ E@ zdavnaj opustile tezko, n@pmbwmvo Evklidovo m@mﬂm N
50 gojili upanje, da bi Elemente nadomestili s sprejen Ejﬁvg verzijo H ilbertovih Grundlagen.
mS@n@mWO da se je to upanje maﬁowio zaradi straSne zamotanosti tega dela. N
moremo zavzeti staliS¢a do tega problema, ne da bi se najprej lotili filozofskega vpmmmm
kateri koncept matematicne SH‘Og@SU m@g usvojimo. Mozna so 1iri stalis¢a: (1) formalni
vidik. V formalnem sistemu S je trditev P resniCna, Ce se da izpeljati iz aksiomov sistema
S s konCnim émwm \ korakov, ki so dovoljeni znotraj sistema S. (2). Realisti¢ni ali pla-
Matematicne resnice obstajajo m@vﬁsno od mishienja, tako kot platonske
P je resni¢na, kadar izraza neki Odngs ki v resnici obstaja med idejami,
t. J., kaa@f je ta trditev ideja vi§jega reda, to je ideja, ki m@j& skupino podrejenih idej. (3)
Empiricni ali socioloski vidik. Dokaz P Ce ga odobrijo vodilni stro-
kovnjaki dobe. | | | .
Od vseh treh vidikov dajejo danes matematiki prednost prvemu. Na prvi pogled je
najbolj zapeljiv; ne vzbuja ontolo$kih tezav kot drugi, in ni tako nedoloCen in poljuben
kot tretji. %n Russell je rekel, da je »matematika predmet, pri katerem nikoli ne
vemo, o ¢em govorimo, niti ali je tisto, kar govorimo, resni¢no«. (2). Na zalost pa je tezko
mmn cisto formalni wgk paradoksno iz f@rmamm vzrokov. Poznamo tezave, ki so

i Godelovega izreka povezane s formalizacijo aritmetike. Profesor Kreisel je postavil

iem nedavnem Clanku v L’ Age de Ia science (3) formalni vidik na preizkusnjo. Kar za-

m zadovoljen z naslednjo ilustracijo: vzemimo, da nam je uspelo za formalno

S napraviti elektronski stroj M, ki lahko s straSansko hitrostjo izvrSuje vse osnovne

korake v S. HoCemo preskusiti pravilnost neke formule F iz teorije. Po postopku, ki znasa 10°°

elementarnih operacij in ki je izvrSen v nekaj sekundah, nam da stroj M pozitiven odgovor.

Toda kateri matematik bi brez obotavljanja sprejel veljavnost iakega »dokaza«, Ce ne
more preveriti vseh korakov?

Pomen v matematiki. Vsak matematik, ki ima ma,jgk@n@ umske postenosti, bo pmmﬂ
da more v vsakem od svojih dokazov dati pomen simbolom, ki jih uporablja. Zaradi tega
se njegovo delo razlikuje od dela teoretitnega fizika, ki dostikrat ne okleva in magicno
zaupa krepostim slepega formalizma v upanju (Cesto varljivem), da bo lu¢ na koncu tunela
pmgn&h vmesno temo.

Ce se odpovemo fm"malm d@ﬁmcm strogosti, moramo nujno izbirati med drugima
dvema moZnostma. Ce bi vse to upos$tevali, bi matematiki morali hrabro priznati svoja

je sprejet kot strog

e s

’E@OH}@
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najgloblja prepriCanja in potrditi, da imajo matematiéne oblike res obstoj, ki je neodvisen
od duha, ki jih prouduje. Ta obstoj je brez dvoma razli¢en od konkretnega obstoja zuna-
njega sveta, toda $e vedno je z njim v globoki zvezi, ki jo je tezko opisati. Ce je matematika
samo poljubna igra, ki je sluCajen izdelek mozganske dejavnosti, kako naj potem razlo-
Zimo njen nesporen uspeh pri opisovanju vesolja? Matematike ne najdemo samo v mi-
steriozno dolo¢enem redu fizikalnih zakonov, ampak tudi v bolj skritem, ¢eprav ravno
tako gotovem, nacinu, v neskonénem zaporedju Zivih in neZivih oblik ter v tvorbi in raz-
padu njihovih simetrij. Kljub videzu je zaradi tega najnaravnej$a in filozofsko najbol;
ekonomicCna hipoteza, ki pravi, da platonske ideje dajejo obliko vesolju. |
Toda v kateremkoli danem trenutku imajo matematiki le nepopolno in iz delcev se-
stavljeno predstavo tega sveta idej. Kot posledica je vsak dokaz predvsem odkritje nove
strukture, katere elementi lezijo v Clovekovi zaznavi loCeni, dokler jih razum ne zdruZi.
V tem smislu je vsak dokaz sokratsko izkustvo, ki zahteva od bralca novo stvaritev psiho-
loskih procesov, ki so potrebni, da priklicemo implicitno resnico, vse elemente, katere
ima, a so skriti v neformuliranem stanju. V tem smislu ne obstaja protislovje med drugim
in tretjim vidikom. Svet idej se nam ne odkrije z eno potezo; v svoji zavesti ga moramo
stalno in nepretrgoma na novo ustvarjati. |
Prav bi bilo, ¢e bi nasprotniki ontoloskega vidika premisljevali o naslednjem: Ni takega
primera v zgodovini matematike, da bi napaka enega moza usmerila vse podro¢je na na-
~ pacno pot. Matematika se je Cesto izgubila v formalnem razvoju nepomembnih, nezani-
mivih teorij. To se je dogajalo v preteklosti, se dogaja danes in se bo gotovo dogajalo tudi
v prihodnosti. Toda nikoli se ni pomembna napaka vrinila v sklep, ne da bi bila skoraj
takoj odkrita. Kako naj bi razlozili tako soglasje, ¢e ne bi ustrezalo sploSnemu mnenju,
ki je rezultat duSevne borbe s stalnimi, brezCasnimi in sploSnimi omejitvami? S tem za-
‘upanjem v obstoj idealnega sveta matematiku ni treba pretirano skrbeti o mejah formalnega
postopka; tako lahko tudi pozabi na problem nekontradikcije, zato ker svet idej neskonéno
presega nase »tehniéne moznostl« Ultima ratio naSe vere v resniCnost izreka ima sedez
ravno v intuiciji. Po sedaj pozabljeni etimologiji je teorem predvsem predmet vizije.
Vsak se mora sam odlociti. Ne obstaja stroga definicija strogosti. Zato bomo trdili,
da je dokaz strog, ¢e ga sprejmejo vsi bralci, ki so zadostno izobrazeni in so ga pripravljeni
razumeti. Nadalje, dejstvo, ki vodi k prepri¢ljivosti, izvira iz zadosti jasnega razumevanja
vsakega vsebovanega simbola, tako da njihova kombinacija bralca preprica. S tega vidika
je strogost (ali njeno nasprotje, nepreciznost) nujno lokalna lastnost matemati¢nega skle-
panja. Ne potrebujemo zamotane aksiomati¢ne strukture ali izpiljenega idejnega stroja,
da presodimo veljavnost nekega zaporedja sklepov. Zadostuje edino, da razumemo pomen
vsakega vsebovanega simbola in da imamo jasno predstavo o tem, kako jih kombiniramo.
Meje in potreba aksiomatizacije. Tako stali§¢e predlaga, da nekoliko odstopimo od
aksiomatike. Formalizirati neko teorijo pomeni, zaceti s snovjo, katero daje teorija, ki je
urejena kot intuitivna »morfologija« T, dati formalno mnozico simbolov in pravil, ki
porajajo formalen sistem.S, ki je izomorfen morfologiji T; izomorfizem S — T je pri tem
natanko korespondenca, ki daje vsakemu simbolu s, ki spada v S, svoj »pomen, t.j. in-
tuitivno vsebino v T (svojo semanti¢no realizacijo, bi rekli logiki). Ali smemo upraviceno
upati, da simboli¢ni 1zrazi mnoZice S popolnoma obsegajo intuitivnho snov teorije T? Na
misel nam {akoj pride primer in sicer iz naravnih jezikov. Jezikoslovci formalisti¢ne Sole
vztrajno poskuSajo aksiomatizirati slovnico in sintakso naravnih jezikov. Pri tem so na-
leteli na doloCeno Stevilo formalnih procedur — generativne in transformacijske slovnice
— katerih veljavnosti na ravni formalnega opisa stavkov, ki so vsebovani v celoti, ne mo-
remo zanikati. Toda Ce te postopke sistematiziramo v vrsto pravil, katerim potem slepo
sledimo do njihovega logiCnega zakljucCka, dobhem stavki kmalu postanejo tako dolgi in
zamotani, da izgubijo ves pomen.
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Ne vidim vzroka, zakaj se podoben fenomen ne bi mogel zgoditi tudi v matematiki;
pr1 ekstrapolaciji formalnega mehanizma do skrajnosti njegovih tvornih sposobnosti ne
traja dolgo, pa dobimo formule, ki so tako dolge in zamotane, da izgine vsaka moZnost
intuitivne interpretacije. Tako dobljeni »teoremi« bodo verjetno formalno pravilni
semantiéno nepomembni. Tako moramo pricakovati, da bomo za dano intuitivno teorijo
T morali uporabiti ne ene, ampak ved lokalnih aksiomatizacij; vsaka lokalna aksiomati-
zacija S 1ima kontaktno cono Z, v morioclogiji, za katero je S veljavna; toda takoj, ko na-
pravimo formule v S, ki so pmddg@ ali zapletene, razumljivost izgine. Na robu cone Zg
preneha semantiCna zveza med S /.; to onemogoca nadaljevanje preko roba Zg izo-
morfizma S — T, ki je definiran s pomenom. Ideja, da bi teorijo T lahko generirali samo
y4 '@mm formalnim sistemom S, je a priori ravno tako k@mag ij}@ma km i@ja da, mora
biti zemlja ravna, ali da neko povrsino lahko pokrijemo z enim samim |
Zanimivo bi bilo, ¢e bi to prenehanje semanti¢ne zveze bolje mmm@h Sp odag bom@ vid @h
presenetliiv primer. kaj se zgodi, ¢e so pravila kombinacije nezdruzljiva s semantiCnimi
kvalitetami simboliziranih resnic (v tem primeru je to Booleov formalizem, uporabljen
v navadnem jeziku). Izgleda, da se v primeru matematike tak semanti¢ni zlom dogodi
na progresiven, nejasen nacin (primer »transfinitnih Stevil« v teoriji mnozic, na primer).
Nesporna prednost lokalne formalizacije je Cesto ta, da naredi ideje, ki so intuitivno
razumljive, bolj precizne in, kar je najpotrebneje, da dopusca stik med matematiki. Ker
vsa obcila, govorjena ali pisana, uporabljajo enodimenzionalno morfologijo, je treba
intuitivno morfologijo T (ki je na splosSno definirana v veCdimenzionalnem pms’mm} pre-
slikati v formalen sistem enodimenzionalnih znakov. V zadnjih nekaj letih je pomemb
aksiomatizacije kot sredsiva sistematizacije in raziskovanja mocno narasla. K
sistematiziranja j@ mdvamne uCinkovita; kar pa zadeva raziskovanje, je pa stvar bolj
dvomljiva. Znacilno je, da nismo dobili nobenega novega, kolickaj pomembnega izreka
iz ogromnega napora pri sistematiziranju Nikolaja
formalizacija, ker Bourbaki uporablja neformaliziran meta-jezik). Ce se matematiki skli-
cujejo na Bourbakija, navadno najdejo veC hrane za premiSljevanje v njegovih vajah —
pri katerih je avtor vkljuéil konkretno snov — kot pa v deduktivnem delu teksta. Treba
je jasno povedati: aksiomatizacija je delo specialistov in zanjo ni prostora v srednjedolskem
ali visokosolskem poudevanju, razen za tiste profesionalce, ki se specializirajo v $tudiju
osnov. Vse to razloZi, zakaj so oditki o neskladnosti, naperjeni proti evklidski geometriji,
nepomen bnﬁ* ne doﬁk&j@ s W@nosﬁ lokalnega iniuﬁﬁmega SM@amja

Bourbakija (ki sam po sebi ni prava

glabljanja Ukmmj@ Edjug zgodowmk@ga uspﬁha Evklidovih H@ nentov. | vkh ska geome-
trija je prvi primer transkripcije dmm ali trodimenzionalnega prostorskega postopka v
enodimenzionalen jezik pisanja. Pri tem se evklidska geometrija skh@u}@ na stmg@ pre-
cizno situacijo, postopek, ki je Ze navzod v vsakodnevnem jeziku. Sicer pa je prim
funkcija navadnega jezika opisovati prostorsko-Easovne procese, ki nas obdajajo in katerih
topologija je ocitna v sintaksi stavkov, ki jih opisujejo (4). V evklidski geometriji imamo
opravka z isto funkcijo jezika, toda sedaj je grupa ekvivalenc, ki delujejo na likih, Li
jeva grupa, metriCna grupa, v nasprotju z gmpami Ed opisujejo bolj topoloske invariante
oblik, ki nam dovoljujejo, da razpoznavamo predmete zunam@ga sveta, kot jih opisme}o
njihova imena v naravnem jeziku. |

Kot taka je gﬁom@tm@ naraven in mogm@ n@nadﬁmssﬂjw pesmdmk
ﬁezi kom in matemati¢nim formalizmom, kjer je vsak predmet spremenjen v sin bd in kjer
Je grupa @kwmi@m spremenjena v ad@mmm pisanega simbola s samim S@bo_g > tega sta-
lis¢a more biti stopnja geometrijske misli stopnja, ki je ne moremo opustiti v nom&aﬁnsm
razvoju Clovekove razumske dejavnosti. V zadnjih petdesetih letih je bil dan velik pau
obnovi geon @mjsk@ga kontinua iz naravnih Stevil, pombhajoc teorijo Dedekindovih
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presekov ali dopolnitev obsega naravnih Stevil. Pod vplivom aksiomati¢nih in ucbeniSkih
tradlcu je Clovek zaznal v nezveznosti prvo matemati¢no Bitje: »Bog je ustvaril cela Stevila,
vse drugo je delo ¢lovekovo«. To nacelo, ki ga je izrekel algebraik Kronecker, nam odkriva
veC 0 njegovi preteklosti bankirja, ki je obogatel z denarnimi Spekulacijami, kot pa o nje-
govem filozofskem nazoru. Skoraj ni dvoma, da je, s psiholo$kega in — za avtorja — onto-
loskega stalisca, geometrijski kontinuum prvobitna resnica. Ce imamo sploh kaj zavesti,
potem je to zavest ¢asa in prostora; geometruska zveznost je na neki nacin nelocljivo po-
vezana z zavestno mislijo. |

,_ Toda postopoma je ta, v zafetku homogeni, amorfni kontinuum prevzel strukturo,
in najpomembnejSe orodje za strukturiranje je metricnd grupa. Samo ta nam omogoca,
da vpeljemo nezveznost in diskretne operacije v homogeno prostranstvo. To pa je zelo
kompliciran proces. Ze v zacetku smo imeli vse topoloske lastnosti kontinua, toda Sele
v novejSem casu se je matematika vrnila k svojim virom, s tem da je osnovala topologijo
in se tako osvobodila prevlade metricne grupe. Taka teorija, ki ni niti metri¢na niti kvan-
titativna, je v osnovi kvalitativna in temelji samo na diskretnem simbolizmu semiformali-
ziranega jezika. Toda topoloske invariante, ki so globlje zakoreninjene, si razum teZe
predstavija kot bolj povriinske metri¢ne invariante. S tem v mislih lahko uvidimo, da se
zgodi prehod od vsakodnevnega miiSijenja do formaliziranega miSljenja naravno z geome-
triénim premisljevanjem. Tako je bilo vedno v zgodovini clovekovega miSljenja in, Ce
seveda verujemo v Haeckelov zakon ponavljanja, ki trdi, da gre posameznik v svojem
razvoju skozi vse stopnje I‘aZVOJa vrste, b1 moralo biti tako tudi v normalnem razvoju
razumskega misljenja.

Teorija mnozic

Sedaj prihajam do svoje prve toCke, do teorije mnoZic. To so bistvene litanije, ki so
jih intonirali zagovorniki tako imenovane moderne matematike. Nekateri zatrjujejo, da
dovoljuje uporaba teorije mnozic popolno prenovitev poucevanja matematike in da bo
zaradi te spremembe povprecni Student lahko obvladal uéni nadrt. Nepotrebno je reci,
da je to Cista iluzija. Dokler je to raba olitnih dejstev naivne teorije mnozZic, seveda lahko
vsakdo sledi. Toda to ni niti matematika niti logika. Kakor hitro pa se sooimo s pravo
matematiko (t.j. z realnimi Stevili, z geometrijo, s funkcijami), vidimo, da ne obstaja kra-
ljevska pot, in da je le manjSina Studentov zmoZna snov popolnoma razumeti.

Ce vse pretehtamo, vidimo, da ima pretiran optimizem, ki je nastal z uporabo simbolov
iz teorije mnozic, svoje korenine v filozofski zmoti. Mislili so, da je z uCenjem rabe simbolov
e, <, U, N moZno narediti eksplicitne mehanizme, ki so osnova vsemu misljenju in skle-
panju. Clovek dvajsetega stoletja je navduseno znova odkril silogizme Darapti in Celarent,
ki so jih udili srednjeveski sholastiki. Toda kakSno poslabsanje je nastalo! Ko je v devet-
najstem stoletju Boole napisal slavno razpravo o algebri, ki nosi njegovo ime, ji ni okleval
dati naslov »Raziskava o zakonih misSljenja«. Naivno prepriCanje, da najde vsako sklepanje
svo] model v manipulacijah teorije mnozic, so imeli celo taki moderni filozofi kot neopo-
zitivisti. Niti Aristotel niti srednjeveski sholastiki niso imeli te iluzije. Kot nas J. Vuillemin
opomni (5), ima aristotelska logika svojo osnovo v bogati in kompleksni ontologiji sub-
stance. Moderni protagonisti teorije¢ mnozic bi morali spoznati, da ta teorija ni sposobna
razloziti niti najelementarnejsih deduktwmh korakov navadnega misljenja. Dovolite, da
dam primer tega dejstva. | |

Veznika ali in in. Klasi¢no uédijo, da je slovnini ekvivalent simbola U (unija) ali in
simbola (N (presek) in. Uporabimo to pravilo na dveh preprostih stavkih, v katerih sta
osebka lastni imeni; | |

(1) Peter ali Janez prihaja.
 (2) Peter in Janez prihajata.
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Peter priha mg a ali Janez prihaja.« Tu obstaja po-

p@ﬁn@ S@gﬁasgs zmm aiz 7 E@gmm umw U s pogojem, da se veznik ne nanaSa na osebek,

. »Peter prihaja in Janez prihaja«. Ko
da je pwmm smwﬁg rahlo d@*@u 1en, kajti amphmm@ vsebuje

eter in Janez prihajata« Cesto

smo to namdﬂz gp@mam@
Kar Emwsm imenujejo »presupozicija. Na pm 1er »P
in J anez prihajata skupaj«. Medtem ko sama fraza »Peter ali Janez«
Peter in E anez« mm@ m@ SE@VE}@: 10 kot nekaj, kar je narejeno
ov, Petra in Janeza, | - ko a qgw O mzng mzhm@
.- . v (1) in
dolocen pmsmﬁz"gm Sm@

10 si nekaj stavkov, v katerih

Oglejn

(3) Peter je majhen ali inteligenten.
(4) Peter je majhen in inteligenten.

(5) Ivankini Iasje so sivi ali rjavi.

dvomljiva ah mspm}@mhzm
Izkljucitveni princip: Ce sta X i

pomensko sprejemljiva

i Y« osebek, moremo redi, da X in Y
imer, »siv« in »rjav« v stavkih (5) in {6} / tem primeru
Vendar pa obstaja pomembna izjema in to je primer,
Tako je popolnoma mogoce,

Kadar lahko stoji j
X in Y« nacCelno brez pomena.
kjer in ne doloda logi¢nega preseka, paé pa prostorski stik.
da reCemo: | |

(7) Ta zastava je bela ali m
(8) Ta zastava je bela in m

PDOg da bi X (« pomen, so 1zredno omejeni;
tako je >>Evanka - ali kﬁsmnj@w lase« seveda bolj Smj@mﬁjwo kot »Ivanka ima
rdece ali rjave lase«, ker sta si v izrazih pomenske kategorije za barve las »rdee« in >>Em-
stanjevo« blizu, medtem ko si »rdefe« in »rjavo« nista. Veznik ali deluje, &e govorimo

“ iZanje p podrodji privlacnosti, ki je definirana s prid @Vnﬂm ma
wrdecCe« in »kostanjevo«. Kadar je pomenska razlika med dvema lastnostma X in Y pre-
velika, posebno cCe ti lastnosti pripadata razli¢nim p im podrocjem — kot je to pri

e potem izgubi izraz »X ali Y« ves pomen.

Q@pm’v je pm@@j omma ﬁzgﬁeda d j@ m d@jS‘W@ uslo &Worj@m ucnih Em]?ﬁg

-{f c osnovnih pogojev, ki jih nalaga namnmw pm ESE}@V&H}@ j@ ravno
MOramo ﬁmgﬁbm mesSanju razlicnih semanticnih pod ['o meSanje 1ma ime

delirij. Ko poskusa pridati pomen vsem izrazom, ki so narejeni v nmfadn@  jeziku p
oquh pravilih, gre logik najprej k izmisljeni, zmedeni rekonstrukciji sveta.




Vse te toCke kaZejo ozko obmocje teorije mnozic v opisovanju navadne misli. Vsako-
~dnevno presojanje zahteva globoke psihicne mehanizme, kot na primer analogijo, ki je
nikoli ne moremo prevesti na nivo operacij teorije mnozic. V takih primerih je pomemben
faktor organizacijski izomorfizem med pomenskimi podroéji, ki so homolosko povezana.

V takem primeru se ne bo nih&e trudil, da bo postavil sklepanje v silogisti¢no obliko.
Lisica ve, da, ¢e so kokosi v kokosSnjaku in je kokoSnjak na dvoris€u, potem so kokosi
na dvoris€u; ne muci se s teorijo mnozic. Vsakdo uporablja teorijo mnozic od trenutka,
ko zacne eksistirati, ravno tako kot M. Jourdain v Molierovem Le Bourgeois Gentilhomme
‘uporablja prozo, ne da bi se tega zavedal. Nekater1 pravijo, da jo je bolje vede uporabljati.
Prednost, ¢e je tu sploh kak8na, se nana8a na retoriko. Samo do tiste mere, ko je tehnika
matematiénega dokaza Se vrsta retorike, se izplada nadaljevati z lokalnimi formalizacijami
— ki so v resnici lokalne »spacializacije« — in uporabljati za njih formalizem teorije mnoZic.
Prepricljiva sila logi¢nega sistema prihaja iz prostorskih vkljuditev in ne obratno. To nam
kaZe na staliSCe, ki ga mora smiselna vzgojna misel zavzeti do teorije mnozic. V svoji pre-
. prosti, stvarni obliki naj b1 jo vpeljali v otroSkem vrtcu, ki je njeno naravno bivalisce.
V prvih letih srednje Sole naj bi se dijaki naucili uporabe znakov €, (1, U, < ; kasneje naj
bi jih seznanili s kvantifikatorji in s tem naj bi se koncalo.

Niti v Cisti matematiki ni gotovo, da ima vsak sklep model v teoriji mnozic. Slabo
razlozeni paradoksi, ki slabijo formalno teorijo mnozic, opominjajo matematika na ne-
varnosti, ki ga ¢akajo z nepremisljeno rabo teh, na videz nedolznih, znakov. Mogoce celo
v matematiki obstaja kvaliteta in se upira redukciji na mnozZice. Staro upanje Bourbakija,
da bi videl naravno nastajati matematicne strukture iz hierarhije mnozic, iz njihovih pod-
mnozic in iz njihovih kombinacij, je brez dvoma samo iluzija. NihCe ne more premisljeno
uiti vtisu, da se najpomembnejse matemati¢ne strukture (algebraiCne strukture, topo-
- loske strukture) pojavljajo kot osnovni podatki, ki jih je vsilil zunanji svet, in da njlhova,
iracionalna neenakost najde SVOJe edino oprawcﬂo v realnosti.
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Clanek obravnava zanesljivost, s katero potrjujejo merski podatki ena¢ke Maxwellove elektro-
dinamike, v kateri foton nima lastne mase. Navedeni so pojavi, ki bi jih morali opaziti, ¢e bi imel
foton od ni¢ razli¢no lastno maso. Na kratko so @pigam nekateri poskusi in d@bﬁ_}m@ ocene za
zgornjo mejo fotonove Eag’m@ mase, ki jih dajo merjenja.

THE PHOTON REST MASS

In this article the accuracy with which experimental data confirm the equations of Maxwell’s
electrodynamics with a zero photon rest mass is considered. Phencmena that would be encountered
if the photon should have a non-zero rest mass are reviewed. Some experiments are discussed briefly
and upper limits for the photon rest mass that can be deduced from experimental data are estimated.

V zadnjem &asu so podvomili fiziki v ve¢ ugotovitev, ki so se zdele poprej nedotakljive.
Upostevali so moznosti, da obstajajo v naravi delci z elektriCnim nabojem, ki ni wgkmtmk
osnovnega naboja, delci, ki so hitrej$i od svetlobe, delci, ki imajo magnmm naboj... D
danes je posveCen takim delcem nemajhen deleZ poskusov in teoretiCnih ngmbbama
Obstoj nekaterih izmed teh delcev je skrajno dvomljiv, a fiziki si prizadevajo vsaj bolje
‘razumeti zakone, ki prepovedujejo njihov obstoj. S tega smﬁééa je smiselno postaviti vpra-
Sanje o fotonovi lastni masi.** Sicer zaupamo Maxwellovi elekirodinamiki, ki zahteva
foton brez lastne mase, in na njej osnovani kvantni elektrodinamiki, ki je sploh najnatanc-
nejSa obstojeca fizikalna teorija. Vendar bi bilo mozZno, da bi imel foton zelo majhno lastno
maso, ¢e bi ta prispevala k enacbam Maxwellove in kvantne elektrodinamike zelo majhen
popravek, ki ga do zdaj Se ne bi bilo moZno zaznati pri poskusih. Zato je vredno premisliti,
kako zanesljivo potrjujejo merjenja Maxwellovo elektrodinamiko. Razglabljanje o fotonovi
lastni masi lahko tudi koristi boljSemu razumevanju Maxwellove elektrodinamike.

Trditev, da foton nima lastne mase, je treba razumeti takole: foton ima samo lastno
maso, ki jo mora neizogibno imeti po nacelu nedoloéenosti. Ena izmed oblik tega nacela
postavlja spodnjo mejo za produkt nedolofenosti energije S W in ¢asa J¢, ki je na razpolago
za merjenje energije: oWot = L h. Foloni so stabilni in je treba zanje upoStevati v skraj-
nem primeru za cas of starost V@S@E_}& to je Mmh 18 mﬂijam let. Z ZVeZO oW = c*om oce-
nimo spodnjo mejo fotonove lastne mase z m, = ’ "

g Viez = 4
Najznacilneji pojavi, do katerih bi pmsm? Ce m amd foton lastno
dosledni bi morali re¢i »vedjo lastno maso kot m«) so: |
Hitrost elektromagnetnega valovanja v praznem prostoru bi bila odvisna od frekvence.
Poleg transverzalnega elekitromagneinega valovanja bi obstajalo Se longitudinalno elek-
tromagneino valovanje. Z drugimi besedami: poleg levo in desno il(mma polariziranih fotonov
bi obstajali se longitudinalno polarizirani fotoni.
V Coulombovem zakonu za tolkasta i’zaqu bi se pojavil d@dm‘m od mzdafje nabojev
- odvisen faﬁcz‘m | | o

maso (Ce bi bili

* Pﬁf@jen@ po pred&mmu na tretji Smpnﬁ. v okviru »Izbranih poglaviy 1z fizike«.

*#* Podobno se vpraSamo o elektronskem in mionskem nevtrinu. Tudi za nevtrina prevﬁaduﬁe
prepritanje, da nimata lastne mase. Vendar navajajo preglednice osnovnih delcev zgornji meji za
lastno energijo elektronskega (60 eV) in mmnsk@ga nevtrina (1,2 MeV). Za maso fotona v pregled-
nicah OSH@VHEh delcev do zdaj niso navajah zgornje meje. Najnovejsa preglednica pa Ze vsebuje to
mejo. |
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Soroden faktor bi nastopil tudi v enacbi za gostoto v magnetnem polju staticnega magnet-
nega dipola.

V tem prispevku so zbrana poenostavljeno opisana merjenja, po katerih sklepamo
na zgornjo mejo m, za maso fotona.* Z gotovostjo bi lahko trdili, da foton nima lastne
mase, ce bi se zgornja meja m,, ki jo dajo merjenja, priblizala izraCunani spodnji meji m,.

Hitrost elektromagnetnega valovanja. V specialni teoriji relativnosti so celotna energija
delca W, gibalna koli¢ina p in lasina energija mc? povezane z enacCbo

W?2 = p2c?® + m?ct. | (1)

(¢ je hitrost svetlobe v praznem prostoru v Maxwellovi elektrodinamiki in v specialni
teoriji relativnosti, v veljavnost katere ne podvomimo.) Energija W in gibalna koliCina p
sta povezani s krozno frekvenco w in z velikostjo valovnega vektorja k: W = fiw, p =
= hk. Z njima zapiSemo jakost elektriCnega polja in gostoto magnetnega polja v ravnem
elektromagnetnem valovanju kot E = E,ei(®dr — o) in B = B, eibr — o9 Enacbo (1) pre-
oblikujemo z uvedbo velikosti valovnega vektorja K = mc/h, ki ustreza fotonovi lastni
masi m: | |

e = k? + K2 ' (2)

Conﬁptonova valovna dolzina fotona je 4 = 2n/K = 2afi/mc in ustrezna kroZna frekvenca
Q = cK = mc?/A.
Fazna hitrost elektromagnetnega valovanja je po tem

cr= olk = c(k? + K»)ik = c(1 + 12/ A2} = co/(w? — Kc2)?. (3)

Enacbi (2) in (3) kaZeta, da ima elektromagnetno valovanje za fotone z lastno maso disper-
zijo v praznem prostoru. Skupinska hitrost je |

¢, = do/dl = c*k|w® = c}[cp = c{w* — K3¢?):/w = c(1 + A2/ A%z (4)
Priblizno velja / o - o
cg=c(l—L 242+ ..)=cl—LiKcw*+..). (4)
y .

~ Za hitrost elektromagnetnega valovanja od zelo kratkih do metrskih valovnih dolZin
so namerili ¢ vsaj z relativno zanesljivostjo 10™%. NajdaljSa valovna dolzina, pri kateri so
merili tako zane/éljivo, je bila 1,73 m.** Ce bi nezanesljivost 10~ v celoti pripisali fotonovi
lastni masi, bi sledilo iz enaCbe 107° = (¢ — ¢,)/c = £ A*/A* za spodnjo mejo Comptonove
valovne dolzine folona A4 =4 -10m in za zgornjo mejo fotonove lastne mase m, =
= 5107 kg/Ob tem uvidimo, da je m, pravzaprav zgolj oznaka za zanesljivost, s katero
uspe pri kak/em merjenju potrditi rezultat Maxwellove elektrodinamike. |

Po enacbi (4’) je odloCilno merjenje z dolgimi valovi, Ceprav dosezejo pri tem slabSo
zanesljiy,@ért. Z. neposrednim merjenjem so ugotovili, da je relativna razlika hitrosti valov
z valovnima dolzinama 300 m in 450 m manj$a kot 7 - 10, (Merili so hitrost radijskih
valov nad morjem. Relativna razlika hitrosti nad zemljo je bila mnogo veCja, okoli 19/,
zaradi neenakomernosti tal in zraka nad njimi.) Ce bi nezanesljivost 7 - 10~* v celoti pri-
pisali fotonovi lastni masi, bi sledilo iz enacbe 7+ 107 = (¢, — ’p)/c = L (1’2 — A?)/A? za
spodnjo mejo Comptonove valovne dolzine fotona 4 = 9 km in za zgornjo mejo fotonove
lastne mase m, = 2 - 1076 kg.

* Nekoliko podrobnejsi oris merjenj in enacbe lahko najde bralec v kratkih skriptah »All ima
foton lastno maso?«, Odsek za fiziko fakultete za naravoslovje in tehnologijo, Ljubljana 1972.

** Vec€ina podatkov je povzeta po preglednem ¢lanku A. S. Goldhaberja in M. M. Nieta.?
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f@‘mﬂm@ lastne mase bi thﬁ izkoristili tudi svetlobo z zvezd.
bi bila ‘mma, zvezda s ’m Spm Eﬁmk@ , pm E@ﬁ@n e de,

Za oceno zgornje n
Pﬁ‘ﬂdana za m@rj@nj@

11 Sim tr @nmk@
Znamo swﬂgg (4> = 8000 V@Eja, At = 5/@} Z’/f = %U/c} (A2 — A%/ A% Vze-
mimo, da bi bila zwz& \ mzda,m 5 = 10° svetlobnih let od Zemlje in da bi izmerili manjsi
° Q@ bi nmah zakasnitev v @@mu disperziji mmg mmnw
0~3s, b1 u- za spodnjo mejo Comp
m 1n za zgornjo mejo fotonove lastne m

Te ocene, ki jo je postavil de Broglie (1940), niso neposredno preverili z m
Pa¢ pa je v novejSem Casu omogocil pulzar v Rakovici podobno oceno z vidno svetlobo.
Z merjenji so namre¢ ugotovili, da je bil &asovni razmik za tri razli¢ne valovne dolZine
v vidnem delu spektra manjSi kot perioda pulzarja 1,5 - 107%s. Razdalja pulzarja je znana:
6,5 - 10® svetlobnih let. Tako so dobili samo za malenkost niZzjo oceno, kot jo je predvidel
de Broglie. Precej zanesljivejSo oceno dajo merjenja z radijskimi valovi, ki jih oddaja Ra-
kovi€in pulzar.? Pri njih je treba vsekakor upostevati disperzijo v plazmi v medzvezdnem
prostoru. Velikost valovnega vektorja in krozna frekvenca sta v plazmi povezani z enacbo

w%z — k2 | {5}

¢e ni zaznavnega magnetnega polja. Pri tem je konstantna plazemska krozna frekvenca
doloCena z w, = (ne? o e}z, Cejen Gpmma gostota @E@ME’@E@V Ema@?bd (5) se po obliki
ujema z @ﬂ@@b@ (2), le da nastopa w,/c namesto K. Zato velja za skupinsko hitrost v plazmi
enaka priblizna enacba kot (4°), le da vsebuje w,/c namesto K.

= c(l — L w%/0® + ...). (6)

Poleg disperzije v plazmi po enacbi (6) bi bilo treba upoSievati Se disperzijo (47), ¢e b1 1imel
foton lastno maso. V prvem priblizku bi se vpliv plazme in vpliv fotonove lastne mase na
skupinsko hitrost kar sestela. |

Merjenja zakasnitve radijskih valov z Rakovidinega pulzarja v odvisnosti od krozne
frekvence so pokazala, da velja v okviru zanesljivosti pri merjenju za hitrost valov enacba
(6). Pri tem je bilo treba za poprecno gostoto elekironov na zveznici pulzarja in Zemlje
vstaviti n = 2,8 - 10* m™2. To se je skladalo s podatkom, ki so ga dobili pri drugacnih mer-
jenjih. (Plazemska frekvenca je tedaj w, = 9,4 - 10° s7*. Pri merjenjih z valovi s krozno
frekvenco veC 107 s je torej zagotovo uporaben prvi priblizek (6).) PripiS§imo izmerjeno
disperzijo radijskih valov v celoti fotonovi lastni masi namesto plazmi, pa dobimo za

zgornjo mejo K = w,/c =3 - 10~ m™ S

[

m~!! Spodnja meja Comptonove valovne dolZzine fotona
bi bila v tem primeru 4 = 2 - 10° m in zgornja meja fotonove lastne mase m, = 1077 kg.
To je najmanjSa zgornja meja fotonove lastne mase, ki jo je bilo mogoce dobiti pri merje-
njih hitrosti elektromagnetnega valovanja, se pravi pri merjenjih s pravimi fotoni. Druga
merjenja so napravili v statiCnem elektri¢nem ali magnetnem polju, ki ju opiSemo z virtual-
nimi fotoni. | - o

Longitudinalno elektromagnetno valovanje. V transverzalnem elektromagnetnem valo-
vanju, ki potuje v smeri osi x, imata na primer jakost elektriCnega polja E, smer osi y in
gostota magnetnega polja B, smeri osi z. V longitudinalnem elektromagnetnem valovanju,
ki bi potovalo v smeri osi x, pa bi imela jakost elektrinega polja smer osi x, a magnetnega
polja sploh ne bi bilo. | | | |

Ce bi imeli fotoni lastno maso in bi potovali v laboratorijskem inercialnem opazovalnem
sistemu S S hﬂmgqﬁ v = ¢, < ¢, bl obsiajal lastni inercialni opazovalni sistem S°, v ka-
terem bi fotoni mirovali. Lommmm transformacija povezuje jakosti @E@Mﬂ@mga polja
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in gostoti magnetnega polja v laboratorijskem in v lastnem sistemu. Stevilo fotonov v
enobarvnem valovanju bi bilo sorazmerno s kvadratom amplitude jakosti elektriCnega
polja E’, v lastnem sistemu. V transverzalnem valovanju je amplituda jakosti elektriCnega
polja v laboratorijskem sistemu,

Eyo = (1 — ey % (E'y + vB’m) = (1 —ve) (1 + V/O) 'y

Pri tem smo upostevali znano zvezo B’,, = E ‘yo/c. V longitudinalnem valovanju pa bi bili
amplitudi v obeh opazovalnih sistemih enaki: E,, = E’,,. Enobarvno longitudinalno valo-
vanje in prav tako transverzalno valovanje naj vsebujeta enako $tevilo fotonov! Medtem
ko b1 veljalo v lastnem sistemu (E£’,0%)1one = (£’ 50 trans» 01 bilo v laboratorijskem sistemu
(E?x0)1ongl (E*y0)trans = (1 — v¥/c?)/(1 + v/c)* = (1 —v/[c)/(1 + v/c) = 2 (Kc/w)®* + ... = L (4/
[A)? 4 ... Nazadnje smo uporabili enacbo (4’) in obdrzali samo ¢len z najniZjo potenco K
ali A.

S kvadratom amplitude jakosti elektricnega polja so sorazmerni popreCna gostota
energije in gostota energijskega toka v elektromagnetnem valovanju in absorpcijski in
sipalni preseki za elekiromagnetno valovanje. Pri enakem Stevilu fotonov v lastnem sistemu
- bi bili popre¢ni gostoti energij in gostoti energijskih tokov longitudinalnega in transverzal-
- nega valovanja priblizno v razmerju (1/A4)2. Priblizno tolik§no bi bilo tudi razmerje med
sipalnima in absorpcijskima presekoma za longitudinalno in transverzalno valovanje v
laboratorijskem sistemu. Za rumenozeleno svetlobo je to razmerje manjse kot 10723, e
upostevamo za spodnjo mejo Comptonove valovne dolZine fotona podatek 2 - 102 m. Zato
bi bilo mogode, da $e niso opazili longitudiralnega elektromagnetnega valovanja, Cetudi
- b1 imel foton lastno maso (manjSo kot 1077 kg). (Valovanje ostane zmeraj longitudinalno
ali zmeraj transverzalno pri prehodu iz opazovalnega sistema v drugega samo, ¢e ima rela-
tivna hitrost opazovalnih sistemov smer potovanja fotonov.) |

- Ob tem se porodi pomislek. Naj bo lastna masa fotona namreC Se tako majhna, Ce je
razliCna od ni¢, obstaja lastni opazovalni sistem in obstajajo tri vrste polarizacije. Po tem

'bi na hitro sklepali, da bi se morali znatno razlikovati zakoni za sevanje Crnega telesa

za fotone z lastno maso od ustreznih zakonov za fotone brez lastne mase. V Planckovem
in v Stefanovem zakonu naj bi za fotone z lastno maso nastopil fakior 3 namesto faktorja
2 za fotone brez lastne mase, pri katerih sta mozni le dve vrsti polarizacije. Po tem bi morala
biti za fotone z lastno maso deleZ gostole izsevanega energijskega toka na ozkem frekvenc-
nem intervalu dj/dv in gostota izsevanega energijskega toka j i-krat tolik§na, kot ju
podajata Planckov in Stefanov zakon. To razglabljanje naj bi se nanaSalo na poljubno
‘majhno, a kon¢no fotonovo lastno maso. |

Ali dejstvo, da se ujemata Planckov in Stefanov zakon z merjenji, dokon¢no izkljuCuje
moznost za obstoj fotonov z lastno maso? L. Bass in E. Schrodinger sta upo$tevala robne po-
goje za jakost elektri¢nega polja in za gostoto magnetnega polja in izpeljala zveze med ampli-
{udami jakosti elektri¢nega polja za transverzalno in longitudinalno valovanje ob prehodih
iz vakuuma v snov (Fresnelove enacbe za primer, da bi imel foton lastno maso).? Pokazalo
se je, da bi se pri poSevnem vpadu na idealni prevodnik transverzalno valovanje ne odbilo
popolnoma. DeleZ energijskega toka z velikostno stopnjo (1/A4)? bi preSel v snov v obliki
longitudinalnega valovanja in deleZ z enako velikostno stopinjo bi se odbil prav tako v
obliki longitudinalnega valovanja. Nasprotno bi preslo longitudinalno valovanje skoraj
v celoti iz vakuuma v snov, le delez energijskega toka z velikostno stopnjo (4/A4)2 bi se
odbil v obliki transverzalnega valovanja. |

To kaZe, da longitudinalnega elektromagnetnega valovanja zaradi izredno Sibkega
sodelovanja s snovjo sploh ne bi bilo mogoce obdrzati v votlinah, kakrSne uporabljajo
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pri merjenjih sevanja Crnega telesa.®* Pri preuCevanju elektromagnetnega vﬂmma k
j@ v termodinamskem ravnovesju z ﬁk@hm se sploh ni treba ozirati na longitudinalno
valovanje. To pomeni, da nastopata v Planckovem in v Stefanovem zakonu v vsakem pri-
meru le dve vrsti polarizacije transverzalnega valovanja. Ta zakona bi torej ostala v veljavi
prav taka kot ju poznamo, ¢etudi bi imel foton lastno maso.

Zelo majhen deleZ energije, ki je spocetka v celoti v transverzalnem valovanju, bi uSel
1z votline v obliki longitudinalnega valovanja, ¢e bi imel foton lastno maso. Vendar tega
uhajanja energije ne bi bilo mogoce zaznati. Transverzalno valovanje bi zgubilo ob vsakem
odboju na steni votline priblizno (A/4)*kratni delez energije. V votiini s premerom R
potrebuje valovanje za pot od stene do stene ¢as R/c in se odbije ¢/R-krat na sekundo.
Delez energije, ki bi v sekundi pmé@é iz transverzalnega valovanja v longitudinalno, bi
imel tedaj velikostno stopnjo (4/4)% - ¢/R. Da bi se iz votline zgubil znaten deleZ energije,
- bﬂ@ émb@ pocakati Cas okoli {E/c} M /A)2. Pri rumenozeleni svetlobi bi to v votlini s pre-
merom R = 1 m ob spodnji meji 4 = 2-10°m naneslo okoli 3 - 10*s, torej vec deset
ﬂi}? onov let.

Coulombov zakon. Zanesljivost Coulombovega zakona preskusajo fiziki 7ze dobri dve
stoletji. H. Cavendish je delal poskuse ﬂ’?’?}} Se preden je C. A. Coulomb izoblikoval
svoj zakon. Kratko je sklenil Emm@nm@m kovinski kmgh in nabil zunanjo kroglo. Nato
j@ prekinil stik med kroglama, odstranil zunanjo kroglo in meril naboj na notranji krogli.
Na njej se ne sme nabrati ni¢ naboja, Ce je elektricna sila med m@kaﬁf@ ma nabojema obratno
sorazmerna s kvadratom razdalje. V okviru zanesljivosti pri merjenju Cavendish ni za-
%E@dﬂ na notranji krogli nikakega naboja. Te poskuse je podrobneje obdelal in objavil
J. C. Maxwell, ki jih je povzel v izboljSani inacici (1873). Koncentricni kovinski kmgh je
kratko sklenil, nabil zunanjo kroglo in prekinil stik med kroglama. Nato je ozemljil zu-
nanjo kroglo, odstranil majhen del zunanje krogle in skozi nastalo odprtino izmeril na-
petost notranje krogle proti zemiji ; | |
Vzemimo, da sila med mgkamma nabm@ma ne bi bila sorazmerna z 1 /r ampak z
1fr2ta,
VY tem prin

M

Dodatni &len, | g |< 1, v eksponentu meri odstopanje od Coulomb _
ieru bi bila velikost _gakom v elektri¢nem polju to¢kastega naboja E = e/4me,r?t4,

bi bil V(r) = —

OO

v tem primeru veljala za zgornjo mejo g pri poskusu z dvema koncentricnima kroglama
prvem priblizku ocena - |
ig f = UV (r,)f(r[r,). o )

Pri tem je V(r,) zaetni potencial zunanje krogle in U = V(r,) — V() najmanjsa napetost
med kroglama, ki bi jo utegnili spregledati pri merjenju. Funkcija f(x) = £ xIn [(1 +
+ x)/(1 —x)] —1In [2/(1 — x?)] je odvisna od razmerja x = r/r, med radijema notranje
krogle r in zunanje krogle r,. Za Cavendishova merjenja je navedel Maxwell zgornjo mejo
DO @nagﬁ {7} ] q ! 0,03. S svojiji merjenji pa je dosegel precej nizjo mejo ] g } = 5 - 1075 **

W. E. Lawton (1936) sta znatno zniZala Maxwellovo mejo.t Njun
poskus se po osnovni zamisli ni razlikoval od Maxwellovega. Merila sta s kommmmima

Edr = e/dne,(1 + g)rite, Dalj§i radun pokaze, da bi

----- Potencial pa

Mimogrede omenimo zammwg zamisel M. E. Gercenstejna (1971). MozZno bi bilo, da; bi pri
pOSE{MSEh J. Webra, o katerih je Obzornik Ze n@kajkrat porocal, ne zamamh gmwtacﬁjsk@ga valo-
vanja, temvec Eengimdmam@ fotone z veliko energijo. S tem bi se izognili tezavam glede izvora
energije gravitacijskega valovanja. |

** A D, D@Eggv in V. I. Zaharov (1971) sta pripomnila, da dajo Cavendishova in Maxwellova
merjenja v resnici niZjo zgornjo mejo za | ¢ |. UpoStevati je namreé treba, da imajo vodniki na
Zemlji potencial okoli 105V zaradi @E@kménega polja med Zemljo in immsf@;m (ker moramo vzeti,
da je potencial v veliki razdalji od Zemlje enak ni¢). To pa ne velja za kvazistatisti¢na merjenja,
ki jih bomo Se opisali.
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zeleznima kroglama s premeroma 1,5 m in 1,2 m. Uvedla sta dve bistveni zbolj$avi. Merilnik
napetosti sta namestila v notranjost manjSe krogle in ga zvezala z obema kroglama. Tako

sta se 1zognila motnjam, do katerth bi priSlo zaradi kontaktne napetosti ob dotikanju
vodnika in notranje krogle. Namesto enosmerne napetosti sta uporabila izmeni¢no na-
petost z amplitudo 3 -10°V 1n frekvenco 2,2 s~1.* Za merilnik napelosti sta uporabila
ojaCevalnik za napetost s frekvenco v blizini 2 s™*. Na izhod ojalevalnika je bil prikljucen
galvanometer z lastno frekvenco okoli 2 s7*. S takim resonanCnim merjenjem sta zmanjsala
vpliv moteCega suma. Galvanometer sta opazovala skozi odprtini v obeh kroglah. Okence
na vrhu zunanje krogle je bilo podloZeno s kovinsko mrezo in napolnjeno s slano vodo.
Tako sta dosegla, da je bila zunanja krogla elektricno popolnoma zaprta.

e~
e A —-.

e e e e — l'\ ——— Y

D K Sv| LS -
| KO i EKB
7K '

gk
Sl 1. Poenostavljena risba naprave Plimptona in Lawtona.* ZK zunanja krogla, NK notranja krogla,
O ojacevalnik, G galvanometer, D daljnogled, OK okence, SV stati¢ni voltmeter, KO katodni oscilo-

graf, LS lo¢ilna stena, I induktor, KB kondenzatorska baterija, MG mirujc€a glavnika, PG premi-
kajoci se glavnik. Naprave v notranji krogli napajajo baterije

Med glavnim poskusom nista zasledila, da bi galvanometer zaznavno nihal, ko je bil
~ vkljucen izvir napetosti. Zaradi Suma se je kazalec tresel, tako da ne bi bilo mogocCe zaznati
napetosti pod 1 #V. S podatki za amplitudo najmanj$e napetosti, ki bi jo bilo mogode
spregledati, U, = U = 10~%V, za amplitudo potenciala zunanje krogle V,(r,) = V(r,) =
- =3,102V in z f(r/ro = 0,8) = 0,17 sledi iz enaCbe (7) za zgornjo mejo l q I = 2 - 107,

Zgornjo mejo l q ] bi radi povezali Se z zgornjo mejo fotonove lastne mase. (V kvazi-
statistiCnem elektriCnem polju gre za virtualne fotone in zgornja meja za fotonovo maso
je tudi v tem primeru podobno kot zgornja meja za ’q | samo prikladen parameter za
- oznacevanje zanesljivosti.) Iz enacbe (1) sledi za statiCni primer, se pravi za @ = 0, da
je k2 + K2 =0 in k = + iK. Po tem sklepamo, da preide v tem primeru faktor e v
eksponentno pojemajoci faktor e=£7. Za potencial toCkastega naboja privzamemo** V(r) =

= (e/4ne,r) X7, Potencial v krogli je v tem primeru V(r) = (e/4msor,) e Ko (eKr — k7))
[2Kr = (e/4ne,r,) e Ko (1 4 L K22 4 ...). Po tem ugotovimo, da velja za zgornjo mejo K
ocena

= {6IQIf("/VO)/(f"02“‘“r2)]%= (8)

S to enacbo izraCunamo zgornjo mejo za K = 102 m™* pri Plimptonovih in Lawtonovih
merjenjih. 1z tega sledi zgornja meja za fotonovo maso m, = 3 - 107" kg. Z enacbo (8)
lahko ocenimo Se zgornji meji za fotonovo maso po Cavendishovih in Maxwellovih mer-
jenjih. Dobimo m, = 3 - 10~** kg in m, = 3 - 10~ kg.

V zadnjih letih je veC raziskovalcev §e znatno znizalo Plimptonovo in Lawtonovo mejo.
NajnovejsSe in najzanesljivejSe merjenje so izvedli E. R. Williams, J. E. Faller in H. A. Hill

* ¥V tistih Casih sta morala uporabiti za izvir baterijo kondenzatorjev z veliko kapaciteto, ki
ju je nabijal induktor preko usmernikov. Pola kondenzatorske baterije sta bila izdelana v obliki
mirujocih glavnikov Med njima je motor nihal tretji glavnik, ki se je priblizal zdaj prvemu, zdaj
drugemu mirujo¢emu glavniku. Tretji glavmk je bil preko dusilk, ki naj bi 12100116 morebitne primesi

visokofrekvenénih tokov, zvezan na zunanjo kroglo.
| ** Jedrskim fizikom je ta korak dobro znan: del potenciala Jedrske sile z dolgim dosegom ima
Yukawino obliko konst. e—ur/r, e je 4 = mzc/h in mz lastna masa delca polja jedrske sile — piona.
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imptonov in Lawtonov poskus z najsodobnejSimi napravami.’

m poskusu je izvir izmeniCne napetosti nabijal konc @mmm‘

- prva je - mnama krogla, druga pa ozemljena Ed@ga v okolici. W
in H H SO - Z veCjo zascitno kmgm 80 dosegli,

- m SO 1zmenicno S m@@j
Posebej je bilo treba paziti, d

am razliénimi
ohmsﬁt ZVarov. S

| in tudi raCunamo za kmgkﬁ saj 1 OVE‘§}§@
ZasCitna krogla je imela premer 1,5 m
. Zunanja | mgm je bﬂa ssgmmm@ 1z am iinijaste s premerom 1,2 m

malo vecd)i

f"”.‘f*

m m dveh bak

iﬂﬁ@i@i@i o

Williamsa, Fallerja in Hilla.?

ZaK zaScitna ammmga&m krogla, ZuK zunanja krogla, ki jo se-
stavljata dve bakreni in aluminijasta, NK notranja aluminijasta
krogla, T'z vodo hlajena tuljava, OS oscilator, S svetilo, SV sve-
tlobni vodnik, F fotocelica, FU fotoupornik, SD sinhronski de-
tektor, ki ga sestavljajo ojacevalniki, meSalnik, filtri in na izhodu
pretvornik nammsﬁ v frekvenco, PF osciloskop in premikalnik
faze ki poveCa fazno razliko med pmmmain@ mpe’ms@m in
napetostjo na tuljavi T vsake pol ure za en mhajg SN Stevna
naprava preSteva nihaje po .. sekund in je prikljudend
na analizator, ki izlo¢i sinusno sestavino s periodo pol ure,
UM del naprave za umerjanje: ko Zelijo napravo umeriti, po-
svetijo s Sibkim svetilom z nihajoCim svetlobnim tokom od zunaj
v svetlobni vodnik. Naprave v notranji krogli napajajo baterije

- 1zator, ki sta g@; sestavljali zaSCitna in bakrena zunanja krogla, je napajal osci-
mijasm mmamo kmgio in notranjo kroglo so merili s sinhron-
Primerjalno napetost za Smhmmm detektor
SO Sp@h&h iz zunanjosti v nﬁimmg kmgﬁo in nap@ms& na izhodu detektorja iz notranje
krogle v zunam@ﬂ s svetlobnima curkoma iz svetil z nihajocim Swﬂomm tokom. Curka
SO - ili svetlobni vodniki skozi drobne odprtine v kroglah. Odprtine so bile za elektri¢no
nclje s frekvenco 4 - 10 Opemo ma neprepustne. Med glavnim m @U@m@ , ki je traj jalo
i dni msm 0 mwmah delovanje d @E@kmma in poskrbeli, da je adomﬁ ves cas
mpn@ahs da je bila am phma napetosti, ki bi jo utegnili
YR Y Mo v @H&Qb@ (DU =U, =32-1013V, V(r,) =
dobimo zgornjo mejo |g I =310
m za zgornjo mejo K
, = 1,6 1073 kg,




Polje magnetnega dipola. Dodatni faktor e &7, ki smo ga srefali pri potencialu tod-
kastega elekiri¢nega naboja, nastopi tudi pri radunanju gostote polja magnetnega dipola,
¢e 1ma foton lastno maso. Za magnetni dipol v izhodis¢u z dipolnim momentom p,, v
smeri negativne osi z bi bila gostota magnetnega polja | |

B = [oPm €5 r3 (1 + Kr + % K??) - .
[(Bxz/r2, — 3yz/ry, 1 — 3z%/r2) 4 (0, 0, 2 K22)/(1 + Kr + & K2r?)), (9)

Ce bl 1mel foton lastno maso. Gostota magnetnega polja magnetnega dipola v Maxwellovi
clektrodinamiki pa je

B = popm 2 (—3xz/r?, —3yz[rt, 1 — 3z3/r%). ©)

1z tega razberemo, da je vpliv fotonove lastne mase na polje magnetnega dipola dvojen.
Najprej se navidezno pomanjSa velikost dipolnega momenta, opazovana iz razdalje r,
od py na pu(r) =pL,e X1 + Kr + L Kr?) = p,,(1 — L K%? +- ...). Poleg tega nastopi
dodatno polje z gostoto By,qg = [unp,(r)/r®]: %K?'rz/(l + Kr 4+ £ K??) v smeri osi z, to
je nasproino vzporedno z dipolnim momentom. r -
Po mnogoStevilnih podatkih o smeri in velikosti gostote zemeljskega magnetnega polja
na povr§ju Zemlje z radijem r, so delocili velikost dipolnega momenta Zemlje. Na osnovi
enacbe (9°) so dobili velikost dipolnega momenta p,,. V primeru, da bi imel foton lastno
maso, bi tako dolofena vrednost igrala vlogo p,(r,). Pri tem bi popolnoma spregledali
dodatno polje z gostoto B;,q. Najbolje je navesti podatke za magnetni ekvator (z = 0).
Tam je gostota magnetnega polja, ki ima samo komponento v smeri osi z, po enacbi (9°),
a z novo vrednostjo dipolnega momenta B, = u,py(r,)/r?,. Za dodatno polje pa bi veljalo
Baoa/Bs = 2K%,/(1 + Kr, + % K%%,). Do ocene za zgornjo mejo K pridemo, Ce pri-
piSemo razliko med izmerjeno in izradunano gostoto magnetnega polja B, na magnetnem
ekvatorju v celoti dodatnem polju. Gostota magnetnega polja na ekvatorju je 3,1 - 10%y
(1y = 107° gauss = 10~® T). Razliko med to vrednostjo in izmerjenimi vrednostmi v raznih
tokah pa cenijo na 5,4-10%. Iz zveze 5,4-10%/3,1-10% = Byoq/B, = 2 K?%?2, sledi
z r, = 6,4 -10° m za zgornjo mejo K = 2,5 - 1078 m~! in za zgornjo mejo fotonove lastne
mase m, = 107%° kg. To oceno je prvi napravil E. Schrodinger (1943). Izboljsala sta jo
A. S. Goldhaber in M. M. Nieto na osnovi novejsih podatkov (1968).¢ Po teh je razlika
med 1zmerjeno in izracunano gostoto zemeljskega magnetnega polja na ekvatorju okoli
—20y. Treba je upostevati Se negotovost zaradi prispevkov, ki ne izvirajo od zemeljskega

m, 4

10 kgl
@

| 1 | -

1800 1900 | tas

Sl. 3. Zgornja meja za fotonovo lastno maso v odvisnosti od ¢asa. Krogi ustrezajo preverjanju
Coulombovega zakona, kvadrati neposrednemu merjenju hitrosti elektromagnetnega valovanja
in trikotniki merjenju zemeljskega magnetnega polja
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mp jih plasteh szqa in vise. |
msp@vm dosgzqg po oceni skupa,j okoli 4@;} Z lastno maso f@mn@ bi bilo tedaj H@ba;
pojasniti v celoti razliko —20y + 40y = Zy Vendar se podatki spreminjajo s ¢asom In
so precej negotovi, tako da niso izkljucene sistematske napake celo do 100y. Zato sta Gold-
h@b@ﬁ: m Nﬂ@m vzda; Bd@d = 120y 1n d@d/Bg = 1207/3,1 - 10%y, da ne bi wmia prenizko.

D mase, dobimo zgornjo mejo K = 107% m™t in zgornjo
@}0 fotonove lastne m 0%t kg. Temu ustreza lastna energija 3 10715 eV . *
T@ j@ do zdaj n&jmz_sa, zgomja meja za f@im‘mve E&sme maso. N@ kaz& da bi jo usp@m

Nihajni ¢as nihajnih f{mgm: Imo Se neuspel i Dskug da bi znmizali zgornjo mejo
fotonove lastne mase. P. A. Franken in G. W. An puk i sta sklepala, da je lastna frek-
venca votlinskih resonatorjev odvisna od fazne hmmm (3).” Vzemimo, da je lastna krozna
frekvenca izbranega resonatorja w, = ck, Ce foton nima lastne mase! Velikost mﬁovnﬁga
vektorja & = 2z/A je doloCena z razseznostjo resonatorja. Isti resonator naj bi imel tedaj
lastno krozno frekvenco @, = ¢k, Ce b1 umel foton lastno maso. 1z wsze wu/wu = gf/s —
= @,/(0? — K?%c%3, bi torej sledila enacba

W% = W% + Qge o (10)

Pri tem smo vstavili famo hitrost (3) pri resonanéni krozni frekvenci @, in ) = Kc.

Po @n@@m (10) naj bi bila naymanjsa lastna krozna frekvenca katerega koli resonatorja
enaka {2, ne glede na obliko in velikost. Ob zgornji meji K = 108 m™ je zgornja meja
za krozno frekvenco £ 3 s=, Cemur usireza nihajni ¢as 2,1 s. Eiekmm@ nihanje s tolik§no
ali s Se manjSo krozno fmkwmo bl lahko opazili le, ¢e bi ne bila lasina krozna frekvenca
w, mnogo vecja od L2, Votlinski msonamr ki b1 ustrezal tej zahtevi, bi moral imeti linearne
razseznostt z velikostno stopnjo n/K =34 =3-10*m. Zato ni upanja, da bi mogli
pri merjenjih z votlinskimi resonatorji z enacbo (10) zmzaﬂ Vd}&VﬂO Zgornjo mejo za Q;

Franken in Ampulski sta menila, da se da raztegniti veljavnost enacbe (10) morda tudi
na nihajne kroge s praznim kondenzatorjem in s prazno tuljavo in morda celo na nihajne
kroge s kondenzatorjem, v katerem je dielektrik, in s tuljavo, v kaleri je feromagnetna
snov. Zato sta pmvmﬁﬂa Znano enacbo za lastno kroZno frekvenco nihajnega kroga w, =
= (1/LC — R?/4L?)=, Nihajne kroge sta sestavila iz dveh V@hkm kondenzatorjev s kapaci-
o po 530 uF in iz orjaske dugilke z induktivnostjo 3060 H, ki sta jo hladila s tekodim
duSikom. Kapaciteto kondenzatorjev in induktivnost mhave Sm; poprej posebej izmerila.
Potem sta izmerila lastno kroZno frekvenco za nihajna kroga s po enim kondenzatorjem
(0,782 s71) in za nihajni krog z vzporedno vezanima kondenzatorjema (0,556 s™1). Izmer-
jene lastne kroZne frekvence so se ujemale z izraCunanimi v okviru mzamsbwosu pm
m@m@mu ki je bila okoli 19. |

(e pripiSemo mozZno n@zanﬁghwgsi \4 @dou fotonovi lastni masi, sledi za zgornjo mejo
() ocena (0,01w%)* = 0,1 w,, kar je okoli 0,1 s™. To da za zgornjo mejo fotonove lastne
mase m, = 107%% kg. - - | |

Franken in Ampulski sta izoblikovala svoj sklep dokaj previdno. Dopustila sta moZnost,
da enacba (10) ne velja za nihajni krog s kondenzatorjem z dielektrikom in s tuljavo s fero-
magnetno snovjo. Toda veC avtorjev se je oglasilo s trditvijo, da enacba (10) ne velja splosno
niti za votlinske resonatorje, v kar Franken in Ampulski nista podvomila.® Dokazali so,
da 1ma v sploSnem relativna razlika kake koli¢ine, doloCene za foton z lastno maso, in
ustrezne koli¢ine v Maxwellovi elektrodinamiki kveljemu velikostno stopnjo (Kd)?. Pri

* NajmanjSa doslej izmerjena razlika lastnih energij je razlika lastnih energij stanj K in Kg

nevtralnega kaona: 3,5 10—%¢V.
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tem je d karakteristina linearna razseZnost obmodja, v katerem so vodniki s tokovi, pre-
vodniki z nabojem in merilne naprave. Iz tega sledi, da ima (&, — w,)/w, velikostno stop-
njo (Kd)? in ne (QQ/w,)? = (Kc/w,)?, kakor sta trdila Franken in Ampulski. Zgornja meja
fotonove lastne mase, ki jo da njun poskus, je torej v resnici vsaj (c/w,d)? = 10Y"-krat
veCja od navedene ( postavimo kar d = 1 m). Pokazalo se je celo, da potuje elekiroma-
gnetno valovanje po koaksialnem vodniku vselej s hitrostjo ¢, ne glede na lastno maso fo-
tona. PotujoCega valovanja po takem vodniku si namre¢ ne smemo predstavljati kot del
pravega fotona z dano gibalno koli¢ino v smeri osi vodnika. V takem valovanju moramo
videti mnozico virtualnih fotonov, ki izvirajo iz nabojev in tokov v steni in v zZili vodnika
in ki imajo znatne komponente gibalne koli€ine v precni smeri. Lastna masa fotona zato
ne bi prizadela hnrosti potujoCega valovanja po koaksialnem vodniku. Povzrocila bi le,
da bi se za malenkost spremenila jakost elektrinega polja v precni smeri.

Zdaj razumemo, zakaj da opazovanje zemeljskega magnetnega polja najmanjSo zgornjo
mejo za fotonovo lastno maso. Merjenje ni posebno zanesliivo, toda nastopajoca razdalja,
to je rady Zemlje, je zelo velika. |

Na koncu omenimo posledice, ki bi jih imela fotonova lastna masa za specialno teorijo
relativnosti. V tej teoriji igra elektromagnetno valovanje osrednjo vlogo pri prenasSanju
sporo€il. Enaébe specialne teorije relativnosti bi obveljale nespremenjene tudi v primeru,
da bi imel foton lastno maso. Le predpostavkam, na katerih temelji ta teorija, bi bilo treba
v tem primeru dodati novo. Ta zahteva, da moramo pri prenasanju sporodil uporabiti
elektromagnetno valovanje z dovolj veliko frekvenco. Pri devolj’ veliki frekvenci v, valo-
vanja v izbranem inercialnem opazovatnem sistemu se fazna (3) in skupinska hitrost (4)
| poljubno priblizata hitrost c¢. Trditev velja za katerikoli inercialni opazovalni sistem;
meja, ki jo mora preseci frekvenca valovanja v izbranem opazovalnem sistemu, pa je od- |
visna od hitrosti drugega sistema v izbranem sistemu. Formalno sledtjo znane enacbe
specialne teorije relativnosti pri prehodu v, — 00, ko se izenacita fazna in skupinska hitrost
valovanja s hitrostjo ¢ v vseh inercialnih Ststemth Pravzaprav vsebuje novo predpostavko
Z& ena 1zmed oblik Einsteinovega nacela o hitrosti svetlobe: za signale, energijo in delce
obstaja. zgomja meja hitrosti ¢. To mejo doseZe elektromagnetno valovanje v praznem
prostom e foton nima lastne mase, medtem ko bi se hitrost elektromagnetnega valovanja
tem bolj prlbhzala mejl c, cun vecja bi btla frekvenca, Ce bl imel foton lastno maso.
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(Pm 13 predavanju odrzanom 1. veljace E%?Z
Drustvu matematicara, fiziCara 1 astronoma SR
Slovenije u Ljubljani)

Svaka §kola priprema svoje udenike za bududi Zivot. Da bi ta priprema bila djelotvorna,
skola mora prenositi na ucenike najnovije tekovine znanosti i to na nacin koji obeéava
sto lakSe primanje 1 sviadavanje buducih tekovina. Medutim, kad se nova naucna tekovina
(sadrzaj, metoda itd.) pojavi, potrebno ju je pﬁ mmm za prihvat onih koji ¢e je prvi put
susresti, te pripren

iti pedagoske ﬁ dﬁaﬁgﬁﬂm mjere za njezino uvodenje u $kolske pro-
. Da bi se Mg slozeni i delikatni pOsao uspjesno obavio,

potrebno je dugo vrijeme.
N@m@ dakle nasmm zaostaje za razvojem znanosti. |
Dok se vrie pripreme za uvodenje novih tekovina, nauka ide naprijed, i zaostatak u
fazi izmedu napretka nastave i napmﬂ{a znanosti ima tendenciyu rasta. Nasuprot tome,
zZivotne potrebe gone na smanjenje te razlike. Stoga je skoli inherentna pern anmma, k@ﬂw
fliktna situacija. Ta je ng&mﬁ to teza Sm je razvoj n&uka brZi 1 Sto je Zivotna dinamika
intenzivnija. |
Nagon ﬁawam@ mzhka 1izmedu razvoja nauke 1 razvoja nastave moze pgsmﬁ ozbiljna
koCnica opéem napretku. T aﬁm dolazi do kriznih situacija koje traZe hitnu reformu ili
cak revoluciju u ﬂasmwﬁ Da bi se takve situacije 1zbjegle 1li bar ublaZile, javlja se p
za pm‘man@nmom reformom ili trajnim osuvre: mjﬁvam@m nastave. Na Zalost, to je ne-
moguce prakticki postici iz razloga koji su ve¢ navedeni, s tim viSe §to ni razvitak znanosti
niti unapredivanje nastave nisu jednakomjerni pa ne mogu i¢i u korak. Stoga ¢e uvijek
dolaziti do kriznih situacija, i vr§it ée se trajni pritisak na nastavu da se osuvremenjuje,
reformira i revolucionira. |
1atematike bilo je viSe kriznih situacija. Na primjer, pri prodiranju
u nastavu matematicke analize, skupova i matematic¢kih struktura. Danas proZivljavamo
najtezu krizu u nastavi matematike. Da bi se ta kriza prebrodila, u svjetskim se razmjerima
zbiva autentiCna revolucija u nastavi matematike. Ona se gkmmn@ naziva negdje mfwmam
negdje n o@mﬁzagﬁo ali je to w@mmmg jedna od najvecih ne samo u nastavi matematik
nego u nastavi uopce, 1 ona ¢e nuzno ostaviti duboke tragove u razvoju ne samo m
tike 1 njezinih primjena nego vopcée ljudske misli 1 aktivnosti u buduénosti.
PeCat suvremenoj revoluciji u nastavi matematike dali su s jedne strane razvitak same
matematike 1 s druge strane opc¢i trend demokratizacije obrazovanja. U tom svjetlu pro-
ﬁ&jV&ZﬂEj@ karakteristike te revolucije.
upova i struktura u matematiku ne znaci toliko pmsw@m@ p@dm@j& ma-
mmmg& koliko rekonstituiranje i rekonstrukciju matematike u bazi i po tom
1 cjeloj vertikali. Stoga se suvremena reforma nastave matematike ne moze asmpsm uvo-
denjem modernih S@;E’Z&ja u nastavne programe, nego se ona sastoji u sasvim novim kon-
cepcijskim zahvatima. Naprimjer, nema smisla mehanic¢ki ubacivati u orame

U povijesti nastave 1

| nastavne prog
teoriju skupova, matematicku logiku, teoriju grupa, vektorske prostore 1 sl. kao discipline.
Mnogo je vaznije fundamentalne pojmove uvoditi §to ranije u nastavu, bez obzira kada
matematiCka nauka pocela njim baviti. Stoga se u mnogim zemljama skupovi, rdamﬁw
i strukture uvode najranijim fazama nastave — negdje ve¢ u djecjim vrti¢ima — k
material i sredstvo izgradnje matematike kao Skolskog predmeta: P se, d
liivanje modernih sadrZaja na staru konstrukciju $kolske matematike ne znaci uopé
predak u razvoju nastave matematike, jer tako dobivan bastard °




U revolucioniranju nastave matematike mora se voditi racuna o psihi¢kom i mentalnom
razvoju djeteta 1 mladog Covijeka. Moderna je psihologija pokazala da se u tom razvoju
razabiru u grubome tri faze: do Sest godina starosti, od Sest do Sesnaest godina i poslije
Sesnaest godina. PsiholoSka istraZivanja razvoja malenog djeteta i mladog Covijeka po-
kazala su da u misljenju djece do Sest godina relacije imaju znacajno mjesto, da im je ab-
straktna misao kao orude struktuiranja promatranih situacija na bazi relacija u svrhu
prodiranja u konkretno bliska i prirodna i da lako prihvadajo simbole. Stoga se u mno-
gim djecjim vrti¢ima uvodi matematika na bazi relacija uz pomo¢ grafova. Takva je ma-
tematika naime pristupacna djeci 1 prije opismenjivanja. Dosadasnja su iskustva pokazala
da djeca takvu matematiku rado 1 lako primaju. --

Krivulja razvoja inteligencije pokazuje visok uspon do $esnaeste godine kada se brzina
njezina rasta pocinje smanjivati. Stoga je u modernoj revoluciji nastave matematike nazocna
teznja da se najvazniji osnovni pojmovi matematike (skup, relacija, preslikavanje, funkcija,
algebarske strukture, skup realnih brojeva, vektorski prostori, metrika, osnovni topoloski
pojmovi) temeljito svladaju prije Sesnaeste godine.

Znacajno je geslo koje je lansirao jedan od prvoboraca modermzacue nastave matema-
tike, francuski matematicar, profesor sveuciliSta u Parizu André Revuz: 716t et progres-
sivement, Sto znacl: dati prilike uCenicima da se Sto ranije susretnu sa svim osnovnim ma-
tematiCkim poymovima i da ih postupno svladavaju, tako da bi u Sesnaestoj godini Zivota
bili sposobni da se uz pomo¢ strucne literature mogu uspje$no kretati u bilo kojem po-
druCju matematike 1 njezinih primjena. | | |

Pri izboru gradiva uzima se u obzir sve §to ucenici donose sa sobom i na tom se dalje
prirodno gradi. To znaci: |

Ne ignorira se ono ¢ime ucenici vladaju 1 ne vraca ih se natrag.

Ne uzima se ono za §to ucenici nemaju podlage.

Pri tom se ima u vidu da matematika 1ima

a) opceobrazovnu,

b) odgojnu,

c) praktiénu,

d) kulturnu
vrijednost. |

Da bi se taj izbor izvr§io zaista struéno, obavljena su mnogobrojna 1strazwan]a Na-
vodimo neke od vaznijih rezultata do kojih se doslo. |

U stvarnim primjenama matematike u suvremenim uvjetima znanstveno- tehnoloske
revolucije najvecu ulogu imajo upravo oni pojmovi i ona podrucja koja su najinteresantnija
i sa stanovista teorijske matematike. To su u prvom redu: skupovi, relacije, funkcije i ma-
temati¢ke strukture. Tako se teorija grafova javlja u gotovo svim podrudjima matema-
tickih primjena, vektorski prostori u ekonomskoj matematici, Booleova algebra u infor-
matici, informatika u gotovo svim podrudjima ljudske djelatnosti. |

Vazno je naglasiti da za nastavu postaju sve interesantnija podrucja pnmjena mate-
matike u druStvenim naukama. Dovoljno je kao primjer navesti statistiCke metode.

Sklad u razvoju matemati¢kih teorija i primjena u suvremenoj praksi bez sumnja olak-
Sava modernizaciju nastave matematike jer pridonosi jaCanju opceobrazovne i ‘opCekul-
turne vrijednosti matematike.

U posljednje se vreme sve jasnije ispoljavaju veze izmedu matematlke 1 umjetnosti
pa mnogi suvremeni reformatori nastave matematlke istiCu znacaj moderne matematlke
za estetski odgoj djece 1 mladih Ljudi. |

Ovako koncipirana modernizacija nastave matematike ima na raspolaganju dovoljno
jako i efikasno sredstvo realizacije. To Je pedagogija (problemskih) situacija koja se sastoji
u sljedecem
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Ucenici proucavaju situacije koje su im bliske, u kojima se snalaze, ali u kojim
srec¢u nove probleme. Novo gradivo susreéu u obliku problema koji se javljaju u situacijama
koje su vel susreli i proucavali. Svaki problem udenici proutavaju §to samostalnije, uz §to
manje vodenja sa strane nastavnika, u otvorenoj diskusiji i suradnji s njima i s ostalim
ucenicima uz obilnu pomo¢ udzbenika 1 ostale strucne 1 pomaoéne literature te drugih sred-
stava informiranja (TV, film itd.). o | |

U nastavi matematike pedagogija situacija ostvafuj@ se tako d@ S€ pmummm situacije
progresivno matematiziraju i matematicke situacije generaliziraju. Na taj nacin ucenici
samostalno i aktivno otkrivaju i izgraduju svoju matematiku koja se sve vise identificira
s posti im stupnjem razvoja moderne matematicke nauke i njezinih primjena.

Kad govorimo o reformi nastave matematike u suvremenim uvjetima, ne Smj@m@
mimoidi &injenicu da su i drustveni uw@‘*u za nju bitno drugacij n" uvjeta u msigsﬁ INais
nekad se pretpostavljalo da je matematika nepristupacna jednom dielu d}@w i Jjudi pa je
ona kao Skolski predmet bila jedan od najjaéjih faktora selekcije »elite« od »mase«, D
ne samo humanizacija drusStva — osobito u socyjalistickim zemljama — nego 1 potreba da se
prakti¢ki cjelokupni strucni kadar u svim podrudjima ljudske djelatnosti sluZzi matema-
tickim metodama i sredstvima, postavljaju pred kolu zadatak da svoj djeci i svim ljudima
omoguci svladanje matematike. '

Predavanja ex cathedra i pedagogija drila nuZno onemoguéuju pristup matematici
velikom broju djece 1 ljudi. Pedagogija problemskih situacija i pristupnih matematizacija
omogucuje svakom uceniku da stvarno dode do vlastitih rezultata. Mogu oni biti 1 naj-
skromniji, uvijek su dovoljni da se udenik oslobodi i postane svijestan svojih moguénosti.
To ga potice da u daljnem radu bude Sto inicijativniji, samostalniji i aktivniji. Sva dosa-
da¥nja iskustva — u raznim zemljama i uvjetima — pokazala su da medu ucenicima koji
metodama pedagogije problemskih situacija svladavaju modernu matematiku nema takvih
koji ne bi napredovali u tom predmetu. Uspjeh je to veCi §to se ranije pocne.

Kako to izgleda u praksi, pokazimo na jednom primjeru. Uzmimo primjer Belgije.
Modernizacija nastave matematike u toj zemlji vrsi se na dva kolosjeka. Jedna drzavna
komisma modernizira nastavne } programe i bﬂn@ se za njthovu mahzamu No gmwm S€
zbiva u Belgijskom centru za pedagogiju matematike (Centre Belge de P
Mathémaltique, skraCeno: CBPM). Taj se centar sastoji od ekipe @nmmasm — uglavnom
~mladih ljudi — na Cijem Celu se nalaze Georges 1 Frédérique Papy. Glavne su karakteristike
rada te ekipe: | |

Konzekventna primjena pedagogije situacija.

Poluprogramirana nastava.

SluZenje geometrijskom intuicijom.

j@go*’vam@ estetske komponente u nastavi matematike . .
Aktivno sudjelovanje ucenika u sﬁivammu p@dagoskm postupaka tj. proucCavanje uce-
nickih reakcija da bi se doSlo do saznanja kako organizirati nastavu i u@@m@ matemalike
da m ucenici bili stvarno akﬁwm '
Postavljanje cjelokupne Skolske matematike na
Konzekventna primjena gmfmfa na svim uzrastima i u svim tipovima $kola.
Konzekventna primjena neverbalnih jezika, u prvom redu boja.

Istovremena m@dlﬁk@mja skolske matematike na Citavoj vertikali, pow&m @d -j@@ﬁh
vritica. | | | S | |
Napu$tanje svakog oblika izpravljanja uleni¢kih radova, Gcmﬁmnja i ispita. Ako
‘ucenik pogriesi, dobiva novi problem na kojem otkriva svoju pogreSku 1 sam je ispravlja.
Testovi sluZze jedino kao povratna inforn adja u svrhu efikasnog organiziranja nastave.
Rezultati snimanja ne smiju se m u kojem vidu ocjenjivati m sankcionirati. N@ smije se
vrsiti apsolutno mkaﬁwg o Opmmc@m@ ucenika.

bazu matematickih Sitmkmm
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Ovakvom su pedagogijom postigli da njihovi ucCenici (od kojih su neki vec¢ njihovi
asistenti u Centru i na fakultetu) veoma vole matematiku, uporno je i temeljito svladavaju
i vrlo brzo u njoj napreduju tako da potpuno neuspjeSnih ulenika prakticki nema.

Krajem mjeseca ozujka 1971 godine proveo sam deset dana u CBPM. Prlmjera radi
navodim neka od svojih zapazanja.

Djecji vrti¢. Uzrast 4 godine.

Djeca dobacuju loptu jedno drugome, s time da pamte tko je kome dobacao loptu.
Zatim se postavlja problem: Kako bi se ispri¢ala pri¢a o njihovoj igri nekom tko JOJ nije
prisustvovao? (Djeca jo§ ne znaju Citati ni pisati.). -

Djeca predlazu da se igra nacrta tako da se svako dijete prikaze jednom velikom totkom
i da se strelicama prikaze tko je kome dobacio loptu.

Prema kazivanju djece nastavnica crta na p10c1 graf koji se postupno razwja u ljepu
shiku: | |

Ovaj graf pri¢a pri¢u o igri djece loptom, igri koja je u ovom skupu djece definirala
“jednu binarnu relaciju. (Termin »binarna relacija« nije dakako bio izreden.)

Zatim nastavnica kaZe: »A evo kakva se igra igrala u nekom drugom skupu djece«
i crta na plodi graf: o

Zatim nastavlja: »Ispri¢ajmo rijeima tu pricul« Djeca brzo otkrivaju da je jedno dijete
samo sebi dobacilo loptu. To je tipiCan primjer primjene pedagogije situacija:

- Problemska situacija je prikazana graforn §to nije ni§ta novo za djecu. Takve su situacije
ona veC sretala. Dakle, situacija je bliska. No, u ovom sluCaju ta situacija sadrzi nesto
novo, $to jos§ ni na jednom grafu nisu srela. To je petlja. Treba dakle da na temelju onog
Sto veC znaju i na temelju svojih iskustava sama otkriju §to znaci petlja, Sto ona ovdje
»prica«. Petlja ovdje predstavlja problem sadrZan u inaCe poznatoj srtuac:ljl problem koji
djeca moraju samostalno (ili bar §to samostalnije) rijeSiti.

Djeca su na ovom satu proucavala binarne relacije ozbiljno i s velikim interesom. Bila
su veoma raspoloZena i aktivna i na kraju sata nisu pokazivala nikakav umor. |

Prisustvujem savjetovanju o modernizaciji nastave matematike u osnovnoj Skoli u
kojem sudjeluju direktori i inspektori osnovnih $kola. Radi se u razredu, a zatim se 1aj
rad analizira i diskutira. U prvom dijelu direktori (iako nisu nastavnici matematike) sami
vode modernu matematiku u razredu. Za vrijeme rada konzultiraju se s redovitim nastav-
nikom u tom razredu. Djeca 1o ni ne primjecuju nego veoma koncentrirano i marljivo rade.

U 1. razredu (uzrast 6 godina) rje§ava se problem koji se prezentira u obliku price,
a zatim se na ploCi zapisuje ovako: |

+ 18 = 30
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Djeca rade najprije samostalno u svojim biljeZnicama, zatim usporeduju nacine rje-
Savanja problema i dobivene rezultate. Konacno se sloZe da se problem rjeSavanja ovako:*

'+18

i da je rjeSenje broj 12, jer je 30 — 18 = 12, pa se taj broj upi
Zatim se rjeSava problem:

U prazno Olje,

0— 67 = 73

Djeca predlazu metodu:

~-67

d’wwﬂm&m

M“’ Sy

- “N\
e “

~_ 7

e

+67

Pronalaze da je rje$enje 140 jer je 73 + 67 = 140. Broj 140 upisuje se u prazno polje.
Kao 8to se iz ovih primjera vidi, djeca se ne ogranic¢uju najprije na skup prirodnih
brojeva do 20, zatim do 100 ltd Pokazalo se naime da djeca sa Sest godina znaju.§to znaci
npr. temperatura od —5°, da imaju pojam polovine, trecine, .. ; da znaju sto znaci cljena
6,25 franaka, da raCun u trgovini moze biti veoma velik 1 sl. S
brojevima racuna.

2. razred (7 godina)
Problemska se situacija crta na ploci:

ix

w-_%m . . ‘ .f. : ;l

2X o 4 -4

Uz svaku tocku treba napisati od

Rjeéenje glasi:

* Grafi so narisani v barmh crtkam crta p@mem rd@m barm nepr@ﬁrgana mﬁdro in ¢rtkano-
pikcasta zeleno barvo.
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- Napomene: 3 x uz strelicu znadi: funkcija 2 x, tj. pomnoZiti s 1, odnosno podije-
liti sa 3 | |
- +7 uz strelicu znadi: funkcua +7, tJ pribrojiti 7
45 znadi da j je to negativan broj, tj. 45 = —45

Zatim se na ploc€i crta novi zadatak:

- e ¢ —— ' O

Ucenici pronalaze da se negdje krije greska. Da bi se greSka uklonila, bilo je vise pri-
jedloga. Zapazio sam ove prijedloge:

da se 2,5 zamijeni sa 2,5

da se 0 zamijeni nekim drugim brojem

da se funkcije zamijene drugim funkcijama

da se neka od funkcija zamijeni odgovarajucom funkcuom

Diskusija je pokazaia da su svi prijedlogi dobri.

3. razred (8 godina) |

Ucéenici rjeSavaju jednad?bu 3a — 7 = 2a + 8. Evo kako to oni rade. |

a je nepoznati broj. Prema tome 3a — 7 i 2a + 8 su brojevi. Buduéi da su ti brojevi
jednaki, na grafu ih predoCujemo istom toCkom. Imamo dakle:

3a—7
o 2a + 8
Ako na jednake brojeve primjenimo istu funkciju, dobit ¢emo jednake brojeve:
| | . \ |
-23 - 8
3a-7/
2a+8

Ako isti postupak prlmjemmo na jednake brojeve a — 7 1 8, dobit ¢emo opet jednake
brojeve:

sa7 _ted el +7 0 a
2a+8 | 8 15

Dakle: a = 15 |
Ucenici moraju znati da prethodni graf daje istu informaciju kao 1 shema:

3a— 7 = 2a + 8

()
a— 71 =28
()

a=15

Samo, oni tu shemu ne moraju pisati u svakom zadatku.
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4. razred (9 godina)

Ucenici su ranije uCili centralnu sim
situacijom u obliku naslova na plo¢i:

eradivo najavljuje se problemskom

Sp ° Sq

Ne ocekujuci nikakve nadaljne upute, uCenici se zadube u svoje biljeznice. Savrseni
mir koji je iza toga zavladao, prekine glas jednog ulenika: »Ja mislim da je to trans-
lacija«. -

Nastaje diskusija u kojoj ucenik objadnjava kako je do%ao do svog otkri¢a. O
da s, znali simetriju s obzirom na tofku a, a s, simetriju s obzirom na tocku b. Takod
zna da s, © 5, znaCi kompoziciju tih dviju simetrija. Ocito je dakle da je s, ° s, neko pre-
slik Stoga si je zadao dvije tocke a i b, zatim uzeo proizvoljnu

cavanje ravnine u samu sebe.
toCku x 1 trazio njezinu sliku x°. Dobio je crtez:

S -
T
iy

B X
‘ )

Na temelju te slike nije mogao nista zakljuciti. Smga je UzZeo u pomo¢ jos jednu tocCku,
. Dobio je crtez: -

Usporedujuéi uredene parove tocaka (x, y)i(x’, ) doSao je na ideju da bi mogli biti
@Viva&@mni? tj. pripadati istom vektoru. Ako je tako, onda je preslikavanje s, © s, trans-
lacija.

Ostali udenici bili su impresionirani njegovim izlaganjem, ali nisu bili sasvim uvjereni
da se radi o translaciji. Nastavnica je upitala Sto predlazu da se radi u takvoj situaciji.
PredloZili su da stvar provjere translatorom. (To je sprava kojom ucenici crtaju paralelo-
grame, prenose duZine itd.). Brzo iza toga postane bucno u razredu. Neki su zakljudili
da se zaista radi o translaciji, drugi su se kolebali, a tre¢i su rekli da parovi (x, ¥) 1 (x’, ¥°) na
njithovim crtezima nisu ekvivalentni. Na kraju se razred podvojio. Jedni su bili sigurni
da se radi o translaciji, a drugi su tvrdili da se negdje krije greSka, ali nisu bili sigurni jeli
se radi o lo$im crtezima ili je zakljuak da je s, © s, translacija pogreSan.

Osjecala se potreba za matematickim dokazom. Medutim oni jo§ nisu Culi za matema-
ticki dokaz u pravom smislu rijedi. (Uzrast 9 godinal). Ali su ranije ué&ili kako se raduna
s vektorima. Predlozili su da se raCuna!
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Evo kako su izveli taj racun. Vratili su se pl‘VO] slici (kao jednostavnijoj!) 1 dopunili
je ovako:

X o 4 o\

Zatim su racunali

Konaéno su zakljuéili: Za svaku todku x ravnine preslikavanjem s, ° s, z je jednak
2m, a m je zadan toc¢kama a i b koje su fiksne. Dakle svakoj to¢ki x pridruZen je isti vektor
2m, pa je s, ° 5, zaista translacija ravnine za vektor 2m.

Zanimljivo je kako se uvode u nastavu skupovi brojeva. Kao §to smo veé spomenuli,
ucenici racunaju sa svim brojevima koje sa sobom donose u Skoli. No u 8koli pocinju
opazati da se razli€iti brojevi mogu razli¢ito odnositi prema operacijama koje s njima vrsimo.
Podinju razlikovati algebarske strukture, i tada se javlja potreba da se razlikuju prirodni,
cijeli i razlomljeni brojevi. F. Papy je izvr§ila istrazivanja koja su pokazala da djeca od
5—10 godina mogu svladati egzaktno pojam realnog broja. Stoga se sada na tom uzrastu
uzima polje realnih brojeva, a djeca jos nisu ni ¢ula za rjeCi »racionalan« 1 »iracionalan«.

Tek kad se sigurno kredu u polju R, uv0d1 se pojam racionalnog 1 iracionalnog broja 1

proucava polje Q racionalnih brOJeva

5. razred gimnazije (13 godina). Talesov teorem.

Ucenici poznaju polje realnih brojeva 1 bijekciju izmedu R 1 skupa tocaka pravca, tj.
koordinatnu os realnih brojeva. Uéenici su uéili i paralelnu projekciju. Postavlja se problem :
Sto se defava, ako koordinatnu os realnih brojeva paralelno projiciramo na proizvoljni
pravac. Problemska situacija prezentira se u obliku ovog crteZa na ploéi:

Jedan ucenik: Bududi da poStoji bijekcyja 1izmedu R 1 skupa tocaka bilo kojeg pravca,
pravac B moze biti koordinatna os. |
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"Drugi ulenik: Bududéi da na pravcu B bilo koja toCka moze biti izhodiSte, uzmimo
todg p(a) za izhodiste. Crta: . |

Tredéi udenik crta uz potrebna objasnjenja:

Postavlja se problem: Sto ¢e biti s projekcijama tolke proizvoljne apscise x? Hode li
apscisa toCke p(x) biti x u koordinatnom sistemu kcjemu je p(a) izhodiste, a p(b) jedinicna
tocka? Situacija se prikaze crtezom: | | -

Primjenom teorema koje su ranije ucili, dokazuju da je za svaku x € R apscisa tocke
p(u) jednaka x. Time je Talesov teorem dokazan 1 oni ga 1zricu u forml Paralelna pro;ekn
cua cuva apscisu.

7animljiva je ova elegantna formulacija Talesova teorema, no jo§ je vaZnije da je teo-
rem dokazan odmah u najopcenitijoj formi 1 da Cini suviSnim uvodenje po_'ama sumjerljivih
i nesumjerljivih vehcma koji inace zamucuje bit Talesova teorema. |

1. razred gimnazije jednog od literarnih smjerova (17 godina). Tema je Jordanov luk.

- Sat pocinje uvodnom diskusijom kojoj je svrha da se motivira uvodenje pojma Jordanov
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luk. Zatim, nastavnica daje definiciju Jordanova luka i trazi da udenici sami pronalaze
primjere. Prvi primjer koji su pronasli u€enici: Svaki zatvoreni segment od R. Zatim slijede
drugi primjeri, dok jedna ucenica ne izjavi: Svaka kontinuirana funkcija f: [a, b] — R je
Jordanov luk. Sada to zajednicki dokazuju. |

lesu.

Htio bih joS napomenuti da se Citav rad u CBPM vrSi ekipno. Nove ideje se diskutiraju,
pokuSavaju realizirati u razredu, proucavaju se reakcije ucenika, ponovno se provjerava
u razredu, pripremaju se nastavnici na seminarima, Stampaju prirucnici 1 udzbenici i tek
se tada nova materija uvodi u redovitu nastavu. |

‘Uzeo sam belgijski primjer da bih poznatim mi konkretnim primjerima potvrdio izlo-
zene ideje. No radi se mnogo 1 u drugim sredinama na primjer u Francuskoj, Isto¢noj
Njemackoj i drugdje, pa i u nas. Samo, mi smo — globalno uzevs§i — u nedopustivom
zaostatku za vremenom, Sto bi moglo imati dalekoseznih posljedica. |

| Ignacije Smolec

TEKMOVANJE MLADIH MATEM

ATIKOV IN FIZIKOV V LETOSNJEM LETU

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije je tudi v letu 1972 organiziralo
tekmovanja iz matematike in fizike za srednje$olce in osnovno$olce. Komisija za populari-
zacijo je napravila naCrt za posamezne akcije v zvezi s tekmovanji $e pred ob&énim zborom
Drustva, kar je omogocilo dosledno izvajanje posameznih nalog. RepubliSki tekmovaniji iz
matematike in fizike ter zvezno iz fizike so bila izvedena po tocno doloCenem planu, medtem
ko je bilo zvezno tekmovanje iz matematike, ki je bilo v organizaciji DMFA SR Srbije, pre-
stavljeno na 14. maj, zaradi epidemije ¢rnih koz. |

Vsa tekmovanja za srednjeS$olce so potekala po pravilnikih, ki so jih pripravile posebne
komisije in ki so bili sprejeti pred tekmovanji. Republiski tekmovanji iz matematike in fizike
za srednjesolce sta bili letos prvic€ izven Ljubljane kar nikakor ni slabo vplivalo na udelezbo
in pocutje tekmovalcev.

1. Republisko tekmovanje iz matematike

Komisija za tekmovanje srednje$olcev iz matematike je pod predsedstvom prof. dr. Ivana
Vidava 8. aprila v Mariboru izvedla tekmovanje v prostorih Visje tehniSke Sole. Podruznica
* drustva v Mariboru je opravila vse potrebno, da je tekmovanje nemoteno potekalo in da j je
bilo zakljuCeno v poldrugem dnevu. Tekmovanje je financno podpria TIS Maribor.

Na tekmovanje je prislo 194 dijakinj in dijakov, ki so tekmovali v skupinah za prvi
razred (65 dijakov), drugi razred (46), tretji razred (41) in Cetrti razred (42). Tekmovalci so -
dopoldne resevali po pet nalog za vsak razred. Tekmovalna komisija pa je ob pomoci dodat-
nih korektorjev po konCanem tekmovanju pregledala in tockovala izdelke ter koncno
dologila nagrade: 2 prvi, 3 druge in 8 tretjih. Predsedmk komisije je Se 1st1 dan podehl |
prlznanja najboljSim. |

Nagrade so prejeli: o ) |
Prva nagrada:  LavriC Boris, 3.r., gimn. Kranj in Kralj Miran, 2.r., I. gimn. Ljubljana.

‘Druga nagrada: Hodoscek Milan, 4.r., II. gimn. Ljubljana; Koderman Ivan, 3.r., I. gimn.
Ljubljana in Tomsi¢ Marjan, 2. r., I. gimn. Ljubljana.
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Marusi¢ Dragan, 4. r., gimn.
[. gimn. Ljubljana, Petkovsek Marko, 3. r.,
\ndrej, 2. r., I. gimn. Ljubljana; Miko§
. Kranj in

farko, 4. r., gimn. Nova Gorica;
Koper; Hostnik BoStjan, 3.r.,
II. gimn. Ljubljana; Razdrti¢ :
Uros, 2. r., I. gimn. Ljubljana; Duplan¢i¢ Zvonko, 2. r., gim

Sega Marko, 1. r., I. gimn. Ljubljana.

Zgonik N

- Pohvaljenihb je bilo 36 dijakov. V ekipo za zvezno tekmovanje je bilo doloCenih 12 naj-
boljsih tekmovalcev iz 2., 3. in 4. razreda. Sekretarka tekmovalne komisije prof. Marija
Munda je ob pomoci kolegov iz podruznice drusStva Maribor pripravila vse potrebno, da je
bilo tekmovanje izvrstno organizirano in zasluzi vse priznanje.

Kot smo Ze omenili, je bilo tudi tekmovanje iz fizike izven naSega glavnega mesta.
i Gorici j@ bilo 6 mg@a W’?Z X. republisko fwkm@vam;@ mladih fizikov. Izvedla ga je
i pod predsed m prof. dr. A Moljka. Udelezilo se ga je
na;m in dveh mhmskm Sol. Dnjaki so tekmovali v skupinah za
{75 dijakov), 3. razred (65) in 4. razred (58). Tekmovalna komisija je pregledala
in Og@nﬂa izdelke in isti dan proti vederu podelila nagrade in pohvale. Nagrade so dobili:

Bojan, 3. r., gimn.

Rajko, 2. 1.,

Zgonik Marko, 4. r., gimn. Nova |
in. Ljubljana in Javornik

Postojna; Trcelj Dusan, 2. r., L. gin
gimn. Nova Gorica. |
y nagrada: Djukanovic ] 020 3. r., gimn. Nova Gorica; Kralj Miran, 2.r., 1. gimn
Ljubljana; Matek Roman 2 r., gimn. Celje in Cerne Jadran, 2.r., gimn.
| AjdovsCina. |
Tretjia nagrada: Kulnik Dragan, 4. I. gmm Nova Gorica; Adrinek Rafaﬂ 4 r., glmn.
Poljane Ljubljana; Smit Ziga, 3. r., II. gimn. Ljubljana; Petek 1 m&ﬂm
3.r., gimn.»M. ZidanSka« M a;mborg Cm‘mc Boris, 3.r., gimn. N@w; Onm |
Miko§ Uros, 2. r., 1. gimn. Ljubljana; Peternel Igor, 2. r., gim
Zidanska« Maribor; Tomazi€ SaSo, 2. r., L. gimn. Ljubljana; S
2.1., L. gimn. Ljubljana; Gorenjec Ivan, 2. r., gimn. Celje in ¢
Branko, 2. r., gimn. Koper. |

a.bm@kw

Prvo in drugo nagrado so zasluzili po 4 dijaki, tretjo 11 in pohvalo 12 dijakov. K
je obenem izbrala vecje Stevilo kandidatov za zvezno mkm@mm@ tako da je bilo po pmpmw
vah m@gom izmed njih doloditi 12-Clansko dﬂpo |

Ker je bilo tekmovanje v Novi Gorici, je tamkajnja deém@a prevzela vso skrb za nje-
govo organizacijo. Sekretar tekmovalne k Omésij@ prof. Franc Perne je s sodelavci poskrbel za
izvrstno izvedbo tekmovanja. Za pozZrtvovalno delo pri tem zasluZi prav tako vse priznanje
in pohvalo. Med Cakanjem na rezultate tekmovanja so se dijaki pomerili o znanju fizike Se
na kvizu, ki ga je omogodila tovarna pohistva »Meblo« iz Nove Gorice. Prireditev, ki je
imela predvsem zabaven znacaj, je povsem uspela. |

3. Zvezno tekmovani

1z Slovenije se je XIII. zveznega t@kmomma ki je bilo v Beogradu, udelezilo 12 tekmoval-
cev, od katerih je Lavri¢ Boris, dijak 3. r. gimn. Kranj prejel prvo nagrado. Malni¢ Aleksander
iz 3. r. gimn. Nova Gorica in Maru§i¢ Dragan 1z 4. r. gimn Koper pa sta zasluzila tretjo
nagrado, medtem ko je bil Zgonik M aﬂm duak 4.r. gg . Nova Gorica pohvaljen.

Na mk ovanju je bilo 79 dijakov iz SR B [ercegovine, Hrvatske, Makedonije,
Slovenije in Srbije. V osemclansko @hp@ 7 m@dnamnﬁ olimpiado je bil dolocCen
Lavri¢ Boris. |
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4. Zvezno tekmovanje iz fizike

Tekmovanje je Ze drugiC organiziralo naSe drustvo. Izvedeno je bilo 21. maja tudi v
Novi Gorici pod predsedstvom prof. dr. Antona Moljka. Glavno breme organizacije je nosila
tamkajSnja podruznica drustva.

Tekmovalo je 46 srednjesolcev iz SR Bosne in Hercegovine, Hrvatske Slovenije in Srbije
v treh skupinah A (mehanika in kalorika), B (elektrika in magnetizem) in C (optika in ato-
mika). Slovenija je po izboru na pripravah poslala v Novo Gorico 12 tekmovalcev, ki so
se zelo dobro odrezali, saj so prejeli eno prvo, po dve drugi in tretji nagradi in eno pohvalo.
Edino prvo nagrado med vsemi je osvojil Miklavei¢ Miran, dijak 3. r. TSS KMRLP Ljub-
ljana. Drugo nagrado sta dobila Javornik Rajko in Zgonik Marko, oba dijaka 4. r. gimn.
Nova Gorica, tretjo pa Magajna Bojan iz 3. r. gimn Postojna in Smit Ziga iz 3. r. II. gimn.
Ljubljana. Pohvaljen je bil Se Polanc Ljubomir iz 4. r. gimn. Nova Gorica. |

Organizator tekmovanja podruznica drustva Nova Gorica pod Vodstvom prof. Franceta
Perneta zasluZi posebno priznanje.

5. Republisko tekmovanje osnovnosolcev

Za zlato Vegovo priznanje je v petih mestih Celju, Kopru, Ljubljani, Mariboru in Novi
- Gorici 27. maja tekmovalo 211 uencev osmega razreda osnovne $ole, ki so bili predhodno
1izbrani na obcinskih tekmovanjih. Tekmovalna komisija je na osnovi rezultatov, ki so jih
tekmovalci dosegli, podelila 94 uCencem zlato Vegovo priznanje. NajveC toCk so dosegli
Kosir Sonja iz Nove Gorice, Lenarci¢ Milan z Vrhnike, Zavrl Alenka iz osn. §. »P. Voranc«
Ljubljana, Cefrin Tamar iz osn. §. Grm, Novo mesto, Vehovar Vasja iz osn. 3. »D. Bajc«,
Vipava in Oblak Marko 1z osn. §. »P. Voranc«, Ljublana.

Sekretar tekmovalne komisije Pavle Zajc zasluzi vse priznanje za poZrtvovalno delo,
ki ga je s sodelavci opravil. |

Podali smo le kratek zapis o letosnjih tekmovanjih. Cestitamo vsem, ki so na tekmovanjih
uspeli in dosegli nagrade in pohvale. Njihovi uspehx naj bodo spodbuda tudi drugim, da biv

prihodnje dosegli ¢im boljSe rezultate. | -
Sekretar komisije za popularizacijo

Brgnko Roblek

23. OBCNI ZBOR DMFA SRS

V 2. Stevilki Obzornika za matematiko in fiziko 1972 je pri objavi porocﬂ 1z obCnega
zbora pomotoma izpadlo porocilo bibliografske sekcije, pri objavi novega upravnega odbora
pa vodja bibliografske sekcije. prof. JoZe Povsic.

POROCILO vodje bibliografske sekcije Drustva matemaukov fizikov in astronomov
SRS na obCnem zboru dne 25. marca 1972: |

V preteklem obdobju drustvenega dela sem nadaljeval Z zbiranjem bibliografskega in
biografskega gradiva o Juriju Vegi. To delo sem opravljal z obiski knjiznic in arhivov,
z dopisovanjem preko drustva z inozemskimi knjiznicami, z arhivi, s centralnimi katalogi
in z zaloZniskimi knjigarnami. | |

Delo sem nameraval zakljuciti in ga predloziti za tisk ze leta 1971, a sem moral zakljucek
‘odloziti. Vedina gradiva je namre¢ tako tezko dostopna in raztresena v tujini, delo tako tezav-
no, zamudno in zahteva dolgotrajno iskanje, da sem moral dobo sestavljanja bibliografije
podaljSati. Upam, da bo delo v naslednjem obdobju koncano.

190



ga knjiznega in slikovnega gradiva {aﬁ - j€ Znano
da b1 z njum lahko dok oncno EZGOEHEEE stalno razstavo v mj?

dili in usm @E‘j ali na izlete na Vegov d
vozili. — Joze Povsic.

: . Ivan Paviiha

mwm@mm u@b@mk@v in monografij — M.
ko, fiziko in mehaniko univerze v L jubham
jiga obsega poglavja: O | pOJIM
Matrike in determinante — Osnove ?Emm@ Stevil — K
whgmm orostori — N )snovni pojmi iz teorije ob%g@‘v —

'K @E@bmﬁ in obsegi
olobarji polinomov — Moduli in

[reze — O da algebraicna Stevila.

Ze ta pregled Vg@bm@ pove, da je knjiga posvecCena ma 1 sodob 1 poglavijem algebre
in teorije Stevil, ki vsebujejo tudi najlepsa in napon n omma klasiCne algebre. V
njej so zbrana in izredno lepo podana osnovna algebrska znanja, ki jih mora dandanes
pridobiti Student na vsaki univerzi. Obravnava je n@vsﬂjiw in brez pretiravanj naslonjena
na temelje teorije kategorij. Knjiga obsega vso snov istoin @ga predmeta in Se posamezne
dele »Visje algebre«. Tako bo povsem zadovoljila § n matematike, pomagala pa bo tudi
tistim tehnikom, ki se v svojem delu sre¢ujejo z jezikom in z metodami algebre.
Knjiga je napisana jasno, strokovno neoporecno, jezikovno lepo.
Del 1z podrocCja algebre, posebej Se linearne, je v M"b@hwasum 7e kar veliko, pa mdg \
slovens¢ini nismo brez njih. Vendar je knjiga profesorja Vidava prva v Jugoslaviji, ki je
napisana tako sodobno, ne za v&erajsnji, ampak za da,mmm in jutriSnji dan. Pa naj gre za
izbor in ureditev snovi ali za raven podajanja.

F., Krizanic

Wiley and

8 str. 8°. (MOS 65-0

Diferenéne enacbe).
@m@um

Kompleksna émvﬂa in polinomi, ]
@i@mcga H@E agcua. za sisteme ex 1ach, 1€ diferenCne enacbe
DD alg m). Interp lja In aproksimacija ﬂmm‘ oiam 1ski p
T Konstrukcija mmm@mm
riranje,

, Num m‘"m 0 in m

NumeriCno reSevanje d Ef @f@mmﬁ
W@m napake)
Knjiga pred Smwﬁa poskus prik amn , d
ne samo @S@b e vrste umetnosti. ]
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V knjigi je poleg doloCene standardne vsebine tudi nekaj novejSih metod, na primer
Mullerjeva metoda, QD algoritem, Rombergova integracija, ekstrapolacija k limiti in
ratunanje logaritmov z odvajanjem. Druga posebnost knjige je obravnavanje diferenénih
enacb z isto strogostjo, kot navadno obravnavamo diferencialne enacbe. Uporaba diferen¢nih
enaCb se prepleta skozi vso vsebino knjige. Knjlga vsebuje okrog 300 poucnih nalog in
- tudi nekaj raziskovalnih problemov.

Do kompletnega uCbenika numericne anah:?e manjka v tej knjlgl nekaj poglavij, pred-
vsem poglavie o numeriCni linearni algebri, ki pa je po avtorjevem mnenju bolj primerno
za samostojno obravnavo. |

- Knjiga je napisana zelo pregledno in I‘aZUI’l‘l]JIVO in Cuti se, da je avtor velik mojster.

Ames W. F.: Numencal Methods for Partial Differential Equations. London, Thomas
Nelson and Sons LTD 1969 291 str. 8°. (MOS 65 M/N)

Vsebina:

Osnove. Parabohcne enacbe. Ehphcne enacbe. HiperboliCne enacbe Posebna poglavja.

Knjiga je namenjena vsem, ki si Zelijo poglobiti povrSno znanje, ki so ga dobili pri
numerini analizi o reSevanju parcialnih diferencialnih enacb.

Najprej so razlozene teoreti¢ne osnove, ki so potrebne za formulacijo numeri¢nih metod.
Nato sledi razlaga konceptov asimptotike, konvergence, stabilnosti, dimenzijske analize,
analize napak in dolofevanja mreznih razmakov. ReSevanje problemov je razdeljeno na
tri dele: zaletni problemi (paraboli¢ni in hiperboliéni tip), robni problemi (elipti¢ni.tip)
in problemi lastnih vrednosti (elipticni tip). Vsak razd:lek se zaCne z elementarno  obrav-
navo, sledijo pa diskusije in primeri. Avtor daje pri vsakem poglavju tudi pregled danasnjega
stanja teorije in vrsto napotkov na specialno literaturo. Obdelanih je vrsta fizikalnih in
inZinerskih problemov, med njimi so tudi nelinearni, ki ponazarjajo uporabo obravnavane
snovi pri reSevanju netriviainih problemov. Citatov iz literature je preko 300. Vsak razdelek
spremljajo naloge razliénih tezavnostnih stopenj. |

Z. B.

,, Daniel T. Finkbeiner II : Elements of linear algebra. W. H. Freeman and Company Limited,
Reading 1972. XI + 268 str., 37 slik. Cena: platno £ 4.32, karton £ 2.20.

Vsebina: Pregled linearne algebre, Vektorski prostori, Linearne preslikave in matrike,
Sistemi linearnih enach, Diagonalizacija, na koncu pa SO Se: Gr§ka abeceda,
Navodila in resitve k nalogam, Stvarno kazalo. | ~

V spremni besedi se avtor ozre na usodo linearne algebre v zadnjih desetletjih, kako je od
postdiplomskih tedajev potovala vedno niZe, dokler se ni zasidrala prav na zadetku mate-
matic¢nega Studija. Takemu zacetnemu teCaju je namenjen tudi obravnavani ucCbenik. V
prvem poglavju pregleda tisto znanje linearne algebre, ki si ga je dijak pridobil ob vektorskem
ra¢unu v trorazseznem prostoru in pri reSevanju sistemov linearnih enac¢b. Druga poglavja
pa sistematiCno in natanno obdelajo osnovne pojme linearne algebre in nekaj racunskih
algoritmov. Kaj je v katerem, pove naslov.

Delo je pisano preprosto, lepo je opremljeno z zgledi in s slikami. PriporoCimo ga lahko
vsem Studentom prvih letmkov na vseh tehniskih smereh, tam, kjer je linearna algebra yA Y

programu In tam, kjer Se ni.
F. K.
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