


Tehniéni in odgovorni urednik

Kvaternik Franc, gimnazija Poljane, Ljubljana
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Blinc Robert, FNT univerze v Ljubljani

Bohte Zvonimir, FNT univerze v Ljubljani
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Moljk Anton, FNT univerze v Ljubljani -

Pahor JoZe, Nuklearni institut »J. Stefan« v L;;ubham
Rosina Mitja, FNT univerze v Ljubljani

Strnad Janez, FNT univerze v Ljubljani

Ursi¢ Stanko, Zavod za Solstvo SR Sloveni jé

Vidav Ivan FNT univerze v Ljubljani

- Izdaja drustvo matematikov, fizikov in astronomov‘ SRS 4-krat letno. Ciéﬁérina
je 10din in jo nakazujte na é&éekovni radun Obzornika. Clani drustva pre;;emam

“‘Qbzornik za matematiko in fiziko zastonj.

Naroé¢nina je

za neclane 15 din

~ za dijake 5din
‘za ustanove in podjetja 20 din
za inozemstvo 25din (2 %)
posamezna Stevilka 5 din

Dopise posiljajte in list narocajte na naslov szormk Za matematxko m ﬁzxko,

'Lmbhana, postni predal 22%. Cekovm racun Obzornika je 501-—8—240/1



NIKO PRIJATELJ

V élanku »Delno urejene algebrai¢ne strukture« (Obzornik za matematiko
in fiziko, 1965, XII/1, 15—31) je J. Vrabec obravnaval med drugim tudi struk-
turo linearno urejenega komutativnega obsega, v katerem ima vsaka neprazna,
navzgor omejena podmnozica tudi najmanjSo zgornjo mejo. Pckazal je, da gre
pri tem za tako imenovano univalentno strukturo, se pravi, da sta poljubna
vrimerka te strukture algebrsko in urejenostno izomorfna. S konstrukcijo ob-
sega realnih &tevil je nadalje dokazal eksistenco takega primerka. Ker pa
izomorfnih primerkov pri splosnih premisljanjih ne razlikujemo, lahko torej
re¢emo, da je obseg realnih Stevil s to strukturo povsem dolocen. V naslednjem
si hotemo ogledati $e nekatere druge ekvivalentne opredelitve obsega realnih
stevil. - |

Izhajajmo iz UUU‘LOWHV@ da je sistem realnih $tevil linearno urejeni komu-
‘tativni obseg (R, +,., <) s karaktemstzcno lastnostjo:

{ :% } ‘ gaka , ﬁ %p g@ @E a . ? ) @ d
zgornjo mejo v R.

navzgor omejena

Iz te lastnosti bomo sedaj zapored izpeljali druge lastnosti obsega realnih
stevil, 1n sicer tako, da bo vsaka kasnejSa lastnost logi¢na posledica prejsnje.
To »verigo« logitnih implikacij bomo nazadnje sklenili v sekvivalenéni krog«
s tem, da bomo iz zadnje izpeljane lastnosti spet dokazali izhodno lastnost (1).
Tako se bomo prepri¢ali, da lahko urejeni obseg r‘ealmh Stevil karakteriziramo
s katerokoli izmed nastetih lastnosti. |

Vp@ljlma najprej pojem preseka v mnozici realnih Stevil R:
Urejeni par (X,Y) imenujemo presek v R natanko tedaj, kadar sta X

in Y neprazni podmnoZici realnih Stevil, ki ustrezata naslednjim zahtevam:

I

(c) x€ X in y€eY 2‘3‘33'-<'y

Pudmnozmoi X imenujemo spodnji r a zred, podmnozico Y pa 75 0T -
nji razred pr'efsgka (X, Y). | |

- Naj bo torej (X,Y) kak presek v R! Ker sta X in Y neprazni p@-ﬁdmngéici,
vidimo iz (c), da je podmnozica X navzgor omejena, saj je vsak y € Y zgornja
meja te podmnozme Zaradi lastnosti (1) eksmhra zato nagmamsa zgm‘ma
meia podmnomce X v. R. Postavimo | |

B Sup X z € R
Ce Upostevamo (a) In (b) mora Vel;;attL za 2 natanko ena 1zmed moznostl
* zeX ali zeY o

. - | | | ' | | 49



V primeru z € X je z ofitne najvedje Stevilo spodnjega razreda X, saj je
= hkrati zgornja meja podmnoZice X. Ce pa jez €Y, jez najmanjSe Ste-
vilo zgornjega razreda Y, ker je vsak y € Y zgornja meja podmnozZice X, z pa
njena najmanjsa zgornja meja.
Potemtakem dobimo

(2) Pri vsakem preseku (X,Y) v R ima ali spodnji razred X neko najveéje
stevilo ali zgornji razred Y neko najmanjSe Stevilo. |

Naj bo zdaj E kaka neprazna podmnoZica realnih §tevil, ki je navzdol
omejena v R! Potem podmnozica X vseh spodn;uh me] mnozice E, se pnaw

w{x; xr< a za vsak a.GE;

gotorvo ni pr'azna, Prav tako pa 3@ neprazna tudi n]ej podm
mnozica €¢X, saj je za vsak a € E zanesljivo (¢ + 1) € @X. .Prepmcagmo se,
da je urejeni par (X, C¢X) presek v R! Lastnosti (a) in (b) sta neposredni posle-
dici definicije komplementarne podmnoZice. In ce bi za kaks$na x € X in
y € CX veljalo 'v nasprotju s (¢) y < x, bi bilo seveda tudi y < a za vsak
¢ € E, torej y € X, kar je protislovno z (a)a Torej velja tudi (c). Glede na presek
(X, €X) je za Stevila iz podmnoZice E uresni¢ena natanko ena izmed moZnosti:

vsaj en ¢ iz Eje v X ali vsia € E so v €X

V prvem primeru je seveda, po definiciji podmnozice X, a najveéje Stevilo

spodnjega razreda X, se pravi najvecja spodnja meja podmnozice L.
V drugem primeru pa brz uvidimo, da zgornji razred ¢X ne more imeti
najmanjsega Stevila. Ce bi ga namre¢ imel, recimo, da bi bil to y,, bi veljalo
U, < a za vsak a € E. Od tod pa bi sledilo, da bi moral biti y, tudi v spodnjem
razredu X, kar nasprotuje dejstvu, da je X € X = NP. Zaradi lastnosti (2) mora
potemtakem imeti tudi v drugem primeru spodnji razred X neko najveqe
stevilo in to poment, da eksistira najvecja spodnja meja podmnozice E

Tako smo dobili:

(3) Vsaka neprazna, navzdol omejena
1rjo mejo v R.

podmnozica v R ima najveéjo spod-

Naslednja karakterizacija obsega realnih &tevil je dobro znani Heine-
Borel-Lebesgov izrek. Preden ga izpeljemo iz (3), obnovimo nekaj osnovnih
topolosSkih pojmov, ki jih potrebujemo 7a njfegovo formulacijo.

Podmnozico G realnih $tevil imenujemo od prto natanko tedaj, kadar
jo lahko zapiSemo kot unijo samih odprtih intervalov. Ker je odprti
interval (a,a) seveda prazna mnozica, je potemtakem tudi 9 odprta mnozica.
Podmnozica realnih Stevil F pa pravimo, da je zaprta tedaj in le tedaj,
¢e je njen komplement CEF odprta mnoZica. Za neprazno podmnoZico A
realnih Stevil reCemo, da je omejena, ¢e je navzdol in navzgor omejena.
K wsaki cmejeni podmnozici A oc¢itno lahko na]d;em@ tak zaprti interval [a, b],
da je AC/[a, b].

Naj bo A kakina dana podmnoZica realnih $tevil! Ce eksxs"mra k tej
podmnozici A kakSna druZina podmnozZic 9 tako, da lahko najdemo za vsak
x € A vsaj eno podmnozico Gy druZine 9, da je x € G, potem imenujemo
druzino 9 pokrit j e podmnozice A. Ako so vse podmnazme druzme 2D iodm
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prie, govorimoe ¢ odprtem pokritju podmnoZice A in Ce ima druZina 9
le konc¢no mnogo elementov, o0 konc¢nem pokritju podmnozZice A.

PodmnoZico A imenujemo kompaktno natanko tedaj, kadar lahko .
najdemo pr’i vsak e- m odprtem p@kr’it-ju 9D te podmnozice, Kon ¢no mnogo
demen‘mw druzine 9, ki so konc¢no pokritje te p@dﬂoéise

Vzemimo édajf; da je F' omejena in zaprta realnih stevil in 9
poljubno odprto pokritje te podmnozZice. Ker je F omejena poc Imnozica, eksistira
zaprti interval [a, b] tako, da je F &lea, b]. In ker je F zﬁapma e mefs Kom-
vlement CF odprta podmnoZica. Z a"m ekgmtwa k vmk@mu y € [a, b] 11
odprti interval Jy, da je y € Jy CCF
drufino ¢ odprtih intervalov J,:

k:?. je ocCitno odprto pokritje 'p odmnozZice [a, b] (1€F. Potemtakem
lruzin 9 in é? torej 2 U &, odprto @kmtj e zapriega intervala [a, b].

PokaZimo najprej, da je Ze kontno mnogo elementov druZine 9 U
pokritje zartegd intervala [a, b].

V ta namen si oglejmo podmnoZico 1 *e,a};nm Stevil: K ={x; x €[a, bl in
konéne mnogo elementov iz 2 U ¢ je pokritje [z, b] }. Nasa nam.ga je tore]
pokazati, da je ¢ € K. Takoj vidimo, da podmnoZica K ni pmzna? saj je prav
gotovo bl € K. Ker je namre¢ [b, b] = { b } in je, ali b € F ali pa b € CF,
cksistira bodisi en tak Gn €92, da je b € Gy, bodisi en Jy €0, da je b € Jy.
Toda podmnofZica K je tudi navzdol omejena, saj je a = x za vsak x € K. Zato
ima po (3) najvecjo spodnjo mejo v R. PiSimo Inf K = m In se uverimo, da
jie m € K, se pravi, da eksistira kon¢no mnogo elementov druzine 9 U ¢, ki so
pokritje zaprtega intervala [m, b]! Ker je seveda m € m b], je bodisi m € Gn
za kak Gn € D, bodisi m € J, za kak Jn €4. Ce upodtevamo, da je G odpﬂa
‘mﬁ@zma Jm @dnﬂz interval in m = inf K, je g@a‘tmm m-ogece» najti t&k@ realno

K, da je m <"’<Lf, in bodisi [m, u}CGm bodisi [m, u] € Jn. Ker je
genmv druzine 2 U ¢ p@kmt je zaprt@ga intervala
[, b h’l Ce d@ad aImo tem elementom le $e G, oziroma J m, 4ObImMo - oc¢itno neko
lgome'nol poknme 7ayrtega mte'rvala, [m, b], saJ j@‘ fm u] v Gy, oziroma v Jpn.
}@ WS m € K. Toda brz }ahka vidimo, da mora biti m = a.
V 1 &Spmmem primeru bi Mm namreC a < m, saj je m € m b] Potem

pet lahko nash ‘mko realno ,ﬂevﬂo v, da bi bilo ¢ <v<m in [v, ?’nl
oziroma v, m] &Jn. Od tod pa bi ﬂedﬂ@ da je k@ncn@ pfoskr'ltge mtervam
Im, b] tudi kon¢no pokritje intervala [v, b], da Je torej v K. T ni mogod
saj ifev<<m=1inf K.

Spoznall smo torei, da je ze koncnoi mﬁogo: e];emenmv druzmet % U o
pokritje zaprtega inter Jgda §a b]. Vzemimpo, da so to elementi Gy, (
iz 2 in Jy, Jo, ... Jy 1z 0! Ker pa je F g m} b§ in je za
je na dlani, da so Gy, Go,... Gy iz 9 konCno pokritje podm

takem velja

el

Od tega Heine-Borel- Lebesgovega 1zreka je le kratka pot do prav tako
»popularne« Bolzano-Weierstrassove trditve. Spomnimo se naj prejﬁ da, Imenu-
jemo okolico kakega realnega Stevila x Vs&k@ podmnozico O realnih
stevil, ki vsebu.ge kak odprt interval Jy, v katerem je x. In ¢e je A poljubna




podmnozica v R, potem je realno Stevilo s stekaliSc¢e te podmnozice

natanko tedaj, kadar je v vsaki njegovi okolici Oy vsaj eno stevilo iz A,
razli¢tno od s. Zdaj pa izpeljimo iz izreka (4) Bolzanc-Welerstrassovo trditev

A W

(5) Vsaka omejena neskoncéna podmnozZica v R ima vsaj eno stekaliSée v R.

- O¢itno je natanko dowvolj, ¢e pokaZemo: vsaka omejena podmnozica v R,
ki nima stekalis¢, je koncna.

Naj bo torej A poljubna omejena podmnozma v R, ki je brez stekaliS¢!

Brz vidimo, da mora biti A zaprta mnozica. Kajti za vsak x € CA eksistira

v tem primeru vsaj ena okolica Oy, za katero je O N A = @ ; in zato eksistira

tudl vsaj en odprt interval Jy, da je x € Jx © C A. Ker je za te intervale oc¢itno

noben y € A ni stekahsce podmnozice A, 1ahk0* nagdemo k vsakemu y € A tako

okolico Oy, torej tudi tak odprt interval Jy, da je Jy 1A = { vy }. Toda druZina

odprtih intervalov 2 = {J,; y € Ain J, 1 A = {y }} je neko odprto pokritje

omejene in zaprte podmnoZice A. Ker je na osnovi (4) podmnozZica A kom-
paktna, elksistira Ze koné¢no mnogo elementov Ji, Jo,...Jn druzine 9, ki so po-
‘kritje podmnozice A. Vsak y € A mora biti potemtakem v enem izmed odprtin

intervalov Ji, Jo, ... J,. Ker pa vemo, da ima vsak izmed teh intervalov le po

en y € A za element, more imeti podmnozica A le kon¢no mnogo elementov.

'V nadaljnjem bomo karakterizirali obseg realnih S§tevil s parom

lastnosti.
Iz (5) sledi:

~ (a) Ako sta x, ¥ poﬂl;}ubm realni $tevili in je 9 <<x <<y, potem eksistira
tako naravno Stevilo n, da je n.x > 1.

Ce bi namre¢ to ne bilo res, potem bi za vsaj en par realnih 3tevil x, y
veljalo hkrati 0 <<x<Ty in 0 = n.x < y za vsako naravno Stevilo n. Mno-
7ica A= {n.x; n € N} bi bila torej omejena in neskonéna, toda oéitno
brez stekalis¢. To pa nasprotuje trditvi (9).

Zaradi (a) pravimo, da je obseg realnih Stevil Arhimedov.

(f) Bodi B = {[an, b,]; n €N} poljubno zaporedje zaprtih vlo-
zenih intervalov v Rl To pomeni, da je za vsak n €N a, < ap11 <
<b,11 < by Oglejmo si mnozico C = {a,; n € N }. Ker je seveda a, < a, < b,
Za V&ak n € N, je mnozica C omejena v R. Lahko se zgodi, da je od dolotenega
m €N za vsak i =2 m a; = ay. V tem primeru je ¢, < apm < by za viak ne€ N

in zato je gotovo a, € )

nenN
k vsakemu n € N vsaj en tak m € N, da je an > a,. Mnozica C torej nima
najvecjega elementa in je zato neskoncna. Ker je tudi omejena, ima na
GSTE’IOLV’i (0) vsa] eno stekalisce s v R. Brz se lahko prepricamo, da mora biti
¢n < s < by, za vsak n € N in da je zato seveda s € m [a,, by]. Ce bi bilo

nEN

namre¢ za kak m € N b, <ls, potem bi v okolici (s— by, s+ by) Stevila s
spich ne bilo nokenega elementa iz C, saj je za vsak n € N a, < by. In ¢e bi
bilo s << a, za kak n € N, bi seveda lahko nasSli najmanjsi m € N, za katerega
bi bilo s <<a;. Potem bli moralo biti ali ap—1 <<s<ap, ali pa an—1 = s. Ker je

{an, 0x]. V nasprotnem primeru pa mora biti

za vsak n € N a, < ap:1, bi v prvem primeru v okolici (a1, an) Stevila s ne

bile nobenega elementa i1z C. V drugem primeru pa je iz istega razloga kvec-

02
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iemu konéno mnogo elementov q; € C, za katere je a; < a,—1. Zato bi gotove
lahko nasli tak ¢ >0, da bi v ckolici {(ay,—1 — ¢, ay) Stevila s ne bilo nobenega
cd ¢ razlicnega elementa iz C. Potemtakem smo ugotowvili:

Pre.sek vsakega zaporedga zaprtih vlozenih intervalov v R je neprazna.

mnozica. |
Ce strnemo (a) in (), dobimo

(6) Obseg R je Arhimedov in presek vsakega zaporedja zaprtih vloZenih
intervalov v R je neprazna mnozica.

- Naj bo zdaj (x,) pcljubno Cauchyjevo zaporedje v R! Kakor vemo, to
pomeni, da eksistira k vsakemu ¢>0 iz R tak n.,€ N, da je za poljubni
naravnil Stevili p in r dovoljen sklep:

a wnm———
e .

pr2m, =, —a | <

V posebnem primeru lahko torej najdemo k vsakemu od ni¢ razlicnemu k € N
tak nx € N, da je |x,— axn, | <<1/k, brZz ko je naravno §tevilo p = ni. Potem-
takem je veljaven sklep

Il“ /

p . = ’I?n,; 1/k < Tp < XLy, T i/k

Sedaj pa priredimo vsakemu oud ni¢ razliénemu m € N naravno §tevilo
(a) R | T = SUp Ing; k< m} ‘

iri realni éteviliﬁ | H

‘h) Qm = sup { Tn, — 1/k ; k< m } bm = mf{ xn, t1/k; k< m}

Potem je za vsak od nic r*az]iiéni m € N in poljubno naravno éste@vﬂol P = Tmti

(C) ' . | dy < a*m 1 & x}_) < bm+1 > bm

Od tod neposredno vidimo, da je {[ am, bm]; m € N—{0}} zaporedje zaprtih
vloZenih intervalov. Na podlagi (6) ekSJ,stlra potemtakem vsaj eno realno Ste-
vilo L tako, da je :

.- MEN—<0}

[ am;’kbm ] |
- Zaradi tegei in pa (b) je otitno za vsak od ni¢ razlicen m € N
(e} Ly, — 1MLy S LS by < gy, + 1/m

in seveda,velja za Vsako naravno Stevilo p tudi sk]_ep

(f) : - p’> Ty = xnm — 1/’Vn < xre < xnm + ]./m

Iz (e) in (f) pa dobimo takoj, da Je za vsak m € N — 0 }oin vsako naravno

- Stevilo p doivol;genoa sklepa‘tl

w 

(2) P Zm = oy —L| < 2m
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Naj bo zdaj dan poljuben ¢>0 iz R! Ker je ' po (6) cbseg R Arhimedov,
gotove eksistira tako naravno Stevilo m,, da je m,.e> 2, se pravi 2/m, <e.
Za ta m, pa dobam@ iz. (g) fcakog | |

fnnwg :?|x1)_L1<6

J——

Tc pa pomeni, da je zaporedje (x,) konvergentno in da je lim x, = L.
Spoznali smo torej, da je vsako Cauchyjevo zaporedje v R konvergentno.
Zaradi te lepe lastnosti pravimo, da je obseg realnih stevil poln.

Potemtakem lahko izjavimo:

(7) Obseg R je Arhimedov in poln.

Sklenimo naposled Se to »verigo« 1zrekov v »ekvivalenéni krog« s tem
da iz (7) dokazemo (1). | | o

Naj bo torej E kak$na neprazna na'vzgorr omejena pfondmn@z*lca; v R!
Izberimo si kak element a € E in zgornjo mejo b podmnozice E tako, da je
b—a>0! Ker je obseg R Arhimedov, eksistira k vsakemu od ni¢ razli¢tnemu
ne€N tak me N, da je m.1l/n>b—a, torej a + m/n > b. Potemtakem je
a +m/n tudi zgornja meja po»dmnomce E Ce priredimo torej vsakemu
neN—{0} mnozico | |

My,={m; meN in a+ m/n je zgornja meja podmnoZice E }

je M, gotovo neprazna podmnoZica naravnih $tevil. Ker pa so naravna Stevila
dobro urejena, eksistira v M, neko na;]manjse naravno S‘tevﬂ@ M. Tgi pomeni,
da 3e'zaV'sakn€N--—--{O} __

() yn = o + my/n zgornja mega poudmnozme E o _

o) Ty =@ + (my — 1)/n = yn-—-—-l/n man331 ovd Vsa] enega stevﬂa iz E.

Ako sta torej p in r poljubni n.arfavn.l sét;eéval;, razliéni od nid, je zzasr*ad!l (o) 1,ni (ﬂ ):

| xp < yl 11’1 Ly < yp .

in zato o L - |
| X, — XLy < y1 — X, = 1/7" 1n Xy — Xp < Yy — .’L‘p _ 1/p |

'Oa tod pa vidimo, da je | o ‘

(h), | o o l xy — & | <<sup { 1/p, 1/r }

za poljubna pf,' r iz N—1{0}. Ker je obseg R Arhimedov, lahko najdemd

k vsakemu ¢ >0 iz R tak n,€N, da je n,.e>1, torej 1/n, e Potem pa
vidimo iz (h), da velja sklep | o |

p, T Z 'ng # ! x'p“‘"“' .’L’; l < 8

se pravi, da je zaporedje (x,) Cauchyjevo. In ker je cbseg R poln, ima za-
poredje (x,) neko limito L v R. Zdaj pa se prepricajmo, da je

L = sup E

Ugotovimo najprej, da je L zgornja meja podmnozice E. V nasprotnem primeru

bi moral biti namre¢ L manj$i od vsaj enega Stevila z podmnozice E. Potem
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bi bilo (z— L)/2 > 0 in zaradi Arhimedove lastnosti bi lahko nasli tak n €N,

da bi bilo n.{(z—L)/2>1, tore] 1/mn<(z— L)/2. Zaradi limx, = L pa je

g‘mgvg tudi tak m € N, da je xy,—L|<<(z—L)/2 brz ko je p=m. Za
= SUp { n, m } velja potemtakem hkrati

(1) rn—L = l%“i:<mm—yﬂiﬂ 1/r < (z

Potem pa hi imeli zaradi (8) in (i)

Zhwx+iﬁ<ﬂﬁﬂwwmm+%mmmﬂ -2 € E

To pa ni mogoce, saj je po () yr zgornja meja podmnozice E. Toda L je tudi
najmanjSa zgornja meja podmnoZice E, saj ncbeno realno Stevilo w<<L ne
more biti zgornja meja te podmnoZice. Ker je v tem primeru namrec
L—u >0 in je limx, = L, lahko spet najdemo tak n N, da je L—axp, <
= | L—xy! <<L—u, se pravi u <x, Po (f) pa je vsak xn manjsi od vsaj
enega stevila iz podmnozice E; zato velja ta lastnost tudi za wu.

Konéno naj $e poudarimo, da je zahteva pri (6) in (7), da bodi obseg R
Arhimedov, potrebna. Arhimedove lastnosti namred¢ ni mogode deducirati niti
iz lastnosti nepraznega preseka zaporedja zaprtih vloZenih intervalgv, niti iz

lastnosti polnosti. Konstruirati je namre¢ mogoce take urejene obsege, ki imajo

- lastnost nepraznega preseka zaporedja zaprtih vloZenih intervalov, oziroma,
ki so polni, ne da bi bili Arhimedovi. Prav tako eksistira tudi tak.urejen
obseg, ki je poln, pa nima lastnosti nepraznega preseka zaporedja zaprtlh
vioZenih intervalov. To nam pove, da tudi lasmost polnosti in lastnost ne-
praznega preseka zapored;}a zaprtih vlozenith intervalov nista logi¢no ekvi-
vialentni. - o | -

Pri tem razmiéi‘;j anju $mo predpostavili eksistenco obsega realnih Stevil.
Znano je, da Je mogoce ugotoviti njegovo formalno eksistenco s konstrukeijo,
ki izhaja iz urejenega komutativnega obsega racionalnih Stevil (@, +, ., <),
katerega obstoj je zajamcen z aksiomi teorije mnozic. To konstrukecijo izvedemo
navadno na Dedekindov ali na Cantorjev nac¢in. Pri prvem imamo za cilj
karaktemstlcno las‘rnost (2), pri drugem pa karakteristi¢no lastnost (7) realnih
Stevil.

ILiteratura

L. W. Cohen — G. Ehrlich: The Structum of the R@al Number System, D van
Nostrand Companv Princeton, New Jersey, 1963. |
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“mitiranje.

1 PROSTORIH

‘0 ODVODU V LINEARNIH

JOZE GRASSELLI

Pojmi matemati¢ne analize so se v veliki meri izkristalizirali pri $tudiju
funkecij ene spremenljivke, ki sta jim domena in zaloga vrednosti intervala
realnih Stevil. Definicija, ki jo poznamo za te funkcije, se je dala zelo posplo-
¢iti, ko je bil veeljan v matematiko pojem mnozice. Naj bosta namre¢ X in Y
mnoezicl s peljubnimi elementi! Funkcija f z domeno X in zalogo vrednosti
v Y je pa¢ predpis, ki prireja vsakemu elementu ¢ € X po en element f(a) € Y
kot sliko. Zadnja desetletja je mocéno Zivo vpraSanje, kako bi se prenesli na te
splodnejse funkcije razni pojmi, znani iz infinitezimalnega rac¢una navadnih
funkcij. Tu si hoc¢emo nekoliko ogledati, kaj je bilo pri tem doseZeno glede
odvoda. | | | o '
Pri navadnih funkcijah je odvod limita diferen¢nega kvocienta

f(a+ h)—1{a)

1,‘_ . ‘f{. | . ._ - . . 1
- noo T (1)

ko stremi h proti ni¢.. V tej definiciji so uporabljene razliéne lastnosti realnih

stevil: da je razlika realnih stevil f (a + h) — f (a) realnc Stevilo, da je kvocient
realnih Stevil f{a + h)—f(¢j in h=F0 realnc Stevilo, da ima smisel li-

V primeru, ko sta X in Y abstraktni mnozici, na njunih elementih sama

- po sebi nobena od teh operacij ni opredeljena. Vpeljava odvoda postane moZna
Sele, ko vtisnemo mnozZicam X in Y primerne operacije. Pri tem nas spremljata

zelja, naj bodo lastnosti, ki jih mnozicama X in Y predpiSemo, ¢im prepro-
stejSe, in zahteva, da je uvedeni odvod takSen, da dobimo obi¢ajni odvod,
kadar sta X in Y mnoZici realnih Stevil. Definicij, ki v opisanem smislu po-
splosujejo odvod, je bilo doslej postavljenih prek dvajset. Do te pestrosti je
prislo, ker so razni.avtorji izhajali iz drugacénih lastnosti mnozZic X in Y.
Nedavno pa sta V. I. Averbuh in O. G. Smoljanov opredelila odvod v tako
splosni obliki, da zaobjema vse znane definicije odvoda, vsaj kolikor se nana-
Sajo na linearne topoloske prostore. Njuno opredelitev bomo v naslednjem
opisali. | |

Ko se ukvarjamo s posplo§itvijo odvoda, definicija (1) ni najbolj pri-
merno izhodiScée, ker v njej nastopa deljenje, ki Ze pri razmeroma preprostih
mnozicah ne obstaja; Se vedéja tezava pa je, da je v kvocientu izraza (1) Stevec
element iz Y, imenovalec pa element iz X in je zato v sploSnem ta izraz brez
smisla. Kot je znano, dopus¢a definicija (1) enakovredni zapis:

fath—f@=Ff@h+r®m @)

pri ¢emer je r(h) funkcija, za katero velja 7 (h)/h—0, ko tete h—0. Iz te
enacbe vidimo, da lahko pri navadni odvedljivi funkeciji razliko f(a + h) — f(a)
za majhne h aproksimiramo s Stevilom f (a) h, ki se enostavno izraza z od-
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Sam produkt { (a¢) h je dolo¢en za vse h in preslika realna
je za poljubna sStevila h, hy an ¢ |

f (@) (h + k1) = F (@) h + f (@) Ry
f@(ch) =cf(@h

kar kaze, da gre za linearno preslikavo.

Enacba (2), v kateri je odvod tolmacen kot linearna preslikava, sluzi za
izhodis¢e pri posploSitvi odvoda. Preden o tem kaj ved povemo, se spomnimo,
kaj je linearni topologki prostor. Opozorili bomo le na tiste njegove lastnosti,
ki jih bomo v nadaljnjem potrebovali. Natan¢énih definicij ne bomo navajali.
Ce je mnozica nekih elementov vektorski prostor, dobimo pri sestevanju
in @dstevamu d@m@nmv ter pri mnoZenju elementov s Stevili spet elemente iz
te mnozice. V vektorskem prostoru je fmr@g zagotovljena neomejena lzw*shwosﬁ
omenjenih dige T Sshih operacij.

Ce je mnozica nekih elementov topoloski prostor, je za vsak element
poznano, kaj so njegove okolice, tj. kateri elementi okolice sestavljajo. Okolice
c0 pac¢ neke podmnozice prost V topoloskih prostorih je mogoce govoritl
o zveznosti funkeij. Ravnamo prav podobno kot pri navadnih funkcijah. Naj bo
T funkcija, ki ima za dom@ng topoloski prostor X, njena mmega vrednosti pa lezi
v topoloSkem pr@@m}ru Y! Za a € X je J(a) e@@ment W Y. Element §(a) 1ma
azne k@h@@ v Y, element a pa okolice v X. Funkcija | je v mck,i, o zZvezna,
e za vsako o hms {f (a)) elementa f (a) obstaja takSna ockolica U (a) elementa
da ima Wak element x € U (a) sliko v V (f (a)). Vse povedano velja tudi
” Y 1n 'up oad ablja funkcija f prostor X vase. -
MnoZica X je linearni topoloSki prostor, ¢e izpolnjuje tri zahteve: 1. X je

Hamm prostor. 2. X je topoloski prostor. 3. Aiﬁ*ﬁbmﬁ@k@ operacije, ki jih
ima X kot vektorski prostor, so zvezne, ¢e jih gledamo s S‘Eansca da je X
mpomm pmstor |

mejmo zdaj linearna topoloska prostora X in Y! Poleg muu nag bosm
preslikave pmsmr a X Y, in se

Y, vendar v splos-

vodom funkcije.
Sstevila vase. Pri tem

o

§
¢
a,

dani mnoZica c.-f@? ki ima za @Ee nente neke
1 so prav tako preslikave 1z X

“nem dmm‘e km SO Vv 644 C@ je torej A€cin r 04 €R, sta A(h) in r (h} elementa

ug%mzam
36 razlika
Funkecija § je v tocki a € X
Lin 1 € R, da je za vsak h

ahmw je za :‘ ;
fla — h)—7( a) element iz

odvedéjwa ce se dasta d@ém taksni p?’eshkaw

gzpaimena enacba

feth—f@=Aam+rm @

imeru odvedljivosti v tocki a se t@;r!ej? da element f(a — h)—f(a) p
m h izraziti kot vsota slik A (h) in r (k). Preslikavo A imenujemo d
unkcije f v tocki ¢ in jo o lznacugemo pogosto kar z f {a} Ce 1ma ﬂmksua f
odvod v vsaki tocki p GiSﬁCTa nriren ey

X, piSemo zanj f.
A 17 A.
Ponazorimo definicijo odvoda z zgledoma! |

l1rana psmtsmm Mnozw@ 64 ag sesfsavh agas vse zvezn@

Naj bosta X in ¥ norm
linearne preslikave A : X — Y,




katerih tezi za h € X pri | h [-—->—O koli¢nik [lfr(h i/l h | —>0! Iz deﬁmcue (3?
dobimo tu kar odvoed, kakor ga je za nermirane protsmrel uvedel M. Fréchet.
(Razne primere in uporabe za ta odvod najde bralec v kn;;:z.gl Vektorska in
tenzorska analiza prof. dr. F. Krizanic¢a.) |

Prehajamo k drugemu zgledu. X in Y sta hnearna topo 1ooka prostora

Mnozica 4 so vse zvezne linearne preslikave A :X Y. V mncZici R so vse

preslikave r : X =Y, ki imajo naslednjo lastnost: za vsako okolico V (0) elementa

"ni¢c v Y obstaja taksna okolica U (0) elementa ni¢ v X, da se s Stevilom t po-

mnozeni elementi x € U (0) s preslikavo r preslikajo v mnozico o (t) V (0). Pri
tem je o (f) taka realna funkcija, da’ streml o{(t)/t—=0 pri t—=0. V te{j obliki
je vpeljal odvod S. Lang. |

- Odvod, kakor smo ga spoznali, je tesno povezan z mnozicama £ in R. Ce ju
spremenimo, dobimo navadno drugacen odvod. Obicajno vzamejo za -4 mnozico

vseh zveznih linearnih preslikav iz X v Y. V tem je tudi razlog za privzetek, da

‘sta X in Y linearna topolo3ka prostora. Mnozico R najvetkrat izberejo tako,

da je vektorski prostor in ima samo element 0 skupen z mnozico 4. Ta predp1s
seveda mnozice R ne doloc¢a enoli¢no.

Ce mno#Zici £ in R podvrzemo omean;;emm in Se nekim dI"Uan omejltvam
dobi odvod, podan z enac¢bo (3). podobne lastnosti, kakor wveljajo za odved
navadnih funkcij. Ugotovi se, da je pri danih o4 in R odvod en sam, ¢e obstaja.

Nadalje se nagde da je odvod linearna zvezna preshkava. in da je vsaka

linearna zvezna preslikava povsod odvedl;jlva ter enaka svojemu odvodu. Izkaze

‘se tudi, da je linearna kombinacija v neki to¢ki odvedljivih funkcij odvedljiva

v tej tocki, njen odvod je linearna kombinacija ocdvodov. Tudi pravilo o odva-—
janju posrednih funkcu se prenese na zdajSnji splosni primer.

Literatura*
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: . JANEZ STRNAD

Osnovni zakoni, ki jih obravnavajo uvodni ali nekoliko zahtevnejsi ucbe-
niki za fiziko, so dobro znani Ze vrsto let in preskuSeni z mnozico merjenj.
Vend.ar sodijo vpeljave osnovnih zakonov med nehvaleZne odlomke uc¢benikov.
Vsak osnovni zakon dodaja namreé k pregsm@mu znanju nekaj c¢isto novega
in ga zato ni m@g@@e 1zp@h ati iz Ze obdelanih enacb. Metodika uci, da sta za
Vp@havo novih zakonov na vo]ijt} dve p@tl Pri dedukciji naj bi vzeli za osnovo
upino aksiomov. Aksw nov, v katerih nagﬁopa poleg Ze znanih Se vel ne-
iniranih koli¢in, ne moremo utemeh iti ﬁ@p@&?@dﬁ@ Iz njih bi izpeljali enacbe,
imi bi definirali neznane koli¢ine, in enacbe, ki bi jih preverili s poskusi.
Take bi aksiome utemeljili posredno. Pri mdukcwz na3 bi vzeli za osnovo
skupino zakonov, od katerih bi bil vsak zase utemeljen s poskusi. Nato bi
definirali nove koli¢ine tako, da bi dobili iz zakonov Se druge uporabne enacbe.
Z.a zahtevneg se ucbenike naj bi bila priporoc¢ljiva prva pot, ki je krajsa uvodmm
ucbenikom pa naj bi bolj ustrezala druga pot.”
Toda pri vpeljavi osnovnih zakonov v fiziki navadno ne moremo brez
ovinkov po eni izmed obeh poti. Glavna tezava je v tem, da zakoni niso
popolnoma necdvisni drug od drugega in potrdimo s poskusi vso skupino za-
konov hkrati, ne pa posameznega zakona. Druga, sicer postranska teZava pa je
ta, da bl morala biti imena enac¢b ali trditev, na primer aksiom, zakon, izrek,
mwe?o odvisna od tega, katero izmed obeh poti bi ubrali. To bi Se povecalo
neubranost v rabi teh imen, ki jih fiziki Ze itak uporabljamo dokaj netanko-
vestno. Prehudo prizadevanje po metodiéni doslednosti bi slo v skodo uporab-
nosti uc¢benika za udenje. Odlociti se je treba pac¢ za pravo mero, ki je odvisna

od tega, komu je u¢benik namenjen, in od njegovega obsega.” Zato pri vpeljavi

osnovnih zakonov pogosto u biramo dol zavite p@iﬁ na katerih kd&} pa kdag
namen posvecme sredstva in na ka‘temh se zavesmg ali pmkrm opiramo na
ustaljene izkusnje.

| Schrodingerjevo enacbo, ki je ena izmed oblik osnovnega zakona nerelati-
visticne kvantne mehanike, vpeljejo skoraj v vseh uvodnih ucbenikih in ucbe-

* Pri dedukciji zakonov nerelativisti¢ne mehanike vzamemo 2za osnovo . tri
Newtonove aksiome. Pri indukciji moramo vzeti za osnovo zakon o sodelovanju
(interakciji) z dostavkom ¢ aditivnosti mas in sil. Ta zakon povemo takole: pospeska
~dveh teles, ki sta dale¢ od preostalih teles in ki delujeta drugo na drugo, sta v po-
ljubnem inercialnem sistemu v konstantnem razmerju in imata nasprotno smer."

Pri dedukciji zakonov elektrodinamike vzamemo za osnovo Maxwellove
aksiome. Pri indukciji pa vzamemo za osnovo Coulombov zakon in zakon o relativ-
nosti z dostavkom o invariantnosti naboja. Z zadnjim zakonom mislimo na spoznanfe,
da p@‘vezuje dolzine in d&ase v razhcmh mermalmh ‘gistemih Lorentzova éramsmrﬂ
macua |

* Zavedajol se teb tezav, mamqm nedoslednosti uébenikom sploh ne Stejemo
\ zm Med zglede za bolj oditne nedoslednosti te vrste sodijo vnaprejsnji privzetki
o aditivnosti mas ali sil ali enakosti vzirajne in teike mase pri vpeham zakanmf
mehanike po poti, ki nd] bi 'bﬂa mduktwna - |
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nikih za sodobno fiziko in za kvantno mehaniko kot Schrodingerjev aksiom.
Zatetna razmisljanja naj pri tem samo omilijo nezaupanje bralca do novosti.
‘Toda to niso izpeljave, saj se Schrodingerjeve enacbe ne da utemeljiti
neposredno.” | | "
| Le poredko naledmo v ucbenikih na poskus induktivne vpeljave Schro-
dingerjeve enac¢be. Tako pot je nakazal P. A. M. Dirac.? Za uvodni u¢benik pa jo
je prilagodil R. P. Feynman. Njegova pot je tako zanimiva in pouc¢na, da jo
kaze ponovno prehoditi v nekoliko skrajSani inacici. Ob tem spoznamo tudi
nove poglede na celotno kvantno mehaniko v uvodnih uc¢benikih za univerzo.”™™
Na poti do Schrodingerjeve enacbe obravnavamo ved ddealiziranih pre-
prostih poskusov. Za opis teh poskusov moramo uvesti nove koli¢ine in zveze
med njimi. Tako pridemo do zasnove za osnovne zakone kvantne mehanike, ki
jiih potem brez obotavljanja posploSimo na najbolj zapletene poskuse. Nekatere
‘korake pri razmisljanju opravimo precej na hitro. Pri tem nam daje pogum
dejstvo, da je veljavnost nerelativisticne kvantne menamke priznana: njene na-
povedi se v celoti skladajo z izidi po;skusow

Interferenéni poskusi s curki delcev. Samo povrsno obdelamo inter-
ferenéne poskuse s curki delcev. Pri Youngovem poskusu s curkom elektronov
izvirajo elektroni iz drobne katode, gredo skozi dve reZi in zadenejo oddaljeni
merilnik za elektrone. Odvisnost Stevila elektronov, ki jih zazna merilnik
v ¢asovni enoti, od lege merilnika kaZe znadilne interferenc¢ne vrhove in doline.
Po izkusnjah z valovanji v klasi¢ni mehaniki vpeljemo za opis interferentnega
poskusa z delci amplitudo. Amplituda je kompleksno stevﬂo ki ga po Diracovo
zapisemo kot |

A = { konec | zaCetek ) . (1)

‘Desni del doloda razmere na zacetku, ko je elektron ob katodi, in levi del
razmere na koncu, ko je elektron ob merllnflku v izbrani legi. Verjetnost, da
zadene elektron merilnik v izbrani legi, je sorazmerna s kvadratom absolutne
yrednostls amplitude |

verjetnoest o« |AZ= AA* . (2)
Z Zve’ZdICOi smo zaznamovali kionjugirano kompleksno vrednost.

Izida interferen¢énega poskusa ni tezko pojasniti, ¢e je amphtuda Za
prehod elektrona od katode do merilnika vsota amplitude za prehod od katode

* Pri iskanju poti do Schrodingerjeve enacbe za knjigo Kvantna fizika, ki je
med tem izsla v knjiznici Sigma pri Mladinskl knjigi, sem se moral odloc¢iti za to pot.
Feynmanova pot ima pred njo nekaj prednosti, terja pa drugac¢no zasnovo in Jje
zahtevnejSa. Za bralce Kvantne fizike pa bo zelo Kkoristno, ¢e se bodo seznanili tudi
s Feynmanovo potjo. Pri tem jim bodo v pomoc¢ podrobnejsi opisi poskusov in drugi
- podatki iz Kvantne fizike.

~ ¥F Feynmancva predavanja o kvantni mehaniki so bila zamisljena kot poskus
0 novi zasnovi kvantne mehanike. Kaze, da je ta poskus uspel. V dveletnem uvodnem
predavanju profesorja Feynmana na Kalifornijskem tehnoloSkem institutu v letih 1961
do 1963 je prisla kvantna mehanika na vrsto proti koncu drugega leta. Ker je
zmanjkalo ¢asa, so bila predavanja koncana Sele v naslednjem solskem letu. Nekoliko
predelana in v spremenjenem vrstnem redu so izsla ta predavanja kot tretji del
Feynmanovih predavanj iz fizike. — Seveda nasa ponovitev ne more odtehtati origi-
nala. Bralcu, ki bo prebral tret;jl del Feynmanovih predavanj, ne bo zal za vlo-
zeni trud.
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do merilnika skozi levo reZo in ustrezne amplitude za prehod skozi desno rezo.

Prvo zapifemo kot produkt amplitude za prehod elektrona od katode do leve
reze {leva |zaCetek ) in amplitude za prehod od reZe do merilnika
{ konec |leva ». Podobno zapifemo amplitudo za prehod skozi desno rezo.
Amplituda za prehod elektrona od katode do merilnika v izbrani legi je
po tem |

A = (konec|leva ) {leva |zafetek ) - (konec!desna ) ( desna|zadetek ).

Ustrezna. verjetnost je sorazmerna z | A 2 = AA¥.

Poskusi s curki atomov. Po poskusih z atomskimi curki podrobneje izobli-
kujemo dosedanja spoznanja. Izberemo curek atomov, ki se v nehomogenem
magnetnem polju razecepi v tri delne curke. Napravo, s katero delamo po-
skuse, sestavijajo trije magneti z nehomogenimi polji, ki imajo navpi¢no
smer (sl.1a). V napravi se curek najprej razcepi v tri delne curke. Vsak od

11>
b}

P
122>

C) é
S
' 13>
d) |

SI 1. Poeno%avljen& risba naprave za poskus s curkom atomov (a). Z vstavljanjem
zaslonk decbimo iz nje curek atomov v enem od cistih stan] 1 (b), 2 (¢) ali 3 {d).

njih ustreza drugemu energijsiemu stanju. Taka stanja z izbrano energijo
spoznamo tudi na primer pri preudevanju sevanja atomov. Stanje atomov
v zgornjem delnem curku oznadimo z 1, stanje atomov v srednjem delnem
curku z 2 in stanje atomov v spodnjem delnem curku s 3. Preden zapustijo

- #F Atomi, katerih curek naj bi se v nehomogenem magnetnem polju razcepil
v tri delne curke, bi morali imeti spin 1. V stanju 1 je spin svzporeden«, v stanju 2
pravokoten in v stanju 3 »nasprotno vzporedenx s sinerjo magnetnega polja. Toda
atom nobenega elementa nima v osnovhem stanju spina 1. V curku se pojavijo
v nekaterih primerih atomi v dolgozivih vzbujenih stanjih s spinom 1 (v curku
atomov kisika so na primer poleg atomov v osnovnem stanju s spinom 2 tudi
atomi v vzbujenih stanjih s spinom 1 in 0). A teh atomov ne moremo brez na-
daljnjih zapletov izlociti, da bi napravili z njimi Stern-Gerlachov poskus. Poskusi,
ki jih opisujemo, so zato samo miselni. Pri atomih s spinom 1 vztrajamo, ker nam
- ustreza Stevilo stani (fri). O izidu teh poskusov sklepamo po izidih podobnih po- -
skusov z drugimi atomi. | o o . | :
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napravo, se vsi trije delni curki zopet zdruZijo. Z zaslonkami, ki jih vstavljamo
v napravo, prestrezemo dva izmed treh delnih curkov. Tako so v curku atomow,
ki izhaja iz naprave samo atomi v enem izmed stanj 1 ali 2 ali 3. S to napravo
s1 pripravimo curek atomov v cistem stanju (sl. 1 b, ¢, d).

Za prvo napravo namestimo se drugo enako napravo, ki je enako po-
stavljena in ima prav takc navpitna magnetna ‘polja. Tudi v drugi napravi
z vstavljanjem zaslonk prestrezemo dva izmed treh delnih curkov. Curek
atomov spustimo najprej skozi prvo napravo in nato Se skozi drugo. Prvo
naravnamo tako, da prepusti curek atomov v stanju 1. Ce naravnamo drugo
napravo tako, da prepusti curek atomov v stanju 1, prepusti vse atome, ki
priletijo do nje (sl. 2a). Ce pa naravnamo drugo napravo tako, da bi prepustila

al

b)

> E (12>)

SL 2. Poskus s curkom atomov, ki gre skozi enaki in enako postavljeni napravi
z navpiénima magnetnima poljema.

samo curek atomov v stanju 2, ne prepusti nobenega atoma (sl.2b). V tem
primeru je verjetnost, da naletimo na koncu, to je po prehodu skozi drugo
napravo, na atom v stanju 2 enaka ni¢, Cce je na zacetku, to je pred vstopom
v drugo naprave, atom v stanju 1. Ista ugotovitev velja, Ce je druga naprava

~naravnana tako, da prepusti samo atome v stanju 3. Zaradi tega morata biti

enaki ni¢ amplitudi (2 1) in {(3,1). Nasprotno je verjetnost, da naletimo
na koncu na atom v stanju 1 enaka ena, ¢e je atom na zadetku v stanju 1.
Zaradi tega je amplituda (1 ' 1) enaka 1 (zagotovo vemo le, da je amplituda.
enaka e¥. Vendar izvajanja ne- postanejo manj splosna, Ce postavimo ¢ = 0).

V tem primeru in v podobnih primerih smemo vzeti, da je verjetnost
enaka kvadratu absclutne vrednosti amplitude |

ver]etn@st --'AI =AA*. (@)

Pri tem smo upos‘tevah da mora biti skupna verj e-‘tnost ‘to 3e vsota vseh freh
verjetnosti | {1 (13 1<2] in |{3]1) [, enaka 1, saj Je atom na koncu
zagotovo v enem od ‘tren. stang - |

Podobni so izidi poskusov, ¢e prepusti prva napmva curek atomov v sta-
nju 2 ali v stanju 3 Devet amplitud, ki D&St@pl]@ pri teh pOzskus1h uredimo
v matriko | |

stanje stanjé "n,a zaéetku

1 o | . |
koncu x 2 | 3

1 [(111) (1]2) (1 0
2 [(201) (2]2) (2! 1
' AC3|1) (3]12) <3 0
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V novi vrsti poskusov zasucemo drugo napravo za oster kot okoli smert
curka, tako da njena magnetna polja niso ve¢ navpiéna kot v prvi napravi.
Z. drugo napravo samo bi sedaj pripravili curke atomov v ¢istih stanjih
1, 2", 3. Zopet spustimo atomski curek skozi prvo in nato Se skozi drugo
napravo. Najpre] naravnamo prvo napravo tako, da prepusti curek atomov
v stanju 1, in drugo napravo tako, da prepusti curek atomov v stanju 1.
Merimo razmerje med tokom atomov P v curku na koncu — po izstopu iz
druge naprave — in tokom atomov na zacdetku — pred vstopom v drugo

napravo. Razmerje obeh tokov dolo¢a verjetnost | (1|1 |* (sl. 3a). Potem
al
b)
c)
777777 AP
Lo
>

S1. 3. Poskusa s @mk@m atomov, ki gre skozi ena"ﬁﬂ napravi, le da Je druga ﬁap"%” ava
zasukana za oster kot okoli smeri curka in njena magnetna polja mso navpicna,
got C;o vV prvi napr‘am -

naravhamo drugo napravo tako, da prepusti samo curek atomov v stanju 2’
in ponovimo merjenje (sl. 3b). Z merjenjem nadaljujemo, dokler ne pridejo
na vrsto vsa mogoca zacetna in koncna stanja. Izid poskusa navedemo z ver-
jetnostmi, ki jih izracunamo z devetimi amplitudami

[(U[1) (1]2) (1]3)
((2"|1) (2']2) (2|3)
\(3"[1) (3]2) (3]3)

Nobena izmed njih ni enaka ni¢ ali ena. Njihove vrednosti so odvisne §e od
zasuka druge naprave. ‘ - |
A nekaj splosnega ugotovimo, ne da bi morali poznati® zamotano od-
visnost amplitud od zasuka. Druga naprava prepusti vse atome, ki dospejo do
nje, ¢e odstranimo iz nje vse zaslonke. Ustrezna verjetnost je torej enaka 1 in
amplituda tudi. Ce je prva naprava prepustila atome v ,St'anju 1, je teda]

f<y' 1Y% + (2 SR DUE e 1) =1 @)

V primeru, da prepus’m p}fva naprava curek atumﬂv v stanju 2 ali v gtan;gu 3,
veljata podobm enachbi, le da je v njiju povsod 2 ali 3 namesto 1.

Baziéna stanja. Pri novi vrsti poskusov upora.blmo Se tretjo napravo, ki
je enaka prvi in enako pestavhena in ima navpicna magmeﬂtna polja. Druga
naprava je Se naprej zasukana proti prvi, kot je bila pri prejsniih poxskuisalh.
Prvo napravo naravnamo tako, da prepusti curek atomov v stanju 1, drugo

Cad Gl
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tako, da prepusti curek atomov v stanju 1’, in tretjo tako, da prepusﬁ curek
atomov v stanju 1 (sl. 4a). Tretja naprava prepusti | {1]1") (17|1) 2-ti del
toka atomov P, ki prﬂhaga iz prve naprave. Seveda velja ! { 1 1) (Y :
= (1 [ 1’ >1" | (1'/1) 2 Prej smo ugotovili, da prepusti druga naprava
'<1’ 1) P2-ti del toka atomov, ki prihaja iz prve naprave. Iz tega sledi, da
prepusti tretga naprava | (1|1 ) [2-ti del toka atomov, ki vpada nanjo iz druge
naprave. Nato samo premaknemo zaslonko v prvi napravi tako, da prepusti
ta naprava curek atomov v stanju 2 (sl. 4b). Kot prej sklepamo, da prepusti
tretja naprava {1 i 17> (17125 iz--‘tl del toka atomov, ki prihaja iz prve na-
prave. Druga n_ciprav pxepustl (1 |2>!2--t1 del toka atomov, ki prihaja iz
prve naprave. Tretja naprava prepus’h zopet | (171 ) >-ti del toka atomov,
ki vpada nanjo iz druge naprave. Razmerje med 'toakom atomov, ki ga pre-
pusti tretja naprava, in tokom atomov, ki vpada nanjo, je torej necdvisno od
tega, kako je naravnana prva naprava.

PICTI> PICIITXT >

) _

b] PI<HZ>I P2

S1.4. Poskusa s curkom atomov, ki gre skozi fri enake naprave. Magnetna polja
v prvi in tretji napravi so navpitna, druga naprava pa jJe zasukana okoli smeri
| curka kot pri poskusih na sl. 3.

Izid poskusa s curkom atomov v katerem od cistih stanj torej ni odvisen
od tega, kaj se je poprej dogajalo z atomi. Pri poskusu, pri katerem prepusti
prva naprava curek atomov v stanju 1 in druga naprava curek atomov v sta-
nju 1, se atomi v stanju 1’ ne »spominjajo«, da so bili poprej v stanju 1. To
nas prepri¢a o pomenu c¢istih stanj. Skupnost c¢istin stanj, ki zadostuje za“
popoln opis (ta opis pa je lahko priblizen) kvantnomehanskega sistema, ime-
nujemo bazi¢na stanja. Pri poskusih smo dolo¢ili bazicna stanja z merilno
napravo, ki razdeli neprlpravhem curek atomov na curke z atomi v Ccistih
stanjih. % |

Nadaljujemo poskuse s tremi napravami. Pri prvem poskusu naj pre-
pustl prva naprava curek atocmov v stanju 1, druga curek atomov v Stanju 2
in tretja curek atomov v stanju 1 (sl. 5a). Druga naprava prepus sti | (27]1) [2-ti
del toka atomov iz prve naprave in tretja (1 2") (2'11) 2-ti del tocka atomov iz
prve naprave. Pri drugem poskusu samo premestimo zaslonko v tretji napravi,
tako da prepusti ta curek atomov v stanju 2 (sl. 5b). Tedaj prepusti tretja naprava
12127 ) (211 ) ti del tocka atomov iz prve naprave. Zdaj ponovimo oba
poskusa, a poprej odstranimoe vse zaslonke iz druge naprave, tako da prepusti
ta naprava nemoteno vse tri delne curke. Pri prvem poskusu (sl. 5a’) prepusti
druga naprava ves tok atomov v stanju 1 in ves ta tok gre neoviran tudi
skozl tretjo napravo, saj je (1 ; 1) =1. Pri drugem poskusu (sl. 5b’) pridejo
do tretje naprave prav tako wvsi atomi v staniu 1, ki jih je prepustila prva
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naprava. Toda tretja naprava ne prepusti nobenega od teh atomov, saj je
(2115 =0
P2 PI<I2><2I>F
P ' /j | | l
1> | ;:j B N

P2 PI<2,!2‘><2‘|1>!2
P //4/// !

f T 777

<

2l

L LS
<

12>

Sl 5. Poskus, ki prepric¢ljivo pokaze interferenco amplitud. Naprave so razporejene

kot pri poskusu na sl.4. Pri zadnjih dveh poskusih {(a" in b’) odstranimo zaslonke

iz druge naprave. V prvem primeru (a’) dobimo izdatnejsi curek atomov, v drugem
(b") pa SibkejSega kot pri ustreznih poskusih na zacdetku (a in b).

Presenetljivo je, da izhaja pri ponovljenem drugem poskusu (5Db') iz
tretje naprave manj atomov, cCeprav jih nanjo pade vec¢ kot pri prvotnem
poskusu (b b}. To je posledica interference amplitud. Iz zadnjih poskusov
izlus¢imo za vsoto amplitud tile enacbi

(11151 11Y + (2 2',><221>+<1g3'><3’
(2|1 (T 1>---—-<1i2’.><2f

1)=<(1|1)=1, (4
1y =(2[1)=0. &)

| Cetudl bi bila 'cretja, naprava zasukana proti prvi in proti drugi in bi

bila glede nanjo bazi¢na stanja 17, 27, 3”, bi bili amplitudi pri obeh poskusih,
pri katerih prepusti druga naprave nemotene vse ‘t i delne curke taki, kot
da sploh ne bi bilo druge naprave; na primer

(1711 )1 ]1) + (1" zf><z’11>+<1”

81‘ > < 31'
Podobni enac¢bi dobimo, ¢e zamenjamo 17 z 2” ali s 3”.
Enaibe za osnovne zakone kvantne mehanike. Sistem, ki je na zadetku
v katerem od baziénih stanj in ki ga med poskusom ne zmotlmo je v istem
stanju tudi na koncu Ustrezna amplituda Je enaka 1: |

1) = (17[1). @)

\’2,!?,>-——___..-- ) 7"““““:172733

¢e zaznamujemo z i katerokoli od baziénih stanj. V tem primeru sistem na
koncu ne more biti v kakem drugem bazicnem stanju in je ustrezna amplituda
emaka 0: | |

(Gliy =0, i=j, i=1,23, =123



Obe enacbi zapiSemo kot eno | | .
Cjli) = 0di -- o (9)

S Kmneckerwv m delta 0j;, ki je enak ena, Ce s’ca mdeksa enaka, in nic¢, Ce
sta indeksa razli¢na.
Enacbe (4), (4") in (4”) in podobne enacbe zapiSemo zgoscéeno z enacbo

(Bla)y=E(plid (ila). Q

V njej sta ¢ in f izbrani bazi¢ni stanji ali poljubno zacetno in konéno sténje-,

Enacbi (5) in (6) nista popolnoma neodvisni. Postavimo v drugo f=j in

uporabimo prvo, pa dobimo (j|a) = 2{jli)ila)=26;{i|a) = {j a).
| ~ :

i
Enac¢bi (1) in (2) bi si nasprotovali, ¢e ne bi veljale zveze (1'|1) =
=(1|1)% {112) = (21" )%,... V splofnem mora torej veljati

alpy =<(Blay.

Verjetnost, da je sistem na koncu v stanju f, ¢e je bil na zacetku v stanju «
in ¢e ga med poskusom ni¢ ne zmotimo, je po enacbi (2')

verjetnost = {(Bla)?. o _ . (8)

Doslej smo pri vseh enacbah mislili na sistem s tremi bazi¢nimi stanji.
Vendar veljajo take enacbe za sistem s poljubnim Stevilom bazi¢nih stanj, le
v vsotah moramo seSteti vedno prek vseh baziénih stanj. Enacbe (5), (6), (7)
in (8) imajo vlogo osnovnih zakonov kwantne mehanike. Dodati je treba se,
da je izid poskusa s sistemom v czstem stanju neodvisen od tega, kaj se je
popre] dogajalo s sistemom. | |

Uporabnost teh enac¢b pokazemo pri temle razmisljanju. Na zacetku naj
bo sistem v stanju o, a naprava prepusti ali kako drugace izbere samo sistem

-:4--: 9 mm-w ﬁﬁﬁﬁﬁﬁ SF
v stanju f. Zanima nas verjetnost | { f|a) % Amplitudo izradunamo z enatho

(5). Po njej popolnoma oplsemo napravo z amplitudami </)’ i) in zagetno
stanje z amplitudami {i|a)

Razmigljanje razSirimo na bolj zapletene poskuse. Prva naprava naj pri-
pravi sistem v stanju ¢, zadnja naprava pa izbere sistem v stanju f. Med
prvo in zadnjo napravo so Se druge zamotane naprave, ki delujejo na sistem.
Amplitudo za ta primer zapifemo kot (f 'O |a). Delovanje vseh zamotanih
naprav med prvo in zadnjo opiSemo simboli¢no z 0. Zdaj v mislih vrinemo
po prvi in pred zadnjo napravo &e dve med seboj enaki dodatni napravi, ki raz-
vrstita sisteme po bazi¢nih stanjih. Ce prepusti druga naprava samo sisteme v ba-
zitnem stanju i in predzadnja naprava sisteme v bazi¢nem stanju j, je amplituda
(B17)(ilO]i)(ila). Ce pa prepustita druga in predzadnja naprava brez
‘motenj sisteme v vseh baziénih stanjih, je izid poskusa enak, kot ¢e obeh
dodatnih naprav sploh ne bi bilo: | "

(Bl1O ey =S (B]i)(j|0]i) (ila). )

P | ) |
V tem primeru opiSemo torej prvo napravo ali zacetno stanje z amplitudami
(i]a) in zadnjo napravo ali kon¢éno stanje z amplitudami (g |j ). Zamotane

naprave med prvo in zadnjo pa opiSemo z amplitudami O = (] { O li), ki jih
lahko uredimo v matriko. |
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Podobnost z enalbami za vektorje v trirazseinem prostoru. Nekatere
izmed zapisanih enacb spominjajo na enacbe med trirazseznimi vektorji. Enacbi
- (5) ustreza enacba

e,.e; =0, 1=1,2,3, 1=1,2,3

med trirazseznimi enotnimi vektorji ey, es in es. (Indeks. 1 nadomesS¢a indeks x,
2 nadome&ca indeks y in 3 nadomesca indeks z.) Zares imajo ti vektorji velikost
enote: e;.e; =1 in so drug na drugega pravokotni: e;j.e; =0 za i=F1.
Enacbi (6) ustreza enalba |

.e;) (e;i.a). | | (10)

Zares je skalarni produkt wvektorjev a in b vsota produktov komponent
biay + bsas + byas. Med trir‘azs*eémémi vekiorji pa ni enacbe, ki bi bila po-
dobna enacbi (7) { a | p)¥ =< fla). Skalarni produkt b.a je namrec realen
in komutativen b.a=a.b. TU;dTE enacba (9) nima podobne med trirazsez-
nimi vektorji. Po tem ustrezajo enotni vektorii bazi¢cnim stanjem. Komponente
vektorjev, to je projekcije na koordinatne osi, ustrezajo amplitudam {ila ) in
(f5 4> zato imenujemo te amplitude tudi projekcije S‘tam y in /) na bazicni
Staml i in . Skalarni produkt dveh vektorjev pa ustreza amplitudi® {f|a ) .
Podobnost poskusamo zasledovati ge dalje. Iz enache ﬂ@} 7a sakala;rm pPro-
dukt dobimo drugi vektor, ¢ na obeh straneh enacaja spustimo prvi vektor.
Podobno dobimo prvi vektor, & na obeh straneh enacaja spustimo drugi
vektor: |

a — >

e

i

Tudi v ustrezni enacbi (6) lahko Spusﬁ enacaja ali a

na obeh straneh enacaja:
la) = lay(ilay,
i

Ta izraza ustrezata trirazseZnim vektorjem; zato jima pravimo vektorja stanja.
Konéni rezultat ra¢una izrazimo z amplitudo, a vektorja stanja sta nekaksna
nedokonc¢ana izraza. (Tudi konéni rezultat racduna s trirazseznimi vektorii
izrazimo s skalarnimi produkti ali s komponentami vektorjev). To je imel v mi-
slih Dirac, ko je vzdel vektorjem stanja |« ) ime ket in vektorjem stanja
( f| ime bra. Konéni rezultat racuna je amplituda — bracket (angl. oklepaj).
Do vektorjev stanja smo prisli s sklicevanjem na podobnost enacb. Teh
vektorjev si ne moremo predstavljati kot usmerjene daljice, kakor si predstav-
liamo vektorie v trirazselnem prostoru. A v prostorih z wvedjim Stevilom
razserznosti si vektorjev itak ne moremo predstavljati tako nazorno. To velja
tudi za vektorje stanja, ki jih s pridom uporabljamo v racunih. V izbranem

(11)

* Upostevajmo, da so amplitude kompleksna stevila in jJih zaznamujmo
z Ay = (ta>in B = (j|p)! Po tem je |a> = liyA;in | f) = 2 (j|B; in

| :
' - . ey ¥ & 2 . . e g 3 " :
zaradi < f|j> = <{j|p>¥ = B;* Se {f| = 2B;*{j|. Za amplitudo dobimo stem
enacho o J | o
| (Ple>=2Z2BF(jli>d; =2 = Y B*A;,
i 7 i
ki moéno spomm ja.na eﬂdCbD za skalarni produkt trirazseznih vek iomev |
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primeru najprej izberemo bazi¢na stanja, ali, kot pravimo zdaj, vektorje ba-
zicnth stanj (kratko baziéne vektorje). Vsi drugi vektorji so doloc¢eni s pro-
jekcijami na te baziéne vektorje in te proijekcije so kompleksna Stevila.

Tako kot prosto izberemo koordinatni sistem in z njim enotne vektorje,
je tudi izbira bazi¢nih vektorjev pri racunanju Se prosta. (Seveda naj bo izbira
taksna, da je racdun d¢&im preprostejsi.) Koordinatna transformacija posreduje
prehod od izbranega koordinatnega sistema k drugemu koordinatnemu sistemu,
torej od izbrane trojice enotnih vektorjev k drugi. Podobno posreduje transfor-
macija, katere matrike ni teZko peoiskati, med izbranimi bazi¢nimi vektorji in
drugimi baziénimi vektorji.

Enacbhi (11) veljata za vsakoc stanje o in za vsako stanje f; tako da lahko
spustimo &e ¢ ali # in dobimo |

I

To je stencgrafska oblika osncvnega zakona (6). Navpitna ¢rtica ima podobno
vlogo kot faktor 1. Vrinemo jo lahko na wvsako meste v katerem koli izrazu,
ne da bi s tem spremenili koné¢ni rezultat.

Podobno kot smo ravnali z amplitudo (f|«), ravnamo tudi z ampli-
tudo (Bi10'!a). V enacbl (9) spustimo na 1eV1 in na desni strani enaca;}a
£ ali ¢ in dobimo

0!0) DXy Ciloiy (i ay; <ﬁl<9'r—::§i?</3 J><310;£><%' (12)
ot |

i ]

0 ni niti vektor stanja niti amplituda, ampak operator. Ko dGLU]E‘ z leve na
ket *0> nastane nov ket O la >. Ko deluje z desne na br , nastane nov
bra < f|0. Amplitude < f 0 ) dobimo, ko ta bra ali ket dopolmmo 7 dru-

gim ketom ali brajem.

Casovni razvej. Vlogo pomembnega operatorja igra cCakanje. V nerelati-
visti¢ni kvantni mehamkl zadostuje, ¢e preucimo operator, ki ustreza ¢akanju
za mflm.tez.lmalen ¢as.” Ta operator zaznamujemo z U (t + dt, t). Iz zatetnega
vektorja (t) dobimo po delovanju tega cperatorja nov vektor stanja
\Y% trenutku t + at

P Hdy))=U+dt, )l V() ).
Zactetno in kontno stanje smo oznac¢ili s ¥ 1in navedli ¢as kot argument. Pro-
jekcije zadetnega stanja na bazitna stanja so amplitude <{i| W (‘t) > = A; (t) in
projekcije kon¢nega stanja so amplitude (| | 97 (t+ dt) ) = A (t + dt). Z njimi
zaplse—mo Zg0rnjo enacbo v obliki --

Glw+dyy = (U@ de | PO = EGIUE+d,n i) Glve)

ali krajse
A] (t + dt) V’f U}z A (i)
1
=Opersat'0*l“ U (t dt t) je' pioﬁpo’an'm4al dO‘lOéeﬂ o amplltudaml ._ U” _ “
| iy, ki jih uredimo v matriko.

=~ ()

* V fiziki visokih energij pa igra pomembno vlogo operator U (to, t{), Ce gre ty
proti —oo in t, proti oc. Amplitude < j|U (ty, ty) | 1> za ta primer so elementi
matrike S. |

63



Najpre] upocstevamo, da je sistem za dt = 0 v zacetnem stanju. Tedaj
mora biti U;; = 1 in Uj; = 0 za i == j. Po tem razvijemo matric¢ni element:

Uj; = 05 + Ky dt .

S to enacbo smo vpeljali matricne elemente Kj;, ki nastopajo s prirastkom
tasa. Za casovni potek amplitud dobimo A; (t — dt) = 2 (6;; + Ky dt) A; (t) dt =

7
= A; (t) + 2 K 4; (t) dt. Ce uposStevamo, da je [A; (¢t T dt)— A; (1)]/dt odvod

;
dA; (t)/dt, sledi | |
| dA; (t)/dt = 2 K A; (1) . (13)
| 1

S ¢asovnim potekom amplitud A; (t) = {(i| ¥ (t)) je dolocten ¢asovni razvoj
stanja | 7 (t) ). Casovni odvod amplitude v kakem bazi¢nem stanju je odvisen
od trenutnih vrednosti amplitud v vseh bazi¢nih stanjih. Zvezo posredujejo
matri¢ni elementi Kj. Casovni razvoj kvantnomehanskega sistema obvladamo,
Ce poznamo njegove matri¢ne elemente Kj;.

Za vsak sistem je treba najprej* dolo¢iti matri¢ne elemente™ K;. V splos-
nem pri¢akujemo, da so odvisni od €asa. Edino, ¢e se zunanje okolis¢ine nic
ne spreminjajo s c¢asom, so tudi elementi K;; neodvisni od casa. Za zda] se
omejimo samo na take primere. NajpreprostejSi je sistem z enim samim sta-
njem. Mislimo na primer na osamljen in nemoten atom vodika v osnovnem
stanju. Tak sistem je ves ¢as v edinem bazitnem stanju in ima konstantno
energijoc W,. V tem primeru je enacba za dasovno spreminjanje amplitude
zelo preprosta

in je ni tezko integrirati
| A = konstanta . eXu?,

Ker je sistem ves c¢as v edinem bazi¢nem stanju, mora biti verjetnost A;A4A;"
konstantna. To je izpolnjeno samo, C¢e je eksponent c¢isto imaginaren: A =
== konstanta . e 1%u? pri tem je Kji' realen, i je imaginarna enota, negativni
znak pred njo pa smo izbrali po ustaljenem dogovoru.

* Nasploh pa lahko ugotovimo neko lastnost teh elementov, ¢ée zahtevamo, da
se ohrani skupna verjetnost > A;A;* To moramo storiti, ce delci ne nastajajo in ne

izginjajo. Konjugirano kompleksno enacbo (13) pomnozimo z A; in nato Se enacho

(13) s konjugirano komplesno amplitudo A?-*. Obe enacbi sestejemo in izracunamo
- vsoto po vseh bazitnih stanjih j: |

|

S (A;dAFdE 4+ AfFdAdY = Sd(A4;AH/dE = d (S A;A)/dE =

; I j
i ] | vy |

SeStevanje po bazi¢nih stanjih ne prizadene odvajanja po cCasu, zato smemo
zamenjati vrstni red sestevanja in odvajanja. Zaradi zahteve po komnstantnosti
vsote 2 A;A;% je njen odvod enak mi¢. Iz zahteve, da je desna stran enaCbe enaka

ni¢, sledi, e Se zamenjamo indeksa i in j v drugem clenu:

¥ o
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Kaj ved o konstantl Ki{" ugotovimo po primerjavi z enad¢bami, k1 vel;]ago
za fotone. Vemo, da je energija fotona dana z enacCho

To enacbo dobimo na primer pri preucevanju fotoefekta. V njej je h =
= 6,6.10-%* Js Planckova konstanta in i = h/2 7 = 1,05.103¢ Js; v je frekvenca
in w = 2 v krozna frekvenca svetlobe. Nihanje elektromagnetnega polja v iz-

brani tocki prostora opiSemo z enacbo, v kateri nastopa tudi faktor et =
= ¢~iWt/A Domnevamo, da nastopa podoben faktor v amphtudl za sistem z enim

samim stanjem; da Je tore] _
Ky =—iW,/h.

Ta domneva, ki bi jo lahko bolje utemeljili®, se pokaZe pozneje kot upravi-
cena. Rezultat posplosimo: uvedemo nove matri¢ne elemente

Kji = —iHijfh . | | (13)

Matriki, ki jo sestavljajo elementi Hj;, pravimo Hamiltonova matrika, kratko
hamiltonka, ali energijska matrika™. Zadnje ime se zdi umestno, saj je pri
sistemu z enim samim stanjem H;y = W, . | |

Z enacbama (13) in (13) dob1m0 enacbo, ki doloca casov*m razvoj kvantnom

mehanskega sistema: | | | o |
ihdA; (t)/dt = X HjA; (B) . - (19)

Sl. 6. Bazi¢ni starnji pri poenostavljenem opisu amonijakove molekule (a) in &asovni
potek kvadratov absolutnih vrednosti amplitud (b).

* Mislimo na razglabljanje L. de Broglieja, ki pa ne sodi v naso razpravo.
#E 17 zveze K;* = —K;; sledi, da je hamiltonka hermitska matrika, saj velja
za njene elemente (139 | | -
| ¥
H;* = Hy;.




imo sistema z dvema bazi¢nima stanjema.
Zghd za t@k SlSt@m je nemotena mdekuia amonijaka. Molekula NHs ima
obliko pravilne tristranic¢ne pwamide z atomi vodika v oglis¢ih osnovne ploskve
in z atomom dus$ika v vrhu (sl. 6). Tezi§¢e molekule naj miruje in atomi naj
nie nihajo drug proti drugemu, molekula pa se vrti s konstantno kotno hitrostjo
okoli geometrijske osi. V tako poenostavljenem primeru zadestugfﬂta zZa povrsen
opis molekule dve baziéni stanji. Za prvo izberemo stanje |1 ), v katerem je
atom dusika »nad« osnovno ploskvijo in za drugo stanje }2 >, v katerem je
atom dugika »pod« njo. Poljubno stanje amonijakove molekule, v katerem je
dusikov atom zdaj nad osnovno ploskvijo, zdaj pod njo, sestavimo iz bazicnin
stan]

Wy =151y [2)(2] Wy =|1)A+ [2) As. (15)

Pravimo, da razvijemo stanje P po obeh bazicnih stanjih.
Casovni potek obeh amplitud je doloden z enacdbama (14) |
ihidA/dt = HiyjA1 + HisAs , (16)
j;hdAg/ dt = He1 A1 + HosAs .

Edino, ¢e bi bila elementa His in Hsi oba enaka ni¢, bi molekula vzirajala
v stanju [1> 7 @nergu@ Hii, ¢e bi bila na zacetku v tem Stamu in v stanju
2> 7, energijo Heo, ¢e bi bila na zacetku v tem stanju. Obe stanji sta popol-
noma enakopravni in ni razloga, da bi se njuni energiji r‘a.zhk@avah? tako da
smemo postaviti Hiy = Hee = W,. Vendar ne smemo vzeti, da gta Hiz in Hyy
enaka ni¢. Ta matriéna elementa sta v zvezi z verjetnostjo, da preide atom
dusika zaradi tunelskega pojava s prve strani na drugo stran osnovne ploskve.
Zaradi enakopravnosti obeh stanj vzamemo tudi za ta matri¢na elementa, da sta
enaka: Hig = H( = —W". Zdaj pa molekula ne vztraja v stanju | 1) ali v sta-
nju |27, ¢etudi je na zaletku v enem od obeh stanj. |

Najprej sestejemo ena,cb}.. (16) in nato drugo odgtejemo od prve:

ihd (A1 -+ As)/dt = (W, — W) (A1 + As), oo
Cihd (A — Ag) dt = (W, + W) (4] — As) .

Resitvi teh enacb sta
A1+ As = konstanta . e (W=W) /& * (17"
Ai - A”} = konstanta . e 1 (W, +W) tl ﬁ@ |

Amplitudi sta torej |
AZ"*‘: % e:iW’t/h( 4 1 émiW’t/h) emiWQﬁ/ﬁ —~ COS (Wf?i‘/h} e,wiWot/ﬁ
Ao (%i olW't/A ___ 11 @_1W’t/k} —iW,t/A __ s*m (W ﬁ/h) elegt/fi

"/l in AsAs® — sin? Wt/h.

(18)

]

Kvadrata absolutnih vrednosti sta Alﬂi* = cos® W

Konstanti smo izbrali tako, da je vsota Ai{A;* + AsAs™ enaka ena, kolikor

mora biti skupna verjetnost, saj je molekula vsekakor v enem od obeh stanj.
Ce je molekula na zatetku v stanju | 1), preide pozneje v stanje |2 ).
Na zacetku je verjetnost 4141, da je molekula v stanju |1 ) enaka ena, a s ¢a-

som pojema. Medtem naradca vergemoistégAg? da je molekula v stanju 2 )

in naraste do ena, ko pade prva na nic.
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Izbrani baziéni stanji vsekakor nista stacionarni stanji z dolodeno ener-
gijo. Dolocteno energijo imata novi baziéni stanji, ki ju sestavimo iz prvih
dveh. Po enacbah (17) sklepamo, da sta to stanji, v katerih z enako verjet-
nostjo naletimo na molekulo v stanju |1) in v stanju !2) le da ima.ta am-

pli‘t:ud'i pri prvem enak in pri drugem nasprotni znak: } 1)+ - ]12) in

1/
1
l/2 1) — 7 2. To sta pa¢ dve izmed stanj (15). V prvem ima molekula

energijoW,— W’ in v drugem energijo W, + W’. Konstante so izbrane tako,
da je tudi za novi stanji 1zp01nje*na enacba (9).
Dobljene enacbe spom njajo na enacbe za utmpanje dveh Skloplgemh

nihal.® Stanju 1/2 1)+

V 2 ) ustreza prvo lastno (sinusno) nihanje s kroZno
1 ,

frekvenco (W, — W')hA in stanju % 1) — % '2) drugo lastno nihanje

s krozno frekvenco (W, + W')/h. Stanju |1 ) pa ustreza gibanje prvega nihala
in stanju |2 ) gibanje drugega nihala pri utripanju s kroZno frekvenco utri-
panja 2 W'/A. -
| Elektron v vrsti atomov. Po sistemu z dvema bazmmma stanjema se
posvetimo sistemu z nesko¢nim $tevilom bazi¢nih stanj. V mislih imamo po
premici razporejene atocme v enakih razmikih a, in elektron, ki prehaja od
atoma do atoma. Atom oznadimo z zaporedno $tevilkc n ali s koordinato z,.
Zanima nas samo, pri katerem atomu je elekiron v izbranem trenutku, zato
uvedemo bazic¢na stanja: ... | n—1) ali |z,—1) je stanje, v katerem je elek-
tron pri n— l-vem atomu, |n) ali |z,, je stanje, v katerem je elektron
pri n-tem atomu, |n + 1) ali |z,+1) je stanje, v katerem je elektron pri
n + 1-vem atomu ... Takih stanj je neskonc¢no. |

Poljubno stanje, v katerem ugotovimo elektron zdaj pri tem, zdaj pri
drugem, potem spet pri tretjem ... atomu, setstavimo iz takih bazi¢nih stanj:

W)= ...+ |n—1)(n—1]|¥)+ n><n]§?’>—l—‘n—l—1><n+1l?’>+

in ga opiSemo z amplitudami ... A, 1 ={(n—1|7), A, =(n|¥), A1 =
=(n+1/¥). Ce bi ostal elektron ves &as pri n-tem atomu, bi veljale za
amplitudo enac¢be ihdA,/dt = HunA, z refitvami A, = konstanta . e iWot/h | kjer
smo postavili Hy, = W,. Tada zaradi tunelskega pojava lahko preide elektron
cd n-tega atoma k n— 1-vemu ali k n + l-vemu atomu. Matri¢nih elementov
H, 1 in Hy11 , torej ne smemo izenaciti z ni¢. Zaradi simetrije pa vzamemo,

da sta enaka: Hj 1= Hpt1.n = —W'. S tem dobimo sistem neskoncnega
stevila linearnih diferencialnih enacb
SihdA,/dt = WA, — WA, 1 —WA,1q,... _ (19)

- Refiti ga poskusimo z nastavkom A, = y, e iWtn s katerim dobimo amplitude
za stanja z doleteno energijo W. Tako pridemo do sistema neskon¢nega Stevila
linearnih algebrai¢nih enacb, v katerih ni ve¢ casovne odvisnosti:

) W Vn == Wo YV — W’ Yn—1— W’ Yn+1y « « - (20)

Od éasa neodvisni deli amplitud so odvisni $e od koordinat ustreznih atomov:
Vn—1 =Y (Zn—2a), Yn="9(2n), Ye+t1 =7 (2n T a),... Pri tem smo upostevali,
da je zp—1 = 2n—a, 211 = 2, + a, ... Enacbe | |

Wy () = Woy (z0) —W y(2n—a) — Wy (zp +a),... (207

12



ki jih dokimo, poskuSamo resfiti s podobnim eksponentnim nastavkom kot prej:

v (zy) = e*%n, (Koeficient v eksponentu mora biti ¢isto imaginaren, ker bi pri

realnem eksponentu v, narastel za n-—0c© ali za n—-— o© prek vsake meje.)
Tako dobimo zvezo -

W = W,— W’ (elok + e10%) = W, — 2 W’ cos ak.

Konsi*ama k je Se poljubna, vsaki vrednosti k pa ustreza resitev z energijo W

In z amplitudo |
An E— Qikz MiWﬁ/ﬁa

Amplituda je seveda dolocena samo za izbrane vrednosti koordinate: z, = cel
mnogokratnik a. Trenutne vrednosti realnega in imaginarnega dela amplitude
aovijata sinusni krivulji, ki sta premaknjeni druga proti drugi. Oba dela
potujeta kot valovanji proti levi (kK <T0) ali proti desni (k > 0). Kvadrat abso-
lutne vrednosti amplitude A4,4," je konstanten za vse atome. Elektron je tore]

z enako verjetnostjo pri katerem koli atomu v vrsti.

in =12 ~elektron

2%
Ny % /2
In>
0 —O- O
In+>
s I
A A\
Z,-10 Z,-0
| i
A AT NN
| :
o
——t ? AR
SRS
L T
l‘ FIT/k "

S1. 7. Tri izmed bazi¢nih stanj pri poenostavljenem opisu prehajanja elektrona med
atomi v vrsti atomov (a) in trenutni sliki realnega in imaginarnega dela amplitude
pri izbrani vrednosti k (b).

Produkt ak je mnogo manjsi kot 1, ¢e je »valovna dolzina« realnega
ali imaginarnega dela amplitude 2 n/k velika v primeri z a. Teda] razvijemo
cos ak v vrsto cosak =1-—3a%*k? + ... in dobimo za energijo

W=W,—2W + W .aﬁ L2 —.
Ni¢lo energije lahko izberemo tako, da je Wo—2W' =0 ali W, =2W'. To

.storimo z namenom, da je v prvem priblizZku energija eiekfrona (energija
atomov Osstane ne*spremen;;esna) dana s podobno enacCbo |

W. = Wf a.‘2 k?

kot en[efgija prosto gibajotega se delca. Zanjo velja namre¢ W — W =
= G2%/2 m = (hk)*2 m, e upcstevamo za gibalno koli¢ino efnacbo == h//’l hk.

73




S to enadbo je dolotena gibalna koli¢ina fotona. O tem nas prepri¢ata na pri-
mer Comptonov pojav ali svetlobni tlak. Da velja ta enacba tudi za delce, se
pokaZe pri interferent¢nih poskusih s curki delcev. Po zgledu W = A2 k2/2m
zapiSemo energijo elektrona pri prehajanju med atomi kot

@ W =h2kz2m' . (21)

Efektivna masa elektrona m/, za katero smo postavili m’" = h2/2 a2 W', se na-
vadno precej razlikuje @dﬂ mase prostega elektrona.
Gibanje delca po premici. Priznati moramo, da smo doslej ostali pri zelo
Ufoblh priblizkih., Pri mtmr{erencmh poskusih nismo obravnavali odvisnosti
toka elektronov na zaslonu od lege merilnika. Pri amonijakovi molekuli smo
dopustili samo dve legi du&ikovega atoma in pri enorazseZnem kristalu samo
moznost, da je elektron pri tem ali drugem atomu. Razmere smo poenostavili,
da tezave Ze spocetka niso bili prevelike. Vendar se ne moremo Se naprej
izogibati podrobnejSemu obravnavanju teh in drugih pojavov. Pri interferenc-
nih poskusih je treba preuciti, kako se spreminia tok elektronov v odvisnosti
od lege merilnika. Pri dusikovi molekuli moramo dopustiti, da ima duSikov
atom poljubno vmesno lego. Enako velja za elektron v enorazseznem kristalu.
Premisliti moramo torej, kako se spreminjajo amplitude v odvisnosti od kraja.
Delo si olajdamo, ¢e za zdaj ostanemo pri gibanju delca v eni razseZznosti.
V tem primeru bi bile uporabne kar enacbe za enorazse’ni kristal, ¢e bi bila
lahko v njih koordinata z poljubna in ne bi bila omejena le na izbrane
vrednosti. To dosezemo, ¢e si mislimo, da gre razmik med atomi a proti nic.
Hkrati se veta verjetnost za prehod elektrona k sosednjima atomoma zaradi
tunelskega pojava in nara8ta W’ prek vsake meje. Efektivna masa elektrona
in z njo produkt a® W’ pa morata ostati konéna. Enacba (21) ostane v veljavi,
saj je izpolnjena zahteva, da je 2 n/k mnogo vedje kot a. Najprej preuredimo
ena¢bo (19):

ihdA (z)/dt = (Wo—2W')A(zy) + W [2A(2)) — A (2n—a) — A (2, + a)]

N

in upostevamo, da je prvi ¢len na desni strani zaradi posebne izbire nic¢le za
energijo enak nié. Drugi ¢len razvijemo v Taylorovo vrsto okoli z,:

9 A (2)) — A (z2) — (dA/d2) a — & (d2A/d2?) @ — A () +
+ (dA/dz) a — 5 (d2A/dz®) a2 + ... = —a® (d*A/dz?) + . ..

/ - / =====
- ~ . .
e ~ .
7~ TN
s SN
’ \ ,
Zz * _ \‘ o
/ . ‘-. \ .
w“,/ .'. " ~N
. ’an'\lmw( } {ﬁ

Sl. 8. Trenutni sliki realnega in imaginarnega dela amplitude (valovne funkcije) pri

gibanju prostega delca z izbrano gibalno koli¢ino G —= Ak po premici. Dejstvo, da je

verjetnostna gostota AA* konstantna, se sklada z nacelom nedolo¢enosti: lega mora
biti popolnoma nedolodé¢ena, ¢e je gibalna koli¢ina dolodena natancéno.
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HOA/Ot = — (h2/2 m) 02A/0z2 . | - (22)

V tej] enalbl smo nadomestili navadna odvoda s parcialnima, saj je zda]

- amplituda tudi zvezna funkeija koordinate z. Namesto ¢*W’ smo vstavili A%/2 m,
‘kjer je m. masa prosiega elektrona. | |

Resitev te enacCbe za progsto se gibajodi delec j@

A = konstanta . elkz—1Wt/A

je gibalna koli¢ina delca G = nk in njegova energija W = W, = G¥/2m.
Trenutni vrednosti imaginarnega in realnega dela amplitude sta sinusni kri-
vulji, ki sta premaknjeni druga proti drugi. Oba dela potujeta kot wvalovanji
preti levi (k<T0) ali proti desni (k> 0). Kvadrat absclutne vrednosti ampli-
tude AA* je konstanten |
definicija V@ﬁj@mma in preoblikovanje enach. Pi”’emEShtl Moramo

Nova

se, kako je z b&zmmmz stanji za delec, ki se giblje po premici. Po mejnem

prehodu a— 0 dobimo iz baziénih stan] !w > stania % 2 v katerih so za
koordinato dgeépué tene vse vrednosti. Poljubne stanje | ¥ ) razvijemo po teh
stanjih. Z amplitudami (z| ¥ ), v katerih je vrednost z poljubna, je stanje
¥ > popolnoma dolotenc. Po tem je amplituda {z| ezna funkcija z.
Njena oblika je seveda odvisna od stanja, ki ga razvijemo. Da je to oCitno,
zaznamujemo amplitude z A, = (z | ¥ ). Navadno celo spustimo simbol za

amplitudo:

™~
¢
AN

/

W(z) = A, = (z|P). (23)

Pri tem ne smemo pozabiti, da ima simbol ¥ na levi strani drugaden znacaj kot
‘na desni. Na levi je funkcija, ki se pri vsaki vrednosti koordinate ujema s tamm
kajsnjo amplitudo, na desni pa oznaka za stanje delca.

Prmakmemo da je tako kot prej, kvadrat absolutne vrednosti amplitude
(2| V) |* v zvezi z verjetnostjo, da je delec pri izbrani koordinati z. Toda
'vergeffnoqt da ima kcordinata deleca, ki se giblje po premici, natanéno doloteno
vrednost, je enaka nic¢. Zato si pomagamao z verjetnostno gostoto: Ta korak je
istoveten s prehodom
suma.? Pri prvem nanesemo na ordinatno os jakost zvoka j, pri drugem pa
jakost zvoka dj na intervalu krozne frekvence med w —3dw in o + 3 do,
deljen s tem intervalom: dj/dw. Enako ratunamo namesto verjetnosti, da je
delec pﬁ izbrani koordinati, verjetnost, da je delec na intervalu med z-—35dz
in z + 3dz. Ta verjetnost pa je sorazmerna s kvadratom absolutne vrednosti
amphtude in s sirino intervala, ¢e je interval dovolj ozek: |

verjetnost = | (z | ¥ ) ?dz = | ¥ (2) |*dz. (24)

Zaradl nove definicije verjetnosti je treba prilagoditi nekatere od enach,
ki wveljajo za diskretm (Crtni) primer. V osnovnil zakon (6) moramo namesto
amplitud (ile) in (f|i) vstaviti amplitudi {(z|¥ ) in (@ |z ), ¢e ozna-
cujeta @ kon¢éno in ¥ zadetno stanje, in nado:mestltl vsoto prek Vseh bazit-
nih stanj z integralom po z od —00 do oo:

(PP )= ((D|z){z¥V)dz=(D{E*P(z)dz. (25
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(z|D)in V() =<z|¥>in je po enatbi (7)
DR ={(z|D)Y = (D|z).

Tu pomeni skladno s (23) @ (z)

Tudi csnovni zakon (5) ne more obdrzati prejSnje oblike. Namesto ampli-
tude (j|i) nastopa v njem amplituda <z |z>. Ce vstavimo v enatbo (25)
za < @ | bazitno stanje (z'|, dobimo namret

(2| W)=V (E)= ({2 |z)V(2)dz. - (26))

Po tej enacbi je integral funkcije, pomnoZene z nekim izrazom, ista funkcija,
le pri drugi vrednosti argumenta. Ta izraz ne more biti Kroneckerjev delta.
Izraz z zahtevanimi lastnostmi bi zaman iskali tudi med funkcijami. Matema-
tiki pa poznajo distribucijo z zahtevano lastnostjo®. To je Diracov delta 6 (z).
Zanj veljajo enacbe

[0(R)dz=1, [f(o@dz=F(0), [f(2)0(—2)dz=7f().

J

Diracov delta dobimo kot limito zveznih funkeij. Predstavljajmo si na
primer vrsto pokonénih pravokotnikov s simetralami pri x v diagramu vy, x!
Pravokotniki postajajo vse oZji in vse vi§ji, a njihova plo$¢ina ostane ves ¢as
enaka 1. Ko to funkecijo pomnozimo z drugo funkeijo, recimo z f (x), je integral
produkta tem boljsi priblizek za f (x'), ¢im ozji in ¢im vigji je pravokotnik.

Za bazi¢na stanja na premici moramo osnovni zaxon (D) zapisati z Dira-
covim delta

(2'|z2)=06(—2), N (27)

pa je izpolnjena enacba (26).

Schrodingerjeva enacha. Enacbi za gibanje delca po premici moramo dati
Se konéno obliko. V ta namen najprej preoblikujemo enacbo (14) ihd{j| ¥)/dt =
=2 (j|H|i){i|¥) za amplitudo A; = (j| ¥ ) .Bazi¢tna stanja so zdaj |z >.
Poleg tega moramo vsoto nadomestiti z integralom in navadni odvod s par-
cialnim. Namesto matricnega elementa Hj = (j H i) mnastopa izraz
(2'|Hlz), ki je funkcija 2z’ in z: | |

(Z'|H z)=H(,z2).

Tak@ dobimo enacbo
iho ¥ (Yot = {H (z/,2) P (2) dz . | (25)

Vanjo je treba za vsak posamezni primer vstaviti ustrezno funkcijo H (2, 2)
in jo resiti. To teZavno nalogo opravimo z enim zamahom, ¢e se spomnimo na
enacba (22). Po tej enacbi sklepamo, da je za prosti delec vsa desna stran
enaCbe (25) enaka

(H#,2) P (z)dz = — (h¥2m) 02 ¥ (2)/0t* . (26)

S tem pridemo do Schrodingerjeve enacbe za prosti delec, ki se giblje v smeri
08t Z: |
iho W/ot = — (h?/2m) 0? ¥/ot?. (27)

Pri nasem izvajanju bi moralli imeti v tem primeru za osnovni zakon zvezo

H((z,z) = — (ﬁz/f 2m) (02/022) 6 (z —2), (28)



Potrebni sta Se dve dopolnitvi. V praznem prostoru so vse tri koordinatne
osi enakopravne. Zato moramo namesto odvoda 0%/0z® upostevati vsoto odvodov
02/0x2 4+ 02/0y? -+ 0%/0z2 == \/2. Za delec, ki se prosto giblje, a mu poleg kinetic¢ne
energije pripiSemo konstantno potencialno energijo W, moramo poleg &lena
— (hY2m) \/2 ¥ upodtevati Se &len W, ¥. Le tedaj je skupna energija delca
dana z enatbo W = W; + W, = h2k?2m + W,. Ce se potencialna energija
spreminja s krajem, ¢e se torej delec giblje v pclju sile, ki jo opiSemo s skalar-
nim potencialom V {r) = W, (r), je treba namesto ¢lena W, ¥ pal upostevati
¢len V (E) V. Tako dobimo konéno obliko Schrodingerjeve enacbe

ihoP/ot = — (RE2m) \/2¥ + V() ¥, (28)

Tej enacbi je treba dodati Se zacCetni in robni pogoj za ¥ (r, t), ¢e jo zZelimo
reSiti za poselen primer. |
Osnovni zakon (27), iz katerega sledi ta enacba, ima obliko

H(r',r) = [— h#2m)\/2+VE)]d(x—x)o(y—y)d(z _ z).

Pot do Schrodingerjeve enacbe ni ne kratka ne lahka. Marsikatero te-
zavno mesto emo ob$li ali smo ga samo beZno pojasnili. A zanimivo je bilo
videti nekatere znane stvari z novega glediS¢a. Ena izmed prednosti te poti
pa je nedvomnc v tem, da pridemo do valovne funkcije ¥ (r,t), ne da bi se
morali zate¢i k eni od cbi¢ajnih goljufij. Ob strani smo morali pustiti mnogo
zanimivih podrobnosti. Vendar slike ni tezko dopolnjevati, ¢e so osnove jasne.
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PETER GOSAR

Uvod

Zanimanje za polprevodnike stalno raste v zadnjih dvajsetih letih. To
predvsem zaradi izrednih lastnosti nekaterih anorganskih polprevodnikov, kot
sta na primer Si in Ge, in s tem povezane tehnoloske revolucije v elektroniki,
ki jo wvsi doZivljamo in obcéutimo. Velika uporabnost diod, tranzistorjev in
drugih polprevodniskih sestavnih elementov je bila vzpodbuda za iskanje in
studij Se novih polprevodnifkih snovi. Raziskave so se razsirile fudi na organske
spojine.tt) O elektronskih procesih v organskih snoveh, na primer o elektriéni
prevodnosti, vemo danes e razmeroma malo. Raziskave takih procesov so
mea drugim pomembne tudi za biofiziko, ker gibanje elektronov pogosto po-
vzroca ali spremlja osnovna dogajanja v zivi materiji. '

Trdne organske snovi so obi¢ajno izolatorji ali polprevodniki. Dober izolator
ie na primer polietilen, katerega specifi¢na prevodnost je samo 10— ohm—*! em—!
v primerjavi s specificno prevodnostjo bakra okoli 10% chm™—! ecm—*. Pri polpre-
vodnikih se bomo omejili le na nekatere najbol] raziskane in enostavne or-
ganske polprevodnike. To so kristali konjugiranih aromatskih ogljikovodikow,
naftalina (C,,H,), antracena (C,,H,,) in tetracena (C,;H,,). Najve¢ je znanega

O antracenu.

T
2
BENZEN
o
/C é\
H\p/ \C/ \\\“:C/H
| ] .
L
2 NS ~_ T
\\\C/// \?//’ H
|
H H
NAF TALIN

TETRACEN

SI. 1. Struktura molekul konjugiranin aromatskih ogljikovodikov

Struktura molekul konjugiranih aromatskih ogljikovodikov je razvidna
s sl. 1. Molekule so ploS¢ate. To se odraza tudi v kristalni strukturi. Kristali so
narejeni iz plasti. V posamezni plasti se molekule tesno dotikajo ena druge,

* Poyzeto po predavanjih 15. II. 1969 na IJS in 2. IV. 1969 na SAZU.
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tako da je ¢im manj vmesnega prostora. Antracen in naftalin kristalizirata
monoklinsko. Glej prikaz primitivne celice antracena na sl. 2. V primitivni celici
sta dve molekuli. Razdalja med teZisCema najblizjih molekul je pri antracenu
5,2 A. | |

Sl. 2. Primitivna celica antracena

Antracen je pravzaprav izolator s priblizno isto specificno prevodnostjo
kot jo ima polietilen. Pri moé¢ni osvetlitvi z ultravioletno svetlobo pa upornost
antracena pade za vel velikostnih razredov, lahko tudi za faktor 10% Razen
tega moremo s primerno izbiro elektrod vbrizgavati v kristal elektrone ali
vrzeli in takc na umeten nadin zmanjSati upornost kristala. Zato pristevamo
antracen med polprevodnike. Podobne lastnosti imata naftalin in tetracen.

Za polprevodnike je znadilna prisotnost dveh vrst prostih nosilcev elek-
tri¢nega naboja v kristalu. To so elektroni v prevodnem pasu in vrzeli v va-
lenénem pasu. Pri antracenu je energijska razlika med spodnjim robom pre-
vodnega pasu In gornjim robom wvalencnega pasu Eg = 3.7 eV, kar je mnogo
ve¢ kot na primer pri siliciju z E; = 1.1 eV. Energija E; je energija, ki je
potrebna za ionizacijo antracenovih molekul v kristalu. To se pravi, da po-
trebujemo 3.7 eV za odirganije enega valen¢nega elekirona iz izbrane molekule
in premestitev na drugo zelo oddaljeno molekulo. Tako dobimo pozitiven
molekulski ion ali vrzel v valenénem pasu na mestu manjkajocega elektrona
in negativen molekulski ion ali elektron v prevodnem pasu na mestu oddaljene
molekule. Vrzel in elektron lahko v kristalu potujeta s preskakovanjem od
molekule do molekule, kot ie to obiCajno pri vseh polprevodnikih. Vendar
je to potovanje v antracenu dosti bolj pocasno v primerjavi s hitrostjo elek-
tronov in vrzeli v germaniju ali siliciju. Valenéni in prevodni pas sta namrec
pri antracenu izredno ozka, verjetno je njihova Sirina pod 0.1eV. Pri nor-




malnih polprevodnikih pa je Sirina teh pasov tudi nad 10 eV. Razlog za tako
majhno sirino pasov je v sami naravi kristala. Antracen spada v kategorijo
molekulskih kristalov. Moclekule so le Sibko medsebojno vezane z Van der
Waalsovimi silami. Prost elektron, na primer, zasede najniZjo prosto orbito =
elektronov v molekuli antracena. Znano je, da se elektroni na takih nivojih
lahko in hitro gibljejo po celotnem podroé¢ju molekule. Tezave nastopijo pri
prehodu elektrona z ene molekule na sosednjo. V vmesnem podroc¢ju je gostota
elektronov zelo majhna, kar pomeni, da imajo elektroni tam veliko potencialno
energljo. To preprecuje lahko oziroma hitro preskakovanje elektrona od mo-
lekule do molekule. Frekvenca preskakovanja elektrona je okoli 103 s~ in
maksimalna hitrost samo okoli 10*m s™! ali Se manj v primerjavi s hitrostjo
10°m s~ za nosilce toka v obidajnih polpreviodmklh m s hitrostjo 105m st
za elektrone v kovinah.

Matemati¢no popiSemo gibajo¢ se elektron z valovno funkcijo |k ), k1 ima
v kristalu obliko amplitudno moduliranega ravnega valovania(®

k) =u(x)exp (ik.¥), (1)

kjer je k valovni vektor valovanja in r krajevni vektfor. wuy (r) je periodi¢na
funkcija s periodo primitivne celice kristala. V ekvivaletnih toc¢kah primitivnih
celic ima ta funkcija isto vrednost. V blizini molekul se | k ) ne razlikuje mnogo
od obi¢ajnih molekulskih wvalovnih funkcij. Eksponentni faktor v (1) skrbi
predvsem za pravilno fazo valovne funkcije na posamezni molekuli v kristalu.
Valovna dolZina elektrona je v kristalu omejena priblizno na interval
(2a,o0), kjer je a¢ najmanjSa razdalja med tezisS¢i scsednjih molekul. Odvisnost
energije elektrona ¢ (k) v ozkem pasu od valovnega vektorja je precej kompli-
cirana funkcija. Zato bomo tu privzeli poenostavljeno sliko enodimenzional-
nega kristala oziroma verige molekul, kjer lahko zapisemo ¢ (k) v obliki
W |
e (k) = ‘E‘[l — cos (ka)]. | {2)

Tu je W &irina pasu in k lezi v intervalu — (/a) < k < (7/a). Sirina pasu je
tudi merilo za frekvenco preskakovanja elektrona med sosednjimi molekulami.
Hitrost elektrona v energijskem stanju | k) je podana s skupinsko hitrostjo

de 1 de (k) Wa

— — = — sin (ka). (3
U=k T R ak g Sm(ra) (3)

kjer je i = h/(27) in h Planckova konstanta. Vidimo, da se najhitreje gibljejo
elektroni v sredini pasu, kjer je k = #/(2a). Ker so te hitrosti majhne, so
enegijski pasovi, s katerimi popisujemo gibajocCe se elektrone, ozki. |
Hitrost elektronov v razlicnih smereh v kristalu ni ista. Posebno lahko
preskakuje elektron od molekule do molekule v smeri osi b in v smereh
diagonal osnovne ploskve primitivne celice, kjer so razdalje med molekulami
najmanjse. Prehodi v smeri pravokotno na osnovno ploskev, to je v smeri ¢/,
so bolj tezavni. Se najlaZje presko¢i elektron v smeri od levega sprednjega
ogljisca spodnje osnovne ploskve do sredine gornje ploskve primitivne cehce
kristala. :
| - Gornja razmisljanja in ugotovitve veljajo v polni meri tudi za vrzeli,
ki predstavljajo nezasedena stanja v normalno zasedenih x orbitah. Tudi
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\% bOdOf‘e se bomo, zaradi enostavnejsega izrazanja, omejili predvsem na raz-

pravljanje o elektronih. |

Ozek pas pomeni tudi veliko navidezno maso elekirona. V zunanjem
elektricnem polju se elektroni v antracenu mnogo teZje pospesujejo kakor
prosti elektroni zaradi pote{nualmh ovir med molekulami. Navidezno se zdi,
kot da bi bil elektron tezji delec. Nj jegova navidezna masa je okoli desetkrait

vecja od mase ‘Dmstea‘a elektrona.

Gibljivost elektroenov in vrzeli

Sp*Oaznali smo nekaj osnovnih lastnosti elektronov in vrzeli v antracenu.
Pri opisu elektri¢nih lastnosti peolprevodnikov predstavlja vazen podatek tudi
gibljivost nosilcev naboja. V tabeli I so navedene eksperimentalne vrednosti
za gibljivost elektronov in vrzeli v antracenu in naftalinu. |

¢ TABELA I

Gibljivost elektronov in vrzeli v antracenu in naftalinu v em? V—tg1t G4

~ Antracen o * Naftalin
Smer v kristalu elektron vrzel -~ elektron vrzel
a 1.7 1.0 | 0.7 0.9
b 1.0 2.0 0.7 1.4
¢ 0.4 08 0.4 0.4

Gibljivost ni izotropna. Je precej odvisna od smeri elektri¢nega polja v kristalu.
To je v skladu z anizotropnostjo hitrosti elektronov in vrzeli, o kateri smo
zgora] govorili. Gibljivosti so v organskih polprevodnikih zelo majhne. Za
primerjavo glej tabelo gibljivosti v nekaterih znanih polprevodnikih in kovinah.

- TABELA II

Gibljivost elektronov in vrzeli v nekaterih polprevodnikih
in kovinah v c¢m? V-1 1

Kristal elektron vrzel
InSb | 70 000 1000
InAs - 30000 | 240
GaAs - 8500 400
Ge 3800 1800
- S | 1 900 | 480
Cu | - 30 S —
Ag | 7 50 —

Vv nadaljnjem bomo poskusali najti fizikalno faz]ago za tako majhne gib-
Ipvostl Pri tem se bomo seznanili z nekaterimi fizikalnimi pojavi, ki so znacilni
za organske polprewo'dmke in modno vpllva.j@ na glblglvast nosilcev ‘toka Jasno
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je, da je majhna gibljivost predvsem posledica majhnih hitrosti delcev v ozkem
valentnem in prevodnem pasu. Pri pasovih, ki so precej Sirsi kot kpT (kp je
Boltzmannova konstanta; T je absnolutna temptefr*a,tura) VE*lja za gibljivost u©
znan izraz |

-

N
o
1

[

w{cm? v-15-1)

1,5 k- Vzporedno z ravnino ab

Pravokotno na ravninao ab

0:5 T

- 1000 2000 3000

Tlak (atm)

Sl. 3. Giblj ivost vrzeli v antracenu v odvi snosti od tlaka P

w="0 o - - G

kjer je e naboj in m* navidezna masa delcev; 7 pa je transportni relaksacijski
¢as. Cas 7 pomeni v bistvu ¢as, v katerem se delec prosto pospesuje v kristalu
pod vplivem zunanjega elektri¢nega polja. Formula (4) postane sama po sebi
razumljiva, ¢e se spomnimo, da je po definiciji za gibljivost pOVpPecna usmer-

jena hitrost u delcev v elektricnem polju E enaka |
u = ukE. N ()

Vidimo, da velika masa elektronov in vrzeli v organskih polprevodnikih mocno
zmanjsuje gibljivost. Vendar to Se ni dovolj za popolno razlago zmanjSanja
gibljivosti tudi za ve¢ velikostnih razredov glede na gibljivosti v anorganskih
polprevodnikih. Sklepamo, da morajo biti relaksacijski procesi, ki dolo¢ajo cas
7, Vv organskih polprevodnikih drugac¢ni. Relaksacijski ¢as je tu krajsi. Pri
siliciju in germaniju je transportni relaksacijski ¢as 10712 —10"13s pri sobni
temperaturl Steviléni poda’ckl o relaksamjsklh camh sami po sebi malo povedao
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kolid¢ina je prosta pot, ki jo dobimo, ¢e pomnozimo ¢as v z abso-
iutno hitrostjo v delcev. Prosta pot je pri anorganskih polprevodnikih in ko-
vinah dolga vec Sto ali celo tiso¢ angstromov. Pri antracenu in naftalinu pa je
pmtsta pot zelo majhna, le mekag angstromov, in morda niti ne vedja od med-

mzdahe a.

st

Ce pomnozimo v formuli (4) stevec m imenovalec s hitrostjo v in upo-
stevamo, da sta gibalna k@hmna dd@a m™ v in njegova Vaﬁmma ddzma A po-

vezani z De Brogliejevo relacijo m™ v = h/ﬁ, dobimo

X 104V 51y 11

N Q ]
I ; (

O prostem gibanju dekev lahkeo g.o}varrim le kolikor je prosta pot I, ki jo
lahko izra¢unamo iz (6), mo gibljivost p in hitrost v oziroma 4, daljsa
od valovne dolzine 2. Na dxugl ﬂmm pa je tudi valovna dolZina nujno dahs
od medmolekulske razdalje a. Vidimo torej, da v tej teoriji obstaja neka
spodnja meja za gibljivost, ki jo dobimo, ¢e vstavimo v (6) recimo | = 4 = 2@
Pri a = 5A je Sp@dma meja za gibljivost mmzﬁicmg V-1 g1, Taksne ocene
so seveda zelo grobe. Posebno pm pasovih, ki so ozji kot kgT, je orﬁfrebna bolj
skrbna analiza. V takih primerih je Spodm a meja nekaj nizja. Te omejitve
kaZejo, da so organski pdprevoemk& ravno na meji, ko zatne predstava

¢ prostem gibanju nosilcev toka izgubljati veljavo.

Kaj povzroca S‘ipa'nje in relaksacijo, na primer elektronov, v organskih
p@ipﬁmvo;dmki‘? Z"‘den izmed morda nagvaznegsxh pow’mmteljev sipanja So
- fluktuacije energije. P@d tem pojmom razumemo naslednje. azdahe

nosilei toka so v organskih polpr;evodniklh V@dﬁ@ zelo velike zaradi majhne
kon@emracij& Ti delci se med seboj nié¢ ne motijo. Tako se elektron v kristalu
nah-aja v okolju, kjer ni drugih elektri¢nih nabojev v blizini. Elektri¢no polje
E elektrona polarizira sosednje molekule. Inducirani dipolni moment posa-
7] e m @]f kuﬁﬁ je po velikostl enak o E, kjer o . nemni pfoiaﬂzirn@“ist molekule.
piSimo 3e izraz za p@iamz&m jsko energijo. Ta je negativna in enaka 1/2
o uk‘ta elektri¢nega polja in dipolnega mom@nm to je — (1/2) a E-. 1/2
nastopa v izrazu zato, ker imamo opravek z induciranimi dipoli. Polarizacijska
energija je seveda negativna, ker se pri polarizaciji energija sistema elektiron
molekula zmanjsa. Sedaj lahko zapisemo celotno polarizacijsko energijo E

kristala z enim elektronom s tem, da sestejemo prispevke posameznih molekul
k polarizacijski energiji: e |

?’E{g

b

kjer r; pomeni razdaljo med molekulo i in molekulo, na kateri je elektron.
iu je 5@ mﬂuen@na konstanta ¢ = 8.86 X 1072 AsV—Tm™'. Do izraza (7) pridemo,

DO mo, da je elekirictno pm je na mestu molekule i enako e/(4dm g, 1i%).
P mmmrmo Sfm; or gans klh molekul so zelo velike zaradi velikega sStevila ne
preve¢ mo¢no vezanih elektronov v njih. Polarizirnost antracenove molekule
je a = (4m &) 25.3 A3, Prispevek molekul k polarizacijski energiji zelo hitro




pojema z razdaljo 7. Vedino te energije prispevajo le neposredne sosede mo-
lekule, na kateri je elektron. Polarizacijska energija pri antracenu je — 1.74 eV,
~torej mnogo ved kot je Sirina valenénega ali prevodnega pasu.

Ceprav je polarizacijska energija zelo velika, to $e ne bi moglo motiti
gibanja elektrona skozi kristal, ker je ta energija neodwsna od lege molekule,
na kateri je elektron. Kristal ima translacijsko simetrijo. V resnici je gornja
trditev le priblizno res. Molekule v realnem kristalu niso pri miru, ampak
nihajo okoli svojih mirovnih leg. Opraviti imamo s toplotnimi translacijskimi
mreznimi nihanji. Amplituda nihanj z rastoto temperaturo raste. Pri 300 °K je
amplituda teh nihanj v antracenu 0.17 A. Nihanja porusijo translacijsko si-
metrijo kristala in elektron ne vidi ve¢ enake okolice na razliénih mestih
v ‘kristalu. Torej se tudi polarizacijska energija spreminja od molekule do
molekule. Te spremembe ali fluktuacije ¢uti elektron pri gibanju kot krajevno
in ¢asovno spremenljiv potencial, ki seveda povzroca stalne motnje v sicer
premocrtnem gibanju elektrona. Velikost fluktuacij lahko hitro ocenimo, ce
upostevamo, da v izrazu (7) prispevajo k polarizacijski energiji predvsem
molekule v neposredni blizini elektrona. Razdalja teh molekul od elektrona
- je priblizno a in je zato fluktuacija polarizacijske energ‘ij e A E, okoli

AE~4]EP](Aa/a) o (8)

k]er* je ﬂuk‘tuaﬁlja medmolekulske razdalje Aa podana \% bzlStVL‘l 7 amph‘tudo |
mreznih nihanj. Pri E, = —1.74¢eV, da=017A in a =52A =za antracen
dobimo A E, = 0.23 eV. Vidimo, da imamo opraviti s fluktuacijami, ki so vecje
od Sirine energijskih pasov. To je vzrok, zakaj imajo elektroni in vrzeli tako
majhno prosto pot. Kineti¢na energija nosilcev toka, merile za katero je
Sirina pasov, v povpred¢ju ne zadoséa za prosto gibanje delcev zaradi prevehklh
ovir, ki jih predstavljajo fluktuacije polarizacijske energije.

Opisana interakcija med I'l-OyS;llCl naboja in mreznimi niha.nji ni edina.
Mocan vpliv na gibanje delcev imajo tudi krajevne fluktuacije njihove hi-
trosti. Do teh fluktuacij pride zato, ker razdalje med sosednjimi molekulami
v nihajo¢em kristalu nisc povsod popolnoma enake. Toplotna nihanja porusijo
sicer idealno periodi¢nost kristala. Kjer je medmolekulska razdalja manijga,
elektron laZje preskakuje od molekule do molekule in je zato njegova hitrost
vedja. Obratno velja za podroc¢ja, kjer se medmolekulske razdalje poveéajo.
Vpliv medmolekulske razdalje a na frekvenco preskakovanja ali hitrost je pri
organskih polprevodnikih izredno velik. Pri teorijskem obravnavan;]u prehoda
clektrona od ene molekule na drugo govorimo, namesto o frekvenci », o ma-
tricnem elementu w (a) = h» za prehod. Matri¢cni element je tem vecdji, ¢im
vetja je gostota elektronov v vmesnem prostoru med obema molekulama, ker
to pomeni nizko potencialno oviro. V molekulskih kristalih je ta gostota
majhna in elektronska valovna funkcija pojema v tem podro¢ju priblizno
eksponentno z razdaljo od ustreznih molekul Zato velja dokaj dobro nastavek

w (@) = woexp (—na), O

kier je n = 3 — 6 A-! za antracen. Relativna fluktuacija matr‘iéniezgfa elementa
je tore] | ‘" | | - |
Aw ( 0)

w ()

—nda. - (10)

84



Pri ¥ =4 A" in Jda = (.17 A dobimo Adw (a)/w (a) = 0.68, kar predstavlja iz-
redno veliko fluktuacijo. Da je hitrost elektronov in vrzeli zelo odvisna od
medmolekulske razdalje, sklepamo tudi iz rezultatov meritev gxb];}w@sn v od-
visnosti od tlaka. Pri stiskanju kristala gibljivost hitrc raste. Glej sl. 3. Vzrok
za povecanje gibljivosti je seveda le vecdja hitrost delcev.

Fluktuacije hitrosti povzrocajo sipanje elektronov. Razlog je podoben
kot pri sipanju svetlobe v sredstvu s krajevno spremenljivim lomnim ko-
litnikom, na primer v gosti megli. Hitrost svetlobe v vodnih kapljicah, ki
tvorijo meglo, je manjsa od hitrosti v vmesnem zraku. Zato se svetlobno
valovanje lomi na povrsini kapljic in pride tako do moCnega razprsevanja
svetlobe. Numericne ocene kaZejo, da je verjetno sipanje elektronov zaradi
fluktuacij polarizacijske energije moc¢nejSe kot sipanje zaradi fluktuacij hi-
trosti. Ce je to res, te fluktuacije ne bi odloé¢ilno vplivale na vrednost trans-
portnega relaksacijskega casa. |

Fluktuacije hitrosti igrajo Se drugo vlogo v mehanizmu elektricnega
prevajanja. To bo razvidno iz izraza za gibljivost, ki ga sedaj zapisemo v obliki

T —— (), {H}

kjer (v?) pomeni povpreten kvadrat hitrosti elektroncv v pasu. Formula (11)
eksplicitno kaZe odvisnost gibljivosti od hitrosti elektronov in je boljsa od

(4). Oba i1zraza sta e'kvivalefnma 'éfe! se elektroni obnasSajc kot prosti delci.
Tedaj velja |
m*( 2>
v 3
== w—---k]g"l" | N (12)
2 2

in identi¢nost izrazov postane oc¢itna. Naj omenim, da tako v (4) kot v (11)
privzamemo, da je transportni relaksacijski ¢as 7 neodvisen od hitrosti elek-
tronov. To pa seveda ni resg in zaJm obe fmmuh predstavljata le precej grob
priblizek za gibljivost. B | |

Ce se hitrosti elektronov krajevno ali ¢asovno spreminjajo je treba izraz
(11) povprediti Se po kraju ali dasu. Naj bo krajevna ali ¢asovna fluktuacija
hitrosti oznacena z Av. Tedaj je krajevno ali ¢asovno povprecje kvadrata hi-
tresti enako -' | ~

PP —

(v + Av)? = v* + (4v)2 ' (13)

Povprecje je oznaCeno z vedoravno Crto nad kvadrati hitrosti. Vidimo, da je
zaradi fluktuacij povprecni kvadrat hitrosti vec¢ji od sicersnje vrednosti »2
Fluktuacije hitrosti torej tu prispevajo k povecanju gibljivosti. To je zelo
zanimiv in na prvi pogled prav presenetljiv rezultat. '

PovecCanje gibljivosti zaradi fluktuacij hitrosti je pri antracenu precej
veliko. Ocena za fluktuacijo matriénega elementa w (a) pod formulo (10) velja
tudi za ﬂuktuacjéjo hitrosti. Z uporabo te ocene dobimo iz (13) in 11), da je
ustrezno povecanije mbluvosh Au = 0.46 u.

Seznanilli smo se z mehanizmom elektmcned‘a prevaganja v nekaterih
organskih polprevodnikih. Ves opis je bil osnovan na obi¢ajni predstavi prosto
se gibajocih nosilcev toka, ki se v kristalu sipljejo zaradi raznih motenj.
Spoznali smo nekatere nove pojave, ki so karakteristiéni za organske pol-
prevodnike. Pri tem smo pa ugotovili, da obicajne teorije prevodnosti zac¢no




tu izgubljati veljavnost zaradi majhnih prostih poti. Problem prevodnosti se
da formulirati tudi na drugac¢en nacin tako, da se izognemo ne popolnoma
upraviceni predstavi o prostih delcih. Tak nacin, ki je izpeljan iz splosSne
teorije linearnega odziva, pa je matemati¢cno preve¢ kompliciran, da bi ga
na tem mestu obravnavali, in ne da bistveno drugac¢nih rezultatov.
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je naj - vzrok za deg sﬁf@
pa je napodil cas, k

Medtem se je iz sestava enot
mednarodni sistem enot (sestav S

Sk@edlu ce p@r@ca no o afaemh EOV@SUH
VIS 2 Sestava erm‘t} mzm

- Generalna konferenca za utezi in m na zZe 1875} k} se v u
Casu sestaja priblizno vsaka tri ah Smm Eem Njeno delo Wmmga Med-
narodni komite za wuteZi in mere, njen Mednaro dnfg; urad za utefi in m

pa je v Sevresu blizu P
usklajati drzavam zakonodajo s pri
mwalmzacua za g‘iamdfarmza cijo pa o v
SI. T nizacije delujejo v p drzavni
utezi in za smndardlzacqo ma kon mednarodnih stro-
kovnih zdruzenj (komisija za simb Qie @nﬁte in polm je Mednarodnega
zdaruzenja za cisto in up ora bno ﬁzﬂm JUPAP in Mednarodnega zdruzZenja
za ¢isto in up Oram} idimo, so ene‘te v dobrih rokah.

Mednarodni sestav enot pmvrzenm poasebrm v zaxdm em ¢asu vneto ozna-
njajo.®*»* Za nas utegne biti bolj sprejemljivo m R. G. Chambersa.’
Zagotovo je bolje meriti dolZino z m _e%cm kot z jardi {An ghga po presla na

metrski -ssest av enot). Toda v okviru merjenja z metri je Se ve¢ nareCij in ni

treba, da bi vsi fiziki govorili eno in isto narecje. Ce bi imel sestav SI zares
mplguj o E 0, .

prednosti, ki mu jih o
7Zdi pa se, da ga fiziki v znanstvenih ¢lankih, na primer v Physical Review,
ne upembh aw m teje, kot so ga uporabljali pred leti. Da to ni posledica

rvalivn o d ruge enote ki 50 se zwem m‘t‘m udoma&ﬂe

konference. Mednarodna
za enote zuna] sestava
ustanovami za mere,

Med osnovnimi n ne ga sestava enot so se vedne ée%:em
kilogram, sekunda, amper. M eter in sekunda sta se v zadnjem ¢&asu zasidrala
z definicijama v svetu atomov. 1m je d@ﬁnwan kot 1650 763,73 wvalovnih
dolZin v wvakuumu oranzno rdece svetlobe, ki jo sevajo nemoteni atomi

Kr. 1s je definirana kot 9191631770 nihajnih casov elektro-

- kfipt@ni& 86T
magnetnega valovanja, ki ga sevajo nemoteni atomi cezija ¥*Cs (gre za prehod

med stanjema, ki nastaneta s hiperfino razcepitvijo osnovnega stanja). I
“gram je definiran Se po starem kot masa telesa, ki ga hranijo v Mednarodnem
uradu za utezi in mere (prakilograma).” Tudi za amper je v veljavi &e stara
definicija: po dveh zelo dolgih vodnikih v razmiku 1 m tece enak tok 1 A, ¢e
deluje drugi vodnik na 1 m dolg odsek prvega vodnika s silo 2.1077 N.

* Definicija za kilogram zagotovo ni ve¢ posebno posrecena. TeZnja, da bi
to enoto zasidrali z definicijo v svetu atomov najbrz ni pretirana. Druga stvar je
trditev, da je zgreSeno tudi ime enote, ¢es da bi po njem sodili, da je to desetic¢ni
mnogokratnik osnovne enote gram in da je tezko delati z njo nove deseti¢ne mnogo-
kratnike, na primer kilokilogram (za ‘t@n@} Najbolj vneti Zelijo kilogram preimenovati
v giorgi G. o | |
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V zadnjem d¢asu je preslo v navado, da med osnovnimi koli¢inami poleg
dolZine, mase, Casa in elektricnega toka mnavajajo Se temperaturo. Enota za
temperaturo je kelvin K (in ne ve¢ stopinja Kelvina ‘K). 1K je definiran
kot 273,16-ti del temperature trojnega stanja vode. Razmerje dveh temperatur
pa je definiranc termodinamicéno s Carnotovo krozno spremembo, a ta defi-
nicija se sklada z definicijo s phnsklm termometrom. Po novem je na primer
enota za entropijo J/K, enota za specifitno toploto J/kgK, enota za toplotno’
prevodnost W/mK. : | |

Druga nova navada je v tem, da Stejejo med osnovne koli¢ine celo sve-
tilnost v fizioloSkem merilu.” Enota kandela cd je definirana takole: 1cd je
1/60 svetilnosti v pravokotni smeri 1 cm? ¢rnega telesa pri taliscu pla,tme pri
navadnem tlaku (101 325 N/m2). S tem je definirano fizioloSko merilo v optiki,
za. katerega vecina fizikov meni, da ni zelo pomembno.

Navedimo Se nekaj novih okraj$av za nekatere enote: C za coulomb
(As, naboj), H =za henry (Vs/A, induktivnost), T za tesla (Vs/m2, gostota
magnetnega polja).™ |

Za nase pojme neza¥elena novost je mol (anglesko mole, enota mol) Ta
noviost na sreco Se ni sprejeta, a primeri se lahko, da bo kmalu. Koli¢ina mol
je definirana kot mnozina snovi. Definicija za enoto mol pa je: 1 mol je mno-
zina snovi, ki ima tolikSno Stevilo gradnikov kot ima 12 gramov ogljika
12C atomov. Z gradniki so misljeni atomi, molekule, ioni, elektroni ali atomske
skupine. Zaradi tega naj bi uporabljali mol namesto dosedanjih gramatoma,
gramexvivalenta ali gramiona. Veliko vprasanje je seveda, zakaj se raje ne
zedinijo za tiso¢krat vec¢jo enoto (kilomol ali kiloatom). Vse to Se ne bi bilo
tako nerodno, & ne bi vseboval predlog zahteve, da se enota mol zapise
v enacbah in v enotah. Tako naj bi po novem pisali na primer Avogadrovo
stevilo 6,0.10%® mol~!, sploSno plinsko konstanto 8,3 J/molK, Faradayev nabo-j
9,6.10¢ C/mol itd.

Zadnjemu predlogu se ‘nikakor ne moremo pridruziti. Se naprej bomo de-
finirali kilomol (kiloatom) kot maso snovi, v kateri je tolikSno stevilo molekul
(atomov) kot je atomov v 12 kg ogljika 12C. Ustrezno temu je enota za kilomol
(kiloatom) kg, na primer kilomol za vodo je 18 kg. Seveda kllomola \% enacbah

In v enotah ne bomo zapxsah
Janez Strnad
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SOLO

NEKAJ UPORABNE MATEMATIKE ZA SREDNJO

Pri laboratorijskih vajah iz fizike v srednji $oli moramo veckrat poiskati
premico ali pa parabole, ki se najbolje prilega dani mnozici to¢k. To naredimo
ponavadi kar na oko. Namen naslednjih vrstic je, da nam pokaZe, kako bi
zastavljeno nalogo opravili kvalitetneje in ne s preve¢ truda.

Premica je dolocena z dvema tockama, prav tako pa tudi njena enacha.
Ce pa imamo veé tock, ki vse ne leZze tofno na isti premici, je seveda vprasanje,
kateri par izmed teh toc¢k bi vzeli, da bi napisali enac¢bo premice, ki se tockam
najbolje prilega. Parabola, katere os je vzporedna z ordinatno osjo, je dolocena
s tremi tockami in v primeru, da imamo na razpolago vec¢ kot tri tocke, ne
vemo, katero trojico naj vzamemo, da se bo pripadajota parabola omenjenim
tockam kar najbolje prilegala.

V spomin si pokli¢imo tole lastnost linearne funkcije: ako tabeliramo
linearno funkciio s korakom stalne Sirine in izracunamo prve diference funkcije,
opazimo, da so le-te konstantne. Velja pa tudi obratno: to lastnost ima le
linearna funkcija. Podobno lahko spoznamo, da so pri kvadratni funkeiji
druge diference konstantne in od ni¢ razli¢ne. In analogno kot prej: funkcija,
pri kateri so druge diference konstantne in razlitne od ni¢, je polinom druge
stopnje. Ta spoznanja bi mogli $e raz§iriti na polinome tretje in visjih stopenj.

O¢itno je torej, da bo neko funkcijo, ki je dana tabelari¢no, pametno
analiti¢no predstaviti z linearno funkcijo le takrat, kadar so njene prve di-
ference prakti¢no konstatne, s polinomom druge stopnje pa, ¢e sc njene druge
diference v mejah natanénosti podatkov konstantne ... Kako to storimo, pa
si bomo ogledali na naslednjem primeru. |

| 7 meritvijo smo dobili naslednjo tabelo odvisnosti povrsSinske napetosti «
od temperature T |

10 15 20 - 25

T/°C 5 )
o/Nm= 10— 74,9 74,1 73,4 72,7 72,0 71,2
Y 0,8 0,7 0,7

Iz nje spoznamo, da so prve diference prakti¢no konstantne in bo dcbro to
funkcijo aproksimirati z linearno funkcijo: o = kT + n. Vsi zgornji pari
vrednosti pa te] linearni zvezi ne morejo zadoscati, zato imamo:

|

749 —k. 5—mn
734—k.15—mn

|

|

- (D
27—k .20 —n
25 —n

]

!
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kjer so E, L.,... E, odkloni meritev od linearne aproksimacije. Razbijmo
zgornjo skupino enacb v-dve podskupini ter konstanti k in n tako dolo¢imo, da
bo vsota odklonov v prvi in tudi drugi skupini enaka ni¢, k in n sta torej
resitvi enacb: | '
2224 —30k —3n =0
2159 —7H5 k—3n =20

ki nam za k in n dasta naslednji vrednosti: kK = —0,14; n = 75,6 in iskana
linearna zveza se seda] lastl |

¢ = (— 0, 148t T + 75 6).103 N mt

Podobno postopamo, kadar so sele druge diference funkm;]e y =y (x),

ki je dana tabelari¢no, praktitno konstatne. V tem primeru bomo iskali funk-

cijsko zvezo v obliki polincma druge S‘topnje' y = ax?+ bx + c. Sistem
enach (1) se qseda_j glasi: | | .

Y, — a 2,3 ——-—b x,—c=FE | (1)

k.'rer‘ je y1 =y (x1), . B g ' |

Enatbe (1) bomo v tem primeru razbili v trl skup{mel iskane koeficiente

pa dolo¢ili tako, da bo vsota odklonov v vsaki skupini enaka nié. Tako bomo

dobili enacbe za tri neznanke a, b in c¢. Ve¢ v srednji $oli ne pride v poStev,

Ceprav je razSiritev na polinome vi§jih stopenj oc¢itna. V rabi so, kot je znano,

se druge boljSe metode, zdi pa se, da je zgornji nacin najprimernejsi za to

stoprijo, saj ne zahteva mnogo truda, da se ga dijak nauci, pa tudi pri ob-

delavi podatkov ne zahteva prevec dela.

Lastnosti, ki smo jih spoznali, moremo prenesti tudi na .zaporedja, saj
50 to funkcije, ki so definirane na mnozici naravnih Stevil. Torej moremo n-ti
¢clen zaporedja s, S,,..., v Kkaterem so k-te diference konstantne, zapisati
v obliki pothnonma n k-te stopnje. Oglejmo si naslednji primer: s, = 12 + 2’ —!—

+ ...+ n? IzraCunajmoc prve, druge in tretje diference te funkcue
. e
S, ., 2n+1
PR O i S SO S
s (n +— 2)¢ . |
n+2

Tretje diference so konstantne in od ni¢ razlitne, zato moremo s, zapisati
v obliki: sy =an® +bn® +cn, saj je d =0, ker je s, = 0. Koeficienta «a, b
in pa ¢ moremo doloditi iz enadb: s, = 1, s, =5 in s, = 14, tj.. |

atbte=1
8aT4b1T2c=275
27Ta —9b 1+3c=14

iz tesar sledi: a = 4, b=2%inc=13%ali s, = 3n% +3n2+ n. Podovbnoa lahko

1

izratunamo Se vsote: 13 +22+ ...+ n? ali pa 1.2 +2.3+ ...+ (n—1).u,
itd. Ce pa matemati¢nih osnov gornjih postopkov nismo dovolj dobro obdelali,
pa lahko dobljene rezultate potrdimo z matemati¢no indukcijo. |

| | Franc Awvsec
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BREZTEZNOSTNO STANJE

/ javnostli pa tudi med srednjeSolci vse prepogosto opazamo napacno
predstavo o pojmu: brezteznostno stanje. Zdi se mi potrebno, da temu terminu
v srednji Soli posvetimo malo ve¢ pozornosti. Najprimernejsi trenutek, ko naj
bl ga obravnavali, bi bil po pogiavju \% ka‘i:erem Dbramavam@ inercialne
sisteme (glej F. Kvaternik, Fizika I, str. 105). Nikakor naj ne bi tega pojma
odpravili z eno samo definicijo, z enim samim Stavkemﬁ saj od njega v mladi
ne ostane prav ni¢. Ogledati bi si morali predvsem dva neinercialna sistema:
prostl pad in enakomerno krozenje okoli Zemlje.

Najprej nekaj besed o sistemu, ki prosto pada. V takem sm‘temu se po-
javlja zaradl pospesenega gibanja sistema vzirajnostna sila. Kako jo opazimo?
Zaradl nazornosti opazujmo naslednji poskus: vzmet, na katere koncih se
nahajata dve utezi, obesimo z vrvico na stojalo (sl 1). Vzmet se zaradi teZe

utezi m.,, pa tudi zaradi svoje lastne teze deformira, Ce pa Vrv*];c:o na kaferi
je privezan ta sistem, preZgemo. bo pridel le-ta padati. Opazili bomo, da je
deformacija vzmeti med padanjem izginila. V tem sistemu, ki prosto pada,
so torej izginile deformacije, ki jih je v mirujofem sistemu povzrocala sila
teZe. Pravimo, da se telesa v sistemu, ki prosto pada, nahajajo v »brezteZznost-
nem stanju«. Opazovalec, ki je zunaj sistema, si to kaj lahko razlozi. V za-
cetnem trenutku, ko sta utezi in vzmet z vrvico privezani na stropu, je sistem
v ravnoteZju: elasti¢ni sili vrvice in vzmeti drzita ravnotezje s tezami uteZi,
vrvice in vzmeti. Ko pa vrvico preZzgemo, pa v prvem trenutku na obe masi
m, in m, deluje poleg sile teZe Se elastiéna sila vzmeti, ki deluje na zgornjo
maso navpi¢no navzdol, zato se to telo pric¢ne gibati s pospeSkom, ki je vecji
od pospefka prostega pada, na spodnjo maso pa deluje elasti¢na sila navzgor,
zato pada ta masa s pospeskom, ki je manjsi od pospeska prostega pada.
Zgornja masa bo dohitevala spodnjo vse dotlej, dokler se ne bo vzmet skrcila
do normalne dolZine, po tem trenutku se bosta gibali cbe masi naprej z enakim
pospeskom, vzmet sama pa se bo nahajala v nedeformiranem stanju.
Oglejmo si Se Ze omenjeni drugi primer. V mislih si predstavljajmo
vozilo, ki se enakomerno giblje po glavnem krogelnem. krogu okoli Zemlje
(glej sl. 2). Na' vozicku je na vzmeti s karakteristitno konstanto k obeSena
masa m. Ko vagonéek miruje* deluje na maso sila teZe mg, ki drZi ravnotezje
z elasticno silo kx, kjer je x raztezek vzmeti. Pri enakomernem kmzenju pa je
das‘mcnogt enaka | |

792

ke = mg—m
| | T
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kjer je r radij Zemlje, v pa hitrost, s katero se giblje vozi¢ek. Cim hitreje
se bo gibal vozicek, tem manjSa bo elasticna sila vzmeti, za tem manj se bo
vzmet raztegnila. Ko bo v*/r = g bo izginila na vzmeti deformacija, ki jo je
v mirujocem voziCku povzrocala sila teZe. Sopotnik tega sistema bo potem,

T
O

e
K

oS

e 2.

ko bo opazil utinke vztrajnostne sile lahko zopet zakljuéil, da se nahajajo
telesa okoli njega v »brezte’nostnem stanju«. S posebnim modelom je mogode
prikazati delno zmanjSanje deformacij, vendar ne tako efektno kot v prejsnjem
primeru. S te vrste brezteznostnim stanjem se srecamo v umetnih satelitih.

V normalnih pogojih se nahajajo organi nasega telesa zaradi sile teze
v deformiranem stanju. Pri skoku v vodo, ali pa pri skoku i1z aviona, pri vra-
canju kozmonavtov iz wvesolja, pri krozenju kozmonavtov v umetnih satelitih
nebesnih teles pa te deformacije izginejo. Izginotje deformacij, na katere smo
7e navajeni, pa izziva posebno pocutje ¢€loveka, ki ga imenujemo »obdutek
brezteznostix. | | | |

Vse prepogosto si otroci pa tudi starejsi ljudje pod pojmom »brezteZnosti«
predstavljajo le stanje teles v nekem brezteznostnem polju, zato se mi zdi
potrebno, da te pojme v danasSnjem ¢asu v $oli podrobneje osvetlimo.

Franc Avsec

Entropija ... v termodinami¢nem sistemu: veli¢dina energije, ki se ne more
spremeniti v, mehansko delo, eden izmed osnovnih pojmov klasi¢ne fizike.

F. Verbinc: Slovar tujk, Ljubljana (Caﬁkarjeva zaloZba), 1968 |
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LEP PRIMER SODELOVANJA

V ljubljanski Tovarni aparatov in instrumentov VEGA so nedavno
podpisali pogodbo o dolgorotnem sodelovanju z Zavodom za avtomatizacijo pri
- Zdruzenem podjetju ISKRA ter Institutom za matematiko, fiziko in mehaniko
Univerze v Ljubljani. |

Sporazum o skupnem raziskovalnem in razvojnem delu. na podroju optike
in elektrooptike so sklenili z namenom, da doseZejo na omenjenih podrocjih
pospeseno ustvarj alnost in s tem nove znanstvene, tehni¢ne 1in proazvodne
rezultate. Sopogedbeniki so ustanovili triélanski strokovni kolegij, ki bo vodil in
koordiniral skupno delo ter pripravljal letne programe.

Perspektivni program znanstvenih in ramskova}mh degavnom vkljucuje
tudi vzgojo potrebnih strokovnjakov ter njihovo usmeritev v opti¢no in elektro-
opticno smer v obliki seminarskih nalog in diplomskih del ter samo prilageditev
ucnega nacrta univerzitetnega studija. Prav tako bo Institut za matematiko,
fiziko in mehaniko diplomiranim inZenirjem {fizike nudll obcasne tecaje 1n
organiziral poadlplomskl Studiy.

Pri druzbeno pomembnejsSih raziskavah bodo vsi trije partnerji skupno
nastopali pri skladih za financiranje, medtem ko bosta Zavod za avtomatizacijo
in tovarna VEGA podpirala finan¢no in materialno predvsem Studijsko usmeri-
tev fizikov.

Neslutene mozno.sm razvoja teh podroc¢ij ob vedno hitrejSem napredku
sodobne tehnike so tudi pri nas postavile pogoj, da si pri uresni¢evanju zahtev-
nih nalog znanost in industriia krepko seZeta v roke. Opisani primer zato ne
more biti le dogovor na papirju. V vedno daljsi vrsti podobnih dogovorov prica
le 0 novi,; pravocasni in pravilni odloc¢itvi industriiskega podjetja, da pri nacrto-
vanju gospodarske politike do najvec¢je mere izkoristi dosezke znanosti.

Miro Tozon
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VPRASANJA
1.V r'a,znih zbirkah n-alog dobimo formule:

S >:( ) (2 +2 m)
n :
Sk COS 3 | “
AN l n : 1 /2: ._n.w*ﬂ | : . |

Poskusi resiti nalaogo sploSno in sumiraj vrsto:

n | . o S

2. Sumiraj vrste:
sk =% ("7 )k C(n-,k):Z(Ziﬁ_I)ki
Z (7? k) — A-I (2 ’L) k’l.

3. Na neskonéni sahovskl deski st0]1 kOIlJ Na kohko razhcmh pol;; lahko -
prlde v na;vec n skoklh‘? |

4. Ali obstajsa na éahoVsk‘i deski 4 X 4 — 16 polj — taka zadetna pozicija,
da more konj, k1 zacne vV njej, skakatl tako, da skocn na vsako polje natanko
-~ enkrat? -* |

Vse stiri naloge 1ma30 dokaj elegantne ebementarne reitve.

Viadimir Batagelg

9. Dne 31. maja letos je bil pla:net Mars v opoziciji s Soncem. Od Zeml;e
je bil oddaljen 0,4867 a.e. (1 a.e. = 149,6.104m) in je svetil kot zvezda — 2,00
magnitude. Koliksen je bil tedaj njegov navidezni, tj. kotni polmer? Pred-
- postavi, da. vidis planet kot enakomeirno svetlo okroglo ploscico, za katero velja
Lambertov zakon. Albedo navidezne Marsove ploSc¢ice je 0,10, svetilnost Sonca
pa 3,07, 102‘ cd. | |

Med madnltudo nebesneda telesa m in osvetl;jenost]o E, ki jo to telo |
povzroCi na povrSju Zemlje, velja zveza log E/E’ = — 0,4 (m —m’), pri ¢emer je E
osvetljenost v luksih. Nebesno telo z madmtudo ---14 18m osvetl:}uje torej povrsge“
Zemlje z enim 1uksom

Marjan Prosen
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Strnad: Kvanina fizika. Mladinska knjiga 1969. 248 str.

Po ddgz vrsti knjizic iz matematike se je v zbirki Slgma pojavila prva
knjiga iz fizike. Obenem je to tudi prvi obseinejsi tekst pri nas, ki prikazuje
v zackrozeni obliki osnove kvantne fizike. -

Kot navaja avtor v uvodu, je km 1ga med poljudnim ¢tivom in ucbenikom.
Zahteva zmam@ srednjesolske matematike in dobr@ pgzmavam@ klasi¢ne fizike.
Vecina knjige je posvecena opisovanju in raﬂagl p@}&V@V ki nas pmvedeg o do
spoznanija, da s klasi¢no fiziko ne moremo v svet mikrodelcev. Na osnovi
interferenénih poskusov s curki delcev in z valovanjem postane verjetnostna
amplituda edini nac¢in za opisovanje gibanja mikrodelcev. Nacelo nedoloce-
nosti, ki sledi iz tega, je avtorju osnova za marsikatero razlago. Posebno po-
glavije je namenjeno atomom in zgradbi periodnega sistema. Pri tem bralec
bezno spozna posledice nelocljivosti delcev in izkljucitveno nacelo. V zadnjem
‘poglavju je po analogiji z valovno enacbo izpeljana Schrodingerjeva enacba
in dodan Se kratek uvod v formalno zgradbo valovne mehanike. Razlago
povsod poZivljajo lepe in pregledne skice. Velika vrednost so tudi po vsem
tekstu SmiS@EHO porazdeljeni citati tvorcev kvantne mehanike in drugih znanih
fizikov, ki kaZejo na vzduSje v Casu, ko je kvantna mehanika nastajala. Tekst
je zivahen in Eepg tekoc. | N

Knjigo toplo mpiomoéam@ vsem. Ucditeljem na srednjih Solah bo lahko
koristen pmpomocek pri p@uku studemom pa Je knjizica namemena kot
d@pdmln@ branje. | | '

Marjan Hribar

Nastava matem 2. S Nastava u srednjim 1 visim
skolama 1 na univerzit eﬁu Beograd, DMFA SR Srb 1} e. '

Zadnja ste <a m revije je izsla m pa smo prejeli
dvojni letnik XIII/XIV za leti 1964 in 196 5 Po ob veg‘?tﬂ‘u urednistva revije
[dr. D. Kurepa, dr. M. [li¢c-Dajovi¢ (glavni in odgovorni urednik), M. Zivkovi¢]
so v tiskarni oz. v pripravi Ze vsi nadaljni letniki serije A in B do leta 1969.
Tako bo Nastava matematike 1 fizike z obema serijama v letu 1970 lahko

pricela redno izhajati.

matematika (Za dotok novih Stevilnih in
talent . nih mladih k admv SOV] jetskih matematikov; Nekaj pripomb k delu
matematikov-raziskovalcev; O matematiéni sposobnosti; Matematiéni krozki,
a*temaitmn@ olimpiade, S:_amOSfEOJHO citanje martemamcne literature, priprave
za sprejemne izpite na univerzo; Elementarna in viSja matematika; Sodobna

numeri¢na matematika in kibernetika).

/.. Pomen matematike in njena splosnoizobrazbena vrednost.
Atanasijevic, I.: O studentskih praktiénih delih iz astronomije. |
Smolec, L1V lo ga ucnih nam"’mv za. matematiko pri pouku.

OL Zi. 1 Savie: O med nam%dne« n sistemu enot.
- U p oraba tabel na sred nj 1 stopnji pouka m

Dajovig,
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AndZi¢é, N.: Konstrukeija grafa funkcije s pomo¢jo podobnosti.

Raki¢, O.: O neki definiciji konveksne krivulje.

Malesewc J.: Pravﬂno ortogonalni vektorji trikotnika in nekatere nji-
hove uporakbe. . |

Platisa, M.: Eksperimentalni pouk fizike po PSSC programu.

Cirkovié, Lj.: Razni na¢ini demonstracije Brownovega gibanja.

Madi¢, P., N. Parezanovi¢ in J. Petri¢: Nekatere izkusnje pri delu z di-
ferencialnim analizatorjem Instituta za nuklearne znanosti »Boris Kidric«.

Na koncu revije je objavljena bibliografija. knjig in remj iz matematike,
fizike in astronomije, izdane v tekocem letu. ’

Revijo lahko naroc¢ite na naslov »Nastava matematike i fizike«, Beograd,
p.- p- 791, narocnino za dvojno stevilko 10 N-din pa nakaZete na ZR 608-8-1433-10.

- Ciril Velkovrh

Tendances nouvelles de ’enseignement des mathématiques (1966),; Vol. 1.
Zal. UNESCO, Paris 1967. Obseg: 438 strani, 21 X 27 cm. Bro$irano 21 F.

V Zelii, da bi ucinkovito pomagali pri reSevanju perec¢ih in kocljivih pro-
blemov sodobnega pouka fundamentalnih znanosti, so se v UNESCU namenili
izdajati dvoletno periodi¢no publikacijo »POUK OSNOVNIH ZNANOSTI«, ki
naj bi v posebnih zvezkih obravnavala pouk fizike, kemije, biologije in ma-
tematike. Prvi »matemati¢ni« zvezek je izSel leta 1966 in je zajetna knjiga
z naslovom »NOVI CILJI MATEMATICNEGA POUKA«, ki jo je pripravila
Mednarodna komisija za pouk matematike v tesnem sodelovanju z istoimensko
komisijo Mednarodne matemati¢ne zveze. Namenjen je uditeljem matematike
na visokih in srednjih %clah pa tudi $tudentom matematike, posebno peda-
goske smeri. o |

V tem zvezku najdemo, za nacelnimi uvodnimi mislimi znamenitega
francoskega matematika ANDRE-ja LICHNEROWICZ-a, $tevilne prispevke zna-
nih in manj znanih matematikov, porodila komisij za modernizacijo Solske
matematike in pregled kongresov, sestankov in seminarjev na mednarodni
‘ravni, ki so se ukvarjali s problemom pouka matematike, v letih 1964 in 1965.
Naposled je dodan $e pregled sredis¢ in periodike, ki se s to problematiko
intenzivno zaposlujejo. Izmed prispevkov, ki so bodisi originalni ¢lanki ali
ponatisi, bodisi referati s kongresov, naJ jih omenim le nekaj, ki so po mo_]1_
sodbi posebno pomembni:

A. DELESSERT: KAJ PRICA KUJE OD UNIVERZE UCITELJ MATE-
MATIKE NA SREDNJI SCLI? |

H. F. FEER: POUK MATEMATIKE,

CH. PISOT: VPEIJAVA POJMOV GRDPE KOLOBARJ% iN OBSEGA
NA OSNOVI TEORIJE STEVIL,

W. SERVAIS: USKLADITEV POUKA MATEMATIKE IN FIZHxE NA
SREDNJI SOLI,

G. PAPY: GEOMETRIJA V SODOBNEM MATEMATICNEM POUKU.

Narava tega zapisa ne dovoljuje podrobnejSega prikaza bogate vsebine
publikacije. Vsekakor pa bi bilo zelo prav, Ce bi se z njo neposredno seznanil
¢imvecji krog nasih uciteljev matematike, saj posreduje tehtna mnenja in dra-
gocene izkusnje iz vsega sveta v zvezi s problemi, ki so tudi pri nas ze nekaj
tasa izredno aktualni. S tem bi bil tudi dejansko doseZen »dober namenc,
ki ga ima UNESCO pri izdajanju te vrste dokumentacije. Niko Prijatel]
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Tej &tevilki so prilozene poloznice. Clani Drudtva matematikov, fizikov
“astronomov SRS pladajo na tek. ra¢un Obzornika za matematiko in fiziko
anarino 10,— din za leto 1969 (Obmmik dobe zastonj!), ned¢lani pa plaéajo
roénino 15— dm za X VI Eetmk Obzornika. Za morebitne zaostanke bodo

ejeli opomin. Ustanovam in podjetjem bomo poslali racune,

am matica. Iasi 19 ﬁ’?g
. Analele universitatii umwsm -
: universitatii dm- Ser m&fc ﬁz szmﬂam i@? (F) 5 K |
. Annales Academ ia@ scientiarum F@nm cae. Ser. A. Mahtematica. H 967
Nos 411 do %N , Nos 438 - @22 425 d@ é% 432, 433.
. A rkw for Mathen Bd 7. H. 4, 5.
. B Saraj @‘m E%? br 10. K 3%8 b r 11.
: - za drustvato na matematmanie 1 fmmamm od narodnsa {semahsimka} re-
publika T a}m lonija. Skopje 1966, T. 17.
. Boletin de la academie de ciencias ﬁsicasﬁ matematicas y naturales. Caracas 1967,
ﬁmn@ 27. Nos 75, 76, 77. K; 1968, Anno 28. No. 78.

. Boletin de la Sociedad Matematica Mexicana. Ser 2. Mexico 1966, vol. 11. Nu. 1,

; 1968, Nr. 30 do 34.

. Bonner mathematische Schriften. Bonn 1967, N . 29. K |
. Bulletin de Eaeademm Folonaise des sciences. ser des sciences mathematiques,
astronomiques et physiques. Vazs&me 198 vol. m us ?ﬁ 3, 9, 10, 11, 12.

. Bulletin Scmmmque Zaﬁmb 1968, T.13.-Nos 3 dc
a menmtmn@s Mathematicae Umvermmms

K L. 9. Nos E 2, 3.
. wseﬁa&mnes amematmae Warszawa 1968, T. 95
, zﬁerenmamye uravnenija. Minsk 1967, T

. Praha 1967,

P,

1967, T. 3, 4; 1968 T
, Eek‘tmmhmgm vemmk Lmbhana E%? leto 34, st. 9-12
 Farmaceviski vestnik. Ljubljana 1968, leto 19, &t. i 12
- Fizika. Zagreb 1968, vol. 1. Nu. 1, 2.

, Famkemuska industrija. Zagreb 1%? g,
, - Razprave in porocila. Ljubhan& iﬁ’? 10. km
- Glasnik matem atmm Zagreb 1968, T. 3. F

- Godigen zbormk Sek. A.: Matematika, hzﬂm i hemij
G @diénjak fﬂomfskog fakulteta u Novom Sadu.
! Mmjgm ngiedg Idrija 1968, leto 13. st. 1, 2, 3 4.

- Internationale mathematische Nachrichten. Wien E%S Nr. 88, 89, 90. K

Journal @f ﬂ‘*@ Franklin Institute. Phyiad@mhm ﬁ.ﬁ? VOE 284. Nu. 6. K: 1968,

%mi 285. Nu. 1, 2, 3, 4, 5, 6. K; vol. 286, Nu. 1, 2, 3, 4. -
T @um aﬁ. @f the md ian Mathematm&i Omety

1967 , Knj. m K

Jaumaﬁ of science of ’the Hiroshima University. Ser. A.
1967, wi 31. N . K; 1968, Vol. 32. Nu. 1.

mmm hst za utenike 0sSnovne skole. B
- Matematicki vesnik — nova serija. Beograd 19

. Hiroshima

Vol. 31. Nos 1, 2,



1ZDAJA DRUSTVO MATEMATIKOV, FIZIKOV m ASTRONOMOV SR

VSEBINA

O realnih Si“ewhh é . Prijatelj)
*odvodu v lmearmh 1opoloqkih pmstomh (J. Grasseﬂl}

Glbiu‘vost elektmnov v orgamkih p@lprevodmklh (P Gosar) :

Novo pri enotah U . Strnad)

Sola o
i 'up orabne matem e za srednio §
Brezteznostno stanje (F. Avsec) :

- Lep primer sod séhv miia (M. Toz On) :

Nove knjige .

To Schrodmger Equatlon e aiter Feynman (J Stmad)
Mob ﬂmf O f Electrons m ni¢ Semiconductors (P. Gos

NoVeRy in Units (J. Stmad) :
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