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RAJKO JAMNIK

verjetnost p (0.<<p<<1). Ce

A, 1menujemo

v poskusu

Denimo, da ima dogodek
k-krat zgodi dogodek

poskus n-krat ponovimo in se pri tem
Stevilo

| k
fzz, {A} —

T

relativno frekvenco dogodka A v n ponovitvah poskusa. Koli¢ina f, (A) je
funkcija stevila n, in gicer taka, da prav gotovo ni konstantna na nobeni
‘mnozici zaporednih naravnih Stevil: vselej, kadar se zgodi A, se f, (A) poveca,
v vsakem drugem primeru pa se zmanjsa. Kot je znano, velja za relativno
frekvenco Bernoullijev zakon velikih $tevil: za vsako pozitivno $tevilo & velja
relacija | |

lim P U fn (A)—Dp l < &) =

- 00
Relativna frekvenca dogodka torej v sploSnem niha okrog njegove verjetnosti.
'V tem sestavku bomo pokazali, kaksSne zakonitosti veljajo za to nihanje.
Omejili se bomo na najbolj preprost primer, ko je verjetnost dogodka 3

Ponavljajmo poskus X in pri vsaki ponovitvi ugotovimo, ali je v vseh

ze opravljenih ponovitvah relativna frekvenca f, (A) manjsSa ali Veéja od z.
Kajpak se lahko primeri, da je pri kakSnem = relativna ravno s.
Da bomo imeli vse vrednosti f,;g, (A) 1’*azdehene le v dva razreda, se domenimo:
ce je -

fo g (A) <3  in  fu(A) =3

bomo steli, da je tudi f, (A
ftW)>F  in @) =2

Po tem dogovoru je ali f, (A) <<3 ali fﬂ, A) >13.
Vzemimo, da smo v n ponom‘tvah poskusa r«-krfat d.@bu.h r‘elatwn@ frekvenco

vec¢jo od 5. Kolic¢ina

\) < %: in prav tako nam b@ fMA) =z, kadar je

W

Q=" W

n

je tedaj sludajna spremenljivka z zalogo vrednosti

1 2.
— =y e e ey |
n n

: 1\{&}0@&, ki smo si jO Zas
sludajne spremenljivke @, in hmlmo pofmzdehtev h katem ko«nvergwa 'ta

porazdelitveni zakon, ko raste n cez vse m
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PoloZaj, ki smo ga odrtali zgoraj, lahko opiSemo tudi drugace. Vzemimo,
da je na S$tevilski premici x delec v toc¢ki x = 0. Kadar se v poskusu X zgodi
dogodek A, premaknimo delec za 1 na desno, kadar pa se zgodi dogodek A,
naj se koordinata delca za 1 zmanjsa. Skratka, delec naj se giblje po premici x
tako, kot da nanj vplivajo slu¢ajni trki, vsak trk ga prestavi z verjetnostjo 3
za. 1 na desno in z verjetnostjo 3 za 1 na levo. Tako popotovanje delca imenu-
jemo simetri¢no sluéajno gibanje. V tej ponazoritvi pomeni neenacba f, (A) > &,
da ima delec po n-tem prehodu pfOiZLtwno' koordinato, neena¢ba f, (A) <2 pa,
da je koordinata delca negativna; in nazadnje je koordinata delca enaka 0,
ée je fn(A) = 5. Zaznamujmo koordinat@ delca po n-tem prehodu z x, in se
domenimo, da bomo steli koordinato x, = 0 za pfozmvrmt ce je Tn— >0, in za
negativno, ¢e je xp—1 << 0. Ker ne more biti x,—1 == x» = 0, so po tem dogovoru
vse koordinate ali pozitivne ali negativne Sluc¢ajna spremenljivka @, kot smo
jo definirali v (1), je potem deletz prehodov, v katerih ima delec pozitivno
koordinato. ,

Slucajno gibanje delca lahko ponazorimo geometrijsko. Vzemimo, da se
prehodi delca dogajajo v ¢asovnih presledkih z velikostjo 1 in da je ¢asovna
os t abscisna os, premica x pa ordinatna os v koordinatni ravnini. Mogoca
stanja delca potem opisujejo tocke (n, x) v ravnini (¢, x). Ce te tocke zveZemo
z daljicami, dobimo poligonsko ¢rto, kl j1 bomo rekli pot delca.

Vpeljimo nekaj pojmowv.

Ce je x, = 0, imenujemo Stevilo n €as vrnitve delca v tocko x = 0. Cas
vrnitve je seveda zmeraj sodo Stevilo.

Ce je

3

10, x2=0, ..., xp1F0, Xy =0

se imenuje Stevilo n €as prve wmive v tocko x = O
Ce je r naravno ste*vﬂon in

<, <7y ey Ty T, Xy = T

re¢emo, da je Stevilo n ¢as prvega prihoda delca v tocko x = r. Cas prvega

prihoda v toc¢ko x = — r se definira na ana].,oygetni nadin.
Domenimo se za oznake
1
Vo = 0 Vop = — U9p—9 (TL — 1, 2, 3, o 0 .) (3)
21 |
Za vsako naravno 3tevilo n velja relacija
Uzn—g — U2 = Van - (4)
Res: . |
| (21— 2)! . (2 n)! 4 n?(2n—2)! — (2 n)!
U2n—2 — U2p = = — = — —
((n — 1)H2 22n—2 (nl)2 22m - (n!)? 221
_@n—2)! (dn*—2n@2n—1)  @r—212n  2n—2)
(n!)2 227 An2 ((n — 1)1)2 2202 ((n — 1)1)2 22n~2
1 |

= U2n—2 = Uz
an
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) o (5)

Res je. Pot, ki veze tocki (0, 0) in (2% 0}, je sestavlgena iz 2n dal;;m se
pram 1z 2n prehodov. Ker so fi m eboj neodvisni in se pri vsakem od
@iea ali za 1 dmgn@ ah za eno Spugu obme Z Veme% _____ 0&@3@ p@

= % Vg (6)

P (x1 >0

? & -3 &

imo, koliko izme mogocih poti, sestavljenih iz 2n
0) v tocko (2n,0) tako, da so vsa vmesna oglisca nad

Za dokaz p .
daljic, gre iz tocke (0,
OS]0 ft Te poti vezejo tocko (1, U S mcko» {2 n—1, U takoa
(k=2,3,...,2n—2). Vsaka pot med ma dvema tockama je S*@Sfia'ﬂ.} ena EZ_
2 M — 2 dah ic, in (sicer se mora {n —1)-k krat dv -1gmm in prav tolikokrat
spustiti, da bo xy == xay—1 = 1. Vseh poti med (1,1) in 2n—1,1) je torej

2n—2) toda od njih ne pridejo v postev tiste, ki kdaj zadenejo os t. Vsaki

n—1
prepovedani poti lahko p;rir edimo na’sa,nk%@ ‘eno novo pot takole: do prvega
seCisca z osjo 1 nia,j se obe poti u,g emata, od tam naprej pa sta si simetriéni
glede na os t. Prireditev 3@ ocitno na obe f&mn@ enoli¢na, tako da je novih
éwh prav toliko koi prepovedamh Ker‘ se nova pot zacne v tocki u 1) m
konca v tocki {2 n-—1,—1), se mora (n— 2)-kr ighiti in n-krat spu

zato je prepovedanih poti (27 —"), dovoljenih

(2 n— 2)! " (2 n— 2)!
(n—1)! (n—1)! n! (n—2)!

\n—1/

_@En—2)n—n+1) 1,
nl (n— 1)

\n—1)

=

Ker je verjetnost vsake poti, sest avljene iz 2 n daljic,

(7)

i

Dogodek, da je 2n das prve vrnitve, je namre¢ sestavljen iz dveh ne-
zdruzljivih nadinov: ali je delec pred vrnitvijo v tocko 0 vseskoz na pozitivni




strani ali pa je neprekinjeno na negativni strani to¢ke x = 0. Verjetnost prvega
nac¢ina je dana s formulo (6), prav taka pa je tudi verjetnost drugega nacina,
saj je gibanje simetri¢no. Vsota verjetnosti obeh nacdinov je res ravno vay.

IZREK 4. Za vsako naravno Stevilo n je _
| P (3’,‘1 > O L = > O .y L2n—2 ; 0; x’i"n%l < O) = Van | - (8) |

Dorka7 Upo:stelvajmos da more biti xe—9 =0 in xe,1<<0 le, &e je
Lon—2 = 0 in xg,—q1 = —1. Od poti, sestavljenih iz 2n—1 daljic (verjetnost
vsake take poti je 2-27T1) 5o za dogodek v relaciji (8) ugodne tiste, ki vezejo
tocko (0,0) s totko (21— 2,0) in se ne SpUStJJO% pod s t TakOs kot v diokazu
izreka 2 se ugotovi, da je teh poti |

2n-----—-2) 2n-—-2) ..__.}_(2”—“2)

| . o o - 19nw2
P (xl 2 0 a xQ 2 G 9 o ¢ . mz'?l___z % O 9 xg?z____l < 0) T e (

1 (2 e 2) 2--~(2n--2) — Vo,
2n \ n—1 4 N

' fl’oi‘*ej je

) 2-—-(271--1) __
n — 1 -

in relacija (8) je potrjena. _
Od tod bomo brz dobili |
IZREK 5. Zé'vsako naravne §tevilb n velja relacija ..
P‘(:‘z:1 = 0,22 20,..., 29, = 0) = Ugn (9)
Za dokaz zaznamujmo na kratko | ‘ _ J ..
(a:1 0, x2 = > 0, . x;n = O)

Torej je D dogodek, da delec do trenutka 2 n ne pride v tocko x = —1. Naj bo

D nasproten dogodek, da je delec do trenutka 2 n vsaj enkrat v toeki x = — 1.
To se lahko zgodi ali tako, da je prvi¢ v trenutku ¢t = 1, ali tako, da je prvic
v trenutku t = 3, in tako naprej, ali tako, da je prvi¢ v trenutku t = 2n —1.

To so vsi mogo¢i nac¢ini dogodka D in oc¢itno je, da so paroma nezdruzljivi.
Od tod in iz relacije (8) sledi, da je |

P(B) = V2 -+ (V¥ + ...t Vay
Upostevajmo, da je up, = 1, in r*e;la,c:ij o (4), pa dobimio
P(D) = (1 — ?.Lg) + (ug—ug) ... F (Uzng— uzy) = 1 —ug,
Torej je

| " P(D)=1—P (D) = uz
tako kot smo trdili.
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To bomo sprevideli takole. Ce se delec v trenutku t = 2n vrne v tocko
= 0, je trenutek prve W'mtve recimo 2 s, manjsi ali kved¢jemu enak 2 n. Iz
formul@ (7) sledi, da je poti, ki privedejo v to¢ko x = 0 prvi¢ po 2 s korakih,
225 pos. Iz formule (5) pa se vidi, da je med to¢kama (2 s, 0) in (2 n, 0) mogocCih
22028 6. o razlicnih p@ﬁa T@arej j@ p@fﬁiy ki se pE“Vié V‘Fﬂ.@j@ A\ tO-ék@* X o= U

v trenutku ¢ = 2 sin so v ¢asu t = 2 n spet v tocki x = 0,

0) in (2 n, 0) dobin

10, Ce upostevamo vse s od 1 do n.

Vse poti med tockama (0,

2 Vos Uy 9
S=1

Ce to Stevilo z wverjetnostjo 27*7 vsake paf‘ti sestavljene EZ
daljic, ' imo verjetnost P ( x2n, = 0), ta pa je po f ormuli (5) ravno ugn. S

je miamga (N) potrjena. |
Vzemimo zdaj, da so vse lege d@ka v prmh 2 n prehodl.h klasificirane ko

poziﬁvﬁe ah negativne, tako km smo se domenili v zacetku sestavka,
in dokazimo

D2y, 2n = Ugr Ugn—gy (N = 1,2

Za dokaz najprej poud am mo
delu osi T, V sodem Stevilu gotovo Sod

To ge Ze rdamga (11) za r = n. K@F’ je ﬂugam@ ibanje simetri¢no, je |

Po,2n = Uzn

relacija (11) je potrjena tudi za r = 0.
r=1;2,...,n— 1.
Delec, ki prebije ¢as 2 r>> 0 na pozitivnem delu osi x in ¢as 2n—27r >0
na njeni negativni strani, gre do trenutka t = 2 n vsaj enkrat skozi to¢ko x = 0.
Vzemimo, da je 2 s &as prve Vrmtves v ni¢, in razdelimo vse poti delca, kar jih
pride v postev, v dva razreda. V prvi razred denimo poti, ki so v presledku
0 <t <<]2s vseskoz na pozitivnem delu osi x, v presledku 2 s <t<<2mn pa. So na,
pozitivnem delu natanko 2 r — 2 s korakov; pri tem je seveda 1 < s = r. Tak
pom sestavljenih iz 2 s daljic, ki pw:{kmt zad@nego os t v tocki t =2 s, je {p@
Jizreku 3) 223 vgs. Od njih jih je polovica nad osjo t. Poleg tega je po deﬁmmﬁ
verjetnosti par, 9, takih poti, sestavljenih iz 2 n— 2 s daljic, ki se zac¢nejo v tocki

Torej jo je treba preveriti le Se za




(2 s, 0) in imajo nad osjo t natankco 2 r — 2 daljic, 22775 pa,_95, 24-—25. Potemtakem
je v prvem razredu

228 28 22N—28 P3ar—2s, 2025 = 22n—1 U28 P2r—2s, 9n—2s

poti. Drugi razred s-e;stavlj ajo poti, ki so v presledku 0 <<t<(2s pod osjo t,
v presledku 2s<t<<2n pa 2r korakov nad njo. Tu je r < n—s, se pravi
1 £s< n—r in s pedobnim premislekom kot za pr'V1 razred ugotovimo, da Je
v druge'm razredu |

2771 a5 Doy, 2p—2s

poti. Vsaka pot je sestavljena iz 2 n daljic, tako da je njéfna verjetnost 277
Ker je v prvem razredu 1<s<7rin v drugem 1<s<n—rm je za vsak 7
Od ]_ diO‘ n — 1

n—7r

) _ | |
. | | |

P2r.on = 5 2 V25 P95, 225 T 5 2 Vag Py 2495 (12)

S=1 - S=1 |
Vzemimo, da je relacija
D2y, om = Uy Um—27
ze do rkafza:na zam=12...n—11in za v's*ak mogoc . Tetdaj lahko pre lvederno
formulo (12) v oblikol
| | - | n—r7r
P2r 2n = 5 UIn—23r Z Vas U2r—2s =+ % U2y 2 V2s U2p—2r—2s . | (1 3)
| s=1 | s=1 |

Zaradi (10) je

r - | |
; |
V2s Ugr—2s = U2y
S=1
n—r | |
> V2s U2p—2r—2s = UIp—2r
s=1 | |

—r

Ce to dvoje vstavimo v (13), dobimo
p@l In = uZ? u27z--27

Torej velja relacija (11) tudi za m = n, ¢e velja za vsak m <n. Pri m =1 je
ali r =0 ali r = 1 in formula (11) ima obliko

Py = Uz  ali P2o = Uz

Kot smo se Ze prepriéali, veljata ti dve zvezi zaradi izreka 5. Potemtakem
velja relacija (11) pri vsakem naravnem stevilu . in za vsak cel r od 0 do n
Izrek 7 je dokazan. | | |
Naj bo @, sluctajna spremenljivka, deﬁmrana z (1). Zanjo pomeni izrek T7:
Za vsako naravno stevﬂo n je " |

P (Qn = 1'_,) B (2 T) (2 o, T) 220 (r=01,...,n) "'" (14)

To je torej porazdelitveni zakon slucajne spremenljivke @,. Pri kolickaj
velikem n je za uporabo kaj malo primeren. Pri velikih n pa si lahko pomagamo
z limitno porazdelitvijo, proti kateri konvergira porazdehtev (4), ko rase n
cez vse meje. Pois¢imo to limitno porazdelitev. |
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TL=> 00

10 Stirlingovo formulo

Dokaz. C@* u@ambi

S| :-:"i// 20S (g)setg 'G< bs <

ki velja za vsako naravno Stevilo s, dobimo | | o R

Naj raseta r in n— 1 ez vse m

To dvoje in (11) nam,

lim pay, on 7@
T—> 0
N == T->00

Potemtakem velja pri velikih r in 7

{

[ (n —7)

P2r, oy

Vzemimo poljuben y med

n zaradi (17) pribliZno

B

. Verjetnost P

p27 Iy =

V obeh vsotah (18) je treba seStevati po vseh » med n/2 in ny. Zadnja vsota
v (18) je Riemannova vsota funkecije n1 (x(l —x)) % za delitev m‘tervam
z < x <Y na podmtervaie od katerih nima nobeden dolZine vedéje od n~1. Pri
n—>00 gredo ‘toreg dolzine wvseh podintervalov proti 0, in ker je poleg tega
funkcija zvezna, obstaja limita integralske vsote na desni strani relacije (18).
je |

Potemtakem
B 2

JT

T1~» 00

PL<Q,

,-E"avligﬂi S Sl
(20)

Izr ek 8 je ‘tako» imenovani arkussinusni zakon Prw ga je o kril Paul Lévy?
pri nekih zveznih dlfuzusklh procemh lzrek ge mogoce razsiriti na dosti splosm

. M af_tlh; 7 (1939),

Levy Sur certains processes Stachassaﬁque& homwgenm Co
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nejSe situacije, kot jo obravnavamo v tem sestavku. Tako sta Erdods in Kac?
dokazala tole: Naj bodo slu¢ajne spremenljivke X, Xo, X3,... med seboj ne-
odvisne in naj imajo vse matemati¢no upanje 0 in disperzijo 1, pia zanje naj
velja centralni limitni izrek. Postavimo pri Vsakem n

A

Z}'g.m.Xl—‘i"XQ-l_'..,“{_Xn

in naj bo Q, delez pozitivnih Stevil v zaporedju Zi, Ze, ..., Z,; pri tem Stejemo
Zp = 0 za pozitivno, ¢e je Z; 1 >0, in za negativno, ¢e je Zz—1 <<O. Za tako-
d(—;flmrano spremenljivko @, velja relamJa (15). Sparre-Andersen pa je ugo-
tovil®, da velja (1) tudi v primeru, ko so slu¢ajne spremenljivke Xy, X9, X3, ...
med seboj neodvisne in vse porazdeljene po istem simetricnem porazdelitvenem
zakonu, celo ¢e nimajo kontne disperzije. |

Gostota porazdelitve (15) '
R .

Yy (1l—y)

P Y) = .V

ima minimum v toéki y = %. Torej je pri velikem n najmanj verjetno, da bo
relativna frekvenca dogodka pribliZzno enako dolgo vedja kot manjSa od njegove
verjetnosti. Na prvi pogled se to ne ujema z naSim pritakovanjem, natanénejsi
premislek pa pokaZe, da mora biti tako: vrednost @ se spreminja le pocasi, zato
je verjetneje, da ne prekoradi vrednosti 3, kot da se to zgodi.

V tem pogledu je zanimiv Se en r‘eszu;lta-t.

IZREK 9. Slucajna spremenl]wka Nzn naj bo gtevﬂo trenutkov, v katerih
je v 2n pObLUSﬂ’S @ = 5. Pri vsakem naravnem Stevilu n je ta spremenljivka
porazdeljena po zakonu |

N on —7r\
w,” = PNz = 1) = ( - )2f~2n (r=0,1,... @)
o n - |
Dokaz. Ponavljanje poskusa bomo spet obravnavali kot simetri¢no slucajno

gibanje po premici. V takem tolmacenju je slucajna spremenl;]wka Ng, stevilo
vrnitev v nic¢ v 2n prehodih. |

Zaznamujmo s C dog odek, da se delec v 2n prehodih ne vrne v ni¢,

C=(@x1==0,02==0,..., 29, ==0)

in pckazimo, da je | B : |
P (C) = uay . . (22)

pri ¢emer ima ug, pomen (2). V ta namen si oglejmo nasproten dogodek C,
da se v 2n prehodih delec vsaj enkrat vrme v niC. To se lahko zgodi tako, da

2 P. Erdds-M. K.a-c, On the number of p*O!Sﬁ.tiVG sums of independent random
variables, Bull. Am. Math. Soc. 53 (1947), str. 1011—1020.

5 K. Sparre-Andersen, On the number of positive sums of random variables,
Skand. Akturietidskrift 1949 str 27—36. |
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je Cas prve vrnitve ali 2 ali 4 in tako n

apr ej all 2n. To so vsi mogoc
dogodka C 1ed seboj so par

P (E} — vy + vy .. Ve = (1 —22) + (uo—ug) + ...+ (U2 —uzp) = 1 —ugy

Od tod takoj sledi rdam}a (22), ki smo jo h@ﬁceh p@wdtm

Relacija (22) in 1zrek 1 kazeta, da je med mi, ki so sestavl] ene iz so-
dega, stevﬂa preh@dow in se zacnejo v nic, prav mhk@ takih, ki se tudi koncajo
loh ne vrnejo v nic.

v ni¢, kot takih, ki se sp |
giej mo si pot, sestavljeno iz 2n daljic, ki r-krat zadene abscisno os, ki se
torej r-krat povrne v ni¢. To se lahko zgodi ah v fmnku t = 2% ah pa pfe 3
Ce se to zgodi v trenutku 2n — 2k <2n, se mora pot nadaljevati tako, d
ne gad@ne absmme 0sSl, ’Eakm nadaljevanj pa je p@ pregsmem odstavku prav
o kot poti med tockama (2n — 2k, 0) in (2n, 0). Potemtakem je verjetnost
dog@dka d& ;j@ \% %; pmhoud_zh na‘mnke r vrnitev v nic, @naka 'verjem@lsm dio~
korakov, kon¢a v toc¢ki (2n, 0) in pred fem
Ce zaznamujemo s pim) verjetnost dogodka,
natanko (m — 1)-krat vrne v nid,

vsaj {fr e Dmkraﬁs z.a.@-n.@ absmsnof 0SS,
da se pot z 2n koraki konta v ni¢ in pr o tem
je torej

(n)

21

To bomo sprevideli takole. Vzer 81 pfOft ki v trenutku t = 2n—m psrmc do-
seze tocko x = m (m > 0), in 31 - NOVo pot ’mkoie vselej, k viot:
pot prvic doseze tocko x = s (0 i S ( m —1), napravimo korak v n@ga’twno
smer. Tako dobimo iz vsake prejsnje pom natanko eno novo, ta pa w sestavljena
“ daljic, na abscisni osi ima namnko m oglis¢, zadnje v tocki (2n, 0), sicer
pa vsa pod abscisno 0sjo. | o
mo, koliko je poti, po katerih je trenutek t = 2n— m ¢€as prvega
'pmo;da; v mdm xr=m (m.> m Vsaka taka‘ pot veze tocko (0 0} S mckot
(2n —m —1, m—1), torej se do tod (n— l)-krat dvigne. Zato je vseh p

med tockama (0,0) in @n—m —1,m—1)

1 — 1

- Od njih ne pridejo v postev tiste, ki ze pred trenutkom t = 2n— m kdaj dose-
zejo tocko x = m. Vsaki p!r’ep-oaved*ani poti lahko piri redimo novo pot tako, d
staro pot od totke, ko ta prvi¢ doseze premico x = m, zrcalimo na tej premici.
Nova pot se konca v tocki (2n—m —1, m -+ 1) in se zato n-krat dvigne. K
je preslikava med starimi in novimi potmi na obe strani enolid¢na, je

: : P 17— ..
povedanih poti {2 T 1}, dovoljenih pa -

(2n—m—1\ /2n—m— 1) (21 —m\

i

n—1 n




- Vsako tako pot smo v prejsnjem odstavku preslikali v natanko eno pot
iz 2n korakov, ki je vsa pod abscisno osjo in ima na njej poleg zaletne in
konéne toctke Se m —1 oglis¢é. Taka pot razpade v m odsekov med dvema
zaporednima ogli$¢ema na abscisni osi. Ce jo na kateremkoli odseku zrecalimo
na abscisni osi, spet dobimo pot, ki ima med zacetno in koncéno tocko, ki sta
na abscisni osi, f& m — 1 skupnih tolk z abscisno osjo. Ker je za zrcaljenja 2™
mogocih kombinacij, je torej vseh potl iz 2n kor*akow ki se v tre*nu‘tku t=2n
natanko m-ti¢ vrnejo v nic, | S o |

m (an—-m) om

In—m n

Verjetnost dogodka, da je t = 2n trenutek m-te vrnitve v ni¢, pa je potem

m Zn-—-—--m) om—2n
2n-—m mn

in relacija (24) je poutrJefna
Verjetnost D(m) je mogoce zapisati tudi takole

1 2 —m 1 N — m — 1 |
( ) | |

2 2n—m- mn | 2 2n—m—1 n

Ce vstavimo (25) v (23), dobimo (21) in izrek 9 je dokazan.
Lahek racun pokaze, da jezar=20,1,...,n—1
r+1) _ 2Mm—27T  (y)

w2’n,

2M |
2N —71

Od tod sledi, da je

| 1 9
wéo?i ( ) > 'w( ) >.> w(m

| N&JVG’I"Je!tne'JSrl $tevili vrnitev v nié (ah trenutkov, v katerih je re lat.lvna
frekvenca dogodka enaka njegovi verjetnosti), sta torej 0 in 1. |
Tudi za porazdehtev (21) obstaja limitni izrek. Brez donkaza pove;mo da

je za vsak pozitiven y

| N

mp(2”<g) Vmpvw&;
n->00 ]/277,

Od tiod Je vidi, da je pri velikih n matemat,lcno* upanje E (Ng,) sludajne spre-
-menljivko Na,

i

B
S

E (Na) ~ |

J

To pomeni, da postaja povprecna gostota vrnitev v ni¢ z rasto¢im n vedno
manjsa. |
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| L&Sfm%ﬁ zvezde podamo z dolodenim Stevilom parametrov _
je zveydln premer. Ta oznacuje velikost zvezde in ge zna-
podatek za opis ua?otomfc@v sestava in razvojne stopnje zvezde. M
ih premerov SO zato pomembna naio.@’a astmﬁz};k&

TABELA 1

Navidezna magnituda | |
zvezde” 1m om 3m - 4m UL gm

Astronom,

1807 120”7 60"
45 30 20

Cardano (sredina 18. st.) 480"
Riccioli (sredina 17. st.) 15
Hevelij (konec 17. st.) 6

Ta tabela prikazuje, kako so nekateri starejsi astronomi ocemh zorne
kote zvezd razliénih navid ezmh magnitud. Cardano in n Brahe nista p
d.a}..jneui@ﬁaﬁ- Riccioli in 1 porabljala.

leveli] pa sta ga ze ug

*Navidezna ZVEZdIRd magnituda je mera za velikost vtisa,
ki ga povzrodi svetloba zvezde na mreZnici nasSega ocfesa. V starem veku so
razdelili vse zvezde, vidne s prostim oclesom, na Sest razredov (Ptolemej, 2. stol.
n.st.j. Najsvetlejse zvezde so bile prve magnitude (razreda; 1™),
komaj vidne pa Seste magnitude (6™). Ta razdelitev je ostala
v. rabi ve¢ kot poldrugo tisodletje. Po izumu daljnogleda so pozneje skalo
raztegnili na obe strani. Odvisnost med zvezdino magnitudo m in osvetljenostjo,
ki jo zvezda povzroéi na povr§ju Zemlje E, je podana z zvezo log (E/E’) =
0,4 (m —m'), kjer je E’ osvetljenost zvezde z magnitudo m’ (N.Pogson,

e 1
P '

1857). Zvezda z magnitudo m’ = —14,18™ osvetljuje povr$je Zemlje z E' = 1 1x.
Neposredna zveza med m in E (v luksih) je potem log E = — 5,672 — 0,4 m
(Ch. Fabry, 1963). | | .

* Prvo oddaljenost zvezde so doloéili v tridesetih letih preteklega stoletja, prvi
premer pa po prvi svetovni vojni (glej daljel!). - | |
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starejSih astronomov, ki Se niso poznali daljnogleda ali pa so ziveli v dobi
tik po mjegovem izumu in uvedbi v astronomsko prakso je zato menilo, da
bi bilo mozno s prostim ocesom ali s preprostim daljnogledom dolociti premere
zvezd. Tudi na oko se zdijo svetlejSe zvezde vedje. Ni ¢udno, da so pripisovali
najsvetlejSim zvezdam najvecje razseznosti. Po opazovanju z ofmi se je kot
mera za velikost zvezde tako izoblikoval pOJem zorn eg a k ota ali kot-
nega premera zvezde | . -

Tudi Kepler je sprva mislil, da V1d1m0 na]svetle]se zveizde 7z nhajvecjim
zornim kolom {npr. zorni kot Sirija je cenil na priblizno §tiri kotne minute®).
Toda pozneje, ko je imel daljnogled, se je tej misli odrekel: »zvezde nimajo
zaznavnih premerov in so popolne pike (punctae merae)«. Nadaljnje izkusnje
z daljnogledi so pokazale, da so zorni koti zvezd zelo majhni. Hooke in Halley
sta skoraj istocasno iz opazovanj ocenila, da so zorni koti zvezd pod eno kotno
sekundo. W. Herschel je uporabil pri svojih »sprehodih po nébesu« zelo mocne
daljnoglede tudi z namenom, da bi ugotovil, ¢e imajo zvezde merljive premere.
Ko je opazil, da so interferenéne slike zvezd vse manjsSe, ¢im mocnejsSe
daljnoglede je uporabil, je mem] da se z daljnogledom ne da izmeriti zornih
kotov zvezd.

Pozneje so astronomi skuqah dolociti premere zvezd po racunski poti.
Ti hipoteti¢ni izraduni pa so nenatanéni, saj temeljijo na predpostavkah, da
sevajo zvezde kot svetila na Zemlji. Proti koncu 19. stoletja je obravnaval ta
problem E. C. Pickering, v zacetku naSega stoletja pa Nordmann, Wzlsmg in
nato Hertzsprung, Eddington, Russell in drugi. |

Vsi so zeleli izmeriti zvezdam premere, toda ni jim uspelo. Ze pred sto_
leti je bil znan nadin, po katerem bi te meritve izvedli. Cakati pa je bilo
treba do 1920, da se je razvﬂa tehnika opazovalnih meritev (glej daljel).?

2. TEORIJA INTERFEROMETRICNIH MERITEV

a) Osvetljenost v goriSéni ravnini objektiva

Metoda m‘terferometrlcmh memtev je tako pomembna, da jo velja obrav-
navati nekoliko obsirneje. . | |
Zanima nas osvetljenost v interferencni shkl svetﬂa katerega svetioba
pada na dvojno rezo, ki je tik pred objektivom daljnogleda. Vzemi imo na;;m"e

L ey

W

\

Sl. 1. Svetilo je v ravnini £ 4. V ravnini Xy sta rezi. Od koordinatnega srediSc¢a je
vsaka reza oddaljena za b/2 Tik pod njo je zbiralna le€a, ki ima vehko gomscno
razdaljo. Interferencno shko svetila opazujemo v ravnini & %’

* Vrednost za zorni kot zvezde SlI‘lJ gleJ v notici »Nove memtve zve’/"dmh pre-
merov« v tej Stevilki Obzornika., |
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tockasto svetilo stalne svetilnosti! Svetloba toc¢kastega svetila npr. totka A

na ravnini &y (sl. 1) da po prehodu skozi enaki, pravokotniski in paralelni
- reZi (firine a in razmika b) v gori&éni ravnini objektiva v ravnini & 5" dolodeno
osvetljenost. Razdalje med vsemi tremi ravninami so zelo velike, tako da velja
Fraunhoferjev uklon. Upostevajmo Se, da je dolZina rez tako velika v primerjavi
s &irino, da ni treba misliti na odvisnost osvetljenosti od »'. Zanimale nas bodo

namrec le spremembe v osvetljenosti interferencne slike pravokotno k reZzama.

Po teomgl uklona dobimo s temi privzetki osvetljenost v tocki A’ . E ( n')
kot kvadrat amplitude valovne funkcije v tej tocki* 3, torej

(& n) |7
+ (n—n)yl/d} de dy amplituda

2 H‘E - 5 f}

riramo po odprtini obe

kjer je U(f,n) o [fexp {—2m

m

valovne funkcije v A",

Po integriranju je*

E o< sin® [ a (§ — EVA] . cost [ b (£ — &V . [ a (& — &)/2]2

log¢ica, pa osvetljuje toc¢ko A’ z osvetlje-

ki je vidna kot svetla p

al a {-Svle‘gé li @) 5
nostjo

Eoc ({sin?[ma(E—E&)1]. co?slz' [ b (£ — EVA . [ma(E—E)/A%.dE dy

‘kjer integriramo ¢ez povrsino zvezdine ploskvice.

Sedaj vidim kroglo ploscico. Naj gre
- zvernica sredi$¢e interferencne slike — srediSce dvojne reZe tudi skozi sredisce

Sl 2. Enakomerno svetla okrogla zvezdina ploskvica, Narisana je pretirano velika

Mejo ploskvice na ravnini &% doloCa enacba kroga

okrogle zvezdine ploskvice.
v srediséni legi (sl. 2):

Integral (1) integriramo po # Vv

mejah od — (d%/4—&)% do (d*/4 —&)* in
dobimo o | |

dj/2 ._ |
Eoc [ (d*/4— )% .sin® [ma (£ —&)/A] . cos? [n b (£ — &V . [wa (5 — )i . dé
e (L2 |
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Vpeljemo & = (d/2) .z, abd/24 = n in a/b = p. Pri nadaljnjem ra¢unanju vza-
memo, da je sirina rez zelo majhna v primeri z razmlkom med rezama. Koncno

dobimo™ - |
o< -[1 + cos 2 x b //1) J1 (2 n)/n] I | (2)

Tu Je J1 Besslova funkcua pfrveg.a reda. Zanima nas me*]m primer, kol 1zg1nef;|o
interferen¢ne proge in je interferenc¢na slika enakomerno svetla. Po enacbi (2)
ugotovimo, da je slika enakomerno svetla (E je konstans), ko je Ji (2 n) =
— 0. Prvi koren enatbe J;(2n) = 0 je 3,83/2 = 1,22 (/2). Torej je m bd/2 1 =
= 1,22 . (71/2). Iz ravnokar zapisane enakosti sledi za zorni kot svetila zveza

d =1,22.4/b . (3)

To je znana Michelsonov a fo rm u_]_ a (1890). Pri interferometri¢nih
meritvah zornih kotov svetil izginejo proge v interferen¢ni sliki svetila pri
razmiku rez b, za katerega je izpolnjena zveza (3). Pri fem je 4 poprec¢na valovna
- dolzina svetlobe svetila z zornim kotom d. Astronom izmeri razmik in pri
znani valovni dolZini nato dolo¢i zorni kot nebesnega svetila.

V primeru, da ni izpoclnjena zahteva p < 1 ]e* H Spencefr Jones pOIkazal
da velja tedaj zveza® | |

d=122. (1+0765p2) /b

¢ Obravnavah smo najbolj preprost primer. Pr edpastaw i smo, da vidimo
zvezdo kot okroglo ploSéico enakomerne svetlosti. V sploSnem ni tako. Na-
videzne ploS¢ice zvezd so lahko tudi elipse (rotacija!) in niso enakomerno
svetle. Svetlost na povrsini navidezne zvezdine plo&dice lahko pada od sredis¢a
k robu. Govorimo o tako imenovani robni zatemnitvi zvezd. PokaZe se®, da 1zgi-
nejo interferen¢ne proge pri meritvah zornih kotov zvezd ki so zatemmene

proti robu, ko je
| | dv > 1,22. /l/b.

‘3. MERJENJA

Zvezdni interferometer je instrument, s katerim dolo¢ujemo zorne kote
zvezd in zvezdam podobnih objektov (kakor tudi zorne kote med komponentama
dvojnih zvezd), ¢e poznamo poprec¢no valovno dolZino svetlobe svetila. Inter-
ferometer, ki ga upobaljamo pri astronomskih meritvah, ima odprtini enakih
oblik in velikosti. Odprtini sta pred objektivom ali dale¢ za objektivom v zbi-
ralnem snopu svetlobnih Zarkov nekoliko pred gori§éno ravnino objektiva
simetri¢no glede na opti¢no os daljnogleda. Sirina rez in razmik med njima sta
spremenljivi. Instrument lahko tudi vrtimo okoli osi daljnogleda. Interferen¢ne
slike nebesnih objek‘tov v goriséni ravnini objektiva opazugemo: z mo:cmml'
okularji. - T EEY IR

!

* Po substituciji je nastal integral

+1
S (1— 22)]/" cos? (nz — bé /)) dz = (1/2) j (1 — 22 )1/2 [1+ cos (2 nz—2a b & //1]

= [(1—2)% [1 + cos 2 Nz, COS 2ab&' /)] dz = (:m/él) [1 + cos(2ab&/R). J1\(f‘2 ’n,)/"n,]
0 | |



1iji je prvi izrekel

Idejo za uporabo intereferometra v astronon
F'izeau (1868). Prvi pa je teorijo interferometri¢nih merjenj natancéno matema-
mum obdelal za preproste primere Sele A A. M@Chdwn (1890). Pozneje sta
M. Hamy (1899 in ok. 1922) in ‘D*O‘a@bﬂ@: H. Spencer Jones (1922) obdelala to
m@mm v splosnejsi obliki, ko ne smemo zanemamm sirine rez v pmmemaw'
z njunim razmikom. Ce ne vzamemo dovah sirokih reZ, v praksi namred ne
bi dobili dovolj svetle intereferenc¢ne slike.5 6 |

S to metodo so uspesno izmerili zorne kote wvelikih J uzpitrz@vih satelitov
(1891), nekaterih svetlih pianezmi ov in zornih kotov med komponentama
zvezd ki jih z navadnimi daljnogledi niso mogli raﬂomm Emm‘femm
metriéna merjenja enojnih m@zd pa tedaj zaradi pomanjkljive merske tehnike

niso uspela.

Na te meritve je bilo treba cakati skoraj trideset let. Michelsonovi poskusi

dnim interferometrom na 100-centimetrskem refraktorju olssiefwatomja
es ia‘vgus t w 1 9) in na 150 -centim etrskem in 250-centimetrskem reflektorju
Mount Wilsenu (september 1919) so dali Ze na zacetku ﬁbe’wg oce rezuhat@?

se je %}ﬂ@ u*'ea,. odlo¢iti za novo metodo ith kotov zvezd

meritev zorn

Sl. 3. Shema Sestmetrskego zvezdnega interferometra na 250-centimetrskem reflektorju
observatorija Mt. Wilson. Interferometer je bil iz dveh delov, trama (sl.4) in po-
sebnega okularnega mnastavka (sl.5)., Na jeklen interferometri¢ni fram, ki so ga
postavili pred odprtino teleskopa, so pmtrdﬂ}. stiri ravna zrcala premera OkOh 15 ¢
in naklonjena k osnovnici za 45°. Notranji zrcali M. in Ms sta bili razmaknjeni za
okoli 115 cm in trdno spojeni k tramu, zunaml Mi: in M. pa so lahko premikali po
dréi simetricno k osi daljnogleda. Njuno medsebojno razdaljo so spreminjali od
priblizno tri do Sest metrov. Zunaniji zrcali sta sluzili kot premicni
rezi. Svetloba od zvezde (2) je prisla o odboju na simetri¢nem sistemu stirih ravnih
zrcal v 250-centimetrsko paraboli¢no zrcalo (a), nato ie padla na konveksno (b), dalje
na ravno (¢j in konCno v gorisce (d). Interferenc¢na slika zvezde je bila v gorisSCu
velika okoli dve stotiniki milimetra. Opazovali so jo s 1600-kratno povecavo. Zaradi
neizogibnih mehamcnm nepopolnosti in za uspe$no opazovanje interferencne shke
so morali izdelati Se nekaj dodatnih delov

Zgora]. Viaez interferencne slike umetne zvezde. Shko SO posneli v Iabomtorlju
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metri

Sl. 4. Tlaoinis, naris in stranski ris §éstmetrskega interferometric¢nega trama (B: zleb,
C: moéna jeklena podlozka, E: vijaka za pomik zunanjih zrcal in F: pogonski
motorcek za vijake)

na ravnokar zgrajenem 250-centimetrskem reflektorju na observatoriju Mount
Wilson. Nalogo sta resila Michelson in Pease.

Izradunali so, da bi lahko izmerili zorni kof{ zvezde Betelgeuse (Alfa
Orionis), ¢e bi bili reZi razmaknjeni za okoli tri metre. Ta razmik je bil za
250-centimetrski objektiv prevelik, da bi ga mogli dose¢i pri meritvah z eno-
stavno metodo dveh reZ. Da bi merili tolikSne ali manjse zorne kote, je bilo
treba ali povecati odprtino teleskopa ali razmik rez. Prvo ni bilo izvedljivo,
zato so sestavili Sestmetrski zvezdni interferometer. Instrument, ki je imel
periskopski nastavek, so montirali na 250-centimetrski reflektor (gl. sl. 3, sl.4
in sl. 5!). Najveéji razmik zunanjih zrcal tj. 6 metrov je dolodal lo¢lji-
vost interferometra: 0,02 kotne sekunde. Po poskusnih opazovanjih
sta Michelson in Pease s tem interferometrom poleti 1920 Ze dobila Se kar
jasne in obstojne intereferencne slike zvezd.

Dne 13. decembra 1920 zvecCer je bila vidljivost zelo dobra in interfero-
meter je bil v odli¢nem stanju. Instrument sta usmerila proti svetli rdeéi zvezdi
Betelgeuse v Orionu. Interferen¢ne proge so izginile, ko je bil razmik zunanjih
zrcal b = 307 cm. Poprecno valovno dolzino svetlobe za Betelgeuse so ocenili
~z A =5750A. S temi p'oidatkl SO d0b1118

d = 0, ”047

To je bila prva meritev zornega kota zvezde Relatlvna negoto-
vost meritve je bila okoli deset odstotkow. PI‘l znani paralaksi p” = 0,011 so
nato dolocili Se velikost zvezde: | |
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51,5, Okularni nastavek z dodatnimi opticnimi deli interferometra

(Do je premer Sonca). Meritev je potrdila teoreti¢ne izracdune, ki so dali tedaj
v popre¢ju za kotni premer te zvezde okoli 0,”04.

S tem zvezdnim interferometrom je od 1920 do 1930 Pease izmeril zorne
kote Se nekaterim zvezdam, ki so bile vse velikanke ali nadvelikanke poznega
spektralnega tipa kot Betelgeuse in po velikosti mnogo veéje od naSega
Soncal,

erjenja zornih kotov zvezd z zvednimi interferometri so opustili najvec
zaradi velikih teZav pri povecanju loc¢ljivosti. TeZave prakti¢nega znacCaja so se
pokazale predvsem pri petnajstmetrskem zvezdnem interferometru, ki so ga
prav tako zgradili na Mount Wilsonu in uporabili na istem reflektorju in ki ni
nikdar dajal zanesljivih rezultatov®.

Interferometri¢na merjenja zornih razseznosti zvezd na Mount Wilsonu
so bile velik uspeh astrofizikalne znanosti. Niso pripeljale k nekim povsem
novim odkritjem. V glavnem so potrdila domneve, da so v vesolju res zvezde,
ki so po linarnih dimenzijah dosti vecje od Sonca. Pomembne pa so meritve
zaradi uporabe fizikalnih metod v astronomiji.

o

Idejni vodja pri gradnji in pri meritvah z obema interferometroma je bil
ih

"E"‘-‘E L

#. G. Pease. Po njegovi smrti (1938) so interferometriéna merjenja zo:
kotov zvezd opustili. Skoraj v istem Casu so zadeli preudevati nov, modernejsi
in natanénejsi nadin merjenja zvezdnih premerov. tem pa bo Obzornik
spregovoril v eni izmed prihodnjih stevilk.
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POPRAVEK K CLANKU: O NEKATERIH PROBLEMIH NUMERICNE
LINEARNE ALGEBRE (OMF 15 (1968), 97—105).

Na strani 103 to¢ka b) sem zagresil napako. Pravilno je:

b) Ce je A 2p + 1 diagonalna matrika reda n > 2 p (a;z = 0 za [ i—k ] =
> p), je - N
g(n) =221 —(p—1) 2P

pri delnem pivotiranju.
Wilkinson [10] namreé navaja ta rezultat le v primeru p = 1, posplos}.tev
pa ni tako enostavna, kot sem prvotno mislil. Dokaz presega o»kvu‘ obzornega

clanka
Z.. Bohte
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em ¢asu so ponovno zacell meritl premere zvez 0 je pomembe:
dogodek za astrofiziko, saj je od klasi¢nih meritev zvezdnih premerov z zvezd-
nim interferometrom na observatoriju Mt. Wilson minilo skoraj pol stoletja
in je ze kazalo, da bodo na takine meritve pozabili. Znano je, da se je pri
meritvah z velikimi zvezdnimi interferometr: pojavilo niz tezav, ki so anj-
Sevale natanénost in lodljivost teh instrumentov in ki I bilo
odpraviti. Naposled je Michelsonnova zamisel, da bi z veéjimi razmiki zrcal pri
zvezdnem interferometru mogli razlo¢iti premere vse manjsih in Sibkejsih zvezd
pripomogla k hitrejsemu napredovanju nove merilne tehnike. Sestavili so novi
tip astronomskega instrumenta, tako imenovani zvezdni intenzitetni
interfer eter, ki je v principu podoben Michelsonovemu zvezdnemu
interferometru, vendar je glede merjenja zornih kotov zvezd od njego mnogo
spesnejsi. Najvedje zasluge pri tem imata angleSka astrofizika in elektronika
i. H. Brown in R. Q. Twiss, ki sta izdelala tudi zelo zahtevno tecrijo novih
meritev. Sestavila sta prvi intenzitetni interferometer s premerom zrcal 156 cm,
goriscno razdaljo 65 cm in razmikom zrcal do
erila premer najsvetlejse zvezde neba,
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Po tem uspehu sta se univerzi v Manchestru in v Sydneyu odloc¢ili 1959
za gradnjo novega, mnogo vecjega intenzitetnega interferometra. Instrument so
v celoti izdelali v Veliki Britaniji, postavili pa so ga v kraju Narrabri v Novem
Juznem Walesu v Avstraliji. Glavni sestavni del fega interferometra sta dve
veliki vbokli zreali s premerom okoli 6,5m. Ti nista izbruseni kot obicajna
teleskopska zrcala, ampak je vsako zase sestavljeno iz okoli 250 enakih Sestero-
kotnih aluminiziranih siferi¢nih zrcalc, ki posiljajo svetlobo merjene zvezde na
fotopomnoZevalko. Ta spremeni vpadajodi svetlobni tok v elektri¢nega, elek-
tricna tokova iz obeh fotopomnozevalk pa nato ojadijo in po kablu napeljejo
v elektronski korelator. Zorne kote zvezd dolo¢ajo iz korelacije fluktuacij
v zvezdni svetlobi, ki jo zbereta obe zrcali pri razliécnih razmikih. Ker opti¢na
slika zvezde ni odlo¢ilna, smejo biti elementarna zrcalca po astronomsko-
opti¢nih pojmih dokaj surcvo izdelana, tj. nebrusena in so zato — poceni.
Zrcali, ki se med opazovanjem lahko gibljeta po kroznem tiru premera okoli
180 metrov, usmerjajo in razmikajo avtomatizirano. V sredini merilnega pro-
stora je hisica s komandno-kontrolnim delom interferometra.

‘Glavni namen interferometra v Narrabriju je merjenje zornih kotov zvezd
in izpeljava drugih pomembnih podatkov zvezd, na primer temperature, velikosti,
koeficienta robne zatemnitve itd. Ta instrument more razlociti silno majhme in
dokaj Sibke zvezde zelo zgodnjega spekiralnega tipa. S tem na Mt. Wilsonu
niso uspeli, saj so izmerili premere komaj sedmim bliznjim svetlim orjakinjam
in nadorjakinjam poznega spektralnega tipa.

- Prvo meritev z novim interferometrom S0 opramh \% 1etu 1963 na zvezdi
Vegi, glavno opazovalno delo pa je steklo v zadetku leta 1965. Rezultati teh -
merjenj so bili objavljeni pred letom dni:

Zvezda ~d  D/Dg

Zvezda | d  D/Dg

f Ori (Rigel) - 07,/00269 116 vy Ori (Belatriks) 0°,/00076 3,1

a Car (Kanop) | 686 41 | o Lyr (Vega) 347 3,0
¢ Ori (Alnilam) | 72 3l | o Gru (Al Nair) 102 2,2

£ Cru (Mimoza) 73 12 | @ CMi (Prokion) 071 2,1

¢ CMa (Adhara) 81 12 | a CMa (Sirij) 612 1,8

a Eri (Ahernar) | 193 9,0 | o PsA (Fomalhaut) 209 1,6

a Pav (Pav) 80 6,1 a Agl (Atair) 297 1,6

« Leo (Regul) 138 3,8 i

| - Najvetji zorni kot med temi 15 merjenimi zvezdami ima Kanop, drugsa
najsvetlej$a zvezda na nebu, ki pa iz nasih krajev ni vidna. Vidimo jo s taksnim
zornim kotom kakor okrogli Lunin krater, ki ima premer 13 metrov. Najmanjsi
zorni kot so namerili zvezdi Alnilam. Ta kot ne presega velikosti zornega kota,
s katerim bi videli poldrugi meter Sirok krater na Luninem povrsju. Rac¢unajo,
da bodo s tem interferometrom zmogli loc¢iti zvezde z zornim kotom okoli
0,0005 kotne sekunde, kar pomeni, da bodo merili kote, s katerimi bi videli
metrske krateréke na Luni. |
Najtemeljiteje so premerili Sirij, za katerega so dobili premer
D=176Dg = 2,45.10km (Dy je premer Sonca). Negotovost je $e =+ 0,4 Dg.
Iz znane vrednosti za premer in izmerjene gostote izsevnega svetlobnega toka

so nadalje ocenili efektivno temperaturo te zvezde: 10 380 °K, kjer je negotovost
pod 1 200 K.
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vV Narrabriju nadaljujejo =z meritvami. Prvi¢ v z g@@; ovini a
dolocujejo zorne kote zvezd dmg zgodnjega - tipa od F
predstavljajo uspeSno nadaljevanje =zaclefega dela s tfega pod: na
Mt. Wilsonu, kjer so merili le kotne premere zﬁv@z@ sprektralnega cbmocja od
K do M. Upajo, da bodo izmerili zZorne velikosti pribliZzno dvestotim svetlejsim
(. do okoli + 2,57) vidnih iz Narrabrija.

Razdobje skoraj pe’tde%’mh ie‘t meritev premerov zv&zd je prispevalo
veliko novih spoznanj o zvezdnih velikostih, o katerih vemo &e vedno malo.
Uspeh, ki ga je astrofizika dosegla v tehniki meritev zvezdnih premerov, je
velik kljub temu, da je za zdaj uspelo izmeriti premere malostevilnih zvezd.
Stalno izboljsevanje natandénosti astronomskih merilnih instrumentov in elekiro-
nike pa daje siutiti, da k merjenja zvezd z zvezdnim intenzifetnim inter-

bne

feror m@ftmm verjetno d@%@@h Vehk@ izpopolnjenost in dala mnoge pomeml
rezultate. |

. Prosén

Test of an Er'&enqw’ mwﬁemm@mf on
2@ (1958).

llen {an@é J. M. Rome): The Stellar mfgerw |
Not. Roy. Astro. S

R. H. Br own anﬁ R. Q
, Proc. Roy. Soc. L@nd@n Vol. 248
k. H. Br@wm J. l and L. R
Observatory 1 {an L ID, W

femmej{‘ at Narrabri
375 (and 393} (1967).
3. R. H. Bmwn Stellar mmrf@mmei@f at Narrabri O@sefvﬁmzyﬁ Na

637 (1968).

O delovanju racdunskega centra instituta za matematiko, fiziko in mehaniko
v zacCetnem obdobju po ustanovitvi 3@ v Obzorniku porodal Ze T. Skubic
(OME XI (1964), 145—149). . Obzornika bo mmd a zanimal kffam pregkﬂd
dela mcungkeﬂga centra Po 1 obstajanju.

Racunski center je bil uismmﬂg en v mnuamu leta 1962 na ¢
sekretariata LRS za prosveto in kulturo. Prvi predstojnik je bil pmf dr, A
ki ima vehke zaﬁug@ za‘m la je mﬂumk% center zazivel. v na

Skubic pa je z njemu lastno en e@:‘gim ﬁ@%gei da je
a mawmrﬂﬂ@ osnovo in postal v kratkem finanéno naj-
15a. eﬁ@%a msmmm
naloga ratunskega centra ob ustanovitvi je bila nabava elektron-
digitalnega r ammﬂm z& o Univerze v Ljubljani in rfazigkerv amm
msmmmv ?@nzeje naj bi racunski center sluzil pedagoskim in raziskovalnim
potrebam Univerze, gojil lastno m?w@vajn@ delo na podrod¢ju numericne m
tematike in programiranja ter-nudil usluge t: adi drugzm ngs&@vﬂm “
gospodarskim organizacijam. Ze leta 1962 je prislo do dogovora med IMFM i
Nuklearnim ingtitutom »JoZef Stefan« (NIJS) o skupni nabavi radunalnika
ZUSE Z-23, ki je bil v novembru 1962 instaliran v prostorih IMFM na
Lepem potu 11. Poskusno obratovanje stroja je trajalo 9 mesecev. V tem casu
se je izudila v programiranju prva skupina matematikov in izdelali smo prve
naloge za zunanje interesente. Stroj je bil kuplijen leta 1963. NIJS in IMEFM

zﬂspe@vaéa vsak polovico sredstev. Dolocena je bila cena Sfcmm@ m“e
(24 000 Sdin), ki se do danes ni spremenila. NIJS izkori&¢a racunalnik

aziskovalnem delu, T&CUHSKE center pa za vse ostale uporabnike.




Izkori§éanje stroja v posameznih letih je razvidno iz naslednje tabele:

‘Porabljene ure na Z-23

Leto NIJS | Univerza Drugi SEervis Skupaj

1963 857 54 — 6010 6921
1964 332 125 54 836 1947
1965 1244 388 322 560 2514
1966 686 443 737 555 92421
1967 1293 779 1290 570 3932
1968 (I—VI) 289 454 517 274 1534
Skupaj 5251 9943 2920 18855 19269

Podatek v rubriki servis za leto 1963 obsega tudi ves pogon racunalmka od
izdelave do stvarnega prevzema.

Z narasc¢anjem dela na stroju se je racunski center krepil tudi kadrovsko.
V zacetku smo si pomagali s honorarnimi usluzbenci in prizadevnimi Studenti,
pozneje pa je bilo nastavljeno tudi ved rednih usluZbencev. Stevilo zaposlenih
v posameznih letih je razvidno iz naslednje tabele:

Usluzbenci racdunskega centra

Leto Redni Honorarni Skupaj Celih usluZbencev
1962 — 1 1 0,2
1963 _ | 2 2 0,3
1964 1 3 4 1,3
1965 2 3 5 2,7
1966 3 D 3 3,9
1967 4 10 14 2,0
1968 4 2 9 0,0

Ker so bili honorarni usluzbenci nastavljeni za razli¢no Stevilo ur na dan
in niso bili vsi usluzbenci nastavljeni za celo tekoce leto, je v zadnjem stolpcu
izrazen ekvivalent v Stevilu rednih usluzbencev (7 ur dnevno) za celo leto.
Da bi si zagotovil stalen dotok sposobnih strokovnjakov, je letos zadel racunsk1
center podeljevati Stipendije za $tudij tehniske matematike.

Oglejmo si na kratko Se najvaznejSe smeri strokovnega udejstvovama
racunskega centra.

Pedagosko delo

Ob nabavi rac¢unalnika Z-23 je imela v uénem nadértu predmet progra-
miranje samo skupina tehniSka matematika na fakulteti za naravoslovje in
tehnologijo. Pozneje je ta predmet uvedla v redni studij le Se fakulteta za
elektrotehniko. Zato je racunski center prevzel izvedbo programerskih tecajev
za Studente drugih smeri in za vse druge zainteresirane ustanove. Doslej smo
organizirali 20 programerskih teCajev. V zacetku smo na teh tecajih ucili pro-
gramiranje v internem kodu rac¢unalnika Z-23, ker drugih mozZnosti ni bilo.
Pozneje, ko smo od firme ZUSE prejeli zadovoljive prevajalnike za simbolicne
jezike, smo zadeli uvajati programiranje v avtokodu (Formeliibersetzer) in
Algolu. Na zalost je uporaba teh dveh simboli¢nih jezikov zaradi majhnega

166



spomina in pocasnosti prevedenih programov zelo omejena. Operaterski izpit je
opmvﬂ@ prek 20 kandldamv Eme‘h mm specializirani tecaj o uporabl racu-

eﬁ vV ra éung kem centru veC seminarjev
o numeri¢nih adehvm racunskega centra so odhajali na kragsa |
fzpopﬁ?m evanja v inozem sﬁva udd@zwah so se tudi raznih kon

zijev in Osvefcovam., Rammski center je obiskalo tudi ve¢ tujih strok
eli mdavanj a in ng@vesm S s;@ddavai

ki so im

)

. Zak miranje v Alg m '
E. Pfd@g Up@mba elektronskih racumaﬁmkav \4 konsérukmgsi
I

. del: Uporaba redukcijskega postopka v statiki, 1966,
D. JuriSic: Bpm’aba elektronskih racunalnikov v ko%mtrukcuskl mehaniki,

L del: Diferenéne metode v elastomehaniki, 1%@

VRN
o

P

Raziskovalno delo

Sodelavcel racunskega centra so d@@i@j izdelali 6 raziskovalnih nalog s pod-
roc¢ja numericnih metod in izpopolnjevanja ika 7-232. O teh

biblioteke racunalnik C
nalogah je bilo v Obzefrmku ze porocanoc. Sodelavel so obgamh mdl vet znan-
stvenih clankov.

Delo za Univerzo

Ceprav je bil racunalnik Z-23 delno namenjen tudi za potrebe Univerze
Ljubljani, dolgo ¢asa ni bilo mogocCe urediti pladevanja tega dela na stroju.
Do konca leta 1965 je racunalnik uporabljala predvsem fakulteta za naravoslovie
in tehnologijo za pouk matematikov, v manjsi mer1 pa tudi fakulteta za
elektrotehniko in fakulteta za strojnistvo. Za delo v letu 1966 je sklad za

ur, za }ansko leto 700 in za letos 1200 strojnih ur.

solstvo placal 500 strojnih

Tu je mifljeno samo delo v zvezi s poukom, to so predvsem programerske,
seminarske, diplomske, magistrske in domm‘s?e nahge Racunski center nudi
manjsih problemi

pri teh nalogah Gsemtemke in onzuhamgske usluge, pri i
pa tudi programerske. Poraba strojnih ur za Univerzo je razvidna iz na slednje

tabele:

Univerzo

Poraba ur za

Fakulteta 1963 1964 1965 1866 1967 1968
| | (I—VI)

za narav. in tehnologijo 54 125 350 343 347 111
za. elektrotehniko - 35 45 56
za strojnistvo 3 26 5
za arh., grad. in geod. - 1 49
107
18
51

Ekonomska - o 17

Biotehniska | 8
Pravna | |

Medicinska

Filozofska

Druge Sole | 3
Skupaj H4 12 388 443

454 2243

-y




Z uvedbo programiranja tudi na druge Studjske smeri tehniskih fakultet
in z dvigom matematicne in numeri¢ne kulture na sploh lahko z gotovostjo
predvidevamo, da se bodo potrebe Univerze kmalu Se moc¢no povecale.

Delo za ostale uporabnike

V racunskem centru stalno narasca tudi delo za ostale uporabnike, ki so
predvsem drugi raziskovalni zavodi iz Slovenije in drugih republik. Zelo malo
ostalih uporabnikov samostojno izdeluje programe, zato racunski center tudi
izdeluje programe po narocilu. Mnogo prakti¢nih problemov zahteva dolgotrajno
programiranje in to mocno zavira povecanje dela na stroju. Nekatere naloge
so postale Ze rutinske in te porabijo glavni del strojnega ¢asa. Med najpomemb-
nej$imi podroc¢ji uporabe naSega racunalnika naj omenimo: linearnc progra-
miranje, statiko, statistiko in geodezijo. Pogoste so tudi posamezne tehnicne
ekspertize, na primer proraduni transformatorjev, turbin in elektri¢nih filtrov
Ceprav racunalnik Z-23 ni primeren za poslovne izradune in masovno obdelavo
statisti¢nega materiala, se tudi takih nalog nismo branili. |

Zivljenjska doba ratunalnika Z-23 se bliza koncu, pa tudi $tevilo nalog,
za Katere je ta stroj premajhen in prepodasen, stalno narasca. Zato se je lani
IMFM v imenu vseh fakultet Univerze, NIJS in zavoda za zdravstveno varstvo
prijavil na razpis zveznaga fonda za znanstveno delo za nabavo novega racunal-
nika srednje velikosti v znesku 666 mil. Sdin. Zvezni fond je ta denar odobril,
vendar s pogojem, da bo z nabavo novega racunalnika soglasen IS Slovenije.
Ta pogoj ima za prakti¢no posledico dejstvo, da Univerza ne bo mogla dobiti
lastnega racunalnika, ampak se bo morala pridruziti sir§i kooperaciji z indu-
strijo (Iskra) in javno upravo (IS). Enoletna pogajanja med prizadetimi niso
pmpelyala do soglasja in konc¢na odloditev bo, kot kaZe, v nasprotju s preprica-
njem in interesi racunskega centra in Univerze.

Ceprav je radunski center majhna, iz ni¢ zrasla enota, smatram, da je
z dosedanjim delom dosegla relativno velik uspeh pri uvajanju uporabe racunab
nikov pri nas.

Z:.. Bohte
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PROGRAMIRAN POUK

bilo v Zagrebu medrepublisko posvetovanje o programi-
1i pouka matematike v osnovni Soli.

Oktobra letos je
ranem pouku in o reforn

I

Prvi dan je bil posvecen programiranemu pouku. Poslusali smo - avar 1je
dr. I. Furlana o uvajanm tega nacma dda v Gsn@vmh S@Eah
predavanje tovariSice Zojice Levi o novih pojavih pri programir

‘urlan je orisal pofﬁe‘k‘uvagama pmgmmwamega pouka v ] Wa"tski od Eeaa

Dr. B
1963 do danes. Predavatelj je bil mnenja, da je treba dalje popularizirati pro-
sramirano udenje ter prouditi, kateri predmeti in katera poglavja bi bila najbol]j
- primerna za programirani pouk. Drugi problem pa je, kako usposobiti ucitelja
za delo v zvezi s programiranim poukom. Dobro bi bilo, da bi vsaka Sola
imela eno ucilnico, kjer bi bili vsi stroji za programirani pouk. Ne smem
vem kaj pricakovati s to novo obliko dela — ja zakljudil pmdavamh — ampak
le-ta vodi ucenca k samostojnemu dem je nov pedagoski pogled in prav g@fmve

revolucionaren pmobraﬁ
Tovarisica Zojim Levi ugotavlja, da je vse novo Vv p@fdag@éki pmksi

kar se tide programiranega pouka. Kofmag d@bmh deset Eet 3@ mmﬂ@ odkar se
v svetu razvija mtemzwm studij o programiranem pouku. V zacetku je | ﬂ@
usmerjeno samo na memoriranje. V ta namen so se pofj avm razni stroji, od
najbolj preprostih do najbolj kompliciranih, istoCasno pa se je pojavila tudi
nevarnost, da se vse to preve¢ skomercializira. V tem je morda vzrok, da je
od vseh eksperimentov le polovica dala dobre rezultate. Sicer je programirani
pouk tezko primerjati z drugimi oblikami dela, ker je ta osnovan na samo-

mem delu. Prvi strojil so izzvali bojazen, da bo stroj zamenjal ucitelja. To je
bilo povsem neutemeljeno, saj je ta oblika le ena od oblik individualnega dela
7z ucenci. In ta oblika dela ima veliko prednost v tem, ker udenec dela po
svojih sposobnostih, da ima svoj tempo dela.
Predavateljica je bila mnenja, da so za programirano ucenje najbolj. pri-
kladne prirodne vede in matematika. Programirano ucfenje ima velik razmah
predvsem v industriji, kjer se velika podjetja posluZzujejo te metode za do-
polnjevanje znanja delavcev.,
Ogledali smo si $e elektronsko udilnico na p!edagoski akademiji in pri-
sostvovali uram programiranega udenja na eksperimentalni osnovni Zoli Jor-
danovac. | | |
UdeleZenci posvetovanja so prisli do zakljucka, da je uvajanje programi-
ranega ucenja vazen prispevek k modernizaciji nase Sole. Programirano ucenje
pomaga pri reSevanju nekaterih aktualnih vprasanj Solskega dela. Predvsem so
pri takem delu ucenci neprestano aktivni, se udijo samostojno in so cesto
seznanjeni z uspehom svojega uclenja. Programirani pouk zagotavlja vsakemu
ucencu osvajanje bistvene snovi. Zato programirani pouk dviga Solski uspeh
v celoti, a Se posebe]j pomaga slabsSim udencem. Konc¢no programirani pouk
pomaga tudi uditelju pri uresnic¢evanju osnovne pedagoske naloge: pri razvija-
nju sposobnosti ulencev, njihovih delovnih in organizacijskih navad. To je




omogoc¢eno s tem, ker so ufitelji pri programiranem pouku delno razbremenjeni
svojega predava‘teljskega dela in namesto tega dajejo ucencem na razpolago
druge vire informacij. |

Prve pozitivne izkugnje v nag&ih $olah kaZejo, da lahko pri¢akujemo od
. programiranega udenja Se vec¢jo korist, ¢e bo pri&lo do njegove SirSe praktic¢ne
“uporabe. To pa zahteva dolo¢ena sistemati¢na prizadevanja prosvetno pedagosSke
sluzbe, kadrovskih Sol in fakultet, pedagosko strokovnih institucij pa tudi ve-
likega Stevila prosvetnih delavecev — praktikov. Med temi prizadevanji so naj-
vazneijga: '

Potrebno in koristno je nadaljevati s popularizacijo programiranega pouka,
prikazati tak pouk velikemu Stevilu uditeljev, obdelati razli¢na vprasanja tega
nacina pouka v nasem pedagoskem tisku. TaksSno Sirjenje programiranega pouka
mora biti predvsem strokovno, osvobojeno vsakega pretiravanja in izkljucénosti.

Programirani pouk moramo smatrati kot enega od mnogih nac¢inov pri
izvajanju Solskega dela. Zaradi tega je dobro, ¢e ga kombiniramo z razlié¢nimi
metodami in postopki. Tako bo programirani pouk obogatil Solsko delo in
pripomogel uéencem in uciteljem dosec¢i vzgojno izobraZevalne naloge nage %ole,

Pri nasih danagnjih pogojih najbolj sprejemljiv nac¢in za izvajanje pro-
gramiranega pouka v nasi Soli je uporaba krajSih programiranih uénih se-
kvenc in nato Se programiranih u¢benikov in prirocnikov. Ta sredstva programi-
ranega pouka so najcenejsSa in najbol] sprejemljiva za nasSe ucitelje, ki so v tem
pogledu Sele malo pouceni. Toda poleg programiranih tekstov bi morali Ze
danes v manjsSem obsegu in v eksperimentalne namene preizkusati d@stopne
stroje za programirani pouk.

Na programirani pouk moramo gledati kot na vazen prispevek k aktivi-
zaciji uéencev in osamostojitvi pri ucenju. Zaradi tega bo ta nova uc¢na metoda
prispevala za uspeSnc uvajanje ucencev k racionalnim metodam ucéenja. To bo
Se posebno prislo do izraza, ako ucencem pojasnimo racionaino osnovo progra-
miranega ucenja in ¢e jih usmerimo v nekatere postopke, ki jim bodo omogodili,
da sami programirajo svoje ucenje (»samoprogramiranjec).

Ceprav morejo uéitelji osnovnih $ol v nekaterih primerih sami programi-
rati posamezne ucne enote, moramo teziti k poenotenju sestave pr*otgramlfaneﬁa
uc¢nega materiala. Samo na ta nadin lahko poskrbimo za programirani pouk
visoke kvalitete in se izognemo nepotrebnega kompromitiranja te uspesne
novitete v pouku. Poleg tega je tako poenotena proizvodnja programiranih
tekstov tudi najcenejsa.

V ta namen bi morali usposobiti primerno Stevilo programerjev, ki bi
v odgovarjajocih ekipah izdelovali programirane tekste in druga programirana
ucna sredstva. | |

Programske ekipe lahko delajo samostojno ob podpori prosvetno pedagoske
sluzbe, znanstvenih in strokovnih pedagoskih institucij in podjetij za izdajanje
- Solskih ucébenikov in literature. Ako hod¢emo, da bo programirani pouk pravilno
izveden, moramo usposobiti ucitelje. Ucitelje moramo usposobiti za programi-
rani pouk Ze v kadrovskih Solah. Ni pa dovolj, da so o tej novi obliki dela
samo informirani, dozivljati jo morajo ze pri svojem lastnem ucenju. Pri tem
bi morali v kadrovskih Solah studentom demonstrirati programirani pouk in to
ne samo s pomocjo programiranih ucbenikov, ampak tudi s pomodjo strojev
kakor tudi v visoko mehaniziranih ucilnicah. |
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Ucitelje, ki Ze delajo na mdah moramo seznaniti s programiranim poukor
S poMmocjo p@dag@ske literature, pa tudi na posvetovanjih in S\@mmamm ki ﬁh
organiziramo v ta namen.
Radio in televizija moreta imeti pri popularizaciji programir
dvagn@ vliogo. S pomodjo fceh dveh sredstev masovne k@mumka@qe
samoi uciteljem in SirSemu krogu  zainteresiranih potrebne i
o tem novem pedagosSkem dois@zkuﬂ Po eni strani Solske radioc oddaje in td@mw
zijske Solske oddaje lahko dajo dosti bolj strokovne nasvete pri uvajanju teh
dosezkov v praksi, po drugi strani pa morejo dati delu radio-televizijskega
pouka pmgram% ran karakter.
-~ Ako hotemo dagsa‘ti delo v zvezi s Sirjenjem pr@gmzmﬁeg’a
bi bilo k@msmo osnovati koordinacijsko 'ﬁdxo kz ?m_ zbmah informacije in diow
kum@maeu@ o vseh novostih s fega podrodja in v tem pogledu povezovalo
osnovne in sredmje sole pa tudi visokosolske ustanove. Pmk tega telesa bi prislo
do smotrne porazdelitve dela med razlicnimi ustanovami in poedinci, ki so
zainteresirani za programirani pouk. Tako koordinacijsko aﬂ@ bi moralo imeti
obcejugos m‘vamﬁ kamk%er |

1atike v

Drugi dan posvetovanija je bil posveden reformi pouka maten

osnovni soli. |
Prvi je predaval B. Jugovié¢ o potrebi spremembe sistema pouka matema-
tike v osnovni Soli. Predvsem nas je seznanil s poskusom, ki se izvaja na
osnovni $oli »Jordanovac« v Zagrebu in nekaterih drugih Solah Hrvatske. Skupa]
imajo letos 15 eksperimentalnih oddelkov prvega razreda osnovne sole, 15 od-
delkov drugega razreda in 2 oddelka tretjega razreda. Pri eksperimentu so se
posluzili sistema modernega pouka matematike, ki ga izvajajo v Solah NDR. Pre-
vedli in prilagodili so nemske ucbenike za potrebe nase osnovne Sole. |
Drugi referat je imela tovarisica V. Brkic¢c-Devci¢c o sodobnem sistemu
pouka matematike v osnovni $oli. Predvsem nas je seznanila z vsebino preve-
denega in adaptiranega zgoraj maved@n@g& nemskega ucbenika. 7Z vsem tem smo
se praktié¢no seznanili pri hospitacijah v razredih na osnovni $oli Jordanovac, kjer
poteka pouk po novih metodah. Ne bi se Spuscai v p@dmbn@s’m ker 1

i moral
opisati potek mek&,} ucmh enot, da bi bolje razumeli, v Cem Je razlika od
sedanjega pouka matematike v osnovni Soli. Lahk@ pa re¢em, da je v teh
uc¢benikih izpuscéeno to, kar je Se dokajsni balast v nasih osnovnih Solah, da je
takSen pouk matematike prav res sodoben in prav gotovo pripomore k pre-
mostitvenim teZavam, ki jih imajo udfenci pri prehodu iz 4. ali 5. razreda
osnovine Sole v 8. razred ali tezave, ki jih imajo v 1. letniku srednje Sole. Po
koncéani diskusiii in hospitacijah smo prigli do naslednjih ugotovitev:

| Vse vecje potrebe sodobne druZzbene ureditve pri nas zahtevajo tudi vedjo
stopnjo matematicnega znanja vsakega nasega drZavljana. Z danasnjinm ucnim
nac¢rtom in ucbeniki za osnovno $olo nismo dosegli pri pouku matematike
zadovoljivih rezultatov. To smo lahko potrdili s preverjanjem uclentevega
znanja z nalogami objektivnega tipa, ki jih pri nas uvajamo ze vec let.
Rezultati pouka matematike niso boljsi niti na ostalih Solah. Zaradi tega je
reforma pouka matematike eden od najvaznej$ih problemov, ki jih moramo
refiti. V tem smislu je sprejet eksperiment za reformo pouka matematike
v osnovni Soli, ki ga izvajajo Ze tretje leto v SR Hrvatski. Poudarjeno je tudi
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bilo, da moramo nujno uvajati modernizacijo pouka matematike tudl na v1531
stopnji. | | | .

Karakteristika eksperimentalnega ucnega nacdrta matematike je, da je
v skladu s sodobno matemati¢no znanostjo in psihologijo, da temelji na
teoriji mmnozic, matematiéni logiki in geometrijskih transformacijah.

Preverjanje eksperimentalnega programa pouka matematike je pokazalo,
da ucdenci obvladajo snov v znatno vec¢ji meri kot po sedanjem ucnem nacrtu
pa C¢eprav je eksperimentalni program ekstenzivni in intenzivni.

Da bi lahko ta ulni nacrt matematike realizirali v jugoslovanskih raz-
“merah, bi bilo potrebno: |

— da vse kadrovske Sole sprejmejo koncepcijo sodobnega udénega nadrta
matematike in da v tem smislu izvajajo strokovno in metodi¢no usposabljanje
bodocih uditeljev,

— da se ¢imprej 1zde]a program za dodatno strokovno in metodi¢no iz-
popoln;]e'van]e uciteljev osnovnih Sol, |

— da se zaradi konéne izdelave udnih naértov, ucbenikov in priroénikov
za uditelje formira grupa jugoslovanskih strokovnjakov matematike, pedago-
gike in psihologije, ki bi postavila kratkoroscne in dolgoro¢ne cilje reforme
pouka matematike, |
| — da predloZzimo petemu kongresu matem,atlkov fizikov in astronomov
Jugmslavqe da kot osrednjo temo v sekciji za osnovne Sole obdela eksperi-
ment o modernizaciji pouka matematike. |

Na posvetovanju smo sprejeli tudi sklep, da ne pmstoplmo k izvajanju
reforme pouka matematike, dokler ne obdelamo eksperlmenta in izvrsimo vse
potrebne kadrovske in materialne priprave. -

Poudarjeno je tudi hilo, da Solska televizija lahko nud1 veliko pomiog
pri teoreti¢cnem in praktiénem izpopolnjevanju ucliteljev za uspe$no uvajanje

reforme pouka matematike. |
Stanko Ursid

DESETA MEDNARODNA MATEMATICNA OLIMPIADA

Julija letos je bila v Moskvi jubilejna X. mednarodna matemati¢na
olimpiada. Udelezila se je je tudi jugoslovanska ekipa pod vodstvom profesorja
Franceta Krizanicda. Jugoslovani smo na tem tekmovanju dobili fri tretJe in
eno specialno nagrado. | |

V ekipi sva bila tudi dva Slovenca. l\xa;una pot na olimpiado se je zacela
ze zgodaj, na zveznem matemati¢nem tekmovanju v Beogradu. Po dolgih
razpravljanjih so takrat sklenili, da bodo izmed najboljSih na zveznem tek-
movanju izbrali sedemnajst kandidatov za matematiéno olimpiado. V postev
so prihajali samo dijaki tretjih in Cetrtih razredowv.

| Konec maja so nas vseh sedemnajst klicali v Beograd na izbirno tekmo-
vanje. Imeli smo kratke priprave, nato pa dva dni trajajo¢o »malo olimpiadox«.
Ta naj bi pokazala, ¢e smo sposobni resevati naloge olimpijskega tipa. Ne-
katere naloge so bile v resnici tezke. (Ena od njih je zahtevala ni¢ ve¢ in nié¢
‘manj kot dokaz Wilsonovega izreka iz teorije S$tevil) TeZe je redi, ali so
bile olimpijske, saj se snov matemati¢nih olimpiad iz leta v leto spreminja.
Samo po rezultatih tega tekmovanja je bila potem sestavljena osemdclanska
ekipa, v kateri sva bila tudi dva slovenska zastopnika, poleg treh Hrvatov
in treh Srbov. To je bilo pravzaprav dobro. Slovenija je namreé na zvezno
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tekmovanje smela poslati samo sedem zastopnikov, med katerimi sva I
dva iz cetrtega razreda. Razmerje v udelezbi med naso in srbsko (pa tudi
~hrvatsko) ekipo je bilo okmg ena pm‘m stiri, v skupini setfmh razredov pa
brz Se slabse. Pri taki mnozici 1OV & Ecev SO S@veda tako Srbi Km, Hr

H&}
laze racunali na uspen kot mi. (V B
kakor vsako leto — celo priprave na zvezno t@km@vm’x JeE
Konec junija je morala vsa ekipa v Beograd. Pred odhodom v Mosl
1meh daljse pmpi ave. Predelavali smo naioge in poshzsah tudi nekaj
redavmung Zanimivo je, da smo se zelo podrobno lotili Hellyjevega mmkaﬁ
ki spada pravzaprav na podroc¢je topologije in je kot tak malo uporaben pri
nalogah, ki se obic¢ajno pojavljajo na olimpiadah. Resevali pa smo tudi naloge,
ki so bile predlagane za lanskoletno matemati¢no olimpiado, ki je bila v Ju-
goslaviji. Iz teh predlogov bi se dala natisniti zelo lepa knjiga, ¢e ne drugace,
vsaj v nekaksni zasiini izdaji.
Takoj] po pripravah smo kar iz Beo gm.d a odsli v Moskvo. Na§ wvodja,
prof. Krizanic¢, je odSel na pot Se pred nami da bi sodeloval pri delu ﬁﬁj e.
Dvodnevma potovanje — nasa ekapa 3@ edina potovala z vlakom
na srec¢o ni bilo prevec¢ utrujajoce. V S0 nas ’fsak;og po pmhodu namestili
v Internat oziro ma Im atematicno gimnaz drz avne uni-
verze). Tu je bila desetega in enajstega jUhJa tudi olimpiada. Delali smo
razdeljeni v osem skupin, v vsaki je bil zastopan po en dlan ekipe. Za tri
naloge smo imeli $tiri in pol ure ¢asa. Organizacija je bila brezhibna. S}@venss
zastopnika sva dobﬂia tekst v slovenséini, drugi v srbohrvascini. Pred zacdetkom
je prof. Krizanic dagal pojasmla o nalogah. Te so bile dane v Obhkl k; ;
presegala nava dne ga gimnazijskega ucnega nacrta. Za reSevanje pa je bi
seveda potrebno Sircko En solidno mates zamcno znanje.
Naloge so bile takele:

Prvi dan

Dokazi: Eksistira natanko en trikotnik, v katerem so dolZine stranic
n naravna stevﬂa en kot pa je dvakm‘?ﬁ tolik kot eden od drugm
o veh.

. Poisci vse cele pozitivne x, Eﬂ imajo [
xg‘ — 10 & — 22.
3. Imejmo sistem enacb z neznankami xi, x2, ..., Ty

riodukt cifer (v desetigki stevilki)

axf T .b$1 T C = X9
axe® T bxg T € = x3

9999999999999999999

a--é,vy--g,g + bx% + C — I

DokazZi:

kjer so a, b, ¢ realna 3tevila, a ==0.
em nima realnih resitev, ce je (b — 12— 4 qc << 0;

ima natanko eno realno refitev, ¢e je (b—1)>—4ac = 0;
111 Sz_stem ima vet kﬁt eno realno refitev, e je (b — 1)2—4 ac > 0.

Drugi dan

4. Dokazi: Vsak tetraeder ima tak vrh, da se da iz robov, ki se stikajo
v njem, sestaviti trikotnik. |




5. Naj bo f(x) realna funkcija, definirana za vse realne vrednosti argu-
menta in naj pm vsakem x zadoSCa pogoju

fx+a) =3+ J/f@—(F (oc))z

kjer je a dano pozitivno Stevilo. |

a) DokazZi, da je f(x) pe*rlotdlcna funkcija (eksistira b == 07 da je f(x -+
+ b) = f(x) za vse x). |

b) Navedi primer take funkcije (ne identi¢no konstantne) za a = 1.

6. Naj bo [x] celi del &tevila x (IlaJVeC]e celo Stevilo, ki ne presega ::c)
Poiscl vsoto

.-. .'w B 2 B 25_
nEll L [rT ]+...+ nt2
9 | 2% . I 2541

= Lo ke

ot

za vsak naravni n in dokazi dobljenc formulo.

Prve vesti o rezultatih naSe ekipe niso bile preve¢ ohrabrujoCe. Nazadnje
pa smo le dobili tri tretje in eno specialno nagrado. Toliko bolj pa so bili
fantastiéni rezultati drugih ekip. Petnajst udelezencev je imelo maksimalno
Stevilo toc¢k. Tako so nazadnje podelili prve nagrade samo tem in Se tistim, ki
so izgubili le eno toc¢ko. Vsega skupaj je bilo priblizno dvajset prvih nagrad.
Prav toliko je bilo drugih in pribliZzno enako Stevilo tretjih nagrad. Po
seStevku toCk so bili na prvem mestu Vzhodni Nemci, ki so dobili pet prvih
in tri druge nagrade. Rusi so bili drugi. Najboljsi moz v njihovi ekipi je bil
komaj petnajstletni Leningrajcan, imeli pa so tudi dve tretji nagradi, ki so
jih ocenjevali ze kot spodrsljaj. Sledili so jim MadZari in Amnglezi. Ti dve
ekipi sta pobrali skoraj vse specialne nagrade. ki so jih delili za mnajbolj
originalne resitve nalog. Med Britanci je najvecjo pozornost zbujal Sestnajst-
letni Simon Norton, ki je Ze drugi¢ dobil prvo nagrado. Poljaki so imeli dve
prvi nagradi. Izredno so presenetili tudi Svedi. Niti eden ni ostal brez nagrade,
imeli so celo eno prvo in dve drugi. Za njimi so bili Cehi in Slovaki, Bolgari
in Romuni, ki so Se zmeraj imeli eno prvo nagrado. Jugoslovani smo bili
deseti, za nami so se znasli Se Italijani in Mongoli.

Nivo nalog na o].1mplad1 letos najbrz ni bil visji kot prejsnja leta, nivo
matematmnega znanja udeleZencev olimpiade pa se je zelo dvignil. To je po
eni strani posledica tega, da so nekatere drzave lahko poslale spet matematike,
ki so se ze izkazali na olimpiadah, Vsi ¢lani ekip vzhodnih drzav so bili poleg
tega dijaki specializiranih gimnazij z deset do dvanajst urami matematike
na teden. (Pri nas sta to prednost imela le dva Beograjcana.) Kar se ti¢e za-
hodnih drzav, je za Veliko Britanijo Ze znano, da ima sijajno razvito Solstvo,
pa tudi za Svedsko bo najbrz wveljalo isto. Mi smo to posku$ali nadomestiti
s pospesSenim delom na pripravah, ki pa nam niso prinesle mnogo koristi.
- Pokazalo se je, da je solidno in Siroko matemat&iéno znanje pogoj za uspeh na
olimpiadi.

Na koncu b1 pllpomml da so bile priprave zelo nerodno postavljene
v ¢as tik pred odhodom na olimpiado. Dobro bi jih bilo premakniti nekako
v ¢as male olimpiade (konec maja). Dvakratno potovanje iz Ljubljane v Beo-
grad in nazaj je zelo neprijetno in utrujajoce. Ce k temu pristejemo $e, da
vcasih (kar se dogaja tudi pri tekmovanjih) niti s prebivaliS¢em ni vse v redu,
lahko vsakdo vidi, da tak nadin ne prinasa mnogo koristi. |

Peter Legisa
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Drustva matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije k M O razvoju
in izpopolnjevanju sistema izobrazevanja in vzgoje v SFR

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije je na sestanku
aktiva predavateljev matematike in fizike obravnavalo v naslovu imenovane
teze. Ugotovili smo, da so te teze po svojem bistvu le nova inacica »Predloga
) 17p0pmmevam@ 1zabm2@vamega s&s‘tema na drugl Smrpmz« iz leta '- k.i
sSmo ga skupag 7z drugimi strokovnimi drustvi in prizadetimi znanstvenin
pedagogkimi institucijami ewn@dusn@ @dkbmh INowve >>¢e7e« se @d starega »predm
loga« nikakor ne razlikujejo v tem, da bi upostevale vse upravidene vsebinske
in metodoloske pripombe, ki so bile izrecene, marveé¢ le po fem, da so manj
konkretne in bolj nedolocene. Zaradi taksne razlike pa ne vidimo nobenega
utemeljenega razloga, da bi zavzeli do novih »tez« drugac¢no stalisce, kot smo
ga do starega »predloga« in jih zato prav tako odklanjamo. V tej zvezi naj le
Se omenimo, da je pedagosSko-znanstveni svet filozofske fakultete v Ljubljani
ponovno seznanil naSo javnost z argumenti za odklonitev tez v svojih staliScih,
ki so bila objavljena tudi v Delu, dne 17. in 18. decembra lani. S temi stalisci

se strinjamo in ne zdi se nam potrebno, da bi jim Se kaj dodali.

Drustvo matematikowv, fizikov in astronomov SRS

VASANJE v Obz. mat. fiz. 14, 171 (1967)

izracunati je treba najmanjso hitrost, s katero moramo izstreliti izstrelek
proti Luni, da ravno Se doseée tocko, v kateri uc¢inkujeta nanj Zemlja in Luna
7 enakima pmﬂacmma % kohksno hitrostio prileti ta izstrelek na povrsje
Lune, ¢e odleti proti Lunﬂ | |
Odgovor na to vpraSanje je posial S. L., k]; pa je pozabil upostevatil
mwmmg sko polje Lune. ,w

Potencialna energija kroglastega telesa z maso M v gravitacijskem polju
drugega kroglastega telesa z maso m je — x mM/r, pri ¢Cemer ;;ei gravnam jska
konstanta in r razdalja med sredis¢ema obeh teles. Potencialna energija izstrelka
z maso M, ki se giblje po zveznici med Zemljo in- Luno, je sestavljena iz
prispevkov gravitacijskih polj Zemlje in Lune

jw (m/r + m’/(ro — T»

V te] enacbi je m masa Zemlje in m’ masa Lune, r je razdalja izstrelka od
sredis¢a Zemlje in r,— 1 razdalja od sredis¢a Lune ter r, razdalja med sre-
dis¢ema Zemlje in Lune. Upostevati bi bilo treba Se potencialno energijo
izstrelka v gravitacijskem polju Sonca, ki ni majhna. A njena sprememba na
razdalji n ispevek.

1ed Zemljo in Luno je tako neznatna, da smemo prezreti ta pri




Sili Zemlje in Lune na izstrelek sta v ravnovesju, ko je —dW/dr = 0.
Iz te zahteve sledi enatba m/r*2 = m'/(r, — r*)? in iz nje iskana razdalja

¥ = r,/(1 + (m’/m)%).

Velja r* = 0,9 7o, ¢e upoStevamo, da je™ m'/m = 0,012, |

Skupna e_nergija izstrelka je sestavljena iz potencialne in kineti¢ne energije.
V razdalji r* mora biti kineti¢na energija izstrelka enaka ni¢, tako da velja
W, (r¥) = Wy (r) + Wi (). V to enalbo vstavimo za r radij Zemlje R in dobimo
ena¢bo za hitrost v izstrelka na povrsju Zemlje

— % (m/T* + m/(re— %)) = § v? —x (M/R +m’/(ro — R))
ter razdaljo do povrsja Lune r,— R’ in dobimo ewnacboﬂ za hitrost v’ izstrelka
na povrsju Lune N
— 2 (m/r* + m/(ry, — 1)) = 30T —x (M/(T, _ R’y + m'/R’).
Pri tem ne upogtevamo Vrtenja Zemlje. Po kratkem radunu dobimo
2 = vy (1 — R/1¥ — (m’/m) R (r* — R)/(ro — R)(ro — 7%))%.
'V legj enachi je vy = (2 x 'njz,/}.:%)l/f2 — 11,2 km/s ubeZna hitrost izstrelka z Zemlje,
Podobno je |
v = vy (1— R/ (1o — fr*) — (n/m’) R’ (ro — R’ — /7 (ry —- R’))%,
pri emer je v, = (2 x m'/R)% = 2,36 km/s ube#na hltrost izstrelka z Lune.
| V 11 enacCbi vstavimo ‘_podatke — poleg Ze navedenih Se 1, = 3,8.103m =

= 59 R — in ugotovimo, da je hitrost v samo za 1% manjSa kot ubeZna hitrost
z. Zemlje in da je hitrost v’ samo za 4 %o manjSa kot ubeZna hitrost z Lune:

V= 11,1 km/s in v = 2,26 km/s .

| Naloga je poucna, ker kaze prednost racunanja z izrekom o kineticni
energiji. Seveda privede tudi racunanje z Newtonovim zakonom do enakega
rezultata, vendar je pri tem mnogo vec pisanja.

* Pri podatkih v vprasanju je nastala tiskovna napaka; pravilno je m’/m = 0,012
-~ in 7’/r = 0,27 in ‘ne obratno.
| J. Strnad
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OBVESTILO UPRAVE

V zadnjem c¢asu smo razposlali opomine vsem, ki Se niso poravnali na-
rocnine za starejse letnike Obzornika za matematiko in fiziko oz. ¢lanarine za
letnik 1968. Ker nam mnogo ¢lanov Se ni poslalo izpolnjenih prijavnic za ¢lan-
stvo, so morda nekateri prejeli opomin za 15 din (naro¢nina) namesto za 10 din,
kolikor znasa ¢lanarina za leto 1966. Prosimo Se enkrat, da nam wvsi prizadeti
posljejo prijavnice za c¢lanstvo v Drustvu, kakor je bilo objavljeno v 3.-4. Ste-
vilki XIV. letnika Obzornika.

Obenem obves¢amo vse Studente, da bodo odslej lahko prejemali Obzornik
po zniZani naro¢nini 5 din le preko poverjenika, sicer pa jih bomo smatrali ko
¢lane in bodo morali placati letno ¢lanarino 15 din.

FINANCNI OBRACUN OBZORNIKA ZA LETO 1968

I, Poslovanje prek banke din

Lanski saldo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1494951
Dohodki: Subvencije . . . . . . . . . . . . . . . . 37540,00
Naro¢nine . . . . . . . . . . . . . . . . 1143956

Izdatki: Tiskarna ILjudske pravice . . . . . . . . . . . 3320350
Avtorski honorarji in davek . . . . . . . . . . 23502,61
Ban¢ni stroski . . . . . .. ..o L. 591,16
Dvig v ro¢no blagajno . . . . . . . . . . . . 430000

61 597,27

Saldo ob konecu leta . . . . . . ... L. L.

II. Poslovanje prek rocne blagajne

Lanski saldo . . . . . . . . . . .. .00 208,85
Dohodki: Dvig iz banke . . . . . . . . . . . . . . . 430000
Naroénine . . . . . . . . . . . . . . . . 169410

6 202,95
Izdatki: Avtorski honorarji . . . . . . . . . . . . . . 326140
Postnina, ekspedit in administrativni strogki . . . . . . 2168,34

5 429,74
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