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/O NEKATERIH PROBLEMIH
NUMERICNE LINEARNE ALGEBRE

ZVONIMIR BOHTE

1. Uvod

V zadnjem desetletju je bil dosezen velik napredek na podroc¢ju numeri¢nih
metod linearne algebre. Vecina problemov s tega podroc¢ja je Ze dolgo znanih.
Toda Sele v zadnjem c¢asu so se pojavile popolnoma nove racunske metode za
refevanje teh problemov. Ko so se namreé z iznajdbo aviomati¢nih radunalnikov
odprle moZnosti za numeriéno reSevanje zahtevnejsih nalog, se je izkazalo, da je
vetina klasiénih metod z redkimi dastnimi izjemami popolnoma neuporabna.
Zato so se zacele pojavljati nove metode, ki so primerne predvsem za avtoma-
ticno racunanje, odprla pa se je tudi vrsta problemov v zvezi s stabilnostjo
racunskih postopkov in z analizo napak pri numeri¢nih izracunih.

Rac¢unski problemi linearne algebre so v praksi zelo pogosti. Vzrok za to
je prav gotovo iskati v dejstvu, da je teorija linearnih operatorjev dobro
izdelana in da imamo zadovoljive numeriéne metode za reSevanje linearnih
problemov. Linearni modeli so torej raziskovalcu mnajdostopnejsi. V praksi
naletimo tudi na ustrezne naloge v neskonéno razseznem prostoru (diferencialne
in integralske enacbe), a rac¢unski postopki in radunalniki nam omogocajo le
doloditev priblizka za resSitev v koncéno razseznem prostoru. Oc¢itno je, da so za
opisovanje problemov v uporabni matematiki nelinearni modeli bolj realisti¢ni.
Nelinearne probleme navadno reSujemo tako, da reSitev postopno aproksimiramo
z reSitvami bliznjih linearnih problemov. Dober primer za to je Newtonova
metoda za reSevanje sistemov nelinearnih enac¢b, kjer iterativho reSujemo
bliznje sisteme linearnih enacb. Ker je reSevanje nelinearnih problemov navadno
povezano s hudimi tezavami, je potrebno reSevanje linearnih problemov ¢imbol]
poenostaviti in obenem zagotoviti popolno zanesljivost rezultatov.

2. Pregled racunskih problemov linearne algebre

Racunske naloge linearne algebre se nanaSajo na kondéne matrike in
vektorje realnih $tevil. Ustrezne naloge v obsegu kompleksnih §tevil resujemo
tako, da prevedemo rac¢unanje na realni primer.

Nastejmo sedaj najpogostejSe racunske probleme linearne algebre!

a) ReSevanje sistema linearnih ena¢b in inverzija matrike
Sistem linearnih enacb zapiSemo na kratko v obliki

Ax = Db

‘kjer je A dana kvadratna matrika reda n, b dani, x pa iskani vektor iz n
razseznega linearnega vektorskega prostora. Navadno suponiramo, da je
det A == 0, saj tedaj in le tedaj eksistira ena sama reSitev sistema.




V tesni zvezi z refevanjem sistema linearnih enacb je tudi dolocanje
inverzne matrike A1,

Na refevanje sistemov linearnih enac¢b pogosto prevedemo resevanje
linearnih diferencialnih in integralskih enacb, pa tudi reSevanje mnogih pro-
blemov v zvezi z interpolacijo in aproksimacijo funkecij. Inverzno matriko
potrebujemo Gesto v statistiki.

b) ReSevanje problema lastnih vrednosti

Dana je kvadratna matrika A, i¢emo pa lastne vrednosti 4 in lastne vek-
torje x (x == 0), ki zadosc¢ajo enacbi

Ax = ix

Lastni vektorji so dolo¢eni kve¢jemu do konstantnega faktorja. Vcéasih iscemo
le lastne vrednostl véasih samo nekatere izmed njih in ustrezne lastne
vektorje.

Ce je matrika A simetri¢na (e = azi), je numeri¢no reSevanje problema
lastnih vrednosti precej olaj$ano zaradi dodatnih lastnosti, ki jih imajo lastni
sistemi. Lastne vrednosti so tedaj vse realne, ustrezne lastne vektorje pa
lahko izberemo tako, da tvorijo ortonormalen sistem. Pri nesimetri¢nih matrikah
je problem bolj kompliciran. Obstajajo lahko kompleksne lastne vrednosti in ni
nujno, da ima matrika n linearno neodvisnih lastnih vektorjev. V primeru
vedkratnih ali skoraj vetkratnih lastnih vrednosti so radunske teZave velike.

Pri nesimetri¢nih matrikah véasih is¢emo tudi leve lastne vektorje, ki
zadoS¢ajo enacbi

yTA = JyT
kjer simbol T oznaduje transponiranje. Vektor y je tedaj lastni vektor transponi-
rane matrike AT,

Na reSevanje problema lastnih vrednosti naletimo pri Studiju wvibracij,
stabilnosti ali resonance linearnih fizikalnih sistemov (na primer pri konstruk-
ciji letal ali reaktorjev).

c) Regevanje predolodenih sistemov linearnih enacb

Naj bo A pravokotna matrika z n vrsticami in m stolpci (n = m). Sistem
enacbh
Ax =0

kjer ima dani vektor b n komponent, iskani vektor x pa m komponent, v splos-
nem nima resitve. I&¢emo tak vektor x, ki minimizira izraz

| | Az —Db ||,
kjer je

:3

H“1|z l1sp<<®

in
| a |l = max |az|
l=le<n

Navadno je p enak 1, 2 ali o. Pri p = 2 se da naloga enostavno reSiti. ReSitev
x zados¢a kvadratnemu sistemu
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ATAx = ATh

Pri drugih p je reSevanje precej bolj komplicirano. |
Na ta problem naletimo pri raznih tipih aproksimacije funkecij in
v statistiki.

d) ReSevanje problema linearnega programiranja

Naj bodo A, b in x definirani kot v c¢). IS¢emo tak vektor x, ki zadoSca

sistemu neenacb
Ax = b
in ki minimizira izraz
clx

kjer je ¢ dani m razsezni vektor.

Problem linearnega programiranja je osrednji problem pri operacijskem
raziskovanju.

V nadaljnjem si oglejmo nekaj podrobnosti v zvezi z reSevanjem proble-
mov a) in b). Problem c) pri p = 2 je dobro cbdelan v [6], problem: d) pa na
primer v [1]. V [2] najdemo zbrano prakti¢no vse znanje v zvezi z refevanjem
sistemov linearnih enacb in dolocanjem lastnih vrednosti matrik do leta 1958.
V novejSi monografiji [11] so zelo podrobno obdelane novejSe metode in tiste
starejsSe, ki so se obnesle tudi v praksi na racunalnikih. Knjiga ima posebno
vrednost tudi zato, ker vse metode spremlja analiza napak. IzpusStene so le
iterativne metode reSevanja sistemov linearnih enacb, ki so obdelane v [9].
Wilkinsonova monografija [11] zakljuduje obdobje, ko si je lahko amater
uspesno izmisSljal nove metode, saj se za boljSimi izmed znanih metod skriva
ze prevec trdo pridobljenih izkuSenj in globokih analiz ustreznega algebrai¢nega
procesa.

3. Gaussova eliminacijska metoda

Ce izvzamemo tiste sisteme linearnih enacb, pri katerih ima matrika pre-
vladujoCe Stevilo nicel, ki nastopajo v kakem pravilnem wvzorcu, in ki jih
navadno reSujemo z iterativhimi metodami, lahko brez tveganja trdimo, da je
najprimernejSa metoda za numeri¢no resevanje sistemov linearnih enaé¢b kla-
si¢na. Gaussova eliminacijska metoda. Osnovna ideja metode je v tem, da
z zaporedno eliminacijo neznank prevedemo sistem na ekvivalentni s trikotno
matriko.

Prvotni sistem oznadimo z
ANy = p;
Tvorimo ekvivalentne sisteme AM x = b™M, r =2, 3 ..., n tako, da je matrika

AM zgornja trikotna matrika (™ = 0 za i > k). Tipi¢na oblika matrike A(M
je oCitna iz primera prin = 5 in r = 3:

XM KK K
0 X X X X
A® =10 0 X X X
R
0 0 X X X
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Tu X oznatuje v sploSnem od ni¢ razlicen element. Matrika A je Ze zgornja
trikotna v prvih r vrsticah. V desnem spodnjem vogalu imamo Se kvadratno
matriko reda n—r + 1. Na tem koraku eliminacije Zelimo eliminirati ne-
znanko x, iz zadnjih n— r enacb, to je dosedi v r-tem stolpcu pod diagonalo
same nic¢le. Matriko A" ™1 dobimo torej iz matrike A(M tako, da mnozimo r-to
vrstico z my, in jo odstejemo od i-te za i =r + 1,..., n. Mnogokratniki mj
so definirani takole:

() (7) . '
Stevilo a;:_) imenujemo pivot na r-tem koraku eliminacije. Formule za ele-
1 :
mente a g ™ 50 torey:
(r+1) _ T}y . _(7) s Yo .

Desne strani enac¢be se transformirajo na podoben nadin:

pT ) — ™M . 7 i=r-1,...,m
y A A T

Resitev sistema dobimo zelo enostavno iz trikotnega sistema

Ux =c¢
kjer je U = AM in ¢ = b

n
i == (C; —— 2 Wi Tp) Ui i=nn—1,...1
k=141
Stevilo mnoZenj in deljenj je pri tej metodi enako
n—1 1

SR2—n+nm—r]+Zm—i+1l)=35n+n>—3n
r=1 i=n

Sestevanj in odstevanj je le nekoliko manj
snd3+3n2+3En

Nedavno je bilo dokazano [3], da pri nobenl metodi, ki uporablja racionalne
operacije, v sploSnem ni moZno shajati z manj aritmeticnimi operacijami.

Pri danasnjem stanju razvoja radunske tehnik'e je mozno reSevati sisteme
enac¢b z n okrog 100 hitro in poceni, z n okrog 1000 pa je reSevanje komajda
Se tehni¢no mozZno, ¢e matrika nima kakih olajSevalnih posebnosti.

Z Gaussovo metodo moremo izra¢unati tudi inverzno matriko. Resitve
sistemov

Ax®) =el®) 1=1,2,...,n

kjer je e® i-ti enotni vektor, su stolpci inverzne matrike A~%. Pri ratunanju
seveda upoStevamo, da je matrika A pri vseh sistemih ista. Stevilo mnoZenj in
deljenj je pri tem enako nd. |

Jasno je, da opisani radunski postopek odpove, bri ko je kak pivot a'
enak ni¢. Ce je det A== 0, se da deljenju z ni¢ izogniti na vel nacinov. V na-
vadi sta dva nadina pivotiranja, to je izbire pivotov:

a) delno pivotiranje:
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Na vsakem koraku eliminacije izberemo za pivot absclutno najvedji
element v prvem stolpcu preostale kvadratne matrike. Naj velja na r-tem
koraku eliminacije

ag,) | = max | o7
| rTSisEn
Tedaj zamenjamo v sistemu r-to in s-to enaébo ter izvedemo eliminacijo. Ce je

. . s g4 @ * T . & L . .
det A == 0, ne morejo biti vsi ai,r), i=17,...nenaki ni¢, saj velja

(1) (r)
" b i a?r T a'rn
_ a o

nr """ Tnn
b) kompletno pivotiranje:

Na vsakem koraku eliminacije izberemo za pivot absolutno najvecji
element v celotni preostali matriki. Ce je na r-tem koraku
o2 = max o7
r<i, k<n

tedaj zamenjamo v sistemu r-to in, s-to enacbo, ter preimenujemo r-to in t-to
neznanko. Nato izvr$imo eliminacijo po opisanih formulah. Ce je det A ==0,
ne morejo biti vsi agi),"i, k=r,... n enaki nic.

Pri avtomati¢nem radunanju izbiranje pivota poveca §tevilo aritmeti¢nih
operacij, a analiza napak pokaZe, da je pivotiranje v sploSnem potrebno. Ce bi
za pivot izbrali poljuben od ni¢ razlicen element, bi reS§itev utegnila imeti
poljubno veliko napako.

V obeh primerih pivotiranja mnoZitelji m;; absolutno ne presegajo Ste-
vila 1.

Edini izvor napake pri Gaussovi metodi, ki je teoreticno eksaktna, so
zaokroZitve pri aritmetiénih operacijah. Vzemimo, da uporabljamo radunalnik,
pri katerem je relativna zackrozZitvena napaka pri vseh Stirih osnovnih aritme-
ti¢nih operacijah omejena s Stevilom a. To Stevilo je odvisno od Steviléne
osnove in Stevila mest pri upodobitvi Stevil v radunalniku in od nadina za-
okrozevanja. (Pri Z-23 je a = 2730 = 10°)

Vzemimo, da noben element prvotne matrike absolutno ne presega 1:

iauglil, i,k=1,...,n ($)

Ce z g(n) oznatimo absolutno naj Veéji element vseh transformiranih ma-
trik A

(1) |

g(n) = max |a, |

1Zi,k,r<n
moremo izraziti eno 1zmed tipi¢nih Wilkinsoncwvih ocen za napako v naslednji
obliki [10]:
| X— A

| A7

1
V< org.a.ne. gmy. | 4]

Tu je X priblizno izrad¢unana inverzna matrika z Gaussovo metodo s pivotira-
njem. Pri tem je || A|l = max [1; (ATA)] %, kjer smo z 4 (A) oznadili lastno vred-
nost matrike A. O¢itho je napaka tem manj$a, ¢im manj$a je osnovna zaokro-
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zitvena napaka a. Velikost ocene za napako pa je odvisna tudi od ocene za
g (n). Ce izvajamo eliminacijo brez pivotiranja, je g (n) lahko poljubno veliko
Stevilo. Pri delnem pivotiranju se da hitro dokazati ocena

g(n) = 271

Eksistirajo matrike B, reda n, pri katerih zadnji pivot res doseZe to vrednost.
Na primer

1 0 0 0 1
ERE
By = | —1 1 1 0 1
L1 11 _1J
—1 1 —1 1 1
Pri tem je
1 0 0 0 1
0 1 0 0 —-2]
BxG) — 10 0 1 0 4
0 0 0 1 —--8J
LO 0 0 0 16

Pri kompletnem pivotiranju je zelo tezko dobiti dobro oceno za g (n).
Wilkinson [10] je dokazal oceno

L 7]
g(n) < [n I KVE-D)%
k=2 -

Enacaj velja samo pri n = 2, sicer pa je ocena znatno pregroba. IzboljSanje
zgornje ocene je Se nereSen problem. Obstaja domneva, da velja g (n) < n, saj
ni znana nobena matrika z realnimi elementi, pri kateri bi veljalo g(n) > n
(seveda pri pogoju (*)). Znane so matrike C,, pri katerih je g (n) = n, in Se to
le za n oblike 2P, na primer

(4 =

Pri tem je

e — |0 2 0 —2
0 0 2 —2
0 0 0 4

Pri nekaterih posebnih matrikah se dajo dobiti dosti ugodnej$e ocene
za g (n) [10]. Oglejmo si nekaj primerov:

a) Ce je A pozitivno definitna matrika (to je, ¢e je simetri¢na in ima vse
lastne vrednosti pozitivne), je

gmn) =1
celo brez pivotiranja.
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b) Ce je A 2p+1 diagonalna matrika (@ =0 za |i—k|>2p), je

g(n) = 2P
pri delnem pivotiranju.
¢) Ce je A zgornja Hessenbergova matrika (a; = 0 za i >k + 1), je
g =n
pri delnem pivotiranju.

d) Ce je A diagonalno dominantna matrika ( | anx l > 2| af;g] 7o k =
== ]-: 2: SRS n'):r je Begee
g(n) <2

celo brez pivotiranja.

Wilkinson je izdelal in analiziral tudi zelo natanc¢en postopek za iferativno
izboljSanje priblizne reSitve, ki jo dobimo pri Gaussovi eliminaciji. Resitve
sistemov enacb in inverzne matrike se dajo na ta nafin presenetljivo natancno
izra¢unati. Napake so takSnega reda velikosti kot neodstranljive napake zaradi
upodobitve matri¢nih elementov v mejah delovne natancénosti.

4. Lastne vrednosti simetri¢cnih matrik

Za ratunanje lastnih vrednosti simetriénih matrik se od klasi¢nih metod
v novejem ¢asu v praksi uporablja le Se Jacobijeva metoda. Zaradi svoje
preprostosti in udinkovitosti je Se vedno ena najbolj priljubljenih. Po te]
metodi tvorimo k dani simetriéni matriki A = AT = A; zaporedje podocbnih
matrik
A;s:1=U:A};UJg k=12...

kjer je Uy ortogonalna matrika, ki pomeni elementarno rotacijo v neki dvo-
razsezni koordinatni ravnini. V osnovni varianti Jacobijeve metode izberemo
ravnino tako, da poiséemo absolutno najvedji izvendiagonalni element matrike
Az, Indeksa tega elementa dolodata ravnino, kot rotacije pa izberemo tako, da
je v transformirani matriki Az:1 element na istem mestu enak ni¢. Ce na ta
nadin po vrsti anihiliramo vedno absolutno najvec¢ji izvendiagonalni element,
se da dokazati, da matrike Ax konvergirajo k diagonalni matriki, ki ima na
diagonali lastne vrednosti matrike A [2]. Pri uporabi metode prekinemo
iteracijo tedaj, ko so izvendiagonalni elementi zadnje matrike dovolj majhni.
Priblizki za lastne wvektorje pa so stolpci produkta vseh transformacijskih
matrik Uy.

Konvergenca Jacobijeve mefode je dokazana tudi v primeru, ko po vrsti
anihiliramo vse izvendiagonalne elemente, ki so absolutno nad povpredéjem
vseh izvendiagonalnih elementov, pa tudi, ¢e jih anihiliramo kar po vrsti, ne
glede na velikost. Konvergenca je kvadrati¢na, kar pomeni, da je napaka
nekega priblizka proporcionalna kvadratu napake prejSnjega priblizka.

Jacobijeva metoda je osnova mnogim novejSim metodam. Givens je
z 3 (n+—1) (n — 2) rotacijami prevedel matriko na tridiagonalno obliko, nato pa
rac¢unal lastne vrednosti tridiagonalne matrike z metodo bisekcije. Householder
je prevedbo matrike na tridiagonalno obliko Se poenostavil in zmanjsal Stevilo
aritmeti¢énih operacj na polovico. Lastne vektorje tridiagonalne matrike je
dokaj enostavno racunati z inverznc iteracijo. Podrobnosti o teh metodah lahko
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bralec najde v [11]. Problem lastnih vrednosti za simetriéne matrike je zadovo-
ljivo resen. Imamo zanesljive in hitre metode, ki so zelo neobcutljive za
zaokrozitvene napake in wvelkratne ali skoraj veckratne lastne vrednosti ne
povzrocajo nobenih tezav.

5. Lastne vrednosti nesimetri¢cnih matrik

Skoraj vse klasi¢ne metode so tezZile k izra¢unu karakteristi¢nega polinoma
dane matrike det (A — A1), saj je bilo Ze davno znanih dosti dobrih metod
za ratunanje nicel polinoma [2]. Pri majhnih redih matrik (n = 3,4, 5) so te
metode dajale vefinoma tudi dobre rezultate. Pri veéjih matrikah pa se je
izkazalo, da so zaradi zaokrozitvenih napak rezultati veéinoma neuporabni, ker
so nicle polinomov preve¢ obcutljive na majhne spremembe v koeficientih
polinoma, ki so bili nujno izracunani le kot priblizki. V zadnjem desetletju
je bilo najve¢ del na podro¢ju numeriénih metod linearne algebre usmerjenih
prav k zadovoljivi reSitvi problema lastnih vrednosti za nesimetri¢ne matrike.
Pred tem c¢asom je bila edina uporabna metoda potenéna metoda [11], ki jo Se
danes uporabljamo za racunanje absolutno najvecje lastne vrednosti. Pravega
analogona Jacobijevi metodi za nesimetriéne matrike se navzlic trdovratnim
poskusom ni posrecilo odkriti.

Podobno, kot se je pri simetriénih matrikah izkazalo za ugodno najprej
matriko s podobnostno transformacijo prevesti na enostavnejo (tridiagonalno)
obliko, je tudi pri nesimetri¢nih matrikah ekonomic¢no prevesti matriko s po-
dobnostnimi ortogonalnimi transformacijami na Hessenbergovo obliko (na pri-
mer s Householderjevo metodo).

Hyman je odkril enostavno metodo za rad¢unanje vrednosti in odvodov
karakteristicnega polinoma Hessenbergove matrike tako pri realnem kot kom-
pleksnem argumentu, ne da bi bilo treba racunati koeficiente tega polinoma [11].
S tem je moZno uporabiti poljubno metodo za reSevanje enacb in Parlett
171, [12] je izdelal zelo zanesljiv algoritem za ratunanje lastnih vrednosti po-
ljubne realne matrike tako, da je kombiniral Hymanovo in Laguerrovo metodo.

Rutishauser [8] je z odkritjem LR-algoritma odprl novo smer iskanja
bolj$ih metod. Francis [4], [5], [12] je z njegovimi idejami izdelal doslej naj-
boljSo metodo @R-algoritem. Pri tej metodi tvorimo zaporedje matrik (41 = A):

Ak o QER;’%:, Ak"i—l = Rka: k — 1: 2! B

kjer je @ ortogonalna matrika, Rz pa zgornja trikotna matrika. Vse matrike
Ay so si med seboj ortogonalno podobne. IzkaZe se, da matrike A; po obliki
konvergirajo k »bloCni« zgornji trikotni matriki. Enostavni diagonalni elementi
(bloki dimenzije 1) konvergirajo k ustrezni realni lastni vrednosti, diagonalni
bloki dimenzije 2 pa sicer ne konvergirajo, a njihove lastne vrednosti kon-
vergirajo k ustreznemu paru kompleksnih lastnih vrednosti. Vsi ostali pod-
diagonalni elementi pa konvergirajo proti ni¢. Metoda je z mnogimi dodatki
zelo izpopolnjena [12]. Izredno udinkovita je tudi pri simetri¢nih matrikah.

RaCunanje lastnih vektorjev nesimetriénih matrik ostaja Se pere¢ problem.
Seveda so dolodene teZave pri tem skoraj neogibne. Lahko se zgodi, da so
lastni vektorji skoraj linearno odvisni, ali pa, da neka bliZnja matrika nima
dovolj linearno necdvisnih lastnih vektorjev. To ¢esto nastopi, ¢e imamo opravka
s skoraj veckratnimi lastnimi vrednostmi.
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Za ratunanje lastnih vektorjev Hessenbergove matrike se v praksi najveé
uporablja metoda inverzne iteracije. Tvorimo zaporedje vektorjev xz, k =
=0, 1, 2,... po pravilu

(A— A D 211 = x5

kier je A pribliZzek za lastno vrednost. Ce je ustrezna lastna vrednost zadovoljivo
separirana od ostalih lastnih vrednosti, zaporedje vektorjev hitro konvergira
k ustreznemu lastnemu vektorju pri skoraj poljubnem zadetnem wvektorju x,.
V primeru skoraj enakih lastnih vrednosti so tefave znatno vedje. Stevilo
potrebnih iteracij se poveca, pa se tudi zgodi, da dobimo v limiti vektor,
ki se komajda lo¢i od Ze izrac¢unanega lastnega vektorja.

V zadnjem d¢asu se mnozijo poskusi, kako zadovoljivo resiti problem
lastnih vektorjev. KaZe, da bi bilo ugodneje racunati vektorje, ki popisujejo
invariantne podprostore.

Prostor ne dopuséa podrobnejsega opisa omenjenih metod. Bralec, ki bi ga
zanimale podrobnosti, bo naSel v Wilkinsonovi knjigi [11] prakti¢no vse.

Na koncu omenimo Se en odprt problem na tem podrodju, to je problem
ekvilibracije matrik. Obstaja veliko eksperimentalnih dokazov za to, da je
potrebno dano matriko pred uporabo numeriéne metode tako ekvivalenéno
transformirati, da niso v nobeni vrstici ali v nobenem stolpcu sami majhni
elementi. V nasprotnem primeru lahko dobimo katastrofalne rezultate. Ta pojav
Se ni v celoti pojasnjen, niti niso zhane zanesljive metode za dosego takSnega
cilja. Ve¢ o tem bo bralec nasel v [3].

Glede na buren razvoj na tem podroéju smemo v kratkem pricakovati
reSitve ve¢ine omenjenih problemow.
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NUMERICNO RESEVANJE
/ FREDHOLMOVIH INTEGRALSKIH ENACB
DRUGE VRSTE*

A. SUHADOLC in J. VRABEC

Integralske enacbe so pomembno orodje v matematicni analizi, prav tako
jih ¢esto sredamo v uporabni matematiki.

Najprej naredimo beZen pregled teorije integralskih enacb!

Integralsko enacbo imenujemo vsako tako funkcionalno enacbo, v kateri
nastopa iskana funkeija pod integralom. Posebno pomembne in dobro proucene
so linearne enacbe oblike

@ () — 4 X K(x,v) ¢ (y) dy = f(x) (1)

kjer je y (x) iskana funkcija, 4 je dano Stevilo, f (x) in K (x, y) sta dani funkc-ﬁji.
Najbolj izdelana je teorija integralskih enacéb oblike (1) v primeru, ko je jedro
integralske enacbe, to je funkcija K (x, %), s kvadratom integrabilna merljiva

funkcija:
b b

§ 5K (x,y) P dady < oo (2)
a a
V tem primeru definira predpis

b
g(x) =K (x,u)f(y) dy, f(x) € L#(a, b) (3)

linearno zvezno preslikavo Hilbertovega prostora L2 (a,b) vase. Integralske
enacbe s takim jedrom imenujemo Fredholmove integralske enacbe. Pri tem
predpostavljamo, da je tudi desna stran, to je funkecija f(x) v enacbi (1),
v L%(a,b). Ce pa je f(x) =0, imenujemo enatbo homogeno Fredholmovo
integralsko enacbo

b
() —AfK(x,y)p@) dy =0 (4)

Ta enacba ima vedno trivialno reSitev ¢ (x) = 0. Pri enacbi (4) id¢emo take
vrednosti parametra 1, pri katerih ima enac¢ba netrivialne re$itve v L2 (a, b).
Take 4, ¢e eksistirajo, imenujemo karakteristi¢na Stevila. Pripadajoce netrivialne
resitve imenujemo lastne funkcije.

Teorijo Fredholmovih integralskih enac¢b lahko na kratko povzamemo
v treh izrekih:

1. Integralska enacba (1) ima reSitev v L2?(a,b) pri vsaki desni strani
f(x) € L? (a, b), ¢e 1 ni karakteristi¢no Stevilo. ReSitev je ena sama.

2. Ce je A karakteristi¢no Stevilo, je integralska enacba (1) resljiva
natanko tedaj, ko f () zadoS€a pogoju { f (x) w (x) dx = 0, kjer je w (x) poljubna
resitev homogene adjungirane integralske enacbe

* Delo je financiral Sklad Borisa Kidriéa.
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b
w (x) — A K (y, %) w (y) dy = 0

3. Homogena integralska enadba (4) ima kveljemu sStevno mnogo karakte-
risticnih $tevil. Ce jih je neskondno, nara$éajo po absolutnih vrednostih prek
vsake meje. Vsakemu karakteristi¢cnemu $tevilu pripada le konéno mnogo li-
nearno neodvisnih lastnih funkeij. |

Ce je jedro hermitsko, torej &e je K (x,v) = K (y, x), velja $e dodatno:

4. Ce jedro ni identitno enako 0, ima homogena enac¢ba (4) vsaj eno
karakteristiéno Stevile. Karakteristicna stevila so realna. Lastni funkciji, ki
pripadata razli¢nima karakteristi¢nima Steviloma, sta ortogonalni.

Fredholmove integralske enatbe navadno delimo na dva razreda: ¢e je
integracijski interval (¢, b) konéen, jedro K (x, y) zvezna funkcija obeh spre-
menljivk, desna stran f (xr) tudi zvezna funkcija, imenujemo integralsko enacbo
nesingularno. V vseh ostalih primerih pa singularno (v ozjem smislu). ReSitev
nesingularne integralske enache je seveda tudi zvezna funkcija.

Fredholmove integralske enatbe druge vrste delimo Se po drugem vidiku.
Ce je jedro K (x, y) = 0 nad diagonalo, torej za x << y, imenujemo pripadajodo
integralsko enacbo (1) Volterrovo. Za to velja izrek, da je reSljiva pri vsaki
desni strani f (x) € L” (a, b) pri vseh L.

Iz izrekov 1. do 4. bi sklepali, da pri reSevanju enatbe (1) ni tezav;
Ce 1 ni karakteristitno Stevilo, je enatba enolitno resljiva. V praksi seveda ni
tako enostavno. Zelo, malo integralskih enacb moremo reSiti eksplicitno in
malckrat se dajo eksplicitno izra¢unati karakteristicna stevila. Pri danem 2, in
pri dani enacCbi (1) zatorej ne vemo, ali je A, karakteristi¢no Stevilo ali ne,
zato tudi ne vemo, ali je dana enac¢ba sploh resljiva. Oglejmo si sedaj pregled
najenostavnej$ih in najbolj znanih metod za numeriéno reSevanje enacbe (1).

Za priblizen izracun reSitve Fredholmowve integralske enacbe (1) in (4)
imamo vrsto numeric¢nih metod. Odslej naprej bomo vedno predpostavili, da je
enacba (1) nesingularna in da sta funkeciji K (x, ) in f (x) realni.

Najprej si oglejmo numeri¢ne metode za resevanje enacbe (1)! Te delimo
na vec razredov; delitev je v veliki meri samovoljna. Napravimo jo vseeno, 7Ze
zaradi preglednosti.

a) Metoda kvadraturnih formul (Nystromova metoda).

b) Nadomestitev jedra z degeneriranim jedrom.

c) Iskanje reSitve z nastavkom.

d) Iteracijske metode.

e) Druge metode.

Opisimo na kratko osnovne ideje pri teh metodah!

a) Metoda kvadraturnih formul (Nystromova metoda).

Pri tej nademestimo integral v enadbi (1) s kon¢no vsoto tako, da upora-

bimo kakS$no kvadraturno formulo (npr. trapezno, Simpsonovo ali Gaussove).
b

Integral { K (x, ¥) ¢ (v) dy nadomestimo torej z vsoto
a

b n
§K (x,y) 9 (v) dy ’*‘N“’_EIA; K (x, xj) @ (x;) ()
a =

Tu so Stevila A; utezi, x; pa vozli kvadraturne formule.
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Z, uporabo priblizka (5) za integral izpeljemo sistem linearnih enacb,
s katerim nadomestimo enacbo (1):

' 1 ; ~F
@ (Tr) — /T_EIK (@5, 23y @ (x3) = f (@), K=1,2,...,n (6)
j=
Sistem reSimo in Stevila @ (xrz) vzamemo za priblizke k vrednostim resitve ¢ (x)
v toCkah xx. Pri kakem drugem x izraéunamo vrednost priblizka s kaksno
interpoilacijsko formulo.

Metoda ni kiomplicirana. Koeficienti sistema se izraZajo z vrednostmi
jedra K (x,y) v tockah x7, x;. ReSevanje linearnega sistema principialno tudi
ne predstavlja tezav. Za Nystromovo metodo velja izrek o konvergenci po-
stopka: ¢e 1 ni karakteristi¢no Stevilo, konvergirajo priblizne resitve, ki jih
dobimo iz sistema (6), z naras¢ajotim n proti reSitvi enacbe (1); to velja gotovo
Vv primeru, ko je uporabljena kvadraturna formula trapezna, Simpsonova ali
Gaussova. Principialno je mogoce dobiti tudi oceno napake, to je razliko med

refitvijo ¢ (x) in priblizkom ¢ (xz): napaka = max | ¢ (x) — @ () . Napaka je
v bistvu sorazmerna natanénosti, ¢ katero uporabljena kvadraturna formula
apr{)ksunlra integrala { K (x, ) K (¢, y) dt in { K (x, y) f () dy.

Poleg opisane osnovne izvedbe metode Nystroma poznamo Se MITOgO
inacic. Ve¢ o teh in o konvergencnih izrekih glez v citiranem elaboratu, kjer
je navedena tudi izérpna literatura.

b) Nadomestitev jedra z izrojenim.

Jedro K (x, y) integralske enatbe (1) aproksimiramo s konéno vsotol

K (x,y)~ Zaz () bi (¥) = K1 (, y)

kjer so a;{x) in b; (y) ]_in.e'a.mo neﬁondmsna funkecije. Za konstrukcijo jedra
Ki (x, ¥), imenovano degenerirano jedro, imamo veé¢ metod.

Bistveno pri tej metodi pa je to, da je integralska enacba (1) z jedrom
Ki (x, y) eksaktno resljiva. Njena reSitev je

T
yw (x) = f (x) + 2 ¢ ag (x)
=1
kjer so Stevila ci, ¢z, ..., ¢, reSitve linearnega sistema enatb

n
cy— A2 Agici=Tfr, k=1,2,...,n ('7)
i=1

b b
Tu pomeni: Ax; = { by (x) ¢; () dx, fr = § f (x) br (x) d.
a a

Tako kot pri Nystromovi metodi smo tudi pri tej prevedli priblizno reSe-
vanje enacbe (1) na reSevanje sistema linearnih enacb. Principialno se more
tudi sedaj ocenit inapaka, to je izraz max| ¢ (x) —y (x) | .

¢) Iskanje reSitve v obliki nastavka.

Priblizek za reSitev enacbe (1) skuSamo aproksimirati z vsoto

Y () =510k @ () (8)
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kjer so cr Se Stevila, ki jih je treba doloditi, ¢1(x),..., @x(x) pa so dane
funkcije. Nastavek vstavimo v enacho (1) in dobimo

n n b
T () =k2 ck @r (x) — ikE cr § K (x,y) o (y) dy —f (x) = 0 (9)
=1 =1 a
Tej enacbi navadno ni mogote zadostiti pri nobenih vrednostih koeficientov
1, C2, . + ., Cn. DevVeda pa smemo sklepati, da je nastavek (8) tem boljsi priblizek
za reSitev ¢ (x) enacbe (1), dim manjSa je funkcija r (x), definirana v enaébi (9).
Sedaj pa imamo na voljo vet¢ kriterijev, kdaj smatramo neko funkcijo za
majhno. Vzemimo dva:
1. Zahtevajmo, da naj bo 7 (x) = 0 v n tcdkah x1, X3, . . ., £, Ce te zahteve
izpiSemo, dobimo za koeficiente ¢; sistem n linearnih enacb:

n n b
3 ek gr () — 1 2 e [ K (@3, 9) gr (4) dy — f (1) = 0 (10)
o= = a B
za j=1,...,n Metodo, pri kateri dolotimo koeficiente nastavka (8) iz tega
sistema, imenujemo kolokaecijo, toctke xy, ..., £, pa kKolokacijske tocke.

2. Zahtevajmo, da naj bo 7 (x) ortogonalen na vseh funkcijah @1 (x),
@2 (x), ..., @n () To nam da za koeficiente ¢z naslednji sistem enadb:

7n b. _ 7n bb _
_21 ¢; § @i () or (x) dx —2 Elcz' f§ K(x, v) i () o (x) dedy —
1= a 1= aa

b (11)
— [ f (@) o (@) daz = 0

za 'k =1,2,...,n To variantc imenujemo Ritz-Galerkinovo metodo. Obe metodi
imata skupno to, da prevedemo reSevanje integralske enacbe (1) na reSevanje
sistema linearnih enacb (10) ali (11). Ko izra¢unamo Stevila ci, 2, ..., Cn, jih
vstavimo v nastavek (8) in dobimo tako pribliZzek v (x) k resSitvi ¢ (x).

Pripominjamo Se, da je vsak od sistemow (6), (10), (11) bolj kompliciran
od prejSnjega. Koeficienti sistema (6) so vrednosti jedra K (x,y), koeficienti
sistema (10) so Ze integrali in koeficienti sistema (11) so celo dvojni integrali.

Za obe varianti moremo dokazati, da konvergirajo priblizne resitve z na-
rascajotim n k refitvi enacbe (1) pri primernih dodatnih pogojih. Znane so
tudi ocene napak.

d) Iteracijske metode.

Najenostavnejsi zastopnik iteracijskih metod je Neumannova iteracija.
Pri tej is¢emo zaporedne priblizke k reSitvi integralske enac¢be (1) po predpisu

b
o (1) = (@), @n (@) = F (@) + 4 K (%, 9) @ns () dy

Priblizki ¢, (x) konvergirajo proti reSitvi ¢ (x) gotovo tedaj, ko je vrednost
parametra 1 absolutno pod |41, kjer je 11 po absolutni vrednosti najmanjse
karakteristi¢cno Stevilo integralske enacbe. Zaporedni priblizki konvergirajo
priblizno kot geometri¢no zaporedje s kvocientom |1 |/|24].

Poleg Neumannove iteracije imamo Se na desetine sorodnih, bolj ali manj
splosnih iteracij. Navedimo Se dve, ki se moéno razlikujeta od Neumannove!
To sta iteraciji Polozega in Calenka ter iteracija Sokolova. Podrobneje opi§imo
le zadnjo!
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Integralsko enacbo (1) lahko zapiSsemo v obliki
b b
p@) =@+ K@ v dy—A§K(xy) (v @) —¢¥)dy
a a

kjer je v (x) Se poljubna funkcija. Sedaj vzamemo m linearno neodvisnih
funkeij g1 (x), @2 (x), . . ., @u (x) in tvorimo linearen podprostor, ki ga te funkecije
doloc¢ajo. Vanj projiciramo funkeijo v — ¢ in to projekeijo oznatimo s P [y (x) —
— @ (x)]. V zgornji enacbi nadomestimo razliko v (x) — ¢ (x) pod drugim inte-
gralom s prcjekeijo P (v (x) — @ (x)) ter tvorimo zaporedje priblizkov po
predpisu, |

b b
(@) =F(x) T AS K@, y) ona @ dy + 1§ K (x,y) P[dna (¥)] dy (12)

kjer je
@o (%) = F(x), du () = @Pny1(X) — @u (%) -

Tudi za opisanc metodo Sokolova so dokazani izreki o konvergenci po-
stopka, ko gre stevilo m prek vsake meje.

e) Druge metode.

Poleg opisanih metod imamo Se ve¢ metod, ki so primerne za jedra
posebne oblike (npr. konvolucijska jedra, kjer je K (x,y) = K(x—y)) ali pa
metode, ki jih ne moremo uvrstiti v zgoraj naStete razrede metod. Primer
take metcde je npr. metoda Monte Carlo. Nobena od teh ni posebno zanimiva,
vsa] ne s staliS¢a uporabe na rac¢unalniku Z-23.

Tudi metode za pribliZno ra¢unanje reditve homogene integralske enacbe
lahko podobno razdelimo na: ‘

a) Metodo kvadraturnih formul (Nystromova metoda).

b) Nadomestitev jedra z izrojenim in iskanje reSitve z nastavkom.
c) Iteracijske metode,

d) Druge metode.

a) Metoda kvadraturnih formul (Nystromova metoda).

Prav tako kot pri nehomogeni enacbi (1) tudi pri reSevanju homogene
enacbe (4) nadomestimo integral s kvadraturno formulo. Dobimo seveda homo-
gen sistem. Karakteristi¢na Stevila temu sistemu pripadajo¢e matrike vzamemo
za priblizke k prvim n karakteristi¢cnim Stevilom integralske enacbe (4), lastne
vektorje matrike pa za priblizke k lastnim funkecijam enacbe (4).

b) Nadomestitev jedra z izrojenim in iskanje reSitve z nastavkom.

Pri teh metodah dobimo prav tako kot pri nehomogeni enacbi linearen
sistem enacb, ki pa je sedaj homogen. Iz teh izrac¢unamo priblizke h karakteri-
sticnim Stevilom integralske enacbe kot pri prejsnji metodi. Lastni vektorji
matrike pa nam dajo konstante ¢y, ¢o,..., ¢, ki jih moramo vstaviti v nasta-
vek (8), od koder izracunamo priblizke k lastnim, funkcijam za vsak x € (a, b).

Vse metode pod a) in b) so teoreti¢no zadovoljivo obdelane: poznamo
izreke, ki povedo, da postopki konvergirajo (pri primernih pogojih).
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¢) Iteracijske metode.

NajenostavnejSa je Kellogova iteracija. Tu is¢emo lastno funkcijo enadbe
(4) s predpisom

b
rri1(@) = §K (@ Y) ¢2 (¥ dy  @o(x) poljuben
a

Priblizki pn (x) konvergirajo (razen v izjemnih primerih, ki v praksi komaj
kdaj nastopijo) proti lastnemu vektorju, ki pripada najmanjSemu karakteristic-

u 112 dx :
 [Pnt1 ‘-—- —pa proti 11. Konvergenca karakteristic-

§ | ou | dx
nega Stevila je monotona, ¢e je operator K pozitivno definiten, torej, ¢e je

EFK (z, ¥) f () f (y) dxdy > 0 za vsak § (x) € L? (a, b).

nemu Stevilu 4y, kvocienti

Podobno velja za gradientno metodo, pri kateri iS¢emo zaporedne pri-
blizke takole:

(2n, 2n) (K @n— ttn @n) .
Pn'il1 = @pn — n+41 = K On— Un @Pn
(Kzy, sz.) — Un (Zn, 2n)

_ (K @n, @n)
(‘;9?2: 9‘9?3)

Gradientna metoda v tej varianti je uporabna le za pozitivno definitna jedra.

@o je poljuben

Un

d) Druge metode.

Tu naj omenimo le metodo sledi. Iz jedra K (x, y) tvorimo iterirana jedra
po predpisu

b :
Ki(x,y) = K(x,9), Knt1(x,9) = S Ky (x, t) K (t, y) dt
47
In tvorimo kvociente

b b
{ Ky (x, x) dx { Ky (2, x) dx
a a

b
l? Koy (2, 20) d (§ Kn—1 (¢, x) dx)?

Prvi kvocient limitira proti 1/412, drugi pa proti mnogokratnosti tega karakteri-
sticnega Stevila.

Poleg metode sledi $tejemo v ta razred Se razne metode, ki jih ne moremo
uvrstiti v prej nastete razrede, kot npr. metodo Fredholmovih determinant ali
metode, primerne za posebna jedra K (x, ¥).

Za vse opisane metode velja tale opomba. Pri vseh, razen pri metodi a), je
treba racunati nekaj dolocenih integralov danih funkeij. Ti se navadno ne dajo
analitiéno izracunati ali pa se to ne izplaéa, ¢eprav je izradun moZen. Zato je
treba nastopajoce integrale racunati z uporabo kaksne kvadraturne formule. Zato
je pri vseh metodah uspeh metode odvisen v veliki meri od izbrane kvadra-
turne formule, ali od natancnosti izbrane kvadraturne formule v vsakem kon-
kretnem primeru. UspeSnost kvadraturne formule je v glavnem odvisna od
gladkosti jedra in desne strani ter od ostalih funkeij, ki med radunom Se
morda nastopajo.

111



V citiranem elaboratu smo si postavili za nalogo, izmed nastetih metod
izbrati tiste, za katere se zdi, da bodo za na$ rac¢unalnik najbolj primerne.
Ozirati smo se morali predvsem na dejstve, da ima ra¢unalnik Z-23 majhen
spomin in da je pocasen.

Izbrali smo tore] najprimernejSe metode, napisali zanje programe v inter-
nem kodu racunalnika Z-23 ali v Algolu ter jih na numeri¢nih zgledih pre-
skusili. Vsakemu od teh programov smo dali svoje ime. V nadaljnjem si
oglejmo kratke opise izdelanih programov!

1. Nystrom, nehomogena enacba. '

Program je narejen v ve¢ variantah. Osnovna se rabi za reSevanje integral-
skih enacb z nekajkrat odvedljivim jedrom. Izra¢un po tem programu je na-
vadno hitrej&i kot pri vseh drugih programih, za isto toénost rezultata. Druga
varianta, »Preklano jedro«, je prirejena za reSevanje integralskih enacb, ka-
terih jedro je veckrat odvedljivo povsod, razen na diagonali x = vy, kjer napravi
jedro ali kakSen njegov odvod skok. Ta varianta je med drugim primerna
tudi za reSevanje nekaterih Volterrovih integralskih enacb.

Nystromovo metodo smo programirali tudi v verziji »Brakhage«. Pri tej
racunamo resitev integralske enacbe (1) najprej tako, da uporabimo Simpsonovo
kvadraturno formulo z n podintervali. Nato napravimo enega ali ve¢ korakowv
Brakhagejeve iteracije, ki ima namen, v prejSnjem delu izrac¢unano priblizno
refitev izbolj$ati. Dobljeni pribliZki konvergirajo proti priblizni refitvi enalbe
(1), ki bi jo dchili, ¢e bi v.prvotni enac¢bi nadomestili integral s Simpsonovo
kvadraturno formulo z 2 n podintervali. Smisel metode »Brakhage« je v tem,
da bi z enim korakom iteracije dobili z manj radunskimi operacijami skoraj
tako toCen rezultat, kot z uporabo dvakrat finejSe kvadraturne formule. Rac¢un-
ski poskus ne pokaZe bistvenega prihranka na dasu, zato te metode ne moremo
smatrati za posebno ugodno.

2. Polozij.

Program za iteracijsko metodo Polozega reSuje enacbo (1). Pri uporabi
istith kvadraturnih formul kot pri metodi Nystom je ta metoda priblizno enako
toCna, a racunski Cas je znatno vecji kot pri Nystromowvi metodi. Ne zdi se nam,
da bi ta metoda izkazala prednosti pred Nystromovo.

3. Kolokacija.

Program smo napravili po teoriji, opisani pod toc¢ko c¢). Za kolokacijske
tocke smo izbrali ni¢le polinoma CebiSeva. Ker so koeficienti sistema, ki ga je
treba resiti, pri isti dimenziji sistema kot pri Nystromu, navadno znatno teZje
izrac¢unljivi, je kolokacija znatno pocasnejia od Nystroma. Tudi iste to¢nosti
ne dosega, razen v primerih, ko funkcije, s katerimi iSéemo nastavek, izjemno
dobro aproksimirajo resitev. Tega- pa vnaprej navadno ne vemo. Na primerih
smo preskusili ve¢ moZnosti pri izbiri funkecij ¢ (x), ki jih uporabimo pri
nastavku (8). Dobro so se obnesle potence in kotne funkcije, slabSe pa funkcije
oblike @i (x) = exp ((— 1)¥ kx). |

Prednost kolokacije je v tem, da je resitev dana z vrsto, ne pa s tabelo,
kot je to navadno pri Nystromu. Vendar ta eventualna prednost ne odtehta pred-
nosti Nystroma: veéje hitrosti in veéje natandénosti.

4. Elliott, nehomogena enacba.

Sprogramirali smo Se eno varianto kolokacije, pri kateri iS¢emo resitev kot
vrsto po polinomih CebiSeva. Ce vzamemo pri Nystromu Gaussovo kvadraturno
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formulo z n vozli, tu pa nastavek z n + 1 ¢leni, dobimo pri Elliottu le malo
manj toéne rezultate kot pri Nystrému. S tega staliS¢a je metoda zadovoljiva.
Rac¢unski ¢as pa je precej daljSi. Toda Elliott ima vendar Se eno precejsnjo
odliko: Ce je priblizek dovolj toc¢en, se to da z velikc verjetnostjo opaziti iz
rezultata: koeficienti v razvoju (8) po polinomih CebiSeva morajo tedaj
padati proti ni¢ in zadnji morajo biti Ze majhni (z ozirom na strojno natancnost,
ki znasa pri nasem rac¢unalniku 9 mest). Pri drugih metodah tako enostavne
kontrole todénosti rezultatov seveda nimamo. Pri Nystrému npr. bi se o to¢nosti
rezultatov Se najlaze prepricali tako, da bi isto enacbo reSevali Se s finejSo
kvadraturno formulo. Ujemanje rezultatov daje moZnost sklepanja na toc¢nost
rezultata. |

5. Galerkin, nehomogena. enacba.

Program, ki re$uje ena¢bo (1) po tej metodi, je po svojih lastnostih pri-
merljiv kolokaciji. Navadno nastavitev linearnega sistema enacb zahteva Se vec
ra¢unskega dasa. Natanc¢nest ni znatno boljsa kot pri kolokaciji. Galerkin ima
majhno prednost pred Nystromom v tem, da moremo z Galerkinom resevati
tudi take singularne integralske enacbe, pri katerih znamo nastopajoce integrale
izradunati analiti¢no. Te moznosti pri Nystromu ni. Za nesingularne integralske
enac¢be pa Galerkin zaostaja za Nystromom. |

6. Sokolov. Metodo Sokolova Stejemo med iteracijske. Pri tej in pri
metodi PoloYega je treba refevati navadno le zelo majhne linearne sisteme
enadb; tipi¢ni so od reda 3 do reéda 5. Po drugi strani moremo razumeti to
metodo tudi kot izboljsavo metode Galerkina.

V programu smo vzeli, da projekior P projicira v podprostor, ki ga
tvorijo potence 1, x, 2%,. .., "1 (glej formulo (12)). Ce vzamemo pri Nystromu
Gaussove kvadraturne formule reda n, tu pa podprostor iz prvih n— 1 potenc
x — a, dokimo priblizno enake rezultate. Radunski ¢as je verjetno pri te] metodi
daljsi, desar pa nismo mogli toéno ugotoviti, ker je program Sokolova napisan
v Algolu. Za dosego natan¢nosti, ki smo jo predpisali (navadno 10~7), je bilo
treba le nekaj korakov iteracije. Zdi se nam, da ta metoda dobro obeta, in
treba bi jo bilo Se natancéneje prakticno obdelati in napisati Se nove programe.

Med vsemi omenjenimi metodami je prav gotovo v vecinl primerov
Nystromova najboljSa. Za njo bi morda postavili metodo Sokolova, nato Polo-
zega in Elliotta, kontno pa Galerkina in kolokacijo.

Omenim naj, da bi pri zadnjih dveh metodah dobili lahko Ze z malo ¢leni
v nastavku (8) precej tocne rezultate, ¢e bi vnaprej poznali pribliZno obnasanje
refitve ¢ () in bi le njene lastnosti upostevali pri izboru funkcij ¢ (x) v na-
stavku (8). Ta moZznost v sedanjih verzijah programov ni dovolj predvidena.

ReSevanje integralskih enacb (1) s singularnim ali posebnim jedrom smo
za sedaj- opustili, ker smo najprej Zeleli dobiti vtis o delovanju metod za
enostavnejSe- primere integralskih enacb, to je, za nesingularne integralske
enacbe.,

Za reSevanje homogenih integralnih enatb smo izdelali in preskusili
naslednje programe.

1. Nystrom, homogena enacha.

Pri uporabi kvadraturne formule z n vozli dobimo priblizke za prvih n
karakteristicnih Stevil. Nekaj prvih je, kot kaZejo numeriéni zgledi, izrac¢unanih
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zadovoljivo. Natan¢nost za nadaljnja karakteristi¢na Stevila hitro pada. Izracun
lastnih funkcij po tej metodi ni zadovoljiv.

2. Galerkin, homogena enacba.

Metoda daje pri nastavku (8) z n ¢leni priblizke k prvim n karakteristi¢nim
Stevilom. Njih natanc¢nost je skoraj ista kot pri Nystromu istega reda. Ratunski
Cas je daljsi, pa¢ pa so lastne funkeije izradunane bolje kot pri Nystromu, a Se
vedno ne povsem zadovoljivo.

3. Kellog.

4. Gradientna metoda.

Obe metodi sta iteracijski in dasta prvo karakteristiéno Stevilo in en
pripadajoéi lastni vektor. Casovno sta metodi primerljivi, ¢eprav je Kellog
hitrejsi. Tolnost rezultatov je pri obeh metodah priblizno ista. Obe metodi
imata lastnost, da je za pozitivno definitna jedra konvergenca monotona. Ko
monotonosti pri karakteristitnem S$tevilu ni veé, je treba seveda z iteracijo
prenehati. Iteracijske metode nasploh imajo to lepo lastnost, da moremo iz
»konvergence« zaporednih priblizkov sklepati na to¢nost rezultata.

5. Elliott, homogena enacba.

Ta varianta kolokacije daje le karakteristitna Stevila. Metoda je tocna,
a potrebuje ved¢ racunskega casa kot druge metode, kar za neki veckratnik.
Vse metode, obravnavane doslej, rabijo le za dolocitev lastnih elementov si-
metriénih jeder; Elliott ima to prednost, da moremo z njim radunati tudi
karakteristi¢na $tevila poljubnih nesingularnih jeder.

6. Metoda sledi.

V izvedbi, v kateri smo metodo programirali, dobimo kot rezultat priblizek
k prvemu karakteristicnemu $tevilu in njegovo mnogokratnost, kar je lahko
precejSnja prednost te metode pred drugimi. Rad¢unsko je izredno zahtevna in
kljub tocnosti bi jo morali uvrstiti za dosedaj omenjene.

7. Meje za najmanjSe karakteristi¢no Stevilo.

To je metoda, pri kateri radunamo karakteristi¢no S$tevilo dveh jeder:
eno je vedje od danega, drugo pa manjsSe; obe sta izrojeni. Ce je prvotno jedro
pozitivno: K (x,y) 20, sta prvi karakteristi¢ni S$tewili konstiuiranih jeder
zgornja In spodnja meja za prvo karakteristicno Stevilo prvotnega jedra.
Ogromna prednost te metode pred vsemi drugimi je, da je rezultat isto¢asno
tudi ocena za napako, kar pri drugih metodah ne velja; v izvedbi, kakrino smo
izdelali, je pa dala ta metoda silno grobe ocene za prvo karakteristi¢no Stevilo,
zato je ne bi mogli oznaciti kot uspesno.

Povzetek. Na osnovi izdelanih programov in izra¢unanih primerov (na
voljo smo imeli le 50 ur strojnega casa na racunalniku Z-23), lahko zaklju¢imo:

a) Za reSevanje nehomogene Fredholmove integralske enacbe imamo
zadovoljive programe. Najbolj se je obnesel Nystrom, nato morda Sokolov, slede
Elliott in Polozij ter Galerkin in kolokacija. -

b) Za racunanje karakteristi¢nih $tevil simetri¢nih nesingularnih integral-
skih enacb imamo Se zadovoljive metode, za dolodanje prve lastne funkcije
tudi (Kellog in Gradientna metoda). Za izra¢un vi§jih lastnih funkcij pa niti
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Nystrom niti nekaj to¢nejsi Galerkin ne ustrezata. Zato bi bilo treba poskusiti
doslej obdelane metode izboljsati, Ce se to da, in poskusiti §e druge, npr. metodo
laznih perturbacij.

c) Za reSevanje singularnih integralskih enac¢b Fredholmovega tipa in
za. reSevanje Volterrovih integralskih enacb bi bilo treba preskusiti druge
metode,

Izdelane programe smo vkljucili v biblioteko podprogramov racunal-
nika Z-23.

LITERATURA

Numeriéno reSevanje Fredholmovih integralskih enacb na radunalniku Z-23,
A. Suhadole in J. Vrabec. PoroCilo za Skland Borisa Kidri¢a, Ljubljana 1968.

Opomba: Vse programe je izdelal ing. J. Vrabec, razen programov Elliot in
Brakhage, ki jih je izdelal ing. I. Pusnik.
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/ GRAVITACIJSKO VALOVANJE

JANEZ MOZINA

1. Uvod

Casovno spremenljivo elektromagnetno polje se $iri v obliki elektro-
magnetnih valov, splo$na relativnostna teorija pa kot nosilce ¢asovno spremen-
ljivega. gravitacijskega polja napoveduje gravitacijske valove. Po analogiji
7z elektromagnetnim poljem, kjer kot izvori nastopajo pospeSeni naboji, skle-
pamo, da so izvori gravitacijskega valovanja pospeSene mase. |

Gravitacijskih valov do danes 3e niso eksperimentalno odkrili. Ocena
pokaze, da so njihove dolZine obi¢ajno zelo velike v primerjavi z Zemljo, gostota
energije pa majhna. v primerjavi z energijami, ki jih lahko merimo. To sta
glavni oviri pri prlzadevanJ ih, da bi z zemeljskim eksperimentom dokazali obsto;
gravitacijskih valov.* Zato bomo poizkuSali odkriti gravitacijske valove v ve-
soljskih razmerah. Stanje spominja na merjenje svetlobne hitrosti in rdecega
premika spektralnih &rt: oboje je bilo prej izmerjeno v vesoljskih razmerah
kot na Zemlji.

Nedavno je Winterberg® predlagal kot moZen eksperiment za odkritje
gramta(:l]sklh valov opazovanje svetlikanja zvezd. Po njegovem mnenju je
eden od vzrokov svetlikanja zvezd polje gravitacijskih valov, ki v medzvezdnem
prostoru vplivajo na §irjenje svetlobe. Veliko moc¢nej$e svetlikanje pa povzroca
zemeljska atmosfera. Ce hofemo odstraniti vpliv atmosferskega svetlikanja,
moramo opazovati zvezde v brezzra¢nem prostoru, kar pa v &asu moderne
vesoljske tehnike ni neizvedljiva naloga.

2. Izpeljava valovne enacbe za gravitacijsko polje

Elektromagnetno polje opiSsemo z vektorjema E in B, gravitacijsko polje pa
z metriénim tenzorjem giz. Gravitacijsko polje namre¢ ni ni¢ drugega kot spre-
memba prostorsko ¢asovne metrike: zaradi vpliva izvorov polja je stiridimenzio~-
nalni prostor ukrivljen, neevklidski. Kvadrat lo¢nega elementa se ne da veé&
zapisati kot vsota kvadratov posameznih komponent (kar Se velja v specialni
relativnostni teoriji), pa¢ pa ima belj splosno obliko.

— ds? = Zzgkdmtdxk

i=0 k=0

= =T = N=0

Ce gravitacijskega polja ni, je metrika evklidska, metriéni tenzor za evklidski
prostor pa je enak

* O najnovejsih tovrstnih eksperimentih porota J. Weber v Phys. Rev. Letters
(17 (1966), str. 1228, 18 (1967), str. 498, 18 (1967), str. 795).
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Osnovne enacbe splofne relativnostne teorije so enalbe gravitacijskega
polja, ki povezujejo obliko polja z izvori. To so v sploSnem nelinearne enacbe
drugega reda. Zapisemo jih lahko v obliki®

8mn .
Rip = (T — 5 g = g% Tiz)

ct i,k

Pri tem je krivinski tenzor R;; znana funkcija prvih in drugih odvodov metric-

nega tenzorja gi;x po koordinatah. Izvore polja predstavlja tenzor energije in

gibalne kolicine Tz |
Tir: = (p T &) vivr/c* + p Oix

¢ je gostota energije, p tlak in v; komponente hitrosti.

Bolj enostavno obliko dobe enacbe v primeru, ko je gravitacijsko polje
Sibko. Tedaj je prostor skoraj raven, kar pomeni, da je prostorsko casovna
metrika skoraj evklidska. Komponente metri¢nega tenzorja lahko tedaj zapisemo
v obliki: |

gis = gix® + hix  |hal <1

gix® so pri tem komponente metriénega tenzorja za evklidski prostor. Ce
vstavimo gornji nastavek za gi;x v levo stran enacb polja in upostevamo povsod
le ¢lene prvega reda v hix, dobimo(®:

Rig == - % hir
kjer poment
3 2 1 12
_ s 0* 0
a=1 (X, c? gt?

V primeru Sibkega polja pa se spremeni tudi tenzor energije in gibalne koli¢ine.
Znatni ostanejo le Se ¢leni, ki vsebujejo mirovno energijo (g = o ¢*), ostale pa
lahko zanemarimo. Tako dobimo Tz = p v; vr. Pri Stiridimenzionalni hitrosti v;
pa lahko zanemarimo Se vse prostorske ¢lene (i = 1, 2, 3) in obdrzimo le ¢asovni
del v, = c.

-Od vseh komponent Tz ostane od nic¢ razliéna le Se komponenta Ty, = 0 €2
Sied tenzorja Ti; je enaka X gif Ty = —T,. Enatbe polja Rix = (8 @ »/c?) [Tix —

— % gix = g¥¢ Ti;] dobijo v primeru, ¢e i in k nista oba enaka 0, obliko
ik |
8 7t x
 hix = ¢ gik
02

V primeru i = k = 0 pa dobimo
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V stati¢nem primeru (g— = 0) je to Poissonova enacba:
t
8 7 %

2

Od tod lahko izra¢unamo zvezo med hy, in Newtonovim potencialom: A hgo =
= (—2/¢*) A ¢ 1z enatbe ‘sledi, da se ho in —2 @/c? lahko razlikujeta le za
konstanto, ki jo moremo doloditi iz pogoja, da je v prostoru brez polja metrika
evklidska (p = 0 = hy; = 0= konst. = 0). Tako dobimo

- | 2
h'ﬁo.:: B 7 Goo == 900(0) _ 2 'hUO e— | ¥

c> c?

Iz aproksimacije za Sibko polje pa sledi tudi valovna enacdba za koli¢ine hiz.
V praznem prostoru so vse komponente tenzorja Tiz = 0. V tem primeru nam
leve strani enacb polja Ze predstavljajo valovne enacbe

| |hir =0

Iz valovne enacbe sledi, da se gravitacijsko polje raz§irja s hitrostjo c¢. Da se
tudi pokazati,- da so gravitacijski valovi transverzalni.' Energijo, ki jo sevajo
gibajoca se telesa v obliki gravitacijskih valov, lahko izra¢unamo podobno kot
v primeru elektromagnetnega sevanja. Tudi tu smemo polje razviti v vsoto polj
posameznih multipolov. Dipolni ¢len k sevanju ne more prispevati; ¢e bi namrec
dopustili to moZnost, bi moralo nihati teZii¢e sistema, kar pa ni v skladu
z. zakonom o gibanju tezis¢a. IzkaZe.se, da je prispevek kvadrupola prvi od nid
razli¢ni ¢len, ki prispeva k sevanju. Moé¢, ki jo seva ena od komponent kva-

drupola, je enaka — dW/dt = (x/45 c5)5:ﬁ (analogna formula za elektiriéni

kvadrupol: — dW/dt = (1/7207 &, ¢%) Der . 5).

3. Vpliv gravitacijskega polja na Sirjenje svetlobe

Znano je, da lahko Sirjenje Zarkov in delcev skozi nehomogeno sredstvo
opiSemo s tenzorjem lomnega koli¢nika (kristalna optika, sipanje nevtronov
itd.). Tudi odklon svetlobe v stati¢nem gravitacijskem polju opiSemo na isti
nacin. Domnevamo, da moremo tako obravnavati tudi Sirjenje elektromagnetnih
valov v ¢asovno spremenljivem gravitacijskem polju. |

Loc¢ni element prestora v polju ravnega gravitacijskega wvala, ki se §iri
v smeri osi z, smemo ob primerni izbiri kcordinatnega sistema zapisati tako,
da je hgg = — hy

ds? == ¢ dt? — (1. 4+ hy1) da® — (1 — hy1) dy?2 — 2 his dx dy — dz2 =
= ¢* dt? — (dx® + dy?® + dz?) — hqy (dx? — dy?) — 2 hia d dy

Vsako gibanje s svetlobno hitrostjo pa ustreza pogoju ds = 0. Za svetlobni
zarek dobimo tedaj
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= dit-+ dy2 + dz? -+ i1 (da':2 — dyz) + 2 hig dx dy

Pomike dx, dy in dz od izbrane totke zapiSemo s krogelnimi . koordinatami
T, @

dx = sin ? cos @ dr
dy = sin % sin @ dr
dz = cos ¥ dr

c2 dt? = [1 + (hyy cos 2 @ + his sin 2 @) sin? §] dr?

Od tod definiramo lomni koli¢nik n (#, ¢}, ki je v dani to¢ki odvisen Se od smeri
gibanja svetlobnega Zarka

dr ¢
dt  n(e9)

n (95 @) = [1 + (hi1cos 2 ¢ + higsin 2 @) sinZ $]% ~ 1 +
+ % (hy1 cog 2 @ + hiye sin 2 @) sinZ ¢

P

Nas zanima predvsem; poprecni kvadratni odmik lomnega koliénika od enote
(lomni koli¢nik je enak 1 v prostoru brez gravitacijskega polja)

1
An2 = — { An? (P, @) dQ = -1— (h11%2 -+ hq9?)
4 7 15

Ker domnevamo, da prihajajo valovi iz vseh smeri izotropno, lahko vzamemo
hi1? = hie® = h2 Gravitacijski wvalovi, ki izhajajo iz razliénih izvorov, niso
koherentni med seboj. Ce upostevamo Se njihovo izotropnost, potem je »jakost«
polja h in s tem tudi /\n stohasti¢na funkecija kraja in ¢asa. Pri prehodu Zarka
skozi sredstvo, v katerem je lomni koliénik stohasti¢na funkcija kraja in ¢asa,
pa se spreminja intenziteta zarka samega. Vsakdo lahko s prostim ocesom
opazi, da zvezde ne svetijo enakomerno, paé¢ pa svetlikajo. Ta pojav si razlozZzimo
s stohasti¢nim spreminjanjem gostote in s tem lomnega koli¢nika v turbulentnih
zgornjih plasteh atmosfere. Scheffler® je za ta primer izpeljal naslednjo for-

mulo za inteziteto Zzarka
(A 1)2 _32)a (A «n,)ﬂ :n)3
Io 3 No ( l

Pri tem je x dolZzina poti Zarka v opti¢no nehomogenem sredstvu, 1 pa je ka-
rakteristicna razdalja med nehomogenostmi. Vazen podatek je tudi karakteri-
sti¢ni ¢as fluktuacij, ki je pribliZzno enak 7;~ /v, kjer je v hitrost Sirjenja
motenj v danem sredstvu.

Ce opazujemo zvezdo z detektorjem izven atmosfere, tedaj uporabimo
prav isto formulo za rac¢un svetlikanja v polju gravitacijskih valov; za karakte-
risticho razdaljo ! vzamemo valovno dolZzino gravitacijskih wvalov, za v pa
hitrost razsirjanja valov ¢
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Tako torej z opazovanjem svetlikanja zvezd v brezzratnem prostoru posredno
opazujemo gravitacijske valove.

4. Ocena svetlikanja za nekatere izvore gravitacijskega valovanja

Gravitacijske valove lahko pri¢akujemo od naslednjih vesoljskih izvorov:

a) dvojnih zvezd,
b) kvazarjev,
c) ostankov prvotnega gravitacijskega valovanija.

Za vse tri primere bomo ob nekaterih predpostavkah poizkusali oceniti, kolikSno
svetlikanje povzroc¢ajo in kolikSni so karakteristiéni c¢asi.
a) Dvojne zvezde

Dvojna zvezda je izvor gravitacijskega kvadrupolnega valovanja. Z ra-
¢uni, ki so analogni racunom pri elekiromagnetnem kvadrupolnem sevanju,
dobimo za ta primer naslednjo vrednost h v razdalji r od izvora

Pri tem je a = 2 x2m?/ctr, (m je masa dvojne zvezde, r, pa razdalja med
obema komponentama). Pri radunu celotne »jakosti« gravitacijskega polja mo-
ramo upostevati prispevke vseh dvojnih zvezd v nasi Galaksiji. Dvojne zvezde
so priblizno enakomerno porazdeljene po -Galaksiji, tore] je njihova pogostost
obratno sorazmerna s popreénim volumnom V = R,3, v katerem najdemo eno
taksno zvezdo. Pri tem je R, poprecna razdalja med dvojnimi zvezdami. Tako
dobimo

1 dV__ 49‘3&2R1‘

htot = a* §
'R03 7?2 R03

Ry je pri tem polmer nasSe Galaksije. Vsi podatki, ki jih tu potrebujemo, so
tipiéni za dvojne zvezde. Poznamo jih iz astronomskih opazovanj (R, = 30 sve-
tlobnih let, Ry = 3.10% svetlobnih let, r, = 10° metrov, m = 4.10%° kg). Za fluk-
tuacijo intenzitete dobimo izraz

(& 1)2 16 % a Ry* 3«;)%
I - 3.5% R, (,1

Valovno dolZzino 4 dolo¢imo iz zveze 4 = 2 nc/w, pri ¢emer je w krozna frekvenca
obeh komponent dvojne zvezde in jo izra¢unamo po tretjem Keplerjevem za-
konu w? = x m/rs®. Ce vstavimo podatke za zvezdo, ki je oddaljena od nas 104
svetlobnih let, dobimo rezultat (AI/I,)? = 2.10-5. Ceprav so fluktuacije izredno
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majhne, bi jih lahko merili z obdéutljivimi fotopomnoZevalkami, postavljenimi
izven ozra&ja. Karakteristiéni ¢as teh fluktuacij je enak obhodnemu ¢asu dvojne
zvezdel in znaSa priblizno 3 ure.

b) Kvazarji

Astronomi so pred nekaj leti zaceli odkrivati v prostoru izven nasSe
Galaksije vesoljske objekte, ki oddajajo ogromne koli¢ine elektromagnetnega
valovanja radijskih frekvenc. Te objekte so imenovali kvazarje. Vidna svetloba
kvazarjev je obicajno zelo Sibka, kaze pa zelo modan premik proti rdecemu
delu spektra. Energije, ki jih sevajo kvazarji, so zelo velike v primerjavi
z energijami, ki jih sevajo navadne zvezde, v katerih gori »jedrski ogenj«.
Intenziteta svetlobe pa se zelo naglo in neurejeno spreminja (zraste ali pade
v enem letu tudi za faktor 30). Za ta dva podatka (velika moC sevanja in spre-
minjanje intenzitete) do danes Se niso nasli zadovoljive teoreti¢ne razlage.
Ogledali si bomo na kratko, kako lahko vso stvar razlagamo z gravitacijskim
sevanjem.

Domnevamo, da je v jedru kvazarja masa reda velikosti 10® son¢énih mas
v procesu gravitacijskega kolapsa.” Po tej hipotezi sevajo kvazarji ogromne
kolid¢ine gravitacijskega valovanja in tako ustvarjajo stohasti¢no gravitacijsko
polje v intergalaktiénem prostoru. Fowler® je izdelal model, po katerem lahko
moé¢ sevanja kvazarja ocenimo s formulami, ki jih poznamo Ze od raéunov za
sevanje dvojnih zvezd.

Valovna dolzZzina znaSa priblizno 3.10 m, kar ustreza karakteristicnemu
¢asu fluktuacij 7s = 1 leto. Ce opazujemo zvezdo, ki je v na$i Galaksiji, dobimo
isti red velikosti fluktuacij kot pri dvojnih zvezdah. Vendar je karakteristi¢ni
¢as tako velik, da teh fluktuacij ne bi mogli meriti. Povsem drugacen pa je
rezultat, Cce opazujemo vidno svetlobo samih kvazarjev: ker je poprecni kva-
dratni odmik fluktuacij sorazmeren s fretjo potenco razdalje, se pri velikih
razdaljah (tipi¢na oddaljenost kvazarjev od Zemlje znasa pribliZzno 10° svetlob-
nih let) tudi fluktuacije same moc¢no povecajo. Za velikost fluktuacij dobimo

v tem primeru V(AI/I{],)2 = 10. Ta rezultat se obenem s karakteristi¢cnim ¢asom
zelo dobro ujema z eksperimentalnimi podatki.

c) Ostanki prvotnega gravitacijskega valovanja

Nedavno so odkrili v vesolju elektromagnetno sevanje ¢rnega telesa s tem-
peraturo 3 °’K. Domnevamo, da je to sevanje ostanek prvobitnega stanja nasSega
vesolja — stanja z visoko temperaturo in gostoto. Zaradi ekspanzije vesolja je
od tedaj temperatura padla na sedaj opazovano vrednost. Domnevali bomo, da
je Ze na zacetku obstajalo termodinamsko ravnotezje med elektromagnetnim
in gravitacijskim valovanjem in da taksno ravnotezje obstaja Se danes. Tedaj
je tudi temperatura gravitacijskega »Crnegia telesa« enaka 3 %K. Gravitoni so
bozoni brez mirovne mase, torej je spekter sevanja dolo¢en s Planckovim

* Pri telesih z dovolj veliko maso so gravitacijske privlacne sile tako mocne,
da kon¢no stanje zvezde — ko je jedrsko gorivo izérpano — ni niti bela pritlikavka
niti nevtronska zvezda, temvecC pride do katastrofe. Zaradi privla¢nih gravitacijskin
sil se telo moéno skréi in njegova gostota poveca. Sam proces skréevanja se imenuje
gravitacijski kolaps.
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zakonom. Za popre¢no frekvenco dobimo w = kT/h. Ce vstavimo T = 3K,
dobimo @ = 4.1011 s~ kar nam da valovno dolZino 0,5 cm. Tudi za ta primer
lahko izradunamo fluktuacijo intenzitete; za medzvezdno razdaljo 10* svetlobnih
let dobimo zelo moéne fluktuacije 10—2, vendar je frekvenca teh fluktuacij zelo
velika (101 s1). Ce bomo kdaj znali meriti tudi tak$ne fluktuacije, bomo
s tem dobili vaZne podatke o prvotnem stanju vesolja.
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NOVICE

RAZISKOVALNE NALOGE MATEMATICNEGA ODDELKA
INSTITUTA ZA MATEMATIKO, FIZIKO IN MEHANIKO

- Pod tem naslovom je bil objavljen v OMF, letnik 13, st. 4, str. 118—123
(1966) pregled raziskovalnih nalog, ki so jih opravili ¢lani matemati¢nega
oddelka. Od tedaj so.bile izdelane $e 4 raziskovalne naloge, dve pa sta v delu.

Izrazanje pozitivnih funkcionalov v involutornih algebrah z 2 n generatorii

Nosilec naloge je bil G. Tomsi¢. Nalogo je financiral Sklad Borisa Kidrica.
Oddana je bila junija 1967. En izvod elaborata je na razpolago tudi v matema-
ticni knjiZnici.

Pred nekaj leti je Vidav Studiral tale problem: dana je algebra A
z involucijo, ki jo generirata  sebi adjungirana elementa p in g, ki zado$cata
relaciji pq —qp = —1i.

- Pojasnimo, kaj je involucija! To je predpis, ki vsakemu elementu ¢ iz
algebre A priredi neki element a* iz A, z lastnostmi

1. (@ + b)* = a* 4 b™*

2. (Aa)* = Aa* A je kompleksno Stevile
3. (a b)* = b*a™

4, (a™)* = a

Element a je sebi adjungiran, ¢e je a* = a. |

Zanimivi so pozitivni linearni funkcionali na algebri A; to so taki, za
katere je f(a*a) 20 za vse a € A. Pozitivni funkcionali nad A res vedno
eksistirajo, definirati jih pa moremo npr. z integralom. Sedaj pa se pojavi
vprasanje: ali moremo vsak pozitivni funkcional nad algebro A reprezentirati
s takimi integrali? V ¢lanku v Mathematische Zeitschrift je Vidav podal za-
dostne pogoje za pritrdilen odgovor.

V raziskovalni nalogi je Tomsic¢ pokazal, kako se dajo rezultati Vidavovega
¢lanka raztegniti tudi na primer algebre z involucijo, ki je generirana z 2n
elementi p1, pg, ..., P 91, Q2 - . -, o, Kl zadoSCajo relacijam |

PiQi— Qg pP; = —1 PiPr—pPrp; = 0
q; Qr — Qr q; == Pigr—aqr ;i =10, k=]

Razsirjava Vidavovega rezultata na algebro z 2mn generatorji prinasa nove
tezave: najtezje je vpraSanje komutativnosti neomejenih linearnih operatorjev
v Hilbertovem prostoru. Zato so tudi zadostni pogoji manj splosni kot v Vida-
vovem clanku.

Rezultati dela bodo objavljeni v zagrebskem Glasniku.

Fksistenca in enoli¢nost pozitivnih reSitev transportne enacbe
Nosilca naloge sta bila I. Kuscéer in I. Vidav. Nalogo je financiral Sklad
Borisa Kidric¢a, cddana pa je bila v juniju 1968.
V delu sta avtorja obravnavala probleme iz transportne teorije nevtronov.
Pobudo zanje je dal prof. Kuscer, ki je znan specialist s tega podrod¢ja. Oznaéimo
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z N (r, v, t) gostoto nevtronov s hitrostjo v na mestu r v éasu t! Nadalje naj
pomeni E (r, v) totalni makroskopski sipalni presek, S (r,v —Vv’) pa diferen-
cialni makroskopski sipalni presek. Casovni potek popisuje transportna enacba:

oN
ot

Enacbi je treba dodati Se primerne robne pogoje na povrsini telesa, v katerem
pojav Studiramo. Desno stran, ki je integrodiferencialni operator, ozna¢imo z A
Imenuje se Boltzmannov operator.

Eden od problemov, ki sta jih avtorja resila, je tale: Vcasih iS¢emo
reSitve transportne enadbe, ki imajo obliko N = N (r, v) e*?, IzkaZe se, da take
refitve eksistirajo natanéno tedaj, ko je 4 lastna vrednost Boltzmannovega
operatorja A. Fizikalno ima pomen le taka reSitev zgornje oblike, pri kateri je
N (r,v) pozitivna funkcija. V delu so dani pogoji, pri katerih pozitivna resitev
eksistira in je enolicna. Metode dokazovanja so funkcionalno teoreti¢ne: gre
v bistvu za $tudij operatorjev v primernih Banachovih prostorih.

Rezultati dela so povzeti v treh ¢lankih, ki so bili poslani v objavo
v Journal of mathematical analysis and applications. Eden od teh je ze izSel:
Ivan Vidav, Existence and uniqueness of nonnegative eigenfunctions of the
Boltzmann operator, Journ. math. anal. appl. 22 (1), 144—155, (1968).

vgrad N—v X (r, V)N + (o' S(r,v—>V) N (xr, v/, t) dv’

Studij regularnih kolobarjev, ki ustrezajo dodatnemu aksiomu

Nosilec naloge je bil N. Prijatelj. Nalogo je financiral Sklad Borisa
Kidri¢a, oddana je bila v maju 1968. En izvod elaborata je na razpolago
v matemati¢ni knjiZnici.

V delu studira avtor *-regularne kolobarje. Pojasnimo na kratko, kaj je
*_regularni kolobar.

Kolobar K (v katerem je mnoZenje v sploSnem nekomutativno) je *-regu-
laren, C¢e so izpolnjene zahteve: v K je enota za mnoZenje; k vsakemu elementu
a € K eksistira tak element x € K, da velja a = axa; v K je definirana involu-
cija, to je preslikava kelobarja K nase z lastnostmi:

L e+ ="+ 5°

2. (ab)* = b* g*

3. (@®)* =

4. iz a*a = 0 sledi @ = 0

Ce k elementu o € K eksistira inverzni element o—!, smemo seveda tega vzeti
za x v zahtevi o == axa. Element x je torej neka posploSitev inverznega
elemendta.

Element a € K imenujemo hermitski (Siefbii adjungiran), ¢e je a* = a.
Element ¢ € K imenujemo pro:jevkt'or de velja e* = e = e2,

Avtor Studira lastnosti *-regularnih kolobarjev. Ena od tipi¢nih ugoto-
vitev dela je npr. tale:

Element a € K je hermitski natan¢no tedaj, ko se da zaprlsa‘ﬂl v obliki
a == axa, kjer je ¥ = x in ax == xra projektor.

Podroben $tudij *-regularnih kolobarjev je posebno zanimiv zato, ker
predstavljajo taki kolobarji zvezo med algebro, geometrijo in funkcionalno
analizo.

Rezultati dela bodo objavljeni v zagrebskem Glasniku.
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Numeri¢no resevanje Fredholmovih integralskih enach na racunalniku Z-23

Nalogo. sta izdelala A. Suhadolc in J. Vrabec. Financiral jo je Sklad
Borisa Kidri¢a, oddana pa je bila v juniju 1968. En izvod elaborata je tudi
v matemati¢ni knjiznici.

Avtorja sta zbrala iz matemati¢ne literature vedino znanih numeri¢nih
metod reSevanja nehomogenih Fredholmovih integralskih enacb

; |
@ (x) —laf K(x,y) ¢ (y) dy = f (x)

Tu sta f(x) in K (x,y) dani funkciji, ¢ (xr) pa iS¢emo. 1 je dano kompleksno
Stevilo. Nadalje sta zbrala numeri¢ne metode za priblizno reSevanje homogenih
Fredholmovih integralskih enacb |

b
fp(x)'-ﬂfth(xay)q:’(y) dy = 0

Tu je K (x, y) dana funkcija, i8¢emo pa taka Stevila 4, pri katerih ima integral-
ska enatba netrivialne (ne identiéno enake 0) reSitve ¢ (x). Take vrednosti
Stevila 2 imenujemo karakteristicna stevila antengfalske enatbe, netrivialne
reSitve ¢ (x) pa lastne funkcije.

Od ve¢ deset numeri¢nih metod sta avtorja izbrala tiste, ki so se zdele
najprimernejSe za racunalnik, posebno Se za ra¢unalnik Z-23. Za izbrane me-
tode so bili izdelani programi za rac¢unalnik Z-23. Programi so bili preskuSeni
na numeri¢nih primerih.

NatancénejSe vsebine dela ne bomo oplsovall ker je povzetek v tej Stevilki
Obzornika za matematiko in fiziko.

Letos je oddelek za matematiko prijavil Skladu Borisa Kldrlca Se dve
razmkow*alm nalogi. Obe je Sklad odobril. To sta: |
‘Struktura polnih regularnih involutornih- kolobarjev. Nosilee naloge je
I. Vidav, sodelavec N. Prijatel].
Funkcionalno analiti¢ni problemi v transportni teoriji. Nosilec je 1. Vidav,
sodelavea sta J. Grasselli in A. Suhadole. -
Anton Suhadolc

/OB STOLETNICI ZAMISLI O INTERFEROMETRICNEM MERJENJU
ZVEZDNIH PREMEROV

Merjenja zvezdnih premerov so pomembna naloga astrofizike. MoZnost
za interferometri¢no merjenje zornih kotov zvezd in zvezdam podobnih
objektov je prvi uvidel A. Fizeau (1868), in sicer na osnovi Youngove dvojne
rezel, Njegovi zamisli, da bi doloé¢ili zorne kote nebesnih teles z dvema med
seboj dokaj razmaknjenima rezama pred objektivom velikega daljnogleda —
tako napravo imenujemo zvezdni interferometer —, je sledil in jo natanc¢neje
izdelal ter kot prvi uporabil v astronomski praksi Ze pet let kasneje E. Stephan
na observatoriju v Marseillu.
| Pred objektiv 80-centimetrskega refraktorja je postavil neprozorni zaslon,
ki je imel dve pravokotniSki rezi, postavljeni simetri¢cno glede na opti¢no os
daljnogleda in razmaknjeni za ckoli 60 cm. Znacilne interferen¢ne slike ne-
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besnih objektov, ki jih je dobil v gori¥¢ni ravnini objektiva, je opazoval z zelo
mo¢nimi okularji. Lo¢ljivost njegovega interferometra je bila priblizno 0,2 kotne
sekunde. Vse zvezde, ki jih je s tem instrumentom raziskal, so dale zelo jasno
znaéilno interferen¢no sliko. Zato je sklepal, da nobena izmed njih nima
zornega kota okoli 0,2 kotne sekunde, ampak da so celo najvecCji premeri
zvezd dale¢ pod to vrednostjo. V meritvah ni uspel, njegova ocenitev glede
kotnih razseZnosti zvezd pa je bila pravilna. Skoda, da je bilo Stephanovo
delo tedaj osamljeno in ni na Sircko prodrlo v astronomsko javnost.” Tako je
mnogo kasneje A. A. Michelson (1890) neodvisno odkril, raziskal in uresnicil
Fizeaujevo zamisel. Michelson je pravilno sklepal, da gre pri nebesnih objektih
za taksna svetila, ki so premajhna ali pa predale¢, da bi njihove kotne razsez-
nosti mogli dolo¢iti z navadnimi daljnogledi. Izdelal je celotno tfeorijo inter-
ferometri¢nih merjenj in z uspehom uporabil lastno metodo pri merjenju
zornih kotov &tirih Jupitrovih lun in nekaterih svetlih planetoidov (1891),
ki imajo zorni kot priblizno ene kotne sekunde. |

Toda poizkusi, da bi z interferometrom izmerili zorni kot zvezde, se
niso posrec¢ili. Karakteristi¢ne interferenéne zvezdne slike so bile jasne tudi pri
najved¢jih moznih razmikih reZ, ki so.jih uporabili na najmo¢nejSih tedanjih
daljnogledih.

Skoraj trideset let je minilo, preden je Michelson ponovno proucil moznost
uporabe interferometri¢ne metode merjenj zvezdnih premerov z novo tehniko.
Skupaj s F. G. Peaseom se je odlo¢il za gradnjo Sestmetrskega zvezdnega
interferometra, ki so ga uporabili na tedaj najveéjem zrcalnem teleskopu na
svetu, na 250-centimetrskem reflektorju observatorija Mt. Wilson. Instrument so
izgotovili leta 1920 in 13. XII. tega leta je Pease z njim prvi¢ v zgodovini
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S1. 1. Sestmetrski zvezdni interferometer na observatoriju Mt. Wilson. Lo¢ljivost tega

interferometra je bila okoli 0,02 kotne sekunde. Podana je bila z najveljim moznim

razmikom zunaniih zrecal (rez); tj. 6 metrov. Z njim je bilo mozno meriti zorne kote
zvezd, ki so bili veCji ali pa vsaj enaki 0,02 kotne sekunde
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astronomske znanosti izmeril zorni kot zvezde. To je bila zvezda Alfa
Crionis (Betelgeuse), izmerjeni zorni kot pa je bil 0,047 kotne sekunde.
Ker je bila paralaksa te zvezde znana, so astronomi lahko doloc¢ili pravo
velikost zvezde. Racun je pokazal, da je po linearnih dimenzijah Betelgeuse
okoli petstokrat ve¢ja od nasega Sonca® Ta meritev je potrdila teoreti¢ni izracun
nekaterih astronomov, predvsem Eddingtona 1in Russella, za vrednost
zornega kota Betelgeuse. Isto¢asno Je pokazala, da resni¢no obstajajo v ve-
solju zvezde, ki so po dejanskih razseznostih mnogo veéje od Sonca. Do
leta 1930 je Pease s tem instrumentom izmeril zorne kote Se nekaterim
svetim zvezdam, od katerih so bile vse bliznje orjakinje ali nadorjakinje
poznega spektralnega tipa od K do M:

Zvezda, d” | D/Dg Zvezda d” | D/Dg
o Bootis (Arktur) 0,020 24 ¢ Herculis (Ras Algethi) 0,030 ‘ 400
a Tauri (Aldebaran) 0,020 45 | o Ceti (Mira) 0,056 | 400
p Pegasi (Scheat) 0,021 150 o Scorpii (Antares) 0,040 720

Da bi merili premere manjsih in §ibkej$ih zvezd, so pozneje (1929) na
Mt. Wilsonu zgradili vedji petnajstmetrski zvezdni interferometer, ki so ga
ravno tako uporabili na 250-centimetrskem reflektorju tega observatorija. Pri-
¢akovali so, da bodo z novim interferometrom merili natanéneje kot s prejsnjim.

b E T e R R s Lk R ge T e T . b TSNS S Mg cwamle ey s e s sere T TR T s
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Sl. 2. Petnajstmetrski zvezdni interferometer na Mt. Wilsonu, instrument, ki je
astronome razocaral

* Premer zvezde v son¢nih premerih dobimo iz zveze D/Do = 107,5 d”/p”, kjer
sta d” in p” v kotnih sekundah izrazena zorni kot in paralaksa zvezde.
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Toda bili so razo¢arani. Instrument je dajal slabe rezultate, upravljanje z njim
pa je bilo mnogo teZavnejSe kot s Sestmetrskim zvezdnim interferometrom.
Edini opazovalec, ki je znal z njim operirati in je imel sploh z njim potrpljenje,
je bil Pease. Razen zornega kota ene same zvezde ni Pease iz tega svojega
interferometra »iztisnil« nobene pomembnejSe meritve:

Zvezda | d” __ D/Dg

$# Andromedae (Mi—rach)_- ‘ 0;018 45

S Peaseovo smrtjo (1938) so meritve premerov zvezd z zvezdnim interfero-
metrom utonile v pozabo.

Merjenja zvezdnih premerov na observatoriju Mt. Wilson so za tfedanji
¢as pomenila vrhunski tehni¢no-astronomski dosezek. Danes predstavljajo le Se
preteklost. Do dandanes je tehnika astronomskih opazovalnih instrumentov tako.
mod¢no napredovala, da je mozno z njimi meriti mnogo manjSe kote, kakor so
jih. meril na Mt. Wilsonu. Zorne kote zvezd merijo seda] z novo napravo,
z zvezdnim intenzitetnim interferometrom na observatoriju v Narrabriju
v Avstraliji. S tem interferometrom merijo kotne razseZznosti silno majhnih
in dokaj &ibkih zvezd, ki jih ne bi mogel razlo¢iti Se tako zelo izpopolnjeni
zvezdni interferometer. |

M. Prosén
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! Mislimo si dvojno rezo tik pred zbiralno leto, svetilo v razdalji 4 pred reZo
in zaslon za rezo, postavhen v gorisémi ravnini lece Svetloba tockastega svetila
povzrom PO prehadu iz dvoine reZe na zaslonu sistem ostrih in jasno vidnih izmenicno
svetlih in temnih prog. To je znadilna 'interferendéna sltika toCkastega svetila. Naj
ima svetilo sedaj obliko kmgle premera D (D<€ A). Ce je zorni kot, tj. kotni premer
svetila zelo majhen, so proge $e vedno zelo ostre. S spreminjanjem velikosti svetila
ali razmika med reZama se spreminja ostrost prog. Ce pri stalnem razmiku med
reZama narasdéa zorni kot svetila oz. se pri stalnem zornem kotu svetila veCa razmik
med rezama, so proge vse manj ostre. Pri dolotenem zornem kotu svetila in razmiku
re’ proge nhiso vel vidne in interferenéna slika svetila (ali vsaj sredisce te slike)
ie enakomerno svetla po vsej povrSini, Fizeau je pokazal, da obstaja tedaj med
razmlkom reZ (A) in zornim kotom danega svetila (D/4 = d = d” .arc 1”7 = d”7/(2.10%")
zveza d — 122, /A, kjer je 1 popretna valovna dolZina svetlobe, ki pmde od svetila.
Iz znanih 4 in A nato dolo¢imo d oz. D pri znani 4.

* Po danagnjih cenitvah je Betelgeuse pribliZzno tiso¢krat vecja od Sonca.
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SOLA

</ PRISPEVEK K RAZPRAVI O MATEMATICNIH UCBENIKIH

Urednistvo OBZORNIKA ZA MATEMATIKO IN FIZIKO me je naprosilo,
da ocenim dva mova uc¢benika. Oba sta izSla istodasno in z istim naslovom
VISJA MATEMATIKA I z naslednjimi biblografskimi podatki:

Tomislav Skubic: Visja matematika I. del, Ljubljana 1968. Izdalo in
zaloZilo DrusStvo varnostnih inZenirjev in tehnikov, Maribor. Skripta, 8 + 340
strani, 4°; naklada 1 500 izvodov; dotiskano v maju 1968. Recenzent: akademik
univ. prof. dr. ing. Anton Kuhelj.

Ivan Vidav: Visja matematika I. Tretja izdaja. Zalozila Drzavna zalozba
Slovenije, Ljubljana 1968. 474 strani 8°.

Iz predgovorov obeh piscev se vidi, da sta oba ucébenika namenjena med
drugim tudi slusateljem prvega letnika tehnigkih visokih oziroma vigjih 3ol.

Morda bom kdaj pozneje ugodil Zelji uredniStva in podrobno strokovno
ocenil oba ucbenika, vendar sodim v tem trenutku in pri nasih razmerah
v Solstvu, da je bolj nujno in potrebno zapisati o nasih matematiénih ucbenikih
nekaj bolj splo$nih misli, ki naj sprozijo dobronamerno, tovarisko in pre-
potrebno razpravo.

Uvodno poudarjam, da moja razmi§ljanja ne zadevajo samo zgoraj nave-
denih ucébenikov, ampak da se nanasSajo na vse mtemti¢ne ucbenike, skripta,
studijske materiale itd. in na vse njihove pisce, pri ¢emer sebe nikakor ne
lzvzemam. |

Pri obravnavanju vpraSanj o matemati¢nih uc¢benikih izhajam iz dveh
osnovnih stalisé. Prvi¢, preprican sem, da se pisci pri sestavljanju ucbenikov
trudijo vsak po svojih najboljsih moceh; zato v naslednjem ni govor o piscih
kot o osebah, ampak prej o njihovih razliénih pojmovanjih pedagoskega dela
na podro¢ju matematike. Drugi¢, prepri¢an sem, da je pri nas matematikov
kljub lepim uspehom Se vedno mnogo premalo in da je za vse Se dovolj dela,
tako da o kaki konkurenci v komercialnem smislu Se ne more biti govora.

Glede pojmovanja pouka matematike srecamo bistvene razlike Ze na
srednji stopnji pouka. Krizani¢ skuSa s svojimi ucbeniki za gimnazije pre-
makniti pouk matematike v smer modernejSega razvoja te znanosti, zlasti
v smer teorije mnozic. Matematik, ki u¢no snov Ze pozna in jo gleda z viSjega
zornega kota, takemu modernejSemu pojmovanju ne more oporekati: zato so
bili njegovi srednjeSolski ucbeniki med matematiki na fakultetah sprejeti
v splodnem z zadovoljstvom. Zelo deljena pa so mnenja o pedagodki dognanosti
Krizanic¢evih uc¢benikov. Zanimivo je, da jih nekateri pedagogi, ki jih uporab-
ljajo, hvalijo, nekateri pa jih ostro grajajo. To je razumljivo, kajti pedagosko
dognati cCisto nova pojmovanja je naporno delo, ki potrebuje dolgotrajne
izkusnje.

KriZanitev koncept pouka matematike nehote moti Vadnalov uébenik za
zakljucni, cetrti razred; ta je izSel prej, tako da pisec, tudi ce bi zelel, ne bi
mogel svojega ulbenika prilagoditi KriZani¢evim za niZje razrede. Osnovni
koncept Vadnalovega uc¢benika temelji na funkeijski odvisnosti.

Rokopise za KriZzani¢eve ucbenike in za Vadnalov uc¢benik je pregledala
ista strokovna komisija, katere ¢lana sta bila priznana strokovnjaka prof.
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dr. Ivan Vidav in prof. Ivan Stalec. Tej komisiji ne moremo ofitati, da je
rokopise pregledovala povrsno; sam se ji moram zahvaliti za nekaj pobud,
brez katerih bi bilo v uébeniku nekaj nerazumljivih spodrsljajev; ob tej pri-
loznosti sem ponovno obéutil, kako odgovorno, koé¢ljivo in zmotljivo je peda-
gosSko delo. Komisija je dopustila obe sicer razliéni koncepciji ucbenikov, saj
drugega ni mogla storiti, ker je §lo v obeh primerih za resna pedagoska pri-
zadevanja piscev.

O matematiénih ucbenikih za srednje fole smo v naSem drustvu, zlasti
v aktivu, vecCkrat razpravljali. Prav lahko smo se sporazumeli, da naj bi
Krizani¢ izvedel svoj koncept do konca in da naj bi sestavil podoben ucbenik Se
za Cetrti razred gimnazij. Vsi smo bili vedno mnenja, da je treba postena
stremljenja razumno podpirati in jih presojati kot celoto z naSim sedanjim
izobraZzevalnim sistemom. Vsekakor pa bo treba skrbeti, da bodo absolventi
naSih srednjih S0l dobili zadostno matemati¢no znanje oziroma usposobljenost,
da bodo lahko uspesSno nadaljevali studij na visokih Solah.

Glede pouka matematike na niZjih stopnjah bi morda kazalo pogovoriti
se o naslednjih teZavah:

1. V koliki meri in na kak nadin je smotrno prilagajati u¢no snov in ucne
metode na nizjih stopnjah hitremu razvoju matemati¢ne znanosti in nastajanju
njenih novih panog.

2. V koliki meri in na kak nadin je treba prilagajati u¢no snov in ucne
metode na nizjih stopnjah naras$éajo¢im potrebam po matematiénih metodah
v drugih dejavnostih.

3. Obclutek imam, da preve¢ zanemarjamo vprasanja pouka matematike
na strokovnih Solah in da se pretezno ukvarjamo z gimnazijami, katerih obseg
in vloga sta se v naSem Solstvu Zal ali ne Zal pravzaprav obdutno zmanjsSala.

4, Kdo sploh skrbi ali kdo naj skrbi za pouk matematike na nizjih stop-
njah v na$i samoupravni druzbi ob velikem $tevilu izobraZevalnih skupnosti,
pri ostrih medobé&inskih mejah in pri nepregledni mnozZici reorganizacij nasih
Solskih sluZzb. V tej dinamiki vidim eno samo konstanto: Drustvo matematikow,
fizikov in astronomov SR Slovenije. V samoupravni druzbi je prav gotovo nase
drustvo poklicano in e najbolj kvalificirano, da se tudi avtoritativnho ukvarja
s temi vprasanji.

V naslednjem prehajam na tezave z matematiénimi ucbeniki za visoke
Sole. Tudi tu se kaZejo smernice po podobni modernizaciji, kakr$no skuSamo
izvesti pri srednjeSolskih uc¢benikih, vendar s to razliko, da so ta stremljenja
manj sistematiéna in dosledna. Pisci ucbenikov sicer skuSajo ucéno tvarino
v kakem smislu modernizirati, vendar delajo to nedosledno in nedognano.

Vidav je dal v tretji izdaji svojega ucbenika dolocen davek taki moder-
nizaciji. V ta namen je docela predelal prvo poglavje o stevilih in dodal
nekaj zacetnih dopolnitev k drugemu, sedmemu in dvanajstemu poglavju; pri
tem je ohranil ves drugi tekst nespremenjen. Ker jim ohranjeni tekst ni
prilagojen, izzvene vse te spremembe in dopolnitve, kot da so nekako prisiljene
in same sebi namen. |

Tudi Skubic je skusal svoj u¢benik modernizirati zlasti z uvajanjem logic-
nih simbolov. Toda tudi on je pri tem nedosleden in, ¢e le more, zavije na pot
bolj razumljive razlage v klasi¢nem jeziku. Zaradi tega je mnogo bolj razumljiv
tam, kjer razpravlja po starem, kot pa tam, kjer razlaga v jeziku logicnih
simbolov.
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Ko opredeli npr. na str. 274 zveznost funkcije, jo klasi¢no definira takole:
Funkcija f(x) je v toCki x, zvezna natanko tedaj, kadar moremo najti k vsa-
kemu mnaprej predpisanemu pozitivnemu §tevilu ¢ vsaj eno tako pozitivno
Stevilo 8, da je izpolnjena neenacba |f (x) — f (xo) | <e, Ce je le |x—x, | <.
To definicijo napisSe nato Se z logi¢nimi simboli. Nekaj strani za tem pa opredeli
na str. 277 enakomerno zveznost funkcije kratkomalo takole: Funkcija f (x) je
na intervalu [a, b] enakomerno zvezna natanko tedaj, kadar moremo najti
k vsakemu naprej predpisanemu pozitivnemu $tevilu ¢ vsaj eno tako pozitivno
Stevilo 0 (¢), da velja implikacija:

r—x' | <d(@E) > 1f@—Ff@)l<e

Ni tu vaZno, kaj misli pri tem izSolani matematik, vazno je, kaj in
koliko razume pri tem Student, ki se Sele uéi in ki se Sele vZivlja v tezaven
pojem zveznosti. VprasSanje je, ali je smotrno uporabljati zgosc¢eno logi¢no
pisavo Ze pri prvem ucenju kake snovi, ki je Ze v vajenem jeziku zadosti tezka.
Podobno vprasSanje velja tudi za aksiomati¢no metodo: Ali tudi ta ne zahteva
ze doloCene stopnje poznavanja ucne snovi, da jo zares koristno lahko upo-
rabimo?

Primerjajo¢ u¢benike, ki obravnavajo isto u¢no tvarino, me je zaskrbelo
dejstvo, da smo zadeli matematiki govoriti v preve¢ razliénih jezikih. Student ali
dijak, ki bo studiral po dveh ucbenikih, bo zasel v hudo stisko, kajti ob pozna-
vanju snovi po prvem ucbeniku se bo Se vedno tezko prebijal skozi drugega.

Poleg metodoloske problematike v zvezi z udbeniki vi§je matematike bo
treba naceti tudi vprasanja o racionalizaciji in gospodarnosti njihovega izhaja-
nja. Tisk je drag, subvencije zanj pa vedno manjSe; Vidavova knjiga stane
80 (z besedami: osemdeset!) N din. Tako visoke cene $tudenti ne bodo zmogli
in si bodo raje pomagali z vsemi mogodimi »cenenimi« skripti, Studijskimi
materiali itd. Tak material izhaja pogosto v slabi tehniki in majhnih nakladah,
je pa.prav zaradi tega sorazmerno zelo drag kljub nominalno niZji trzni ceni.
Pri takih razmerah se skoraj lahko vprasamo, komu je pravzaprav namenjen
vsebinsko in tehni¢no odlicen Vidavov ucbenik, ¢e je tako drag in ce pisec
sam te snovi nikjer vet¢ ne predava. |

Cas je, da tudi o tem odkrito spregovorimo in da zadnemo s premisljeno
in sistemati¢no politiko izdajanja ucbenikov za wviSjo matematiko. Stalen in
hud pritisk Studentov po pisanju skript pisce utruja in, kar je najhuje, jemlje
jim dragocene mo¢i in Cas za spremljavo strokovne literature in za raziskovanje.
Ob pravilni zaloZzniski politiki bi bilo mogoce razpolozljive subvencije izkorisc¢ati
mnogo bolj smotrno in zniZati osnovnim udbenikom ceno tako, da bi bila
znosna tudi za Studente. |

Glede zalozniske dejavnosti ima nasSe drustvo kar bogate izkusSnje in lepe
uspehe zlasti s knjizno zbirko SIGMA. S SIGMO izvaja skrbno strokovno in
materialno pretehtani knjiZzni program, katerega cilj je s ¢asom pokriti najbol]
pomembna podroc¢ja matematike. Podobno sistemati¢no zaloznisko. politiko bi
bilo treba izdelati in izvajati tudi pri izdajanju u¢benikov za visjo matematiko
z namenom, da se kar najbolje izkoristijo razpolozljiva sredstva in se s tem za-
dosti potrebam uénih zavodov. Pri.tem bo treba upostevati moZnosti in Zelje
avtorjev, materialne moznosti nase druzbe pa tudi posebnosti in zahteve po-
sameznih ucénih zavodov. K takemu nadértnemu delu bi bilo treba pritegniti vse
predavatelje osnovnih matemati¢nih panog in ustrezne katedre oziroma ucne
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enote; pobudo za tako delo bi lahko dali ali fakulteta, ki je za matematiko
matiéna, ali matematiéni oddelek Instituta za matematiko, fiziko in mehaniko
ali pa na$e drustvo. |

- Cilj take politike izdajanja matemati¢nih uc¢benikov bi bil med drugim
morda lahko takle: za osnovna matemati¢na podroc¢ja bi dobili za vse potrebe
standardne in ne preobSirne ucbenike, ki bi jih zaradi posebnosti posameznih
uc¢nih enot po potrebi dopolnjevali s krajsimi specializiranimi skripti ali
Studijskimi materiali ali pa tudi s publikacijami zbirke SIGMA kot pomoznimi
ucbeniki.

Predlagani program izdajanja matemati¢nih uc¢benikov bi bil dovolj obsi-
ren, da bi bilo dosti dela za vse; prepri¢an sem tudi, da bi za tak racionalen
program dobili zadostne subvencije, saj se matematiki res ne moremo pritoze-
vati, da dandanes ni razumevanja za razvoj naSe stroke.

A. Vadnal

/TRKI MED KOTALJENJEM -

Med demonstracijskimi poskusi, ki kaZejo ohranitev gibalne koli¢ine in
mehanske energije, pogosto navajamo trke biljardnih krogel na mizi, kaZemo
odboj kotalece se kroglice od toge stene in podobno.! Pri tem Stejemo k sistemu
obe telesi in trdimo, da je teza uravnoveSena z navpi¢no silo podlage, ter da
drugih zunanjih sil ni. V resnici velja to le v trenutku, ko telesi tréita. A ¢as
trka je prekraték, da bi lahko v njem kaj merili. Razmere, ki jih opazujemo
kasneje, so mo¢no spremenjene zaradi trenja med telesi in podlago.? Nekaj ¢asa
po trku telesa namrec¢ drsijo, dokler zaradi sil trenja ne pride do kotaljenja.
Med drsenjem se spremenita gibalna in vrtilna kolic¢ina telesa.

Oglejmo si trk idealno proZnega, kotaleCega se telesa (valja, krogle,
obroca) s togo steno, ki je pravokotna na tir! Naj bosta stena in telo popolnoma
gladka, tako da med trkom med njima ni frenja. Obenem naj bo trk tako
kratek, da trenje s tlemi v tem ¢asu ne vpliva na gibanje. Potek trka je narisan
na sl. 1. Telo se kotali proti steni, pri éemer je hitrost teziséa — v™,. Kotna
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Sl 1. Potek trka med kotaledim se telesom in togo steno. Med steno in telesom
pri trku ni trenja
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hitrost okrog teZi$¢ne osi je — v*,/r, pri éemer je r radij telesa. Ob trku deluje
stena na telo s sunkom sile { F dt, ki spremeni gibalno keli¢ino telesa. Konéna
hitrost je po velikosti enaka zacetni in ima nasprotno smer. Vrtilna koli¢ina
ostane nespremenjena, tako da se telo neposredno po trku & vedno vrii
v prvotni smeri in drsi po tleh. Cez nekaj ¢asa se zadéne telo spet kotaliti, pri
cemer je hitrost teZi§¢a v*, kotna hitrost pa »*/r. Gibanje do tega trenutka
zapiSemio z ena¢bama:?

m do™/dt = — Fy, (1)

J* dw/dt = vF,
ki dasta po integriranju:
m (V¥ — v™) = — Fy,t (2)

J* (0 — wo) = 7 Fiyt

Ko postavimo za w = v™/r in w, = — v™*,/r, dobimo koné&no hitrost:
| v* = 0¥, [1 —2 ki(k + 1)]
pri ¢emer je k = J*/mr2,
Hitrost kroglice bi bila po trku 3/7 zadetne hitrosti. Hitrost valja bi bila 1/3
zacetne hitrosti. Obro¢ bi se ustavil.

Naj bosta sedaj stena in telo hrapava in u« koeficient trenja.* Ob trku
deluje na telo Se sunek navora {uF rdt = 2mov™, ur, ki spremeni vrtilno
koli¢ino telesa tako, da je neposredno po trku kotna hitrost enaka — v™,/r -+
+ 2mo™, ur/J* < 0. Enacébi (2) dasta v tem primeru za konéno hitrost:

0¥ = 0% [1—2 (k— w)/(k + 1)]

Sila trenja s tlemi je namre¢ delovala manj ¢asa in je zato konéna hitrost
ve¢ja. NajvecCjo vrednost ima hitrost, ¢e se telo ob trku povsem preneha vrteti

Iz tega ocenimo celotno kineti¢no energijo Wi po triu:

Wio [(1 —K)/(1 + k)2 < Wi < Wi [1/(1 + K))2

W, :vE}/r

o
CLN0

Sl. 2. Potek trka dveh teles med kotaljenjem po hrapavi podlagi. Med telesoma
pri trku ni frenja
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Wiko = (1/2) mv¥2 (1 + k) je zaletna kinetitna energija. Razlika med zacetno
in kon¢no kinetiéno energijo se pretvori v notranjo energijo telesa in podlage.

Podobne so razmere pri centralnem trku dveh teles. Naj bosta najpre]
telesi gladki. Potek trka je narisan na sl. 2. Telo z maso my, vztrajnostnim
momentom J*; in z radijem r se s hitrostjo teZiS¢a v*,; kotali proti mirujotemu
telesu z maso ma, vztrajnostnim momentom J¥ in z enakim radijem r. Pri
trku, ki je idealnc prozen, velja:

m1 v = My UL T mgu

5 [ e k7 k /
SMIV o> =53Miu 12T $meuz?

Hitrosti tezis¢ neposredno po trku sta tedaj:
u*2 = 2 my v%1/(Mm1 -+ mp)
Vrtilni koli¢ini teles ostaneta med trkom nespremenjeni, tako da se prvo telo
vrti okoli teZiS¢éne osi s kotno hitrostjo we1 = v*1/r, drugo telo pa nima vrtilne
koli¢ine okoli teZiS¢a. Gibanje teles pc trku opiSemo z enac¢bama (1), ki ju
integriramo pri naslednjih zacetnih pogojih:
prvo telo: v*, = u¥ we = VF¥o1/T

drugo telo: ¥, = U’ We = 0

S tem dobimo za konc¢ni hitrosti tezisc:
u* = 01 [1 — 2 ma/(mq + my) (1 + ki)]
u¥y = 2 my v¥1/(Mmy + mg) (1 + ko)
kjer je ki = J¥i/mq 7% in ke = J*3/ms 12
Skupna gibalna koli¢ina teles G je po trku
G = myu’y + mgu¥s = my 0¥ [1 + me (k1 — ka)/(m1 + mg) (1 + kg)]
Ce sta si telesi podobni, torej ¢e je ki = ks, je kion¢na gibalna koli¢ina enaka
zatetni gibalni kolié¢ini. Sunka sil trenja sta v tem primeru enako velika in

nasprotno usmerjena in je zato skupni zunanji sunek enak ni¢. Kineti¢na
energija je po trku manjSa od zacetne:

4my 1 ;
Wi = Wio {1— ----------- = [1 . ( e, SR TR .. )“
(m-1 .3 mg) (1 - kl) {5 =+ me \1 + ko 1+ ky

Pri trku enakih krogel je koncéna kineti¢na energija pribliZzno 4/7 zaletne. Pri
trku enakih valjev je kon¢na kineti¢na energija pribliZzno 5/9 za€etne. Pri trku
enakih obrocev je koné¢éna kineti¢na energija priblizno 3 zacetne.

Preostane Se trk dveh hrapavih teles. Naj bo u koeficient trenja med
telesoma pri drsenju. Med trkom se telesoma spremeni vrtilna koli¢ina za
— urme u’y, tako da ima prvo telo po trku kotno hitrost v*1/7 — u  ma u™'/J%y,
drugo telo pa kotno hitrost — u r me u™'s/J%. Z integracijo enacb (1) dobimo
v tem primeru za koncni hitrosti naslednja izraza:

u¥s = v¥1. 2my (1 -— p)/(mg + ma) (1 + k)
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Skupna gibalna koli¢ina G je tedaj:

1
= mota [1o M (1Ee L))
mq + me \1 1+ Ky I + ke

in je tudi pri enakih telesih vedno manjsa od zacetne. Tudi kineti¢na energija
se pri trku zmanjsa.
M. Hribar
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DRUGA MEDNARODNA OLIMPIADA IZ FIZIK]

wd

Konec junija 1968 je bila v Budimpesti II. mednarodna fizikalna olimpiada
osmih socialisti¢nih drZav: Bolgarije, CeSkoslovaske, DDR, Jugoslavije, MadZar-
ske, Poljske, Romunije in Sovjetske zveze. Poleg Sovjetske zveze in Vzhodne
Nemdije se je tudi Jugoslavija letos prvi¢ udeleZila tekmovanja. Vsaka drzava
je sodelovala z ekipo, sestavljeno iz treh ¢lanov. Jugoslavijo so zastopali Miro
Doresi¢ in Hrvoje Gali¢ iz Zagreba in Andrej Detela iz Ljubljane. ;

Tekmovanje je trajalo dva dni. Prvi dan so dijaki pet ur reSevali tri
ra¢unske naloge, drugi dan pa so morali, prav tako v petih urah, opraviti isto
eksperimentalno vajo. Ekipno so se kot lani najbolje uvrstili Madzari, med
posamezniki pa sta bila najboljSa Mojmir Simersky iz CSSR in Tomasz Kre-
olewski iz Poljske. Jugoslavija je v ekipni razvrstitvi zasedla Sesto mesto. Med
posamezniki je Andrej Detela zasedel sedmo mesto in prejel ¢etrto nagrado.

Naloge so bile naslednje:

1. Na klancu z nagibom a = 30° mirujeta homogen valj z maso my = 8 kg
in s premerom 10 cm ter telo v obliki paralelopipeda z maso me = 4 kg, povezana
7 neraztegljivo brezteZzno vrvico, ki pelje od gredi valja do telesa. S kolik$nim
pospeskom se pricneta gibati telesi, ko ju spustimo? Koeficient trenja med
telesom, ki je po obliki paralelopiped, in klancem je 0,2, trenje v gredi valja
in trenje pri kotaljenju zanemarimo. Vztrajnostni moment homogenega wvalja
je J = 35 mre,

45°
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2. V prvi posodi imamo 300 cm3 toluola s temperaturo 0°C, v drugi
posodi pa 110 cm? iste tekodine pri 100 °C. Koliksno prostornino bosta zavzemali
tekodini, ko ju zmedamo? Temperaturni koeficient prostorninskega raztezka
toluola je 0,001 st~ Toplotnih izgub pri meSanju ni.

3. Telo v obliki polvalja je napravljeno iz stekla z lomnim kvocientom ]/2.
S kotom 45° proti pravokotnici vpada na ravno ploskev polvalja curek svetlobe,
ki je pravokoten na os polvalja. Na katerem delu valjaste ploskve izhaja
svetloba iz polvalja? |

4, (Eksperimentalna vaja). Na delovnem mestu boste nasli tri Skatlice, ki
jih ne smete odpreti. V vsaki Skatlici je po en element elekfriénega kroga.
Z meritvami ugotovite, kateri elementi se nahajajo v Skatlah in kaksni so
njihovi elektri¢ni parametri! Za resSitev naloge je na razpolago i1zvir izmenic-
nega toka s frekvenco 50 s™!, izvir enosmernega toka in dva univerzalna elek-
triéna instrumenta tipa Univo. Podane so notranje upornosti instrumentov pri
vseh merskih obsegih. Tekmovalci dobe tudi kratka navodila za delo z instru-
mentoma.

Radunske naloge niso bile pretirano zahtevne in jih je vefina tekmovalcev
pravilno refila. Drugo nalogo so pravilno resili vsi, nekateri so se lovili pri
prvi nalogi, najveé napak pa je bilo pri tretji, kjer so mnogi spregledali totalni
odboj. Pri eksperimentalni vaji si je moral vsak pomagati, kakor je pacC vedel
in znal, vendar tudi tu ni bilo vec¢jih spodrsljajev.

Ker naloge fizikalno niso bile tezke in so jih zato napravili skoraj vsi,
je komisija pri ocenjevanju moc¢no upostevala nadin izrazanja, logi¢no in
pravilno sklepanje in razmi$ljanja o posebnih resitvah. Tak nacdin ocenjevanja
je nekoliko vprasljiv, ker razliéni ljudje razlitno ocenjujejo razli¢ne poti,
ki peljejo do rezultata. Ob zahtevnejsih nalogah bi ta pomislek odpadel.
| Na koncu naj napiSem, da smo bili na Madzarskem zelo toplo sprejeti.
Povsod smo ¢&utili veliko zavzetost in gostoljubje, ki pri nas ob takih tekmo-
vanjih pogosto ni v navadi. “

A. Detela
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DOMACE VESTI

SLOVESNA OTVORITEV NA NOVO OPREMLJENE SOBE V ROJSTNI HISI
JURIJA VEGE

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SRS je v nedeljo, 23. 6. 1968,
organiziralo slovesno otvoritev na novo opremljene sobe v rojstni hisi sloven-
skega matematika Jurija Vege. Po letu 1954, takrat smo praznovali 200-letnico
njegovega rojstva, smo letos prvi¢ pocastili njegov spomin. Z materialno
pomocjo skupicine obcine Ljubljana Moste-Polje so postavili v sobi dva stenska
panoja s sliko J. Vege oziroma s fotografijami iz njegovega Zzivljenja. V vitrini
pa so razstavili osem njegovih del od prve njegove knjige do zadnjih ponatisov
logaritemskih tabel, ki so izsli v ZDA in ZSSR. Prospekt z motivi Zagorice
ter razglednice Wolfovega portreta J. Vege je zaloZila Mladinska knjiga.
Material za opremljeno- sobo in prospekt sta pripravila prof. Joze Povsi¢ ter
ing. arch. Matija Suhadolc.

Slovesnosti, ki jo je pricel predsednik drustva doc. dr. Joze Grasselli, se je
udeleZilo predvsem veliko domacdinov. Med povabljenimi gosti so bili tudi
republiski sekretar za prosveto in kulturo Tomo Martelanc, zastopnik slovenske
akademije znanosti in umetnosti prof. dr. Ivan Vidav, predsednik slavisti¢nega
drustva akademik dr. Bratko Kreft, zastopnik zavoda za Solstvo prof. Stanko
Ursi¢, podpredsednik zveze drusStev matematikov, fizikov in astronomov Jugo-
slavije prof. dr. Fran Dominko, zastopnik tovarne aparatov in instrumentov
Vega Gabrijel Sfiligoj, direktor centralne tehniske knjiZznice ing. Peter Kersic
ter predsednik sveta za kulturo skupSéine obdine Ljubljana Moste-Polje Stane
Mozina, ki je sobo tudi odprl.

O delu in zivljenju Jurija Vege je govoril prof. JoZe Povsié¢, ki pripravlja
tudi izdajo njegove bibliografije. Govor je zakljudil z naslednjimi besedami.:

Ze leta 1838 je pisec prve biografije Jurija Vege v letnem porocilu
dezelnega muzeja predlagal, naj bi v Ljubljani postavili Juriju Vegi javen
spomenik. Ta predlog so mnogi obnavljali skoraj 100 let. Pred prvo svetovno
vojno so za spomenik zbirali prispevke, kipar Ivan Zajec je izdelal osnutek,
Casopisi pa so objavili sliko osnutka. Vega je bil upodobljen v historicnem
hipu, ko so ga nasli 7. oktobra 1789 v utrdbah pred Beogradom sredi najhujSega
streljanja s topovi, zaverovanega v matemati¢ne racune, na osnovi katerih je
prisilil Turke, da so kapitulirali in izroc¢ili beograjsko trdnjavo. Spomenik bi
moral stati zraven Valvazorja pred Narodnim muzejem. Do postavitve spo-
menika pa v Ljubljani ni priSlo, pa¢ pa so daljnovidni in napredni ljudje
postavili spomenika v Moravé¢ah in v Idriji. V slovenski prestolnici sta danes
edina spomina na Jurija Vego: ulica in tovarna aparatov in instrumentov v Kot-
nikovi ulici.

Jurij Vega ni bil matematik, ki bi delal v ospredju matemati¢nih teoreti¢-
nih raziskav tedanje dobe. Oprijel se je pisanja ucbenikov in predvsem pre-
racunavanja logaritmov, podrocja, ki je bilo takrat aktualno. Tega dela pa se je
lotil z naravnost kmecko trdovratnostjo, z neverietno energijo, z vztrajnostjo
in skrbnostjo — kar je pravzaprav naSa narodnostna poteza — in je uspel
v svetovnem merilu. Smemo ga Steti med tiste naSe sinove, ki so z deli med-
narodne veljave dokazali, da smo Slovenci del evropske celote, ki je soustvarjal
in soustvaril evropsko kulturo, in da so tudi mali narodi potreben in ustvarjajo¢
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faktor evropske skupnosti. Jurij Vega je za nas izraz nase umske modci, ki nam
daje pravico do samostojnega Zivijenja. Jurij Vega je dokaz, da imamo Slovenci
tudi resno znanstveno izrocilo mednarodnega pomena. Njegovi dosezki sodijo —-
ne glede na tuj izrazni jezik — v naso kulturnc zakladnico. Nasa dolZznost je
prikazati jih mladini, v kateri naj zbujajo naravno ¢ustvo patriotiénega ponosa.
Tak je na§ cilj ob tej priliki, ko odpiramo na novo opremljeno soboc v Vegovem
rojstnem domu.

Danes nastaja pri nas v slovensgéini osnovna matematic¢na literatura. Napori
za ustvarjanje domacde matematicne literature uzivajo vso podporo prosvetnih
oblasti in doZivljajo v¢asih prav nepric¢akovano topel sprejem pri nasi javnosti.
Tako pravzaprav nadaljujemo vecstoletno tradicijo Jurija Vege in drugih sta-
rej$ih slovenskih avtorjev, ki pa so morali prej pisati v tujem jeziku. Sele
v ugodnih kuliurnih razmerah, ki jih je omogod¢il razpad bivSse avstroogrske
monarhije in ustvarila zlasti nasa ljudska revolucija, je lahko slovenski mate-
matik zacel pisati v domacdem jeziku.

O velikem pomenu J. Vege pa je povedal Se dr. Bratko Kreft naslednje:

Zgodovina slovenskega naroda zgovorno prica, da v svetu kulture ne
odlo¢a veéja ali manjsa $tevilnost nekega naroda, marve¢ da more malosgtevilni
narod roditi prav tako velike ljudi kakor stevilno moc¢nejsi ali vecdji narodi.
Svetu smo dali veliko ve¢ velikih moZ, kakor se nam prizna, celo toliko, “da
nekaterih Se sami dovolj ne poznamo. e manj pa jih pozna svetovna javnost
in ljudske mmnoZice, Ceprav je ve€ina iz$la iz njib. Tudi Jurij Vega sodi med
tiste naSe velike mozZe, ki ga Se premalo poznamo in premalo spoStujemo,
Ceprav je v svetu matemati¢ne znanosti doma in po svetu njegovo delo dobilo
nadpovpretna priznanja. Zlasti ve malokdo v velikem svetu, da je bil Vega
moz slovenske krvi, rojen v preprosti kmec¢ki hisi. Prav tako pa se tudi doma
Se zmera]j premalo zavedamo pomembnosti njegovega dela in veli¢ine njego-
vega duha, Ceprav stoji po genialnosti sviojega dela vStric z dvema nasSima
genijema 19. stoletja — PreSernom in MikloSicem, slavistom mednarodnega
slovesa. Jurij Vega, ¢igar delo na matematiénem podroc¢ju sodi v svetovno
zgodovino znanosti zadnjega- desetletja 18. stoletja, je v resnici prva nasa
genialna osebnost, prvi nas§ genij pred PreSernom.

Vega je znan predvsem po svojih logaritmovnikih, manj pa ga poznamo
kot vojasSkega strokovnjaka, kot izrednega topniskega izvedenca, ki je s svojo
umnostjo in vojaSko spretnostjo odlodilno posegel Ze v bitko za Beograd
1. 1789. Istega leta, ko je od njega dve leti mlajSi vrstnik Anton Linhart
postavil s svojima igrama temelje novejsi nasi dramatiki in gledali$¢u, je Jurij
Vega kot topniSki ¢astnik v vojski generala Laudona. Kot matematik je pre-
racunal, v kaksnem kotu morajo biti usmerjeni moznarji, da bodo krogle
zadele v tursko trdnjavo. Pred Vegom niso dosegale zazZelenega cilja, po
Vegovem posegu pa so zadele v Zivo in Beograd je padel. Toda Vega ni bil
edini Slovenec, ki se je bil pred Beogradom. Po raznih podatkikh so bili med
vojaki Se drugi njegovi sonarodnjaki, ki so se borili za osvoboditev Beograda.
Zato je spomenik na Avali tudi spomenik neznanim slovenskim vojakom, kajti
tudi ti so prelivali kri za Beograd. Zato je Beograd tudi edino nase mesto, ki
je omenjeno v ljudskih vojaskih pesmih vseh jugoslovanskih narodov. Jurij
Vega je poleg vsega Se klasic¢en primer izrednega vojasSkega talenta, ki je izSel iz
preproste slovenske kmecke hiSe ter se z umnostjo, hrabrostjo pa tudi z mukami
priboril do visokega poloZzaja, ki mu ga je morala priznati takratna visja
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druzba, ki sicer ni bila kdo ve kako naklonjena ljudem iz preprostega ljudstva.
Osvobodilna vojna je dokoncéno pokazala, koliko izredne vojaSke nadarjenosti
je v naSem ljudstvu, ko so mnogi partizani v bojih izpricali ne samo junastvo,
marve¢ se je med njimi uveljavilo tudi mnogo vojaskih talentov. Prvi dosle]
znani vojaski strokovnjak nadpovpretne mnadarjenosti pa je bil Jurij Vega.
Slavistitno drustve Slovenije se prikljucuje danasnji. slavnosti, ki jo je v dast
in spomin temu velikemu matematiku in vojaskemu strokovnjaku priredilo
Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SRS.

Se ena velika in lepa poteza je v njegovem znac¢aju: bil je tudi wvelik
slovenski patriot, ki do smrti ni pozabil dezele, kjer se je rodil, ki mu je bila
prvi in pravi dom, ¢eprav je moral zgodaj po svetu. Vsako svojo knjigo je
poslal v Ljubljano kot izraz svoje hvaleznosti kraju, kjer se je mlad izSolal.
Tudi te Vegove ljubezni do doma ne smemo spregledati. Z vsem svojim delom
in znacajem bodi vzgled tudi sedanjim mladim pokolenjem, ki ne smejo pozabiti,
da imamo zZe v preteklosti vélike moze. Spostovati in ceniti tako veliko delo,
kakor ga je opravil Vega, in spostovati tako vse veliko iz preteklosti, ni nic
konservativnega, kajti pri vsakem narodu so veliki mozje svetilniki, ki ne
svetijo le svojemu narodu v svojem cCasu, marve¢ so svetilniki za vse dase,
ker svetijo tudi v prihodnost. Zato je potrebno, da dobi v prihodnjih letih
Vega prav taksno monografijo o svojem pomembnem delu in Zivljenju, kakor
so jo ze dobili Trubar, PreSeren in Gregor¢i¢. Z njo moramo opozoriti za vselej
dom in svet, da se je ta veliki moZ rodil v slovenskem ljudstvu. Kakor wvsi
nasi veliki mozje mora biti tudi Vega svetal vzor vsem mladim ljudem, vzor
pridnosti, poStenosti in vztrajnosti, kajti njegova pot nikakor ni bila lahka,
kakor ni bila lahka nobenemu naSemu velikemu c¢loveku — skupaj z njegovim
ljudstvom, ki ga je rodilo.

_V nadaljevanju so v kulturnem programu sodelovale osnovne Sole Kri-
zevska vas, Moravée in Dolsko ter domadi pevski zbor pod vodstvom upravi-
teljice osnovne Sole KriZzevska vas tov. Francke Tekavec z naslednjim sporedom:

Pesem o Juriju Vegi (recitacija).

Pesem dela (zborna recitacija).

Simboli¢ni ples ucencev osnovne Sole Krizevska vas.

Tako ni svetela Se vasSa deZela (recifacija).

Pastorella in Soldatski boben (pevski zbor osn. Sole Moravce).

Simboli¢ni plesi (u€enci osn. Sole KriZevska vas).

Kdor ima srce, Tam, kjer beli so sneZniki, Gor ¢ez jezero (domaci pev-
ski1 zbor).

Doli v kraju sama zase, Lipa zelenela je, Zabucale gore, Plovi, plovi,
Srec¢ali smo mravljo (pevski zbor osn. Sole KriZzevska vas).

Obisk vasi Zagorica nad Dolskim (560 m nadmorske viSine) z rojstno hiso
Jurija Vege toplo priporodamo za Solske in nedeljske izlete. Markirane poti
vodijo od ZelezniSkih postaj Laze in Jevnica ter iz Morave. V Zagorico pa je
mozen dostop v lepem vremenu tudi z avtomobilom od Dolskega mimo
Sv. Helene.

Ciril Velkovrh
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STROKOVNI JEZIK

/MATEMATICNA TERMINOLOGIJA

Takoj ob ustanovitvi Drustva matematikov in fizikov LR Slovenije se
je osnovala tudi komisija za matemati¢no terminologijo. Prvo kratko porocile
o delu te komisije je bilo objavljeno v prvi stevilki Obzornika za matematiko
in fiziko leta 1951. Nadaljnja zelo skopa obvestila ¢ delu komisije so bila
med rednimi letnimi poroéili za drudtvene obéne zbore. Kljub tako redko-
besednim porocilom pa je bilo v teh letih na podroc¢ju matematiéne terminolo-
gije opravljeno zelo veliko in pomembno delo.

Leta 1953 je iz8la pri DrZavni zalozbi Slovenije knjiZzica A. Vadnal:
Matemati¢na terminologija, DZS, Ljubljana. KnjiZica obsega 44 strani in zajema
okoli 1500 gesel iz elementarne matematike, uposteva pa samo potrebe pouka
matematike na osnovnih in srednjih Solah. V njej so zbrana gesla iz elementarne
matematike iz vseh srednjesolskih uc¢benikov, ki so iz8li v slovenskem jeziku
do druge svetovhe vojne.

Leta 1962 so se zadele pri Slovenski akademiji znanosti in umetnosti
priprave za izdajo terminoloskega slovarja sodobnega knjiznega jezika. K temu
delu sta bila pritegnjena iz vrst matematikov dva sodelavca, in sicer Oton
Sajovic za podrodje opisne geometrije in Alojzij Vadnal za druge matemati¢ne
panoge.’ Pri ekscerpiranju matemati¢ne literature je bilo zbranih okoli 15 000
kartoteénih listkov, ki zajemajo vse ucfbenike visje matematike in knjiZice
zbirke SIGMA, ki so iz8li do konca leta 1967. Zbrano gradivo obdelujejo
sedaj stalni ¢lani leksikoloske sekcije SAZU, ki pripravljajo dokonéno redakcijo
terminoloskega slovarja slovenskega jezika. |

Leta 1968 so se zacele pri SAZU priprave za izdelavo matemati¢nega ter-
minoloskega slovarja; priprave vodi Naravoslovna sekcija terminoloSke komisije
SAZU. V tem slovarju bo treba na kratko pojasniti slovenske in tuje strokovne
izraze iz matematike. Za opisno geometrijo je to delo prevzel Oton Sajovic,
za druge panoge matematike pa Alojzij Vadnal. To delo bo predvidoma
trajalo vrsto let in ga ni bilo mogoc¢e ¢asovno dolociti.

Sestavljanje matemati¢nega terminoloskega slovarja je sicer zamudno,
toda izredno zanimivo delo. Ob njem srefamo razliéne posebnosti piscev, ne-
enotnost izrazanja, posre¢ene in ponesrecene poskuse uvajanja novih izrazov itd.
Ob takem delu pa ostaja globok vtis, kako silno je porasla izrazna mo¢ sloven-
skega jezika na podro¢ju matemati¢ne znanosti v zadnjih petdesetih letih.

V tem in v naslednjih nadaljevanjih bo skuSal pisec opozoriti na nekatera
zapazanja in zanimivosti, na katere je naletel pri zbiranju gradiva za matema-
ticni terminoloSki slovar. Komisija za terminologijo vabi bralce, da s kritiko,
z vpraSanji in s svojimi prispevki pomagajo pri tem napornem in odgovor-
nem delu. ‘

Abeceda

V prvotnem pomenu besede razumemo pod abecedo zaporedje ¢rk, kakor
so te leksikografiéno urejene v latinici. Ker realizira to zaporedje popolno
urejenost ¢rk, je mogoce posplositi tako strukturo urejenosti tudi na druge
pojme in ne samo na ¢rke. V nekaterih matemati¢nih panogah, zlasti v algebri,
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v teoriji informacij, v matemati¢ni logiki in v teoriji jezikov elektronskih
ra¢unalnikov razumemo pod abecedo vsak popolnoma urejen sistem znakov,
ne oziraje se pri tem, kaksno vsebino ali pomen imajo ti znaki.

Absoluten

Beseda absoluten je latinskega izvora in pomeni solutus ab omni depen-
dentia, osvobojen vsake odvisnosti; véasih jo sicer lahko prevedemo z neodvisen,
brezpogojen, sam po sebi, popoln itd.; kadar jo pa uporabljamo kot matematicen
termin, je navadno ne prevajamo. Besedo najdemo v nasi matematicni literaturi
v zelo Stevilnih zvezah in zaradi tega tudi v zelo razliénih pomenih.

Absolutni ¢len pomeni v veoti oziroma vrsti ¢len, v katerem ne nastopa
spremenljivka, ki je torej konstanten; zato ga lahko imenujemo tudi kon-
stantni ¢len.

~ Absolutno majhen oziroma absolutno velik uporabliajo nasi pisci namesto
majhen oziroma velik po absolutni vrednosti. Podobno pomeni absolutna razlika
dveh Stevil absolutno vrednost razlike teh dveh stevil.

Absolutna natancénost pomeni nekaterim piscem popolna oziroma mate-
mati¢tna natancnost.

V teoriji pogreskov je absolutni pogredek razlika med izmerjeno oziroma
zaokrozeno vrednostjo in pravo vrednostjo.

V starejsih srednjeSolskih ucbenikih najdemo za termin (matemati¢na)
verjetnost termin absolutna wverjetnost; take rabe ne bi priporocali. Starejsi
pisci so uvedli to rabo zato, da so poudarili razlo¢ek tega termina s terminom
relativnae verjetnost, ki pomeni verjetnost, da se kak dogodek zgodi prej kot
kak drug dogodek. Obeh terminov v verjetnostnem rac¢unu ve¢ ne uporabljamo.

Zelo pogosto sreC¢amo izraze absolutno konvergirati, absolutno konvergen-
ten, absolutna konvergenca itd. Te izraze uporabljamo pri vrstah, ki imajo
lastnost, da konvergirajo, ¢e zamenjamo njihove ¢lene z njihovimi absolutnimi
vrednostmi. Znano je, da vrsta konvergira navadno, ¢e konvergira absolutno;
obratno pa ne velja.

Zanimive so nekatere zelo posebne rabe besede absoluten.

Absoluitna geometrija je geometrija, ki temelji na aksiomih zveze, ureje-
nosti, kongruence in zveznosti, ki pa ne uposSteva znamenitega Evklidovega
aksioma o vzporednicah.

Zvezo absolutna invarianta uporablja Plemelj (Teorija analiti¢nih funkecij,
str. 262) za take imenovano funkcijo J, ki prenese vsako linearno celosteviléno
substitiicijo koeficienta period za determinanto -+ 1 ali — 1.

Zvezo absolutni ekstrem najdemo v dveh pomenih. Ce ima realna funkcija
ved ekstremov, recimo maksimumov, ki niso enaki, tedaj imenujemo najvedjega
med njimi absolutni maksimum. Plemelj (Diferencialne in integralne enacbe,
str. 354) pa definira v variacijskem rac¢unu absolutni ekstrem kot ekstrem na
ekstremali, izven katere ne eksistira noben drug ekstrem.

Vakselj (Osnove matematike I, str. 58) uvede zvezo absolutno Stevilo za
Stevilo, ki je definiranc z Dedekindovim sekom: potrebo po uvedbi take zveze
¢uti zaradi ostrejSega razlikovanja teh in pozneje uvedenih relativnih Stevil.

Absorbcija.

Manj znana je v nasi matematiéni literaturi beseda absorbcija, ki jo
uporablja Prijatelj (Matemati¢ne strukture II, str. 174) v zvezi zakon absorbcije.
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Po tej definiciji sta operaciji U in N zvezani med seboj po zakonu absorbcije,
ce velja:
aN@Ub)=a & alU(aNb)=a.

Aditiven.

Besedo aditiven sre¢amo v dveh pomenih. V prvem pomenu je aditivno
vse, kar se da pristeti: v tej zvezi je aditivna konstanta konstanta, ki se lahko
pri$teje nedolotenemu integralu. V drugem pomenu pa pomeni aditiven kako
lastnost, ki je kakorkoli povezana s seStevanjem. Aditivni funkcional je funk-
cional, ki ga odlikuje lastnost, da je funkcional vsote enak vsoti funkcionalov
sumandov. Aditivna funkcija obmodéja (Krizanié¢: Vektorska in tenzorska analiza,
str. 99) je vsaka funkcija, ki ima to lastnost, da je integral na uniji obmocij
enak vsoti integralov na posameznih obmocjih. Aditivna teorija Stevil (Grasselli:
Osnove teorije Stevil, str. 117) je tisti del teorije Stevil, ki se ukvarja z vsotami.

Adjungiran,

Ta izredno pogost termin uporabljajo pisci v najrazliénejsih zvezah,
kadar hodejo izraziti, da je nekaj privzeto ali pritegnjeno v obravnavo ali
da je nekaj v kaki povsem dcloceni povezavi s ¢im drugim. Namesto adjungiran
uporabljajo ponekod nekateri pisci tudi konjugiran kot sinonim.

Adjungirani element pomeni element, ki ga pritegnemo k obstojeci mnozici
elementov tako, da z njim razSirimc mnoZico; take adjunkcije uporabljamo
zlasti v algebri pri $irjenju cbsegov. o

Adjungirano matriko imenuje Vidav (Algebra, str. 112) matriko, ki jo
dobimo takole: dano matriko najprej transponiramo in nato v njej nadomestimo
vse elemente z ustreznimi konjugirano kompleksnimi elementi. Vidav (Algebra,
str. 115) imenuje tudi element, ki je enak svoji adjungirani vrednosti, sebi
adjungirani ali simetricni elemendt.

V vektorskem prostoru sreCamo vrsto adjungiranih kategorij: adjungiranc
bazo, adjungirani prostor, adjungirani trieder ali trirob, adjungirano trans-
formacijo itd.

Homogeno integralno enadbo, ki ustreza dolo¢eni nehomogeni integralni
enachi, imenuje Plemelj (Diferencialne in. integralne enacbe, str. 260) tej
adjungirano integralno enacbo; podobno uporabi istotam tudi zvezo adjungirani
problem.

~ Alikvoten.

Besedo alikvoten uporablja Plemelj v zvezi alikvotni del Stevila; pri tem
razume del Stevila, ki ga dobimo, ¢e delimo Stevilo s kakim naravnim Stevilom.
Racunanje alikvotnega dela je potemtakem obratno ratunanju mnogokratnika.
Zaradi tega bi bilo namesto alikvotni del stevila morda boljSe mera Stevila.

Alterniranje.

Pojav, da nastopata pri kakem procesu izmenoma pozitivni in negafivni
predznak oziroma pri alternativi prva in druga moznost, imenujemo alterniranje.
Namesto ustreznega glagola alternirati -am uporabljajo tudi obliko alternovati
-ujem. Za ta precej pogost pojav Se nimamo dobrega slovenskega izraza. Alter-
niranje imenuje KriZani¢ (Vektorska in tenzorska analiza, str. 303) linearni
operator, v katerem nastopa simbol ¢ (p), ki je enak -1, ée je p soda, in — 1,
¢e je p liha permutacija. Ne zdi se nam primerno to ime za operator, morda
bi bilo bolje imenovati ga alternator -ja, m.

A. Vadnal
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ODGOVORA

ODGOVOR NA VPRASANJE ST. 2, Obz. mat. fiz. 14, 93 (1967)

T -

Svetilo, ki se vrti s konstantno kotno hitrostjo w, posilja curek svetlobe
na navpi¢no steno v razdalji 1. Izracunati je treba hitrost v, s katero potuje
po steni svetlobna lisa.

A AT IS L A S LA T LA S A EA LA AL v it TP
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-

T (lw/cose)dt

V trenutku t meri oddaljenost lise od svetila l/cos ¢, ¢e je ¢ = wt kot
med curkom in pravokotnico na steno. S slike je razvidno, da je kroZilna
hitrost wl/cos ¢, ki je pravokotna na svetlobni curek, projekcija hitrosti Iise v
na tangento kroga z radijem l/cos ¢. Tedaj velja v cos ¢ = wl/cos ¢, iz Cesar
sledi®

v = wl/cos? ¢ .

Trditev, ki jo vsebuje v vprasanju omenjeni racun, da je hitrost lise projekcija
krozilne hitrosti na tangento, je torej ocitno zgresena.
L. Bogataj

ODGOVOR NA VPRASANJE v Obz. mat. fiz. 14, 171 (1967)

Postavljeno je bilo vpraSanje, kolikSno relativno napako napravimo pri
ra¢unanju obhodnega Casa umetnega satelita, ¢e ratunamo, kot da je Zemlja
krogla. V prvem priblizku je namre¢ Zemlja sploséen rotacijski elipsoid, pri
katerem se radija na-ekvatorju in na polu razlikujeta za % %e. Racun si smemo
olajSati s tem, da vzamemo Zemljo za homogeno.

Odgovor na to vpraSanje ie poslal K. Smigoe. Objavljamo odgovor, ki ga
je pripravilo uredni$tvo in ki je znatno krajsi od Smigocevega.

V koordinathem sistemu z izhodis¢em v srediS¢u Zemlje je (x, y, 2) kra-
jevni vektor do majhnega dela Zemljine mase dM; (X, 0, 0) pa je krajevni vektor
do satelita z maso m v ekvatorski ravnini Zemlje. Potencialna energija satelita
v gravitacijskem polju Zemlje je

* To je eden izmed zgledov za hitrost, ki lahko preseze hitrost svetlobe. Ce sta
namret¢ razdalja 1l in kotna hitrost w dovolj veliki in vpadni kot ¢ dovolj blizu
pravega kota, je hitrost lise poljubno velika. To ni v nasprotju s specialno teorijo
relativnosti, saj je hitrost v le geometrijska hitrost. To je namreé¢ le hitrost pre-
seCista curka s steno in ni ne hitrost potovanja delcev, energije ali sporoc¢il. Na vsak
del stene zadene druga valovna poteza. (Op. ur.)
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Izraz pod korenom razvijemo v vrsto
[(X—x)2+ 92+ 222 = X1 (1 —2x/X + r2/X2)% =
= X1+ /X —r¥2 X2+ 3 (—2x/X +r¥X%) +..],
pri éemer je r* = x? - y® + 22, Zberemo &lene istega reda v koordinatah x, v, z.
Prvi clen
W0 = — (em/X) { dM = — xmM/X
je potencialna energija satelita v gravitacijskem polju krogle. Drug1 ¢len
Wy = — (em/X?) { xdM = — xmMax*/X?
vsebuje koordinato teZiséa Zemlje x* in je enak nié¢, ker je izhodisde v teZid¢u
Zemlje. Tretji ¢len
-‘Vp(E) — — (}ﬂ m/X3) j. %, (3 :12‘2 e TE') dM

vsebuje kvadrupolni moment mase, ki ga izrazimo z glavnima vztrajnostnima
momentoma. PokaZe se, da je linearno odvisen od relativne sploS¢enosti
a = (a — b)/a, pri cemer je a ekvatorski in b polarni radij Zemlje. Nadaljnji
¢leni vsebujejo viSje potence ¢ in jih zanemarimo.

Za W,® dobimoe

W,® = — (xmo/2 X3) {{§ (8 2 — 1?) dadydz = — xmp.2 ma? b (a® — b?)/15 X? =
— — »mM (a® — b?)/10 X5 .

Obdrzimo samo ¢élene, ki so linearno odvisni od «:
W@ = xmM/X) .+ aa?/X2.

Potem poiS¢emo silo;, s katero privla¢i Zemlja satelit:
F=—gradW,=—d[W,© + W,®)/dX = — (emM/X?*)(1 + %« c*/X?.

Sila ima radialno smer. Kvadrupolni ¢len ima v sploSnem tudi komponento
v smeri meridiana, vendar, je le-ta v ekvatorski ravnini zaradi simetrije
enaka nic.
Obhodni ¢as satelita dobimo iz zahteve, da je grawvitacijska sila centri-
petalna sila:
Mmo:X = F = — (xmM/X?)(1 + £ aa®/X?).

Ce bi bila Zemlja krogla, bi veljalo

My X = — xmM/X2.
1z obeh zadnjih enacb dobimo razmerje
(w/we)? =1 + $oa?/ X2,
Razlika obhodnih ¢asov
(toe’ — to)/to = (2 A/ — 2 W/ wo)/ (2 /o) = — 55 wa?/ X3

je torej najvedja pri satelitu, ki kroz v zelo majhni viSini nad ekvatorjem
Zemlje, V tem primeru je X = a in je obhodni ¢as satelita zaradi sploséenosti
Zemlje za % o = (3/10) (1/300) = 0,1 % manjsi, kot &e bi bila Zemlja zares
krogla. |

A. Kodre
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PROFESORJI, ASISTENTI...

obsezno strokovno znanje je danes vase bogastvo in to bo jufri bogastvo vasih
ucencev. Ne sprasujte se veé, kako jim ga boste nazorno in razumljivo posredovali!
Za to so poskrbeli nasi strokovnjaki, ki so v sodelovanju z amerisko druzbo American
Optical Instrument Co., Buffalo, N. Y. pripravili za vas

GRAFOSKOP »APOLLO 6«

Mnogo je po svetu raznih udil in uénih pripomoékov, mnogo njih ustreza zahtevam
sodobnega pouka. Toda pisalni projektor-grafoskop »APOLLO 6« Jje presegel vsa
pri¢akovanja, presenetil svet in prekosil samega sebe. V predavalnicah in ucilnicah
je zamenjal kredo in 3olsko tablo. Omogodil je neovirano in nazorno ilustriranje
predavanj pri dnevni svetlobi, zagotovil pozornost posluSalcev in popoln uc¢ni uspeh.
Prepricajte se o vsestranski uporabnosti, odlikah in prednostih nasega novega
projektorja, zato nas obi3Cite osebno! Prospekte ter vsa pojasnila vam posljemo
takoj in brezplacéno.

g tovarna aparatov in instrumentov, Ljubljana, Kotnikova 18

vegc vam nudi Se:
PROJEKCIJSKO OPTIKO IN PRIBOR
TELEOPTIKO -
MIKROOPTIKO
OPTICNE MERILNE INSTRUMENTE
VARNOSTNE IN SIGNALNE NAPRAVE
LUPE IN OPTICNE ELEMENTE
FINOMEHANICNE I1ZDELKE
ZIVOSREBRNA STIKALA
SVETLOBNE REKLAMNE NAPISE
STEKLOPIHASKE IZDELKE
ALKOSKOPE
KOOPERACIJSKE IN DRUGE STORITVE

NOVE IZDELKE:

— avtomatska diaprojektorja A-15 in A-16
— EPI 500

— grafoskop »Apollo 6«

— Kkroze€i napis

— tekstilni reflektor

— oljni regulator

— zobniSka ¢rpalka

— svetlobni indikator



