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OSNOVNI POJMI MATEMATICNE STATISTIKE
RAJKO JAMNIK

V zadnjih letih je tudi pri nas opaziti, da v vrsti znanstvenih disciplin
vse bolj prehajajo h kvantitativnemu obravnavanju pojavov. Gre predvsem
za stroke (ekonomika, bictehnis$ke vede, medicina, sociologija, psihologija ipd.),
v katerih se ne da eksperimentirati tako kot, recimo, v mehaniki. V le-tej je
mogote ugotavljati odvisnost med dvema spremenljivkama pri konstantnih
vrednostih drugih spremenljivk, ki so morda tudi prisotne v eksperimentu.
V strokah, ki sem jih omenil prej, pa so pri pojavih zmeraj udeleZene tudi
kolidine sludajne narave. Vplivu teh se je mogoce deloma izogniti tako, da
poskus veékrat ponovimo, nato pa rezultate statisticno obdelamo. To je edina
moznost, da se kvantitativno lotimo pojavov, katerih sluajna narava ne
pomeni le neznatnih motenj v sicer zakonitem dogajanju, temve¢ nanj bistveno
vpliva, in kjer poskusov ni mogode ponoviti tako rekoé¢ neskonéno velikokrat.
Po povedanem je razumljivo, da postajajo statistine metode vse bolj po-
membno raziskovalno orodje. Kljub temu pa je njihovo matemati¢no ozadje
pri nas razmeroma malo znano, tudi med matematiki. Namen tega sestavka je
deloma izpolniti to vrzel. V njem bomo odrtali nekaj vpraSanj, ki se z njimi
ubada matematiéna statistika, in sku$ali nanje tudi odgovoriti. Pri dokazovanju
bomo pokazali tudi nekatere delovne metode matemati¢ne statistike.

1. Opisovanje podatkov

Najpreprostej$a situacija, ki se v njej uporabljajo statisticne metode, je
tale. Dana je neka mnoZica elementov e, imenujmo jo, kot je v statistiki
v navadi, - populacija. Na populaciji je definirana realna funkcija & = f (e).
Vrednost spremenljivke & je odvisna od vzrokov, ki so za vse elemente v po-
pulaciji skupni, poleg tega pa Se od med seboj neodvisnih individualnih
vzrokov. Zato ni mogode vnaprej re¢i, kak$no vrednost ima & na izbranem
elementu populacije, temveé le oceniti verjetnost za to, da bo njena vrednost
taka in taka. Potemtakem imamo lahko & za sludajno spremenljivko v verjet-
nostnem smislu.

Vzemimo za primer populacijo vseh deckov v Sloveniji, ki so stari vsaj 10,
toda manj kot 11 let. Spremenljivka & bodi njihova teza. Ta je gotovo odvisna
od starosti, torej od znaka, ki definira populacijo, poleg tega pa Se od dednih
vplivov, na¢ina prehrane, drugih Zivljenjskih razmer in podobno, ti dejavniki
pa se oditno spreminjajo od dec¢ka do decka.

Vzemimo, da je v populaciji n elementov, spremenljivka £ pa ima na
njej vrednosti

L1, T2y « vy L (1)

Zaloga vrednosti (1) je osnovni statistiéni material. Ce je n . veliko $tevilo,
je ta material dokaj nepregleden. Prva naloga statistike je zato opisati sta-
tisti¢ni material. To se napravi tako, kot se pad opisujejo sludajne spre-
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menljivke: ugotovi se porazdelitveni zakon slufajne spremenljivke ¢ in, Ce
smo bolj skromni, dolo¢ijo se nekatere njene Stevilske karakteristike.

Porazdelitveni zakon spremenljivke & dcbimo pri majhnem n kaj pre-
prcsto. Recimo, da zavzame & razlitne vrednosti xr<ae <...<uxx (k < n),
in sicer n;-krat vrednost x; (i = 1,2, ..., k). Zaznamujmo z

n;

fi= —

n

relativno frekvenco vrednosti x;. Tedaj je
Pl=x)=1 i=12,..,k) (2)

iskani porazdelitveni zakon. Pri velikih n ravnamo navadno drugace. Tu raz-
delimo interval [x;, xx] na primerno S$tevilo, recimo m (navadno 10—20),
razredov z enako $irino (xx— x7)/m. Spremenljivka & naj ns-krat zavzame
vrednost, ki spada v i-ti razred (i =1,2,...,m), in naj bo f; = ni/n relativna
frekvenca i-tega razreda. Potem je porazdelitveni zakon slu¢ajne spremenljivke
& podan z zapisom

[x1+(z——1) - <§<x1+zk;x—1]:fi G=1,2,...,m) (3

Res je s tem popisana porazdelitev sluéajne spremenljivke le priblizno, toda
zato veliko pregledneje kot z natanénim zapisom (2).

Iz porazdelitvenega zakona lahko takoj dobimo Stevilske karakteristike
slutajne spremenljivke £ Omejimo se tu le na matemati¢no upanje ali
povpretno vrednost M ¢ in disperzijo o? (£). Prva oznacuje, kot se rece, cen-
tralno tendenco slu¢ajne spremenljivke &, druga pa njeno razprSenost okrog
povpreéne vrednosti. Ce je dan porazdelitveni zakon v obliki (2), je

k k
F=Zmifi 0 @) = @— M fi 4

Pri porazdelitvenem. zakonu (3) vzamemo, da so vse vrednosti v istem razredu
enake sredini razreda: ‘
2i—1) (xr— x1)
i =x+ T o . i=12,...,m)
Potem je spet

Mé = g ™ fi 0% (&) = % (@i — ME? f; ()
i=1 i=1

Treba ]e poudariti, da vrednosti, izraéunani po predplsu (5), nistai natanc¢ni.
Napaka je pri M ¢ ponavadi neznatna, pri o®(£) pa jo je mogote véasih po-
praviti. To moZnost samo omenjamo, s podrobnostmi se ne utegnemo ukvarjati.
Tudi ne bomo opisovali metod, ki r‘aéum}anje'ME in o? (£) kolikor se da olajSajo.

2. Ocenjevanje parametrov

Opisovanje podatkov je z matematitnega gledi§¢a prav nezanimivo opra-
vilo. Toda pred- statistiko so tudi resnejSe naloge. Vzemimo, da je dana po-
pulacija z zelo veliko ali celo neskonéno moéjo in na tej populaciji naj bo
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definirana slu¢ajna spremenljivka £ Zdaj je zelo zamudno ali ¢elo nemogode
ugotoviti porazdelitveni zakon in Stevilske karakteristike spremenljivke & tako,
da bi ugotavljali njeno vrednost na vsakem elementu v populaciji. Tedaj
ravnamo tako, da iz populacije izberemo primerno manjse $tevilo, recimo n,
elementov in ugotovimo vrednost spremenljivke & le na njih. Izbrani elementi
sestavljajo vzorec. Izbiranje elementov za vzorec opravimo na slepo, se pravi
tako, da ima vsak element iz populacije enako moZnost, da bo izbran. Kako
se to napravi kar najbolj preprosto, je tu postranskega pomena. Vzorec, izbran
na slepo, imenujemo slufajni vzorec. Zdaj je vpraSanje, kako se dajoi na
podlagi vrednosti, ki jih ima sluéajna spremenljivka na sludajnem vzorcu,
oceniti porazdelitveni zakon in Stevilske karakteristike sluajne spremenljivke
na populaciji in kako zanesljive so te ocene. Vzemimo, da je porazdelitveni
zakon porazdelitvena funkcija F (x) = P (¢ <<x). Pri njem nas zanima oblika
funkcije F, poleg nje pa Se parametri, ki nastopajo v F, saj se z njimi izraZa
vecina Stevilskih karakteristik slucajne spremenljivke.

Vzeli bomo le moZnost, da nam je tip porazdelitvenega zakona znan
in da je treba na podlagi vzorca oceniti njegove parametre. To bomo napravili
za praktitno najpomembnejs$i primer, da je sluajna spremenljivka & na
populaciji porazdeljena normalno, se pravi z gostoto verjetnosti

i
d (6)
p(x) = Ul/_

Kot je znano, je a matematino upanje in ¢® disperzija normalno porazdeljene
slu¢ajne spremenljivke. Za ta dva parametra je treba dobiti primerno oceno
na podlagi sluéajnega vzorca z n elementi, ali drugace refeno, na podlagi n
neodvisnih realizacij w7, x3,..., &, sludajne spremenljivke & Nalogo si za
zaCetek Se olajSajmo, in sicer vzemimo, da je znan tudi parameter ¢ in je
treba oceniti le a..

Iz vzorca lahko izra¢unamo povprec¢no vrednost

_ln

x = Exk
N =

Koli¢ina x je spet sludajna spremenljivka, saj je njena vrednost odvisna od
vzorca, ta pa fe bil izbran sluajno. Dolodimo porazdelitveni zakon za =.
Vsaka od realizacij xx je slutajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu (6).
Koli¢ina
n=2xp
k=1

je torej vsota n neodvisnih normalno porazdeljenih sluéajnih spremenljivk.
Kot je znano, je taka koli¢&ina tudi normalno porazdeljena, njeno matema-
tiéno upanje je

n

Mn = 2 My = na
‘ k=1

disperzija pa

n

o2 (n) = X o®(xx) = no?
k=1
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Potemtakem je tudi x = #/n normalno porazdeljena sluéajna spremenljivka
z matematiénim upanjem

. n 1
Mx—M(E)—-;Mn=a (7
in disperzijo
. n 1 o
—lll== ol
o* (x) = o (n) 2o =

Ce je iz vzorca dobljena ocena kakega parametra taka, da je njeno
matematiéno upanje enako dejanski vrednosti tistega parametra, recemo, da
je ocena nepristranska. Relacija (7) kaZe, da je vzoréno povprecje nepmstranska
ocena za matemati¢no upanje slu¢ajne spremenljivke &.

Oglejmo si Se neko lastnost ocene x. Naj bo ¢ dano pozitivno Stevilo.
Izradunajmo verjetnost za to, da je |z —a|<<e:

ate n(x—a)t

Plx—a|<e) = ﬁo—zf e  gx
a—e

Postavimo (x—a)]/')-t = ot; potem je

&Yn /o —é-t‘

ar 2
P([x—a|<s)=‘7é_; f e gt
0

Torej je, Ce je ¢ Se tako majhno pozitivno Stevilo,
P o

hmP(|x-——a[<s) Vi—a—z f e dt=1 8)

Nn—>c 0

Kadar ocena po verjetnosti konvergira k pravi vrednosti parametra, ko ve¢amo
velikost vzorca, pravimo, da je ocena dosledna. Relacija (8) torej pomeni, da
je * dosledna ocena za a.

Pri oceni nas zanima 8e, kako velika je njena disperzija. Izmed vseh
mogodih ocen je v tem pogledu najbolj ugodna tista, ki ima najmanjSo
disperzijo. Za tako oceno refemo, da je ulinkovita. Povejmo brez dokaza, da
je T tudi uéinkovita ocena parametra a.

IzKoristimo zdaj spoznanje, da je x normalnc porazdeljena sluajna spre-
menljivka z matémati¢nim upanjem e in disperzijo o¢%/n! Sluajna spremen-

ljivka
= z;—f (x —a)

je porazdeljena standardizirano normalno, se pravi z matemati¢nim upanjem 0
in Wisperzijo 1. Naj bo p dano $tevilo med 0 in. 1 in e, reSitev enatbe

P({|>e)=p ®)
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To reSitev lahko najdemo v tabelah za funkcijo

x _1_t,
® () = ?

l/_

Enatba (9) se prebere tako: Ver]emost za to, da je | T—a | > ep o/ Vﬁ, je
enaka p. Zato lahko z verjetnostjo 1 — p sodimo, da je prava vrednost a, ki je
sicer ne poznamo, na intervalu

__epo _ epo 10
(x Vn) (10)

Ta interval imenujemo interval zaupanja s tveganjem p. Kako veliko tveganje
dovolimo, je odvisno od okoli¢in. Navadno je p < 0,05, najpogosteje ali 0,05
ali 0,01 ali 0,001. Ocena T ogitno ni nikdar popolnoma zanesljiva, celo e se
odpovemo natanéni vrednosti ¢ in ‘se zadovoljimo z nekim konénim intervalom,
na katerem naj bi leZala vrednost a. Iz (10) se vidi, da je pm dani stopnji
tveganja interval zaupanja tem oZji, ¢im veéji je vzorec.

Interval zaupanja za a s predpisano stopnjo tveganja je mogocte dologiti,
te je znana disperzija slu¢ajne spremenljivke & Navadno pa je tako, da sta
neznana oba parametra, a in o2 Kako bi v tem primeru s slu¢ajnim vzorcem
ocenili matematiéno upanje in disperzijo? Lotimo se najprej disperzije. Vze-
mimo spet, da je za normalno porazdeljeno sluajno spremenljivko & s po-
razdelitvenim zakonom (6) znan vzorec iz n neodvisnih realizacij xz, xg,..., Za
in da je x povpre¢na vrednost vzorca. Oglejmo si koli¢ino

k=2 — X k=12,...,7n)
Njeno matemati¢no upanje je

M¢; = Mxp, —Mx =0 (11)
disperzija pa

xr+ ...+ x,
0® (Cx) = o* (i‘vk—f;‘) = o®

n

”[x1+'..+(n——-1)9ck+...+x,,]
n

/

Cleni v zadnjem oklepaju so neodvisni, zato je
—1

0 (@R = — [(n— 1P + (n—1D) o] = " o2
n . n
0d tod in iz (11) sledi
M(zs— 2P = Mt = 0 (t) = " o2
Zato je
12 _a] 1 m n—1
M I:‘n—,igxk—‘x):l —;ki: (xk—x) == 0'2

Potemtakem je koli¢ina
e 1 §
= —_— — )2
1 k=1(xk x)
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taka slu€ajna spremenljivka, da je njeno matematiéno upanje ravno disperzija
o® slutajne spremenljivke £ Drugade reteno, s? je nepristranska ocena za para-
metert o%. Kot vidimo, se nepristranska ocena za disperzijo slutajne spre-
menljivke & razlotuje od vzoréne disperzije

xp —X)%
1

3|
T Ms

Seve je razlotek upoStevanja vreden le pri majhnih n.
Da bomo dobili interval zaupanja za disperzijo, pois¢imo porazdelitveni
zakon za sluéajno spremenljivko

M

(n—1)s2 =n [xk—?c]“‘
o 2 _k=1 o

Vrednost spremenljivke 2 ni odwvisna od tega, kako merimo spremenljivko &.
Zato smemo vzeti, da ima ¢ matemati¢no upanje 0 in disperzijo 1. Tedaj je

n
2 =2 (ry—x)? = Ex;c —2x2xk+nx2

k=1 k=1 k=1
n
= X 13 —nx? = Exk " ~(2:nk)2
k=1

1
px)=—=—e
2n
Ker so sluCajne spremenljivke x1, g, ..., £» neodvisne, je porazdelitveni zakon
slucajnega vektorja (x1, xg, ..., Tx)
. -;— (Ua® + Us® + ... + un?)
1
UL, U2, .« .., Up) =
P (u, ue ) (27‘5)”/2 €

in je pri vsakem v >0

Fw)=P@2<v)=pus,us... ) dug...dusdu; =

<V

1 —%(u,’+u§+... + un?)
i '(271) 2 f e duy * .. dug duy (12)

v
Na desni strani te relacije je n-terni integral po n-razse?nem obmotju, ki ga
omejuje ploskev drugega reda z enaébo

n 1
=X ——Cxp)2 =0
k=1 n
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Vpeljimo nove spremenljivke Y1, Y2,..., Yn Z ortogonalno transformacijo

Y= 011 X1 + a2 x2 + + a1n X
yo=ag X1 + gz + ... T Gen Tn -
(13)

Yn—1 = Qp—1,1 X1 + an—1,2 22 + .. a0 Tn

xrtxet+...txn —,

Yp = —————= . an

Vm

Vsota kvadratov koeficientov na desni strani zadnje vrstice v tej transforma-

ciji je Ze enaka 1, in znano je, da je potem zmeraj mogote dobiti taka Stevila

ai, ..., dn1,n, da je transformacija (13) ortogonalna. Izrazimo y* v novih
spremenljivkah. Ker je

je torej

n n n—1
Cxr)? = Syt —Yn® = 2 YL
k=1 k=1 k=1

n
§2 = 2 xp—
To kaZe, da je integracijsko obmoéje v integralu (12) cilindrska mnoZica
z bazo

u? + u® + ...+u2n#l<v

Imenujmo to bazo na kratko B: Potem dobimo iz 12)

1 ——%(u12+..,+un_1) w _“%un‘
F(v)=(_2-—)mfe dup—1+..dug fe du,=
7
B -0
1 2
1 ——2—(u1 + oo + Un—1)
D (2;)('7_1)72 fe dtp—q . . . duy (14)
B

Integrand v zadnjem integralu je gostota verjetnosti slutajnega vektorja
2 n—1 neodvisnimi in standardizirano normalno porazdeljenimi komponen-
tami, integrirati pa je treba po obmo&ju, kjer je vsota kvadratov vseh kom-
ponent manjSa od danega pozitivnega $tevila v. Potemtakem je slu¢ajna spre-
menljivka 42 = (n— 1) s*/6® porazdeljena tako kot ‘vsota. kvadratov n—1 ne-
odvisnih standardizirano normalno porazdeljenih sluajnih spremenljivk
Y1, Y2, - - - Yn—1. Zaznamujmo
y12+y22+.-.+y’ =X3

n—1 n—1
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in ugotovimo porazdelitveni zakon slu¢ajne spremenljivke y, 1% Vzemimo naj-
prej n = 2. Tedaj je y1® = yi% Dogodek x2<<0 je nemogog, pri vsakem x>0
pa je
Ve 1
= 2
Fl(x)=P(x12<x)=P(—1/x<y1<1/E)=V% fe dz
JT

0

Gostota verjetnosti za sluéajno spremenljivko y2 je torej

1
pPr@)=4 1 —3 —3°% (15)
—— X
V27z
Naj bosta @ in f med seboj neodvisni sludajni spremenljivki, porazdeljeni po
zakonu
l 0 <0
1

i e a9

prva s parametrom m = 7, druga pa z m = s;- vrednosti r in s naj bosta po-
Ijubni naravni $tevili, T (c) pa je znana funkcija

T'(e) = ,\?9:*1 e dx
) 0

Pois¢imo gostoto verjetnosti za slutajno spremenljivko y = @ + 8. Ker sta
a in f neodvisni, je p, konvolucija gostot p, in ps, to se pravi, pri vsakem po-
zitivnem x je

Py (#) = pr () ps (x— )

ali izpisano
r 7

1 o1 =t S—1 — @t

r s ft e (x—t) e dt an
o) of)

2 2

Meji v zadnjem integralu smo dobili iz ckolidéine, da jep(®)F0leprit>0
in ps(x—1t) =0 le, e je x—t>0. Vpeljimo v integralu (17) novo spremen-
ljivko z = t/x. Potem je

D, (x) =

r o8l e 5
Py () = el et : sz 1—2)? dz

sz ¢ T i)
2 P(z) r(z ;



Otitno je

) 1 ey

Jzz (1—2)* dz=B(1,i) =I‘(1)I‘(i)/r‘(r+s)

i 2 2 2 2 2
0

in je zato

I 0 =0

1
=21 —==z
! x 2 e *Z x>0 (18)

]2<r+s,,2r(r_;r_s)

Od tod vidimo, da je vsota dveh neodvisnih sluéajnih spremenljivk, po-
razdeljenih po zakonu (16), tudi porazdeljena po tem zakonu, parameter po-
razdelitve za vsoto pa je ravno vsota parametrov za oba &lena. Pri m =1 je
porazdelitev (16) identi¢na s porr'a,zdelitv‘ijo (15). Iz tega in iz (18) sklepamo,
da je slutajna spremenljivka y2* = y1% + yg“’ porazdeljena po zakonu (16) s pa-
rametrom m = 2, sluéajna spremenljivka y3®> porazdeljena po zakonu (16) s pa-
rametrom m = 3 in tako naprej. Slucajna spremenljivka Xn—i ima torej
porazdelitveni zakon (16) s parametrom m = n— 1. Imenujemo ga porazdelitev
x® z n—1 prostostnimi stopnjami. Z atributom »z n—1 prcstcstnimi stop-
njami« hotemo povedati, da gre za porazdelitev neke funkcije n—1 neod-
visnih slucajnih spremenljivk.

Zdaj, ko nam je znana porazdelitev koli¢ine 2 = (n—1)s%/02, pa Ze
lahko dolo¢imo interval zaupanja za disperzijo sludajne spremenljivke &.
Naj bo spet p poljubno Stevilo med 0 in 1, hp reSitev enacbe

pr(x) b

P <hp) =

in h, Stevilo, ki ga doloda relacija

I

P(y*> he) =
Tedaj je

(n—1)s*
P(ha< o2 *<hb)—1-—-p

se pravi,
P((n—-——l_)s< 2<( 1)32)=1_p
hp ha
Potemtakem je

n—1)s® (n—1) 32)
( hb hq
interval zaupanja za ¢% s tveganjem p.
Porazdelitev 42 je odvisna od Stevila prostostnih stopenj, torej od velikosti
vzorea. Poglejmo, kako se spreminja porazdelitveni zakon (16), ée m neome-
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jeno raste. V ta namen najprej izratunajmo karakteristi¢no funkcijo, se pravi
Fourierovo transformacijo, zakona (16):

|3

» 1 I R
f@t) = Me'Wm ('n) f x e dx
o]0

o™iz
2

1
Vpeljimo novo spremenljivko u =

@& = = f u?—le—uf du

. N1 94 mI2
P(z)(l 21,12) (%—it) 0
Zadnji integral ima, kot se ni teZko prepricati, vrednost I‘(—ZE) Torej je

1

1; i e -
o (1 — 2 igym2

Od tod dobimo z odvajanjem

1
Mym? = F0)=m

M (m?)2 = —§ (0) = m (m + 2)
0% (1m®) = M (1) — M= 2m

Zdaj lahko zapi$emo karakteristiéno funkcijo fr (t) za sluajno spremenljivko

om = (gm® —m)/ /2 m:
fu () = Me'm" = e VM ppo™mlV2m _
o it Ymiz

- (_t_):f il
Vam) ~ (1 —it)/2jm)™"

Torej je

_1/m m 1/2
Pri vsakem. fiksiranem. realnem t je za vse zadcsti velike m
7)<
m
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Za take m je

10 fn (8) = —it m_i(_it' 2 itz i

Potemtakem je na vsakem konénem intervalu za t enakomerno

1
— 2
mfn(t)=e * =g(t)
m —>c
Zato je tudi limita g (t) karakteristi¢na funkcija nekega porazdelitvenega za-
kona p (x). Z lahkim raé¢unom dobimo

<« ©

i —ite— L 1 1.
p(x)=fe‘“’”g(t)dt= fe R TR &
27
Porazdelitveni zakon spremenljivke o, torej z rastotim m konvergira proti
standardizirani normalni porazdelitvi. Pri velikih m zato lahko vzamemo

AmE=m + o}/ 2m

Pri tem je ¢ standardizirano normalno porazdeljena sluc¢ajna spremenljivka.

Vzemimo spet, da o normalno porazdeljeni sluajni spremenljivki &
nimamo druge informacije kot njen slucaJm vzorec z n elementi, in ocenimo
na podlagi tega matemati¢no upanje a. V ta namen sestavimo iz ocen x' in
s sluéajno spremenljivko

rT—a

Va

in poi$¢imo njen porazdelitveni zakon.
Premaknimo najprej merilo tako, da bo a = 0, torej

_ =)
o S

(19)

in pomnozimo v (19) Stevec in imenovavec s]/ n—1

oz l/nz— n
s]/'n —1

Koli¢ina t ni cdvisna od tega, s kak$no enoto merimo £ Zato smemo vzeti
o = 1. Tedaj je

s]/n— 1=y
z n— 1 prostestnimi stopnjami.
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Prepritajmo se, da sta sludajni spremenljivki @ in 3% = (n—1)s* med
seboj neodvisni. Naj bodo a, b in ¢ poljubna realna $tevila; olitno je

1 T+ )
P=P(x2<a,b§§<c)=———n/§ f e du,...du,
(27)

*<a
b<x<c

Ce uporabimo v integralu na desni tr'ansformaéijo (13), dobimo

Ry %(u12+...+un_12) e ——u
P = (@ m)n-2 e dup—1...dus. V— f du,
G an

V prvem integralu na desni je G mnozica totk, za katere je ui? + ... Tup > <<
< a. Zadnja relacija nam kaZe, da je

P <a, bs5<c) —P2<a)P(b<z<0)

To pa ravno pomeni, da sta %2 in T neodvisni sludajni spremenljivki.

Ugotovimo porazdelitveni zakon slucajne spremenljivke § = xl/n2——n
Pri vsakem realnem x je

xlyni—n  nz?

LN Sl A 2
P(ﬁ<x)-—P(x<Vnz_n) _27? f e dz

in zato, ¢e postavimo Se n—1 = f,

far et
pylx) = = e (20)

']/2nf

Slugajni spremenljivki § in x* sta seve tudi neodvisni. Zato je gostota
veerjetnosti p (u,v) slutajnega vektorja (B, y?) produkt gostot za obe kom-

ponenti:
S 1 Ll
V f+1 fI‘(f)

Zdaj bomo Z& lahko na3li porazdelitveni zakon slu¢ajne spremenljivke t.
Otitno je t = B/ in je pri vsakem realnem x

P (u,v)=

ek = "
Pt<x)=P@B<zlfp)= _ _ ” 2" 2 Ty doe
f+1
V ( )u<xf
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Da dobimo v drugem integralu na desni zgornjo mejo neodvisno od para-
metra v, postavimo w = 2 1/5 Tedaj je
x 2%

1
Pt<a)= ———— fv e v fe ¥ dz
F+1 f
V2 ﬂf].-‘(_) 0 -
2
Tu lahko integriramo v poljubnem vrstnem redu. Zato je tudi

co fi—1 -

x — 1145y,
Pii<x) = ! fdzfvz e 2( f) dv

V integralu

G(z)=V2f+1(1+z?) : fy ? e—ydé;=
. (f+1 ATz
- A
v (5 (1+3)

P(H_l) x . _):'__1‘

e

pur(l)

Torej je

Par<x) =

in sluéajna spremenljivka t ima gostoto verjetnosti

iy 4

+1
B(S =)0
2 x 2
=2 (14%)
yasr(Z) 7
2
To je tako imenovana Studentova porazdelitev z f prostostnimi stopnjami.
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S Studentovo porazdelitvijo je mogote doloditi interval zaupanja za
matemati¢no upanje, tudi ¢e disperzija ni znana. Naj bo spet p poljubno
Stevilo med 0 in 1 in t, reSitev enacbe

P(t[>t)=p
Tedaj je

a—ux
P(—-tz,<T]/7b<tp) =1—p

=K st, — st,
—_ = + —
(x T Vn)

interval zaupanja za parameter a s tveganjem. p.

‘Bravec se sam lahko prepri¢a, da konvergira Studentova porazdelitev
z rasto¢im f proti standardizirani normalni porazdelitvi. Zato smemo, ¢e je
vzorec velik, pri dolodanju intervala zaupanja za a vzeti, da je disperzija o®
znana, namre¢ enaka s%

in je

3. Razlo€ki med parametri

Vzemimo, da imamo za normalno porazdeljeno sluéajno spremenljivko &
znani dve skupini realizacij,

XL X2y Lm I Y1, Y2 Un

in da so realizacije med seboj v celcti neodvisne. Za vsako od teh skupin
lahko dolo¢imo vzoréno povprecje

1 m . n
5=a zxk y=: z Yk
k=1 k—1

in nepristranski oceni za disperzijo

ERES

1 » 1 <
s = —— S (er—2? st=——> Wr—
? m—1 1c2=l1 ¢ n—1 kZ=1

Izradunajmo za zadnji oceni Se povpre¢no vrednost

g m—UsFtm—Ds 1 [Z (zx —D)? +
(m—1) + (n—1) mtn—2 |~

i (yr — y')2]

k—1

Sestavimo iz koli¢in 7, § in s? slu¢ajno spremenljivko

x—7y]/ mn
s m+n

t

(21)
in poi$¢imo njen porazdelitveni zakon.
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Koli¢ina t je neodvisna od merila za & =zato lahko vzamemo, da je
sluéajna spremenljivka & porazdeljena standardizirano normalno. Tedaj je

m
(m—1)s;* = = (@ — T)® = tm—1
k—1

n
(n—1)s2 =k2 We— 9)% = tna
=1

Dogovorimo se za oznake m—1=g, n—1=h, m+n—2=9g+h="1
Vemo Ze, da sta slucajni spremenljlvkn x in x,* med seboj neodvisni, prav
tako pa tudi § in g2 Spremenljivke x, %,2, ¥ in x4% so celo neodvisne v celoti,
saj izvirata zadnji dve iz vzorca, ki je neodvisen od vzorca, od koder dobimo
prvi dve. Sludajna spremenljivka

wW=m+n—2)s =y’ + u?

je torej vsota dveh neodvisnih sludajnih spremenljivk, ki sta porazdeljeni po
zakonu %2 z g in h prostostnimi stopnjami, zato je po formuli (18) tudi sama
porazdeljena po tem zakonu, in sicer z g + h = f prostostnimi stopnjami.
Slu¢ajna spremenljivka

6=5—y

je razlika dveh neodvisnih normalno porazdeljenih slu¢ajnih spremenljivk, ki
imata obe matemati®no upanje 0, njuni disperziji pa sta 1/m in 1/n. Potem-
takem je tudi 8 porazdeljena normalno, njeno matematiéno upanje je 0,

1 1
dis; — + —. Otitno j
perzija pam - Otitno je

1, 1), _mtn 27 m+nx_ff_ 2 X_f2
(m+n)s mn- m+n—2 mn  f ) f
o V¥ syf ot e
Torej je t = —(55— . Ce postavimo SEW = v, lahko izrazimo- t v obliki
. 4
t = (22
xr )

torej kot kvocient dveh necdvisnih slugajnih spremenljivk. Narava spremen-
ljivke y; nam je Ze znana, spremenljivka y pa je pcrazdeljena po zakonu

xa(O)I)F

-~ xo(d)\ 1 = u? [26%(8) du
Ply<m=r(s<20) 1|

—

ali drugade zapisano,
x!
1 T of
Py () =——— ¢
M Vznf
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To je oditno porazdelitveni zakon (20). Zato je t iz (22) porazdeljen prav tako
kot t iz (19), se pravi po Studentovem zakonu z f prostostnimi stopnjami.

Spoznanje, do katerega smo pravkar prisli, nam pomaga v takem polozaju:
Vsi elementi v populaciji imajo neki merljiv znak &. Populacija je glede na kak
drug znak 7 razdeljena v dve delni populaciji, na vsaki od njih pa je znak &
porazdeljen vsaj pribliZno normalno. Ali vrednost znaka % kaj vpliva na
porazdelitev znaka &, se pravi na njegove parametre? Da odgovorimo na to
vpra$anje, izberemo iz vsake delne populacije slu¢ajni vzorec za ¢ in primer-
jamo vzoréni povpredjix in j. V ta namen izratunamo iz vzorcev koli¢ino  po
formuli (21), izberemo poljubno 3tevile p med 0 in 1 (navadno ali 0,05 ali
0,01 ali 0,001) in primerjamo izratunani t s t,, ki ustreza relaciji P (|t|>t,) =
= p. Potem sklepamo: Ce je p majhen in |t|>t,, je zelo malo verjetno, da
je tako velik razlotek med x in j posledica slutajnega izbiranja vzorcev,
temvet je veliko verjetneje, da izvira iz dejanskega razlot¢ka med matema-
ti¢nima upanjema spremenljivke £ na obeh delnih populacijah. Tako situacijo
opiSemo z izjavo, da se x in J med seboj znadilno razloCujeta s tveganjem p.
Ce pa je |t|<<tp, pravimo, da razlotek med ocenama x in j ni znadilen.
S tem hotemo povedati, da zbrani podatki ne zados¢ajo, da bi zavrnili hipotezo,
da ima & na eni delni populaciji enako matemati¢no upanje kot na Qrugi.

Opisani naéin sklepanja je v uporabah statistike zelo pogost. Refemo
mu preskuSanje hipotez. V tem sestavku se z njim ne moremo ukvarjati
podrobneje.

Podobno kot razlotek med vzorénima povpreéjema lahko ocenimo tudi
razlotek med nepristranskima ocenama disperzije. Vzemimo spet, da je spre-
menljivka ¢ porazdeljena normalno; zanjo imamo znana dva neodvisna vzorca,
prvega z mo¢jo m, drugega z mo¢jo n. Iz vzorcev izratunamo oceni si® in s
za disperzijo. Iz njih sestavimo slu¢ajno spremenljivko

—

2
S

Kako je porazdeljena sludajna spremenljivka F? PoiS¢imo najprej po-
razdelitveni zakon za sluéajno spremenljivko

_(m—1)s* _ gsi%/o® .
(n—1)se® = hs?/o?

_
Xha.

Spremenljivki x,2 in xs? sta med seboj neodvisni, zato je slufajni vektor
(1¢% 14?) porazdeljen po zakonu

g9_, k, 1
1 3 -1 21 3(u+v)

o U v e u,v >0

pu,v) = { 2fi2 I‘(g) P(ﬁ)
2
0 drugod
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Pri vsakem x>0 je

—1 ——(u+v)
P<x) = ff dudv =
2f/2 ( )
uU<xTV
w h 1 v g u
2 T oY I Ty

2 2

Postavimo v zadnjem integralu na desni u = vz, pa dobimo
T2 =2l latwe
Pl<<ay=——""-—"""—"— |2 f e dv

)

Vpeljimo v integralu
X —f——l —%(1+z)v

H(z)=J‘v2 e dv

0

novo spremenljivko 5 (1 + 2) v = t; potem je

' f
fl2 2
5 r(z)

D) e s L
& 1+ z)ﬁ2

Torej je

2

Pl<z)=

dz
5 (g h) _[(1 + 2"

2 2

0Od tod dobimo pri vsakem x>0

gxih %—‘
. gx 1 z
PF<z)=P [c< X =~—¥f——————dz
A ( h) B(g,ﬁ) a+2"
2 2)°
in
h
%—1 1 527-—1
F(x)___g h x
' B(_QL, E) (h+ga)™.
2 2
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Po tem, tako imenovanem zakonu F je torej porazdeljen kvocient med dvema
neodvisnima nepristranskima . ocenama za disperzijo normalno porazdeljene
sluéajne spremenljivke. y

Na podlagi te porazdelitve ocenimo razlotek med ocenama disperzije
skoraj tako, kot smo ocenili razlotek med vzor¢nima povpreéjema s Studen-
tovo porazdelitvijo. Najprej izratunamo F, in sicer vzamemo za si2 zmeraj
vetjo oceno. Nato predpiSemo tveganje p in izratunamo (ali poiSéemo v ta-
belah) vrednost Fp, ki zado&éa zahtevi P (F > F,) = p. Ce je F>F,, sodimo,
da se oceni disperzije med seboj zna&ilno razlotujeta, ¢e pa je F <<F,, odlo-
¢imo, da razlotek ni znalilen. Pomen obeh izjav je prav tak, kot je bil pri
ocenjevanju povprecnih vrednosti.
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TEORIJA STABILNOSTI
' GABRIJEL TOMSIC

1. Uvod

Pri praktiénih nalogah, ki jih reSujemo z diferencialnimi enaébami,
so med drugimi konstantami tudi zadetni pogoji navadno podani empiriéno.
Empiri¢éni podatki so dani z veéjo ali manj$o natanénostjo. Kot vemo, so re$itve
diferencialnih enaéb odvisne od zacetnih pogojev. Pojavi se torej vprasanje,
v kakSni meri vplivajo spremembe zaéetnih pogojev na reSitev ustrezne
diferencialne enac¢be. Ce Ze majhna sprememba zadetnih pogojev moéno vpliva
na reditev, potem taka resitev, ki jo dobimo z nenatanc¢nimi zacetnimi pogoji
gotovo nima nobenega praktiénega pomena. Ce se zaradi majhne spremembe
zaCetnih pogojev reSitev le malo spremeni, pravimo, da je reSitev stabilna.
V nasprotnem primeru je reditev nestabilna. Z uporabnega stali¢a je torej
treba $tudirati stabilnost formuliranega problema. V nadaljnem si bomo ogledali
§tudij stabilnosti v nekaterih preprostih primerih. Gibanje tocke oziroma
sistema tock lahko opiSemo z diferencialnimi ena¢bami. Ko opisujemo gibanje
toc¢k, upostevamo glavne sile, ki na to¢ke delujejo. Poleg teh pa delujejo na
tocke Se druge sile, ki jih veckrat ali ne poznamo ali pa jih pri zapisu opustimo,
da bi bila enacba gibanja enostavnejSa. Te sile so seveda majhne glede na
osnovne in jih imenujemo motnje. Vendar motnje vplivajo na spremembo za-
¢etnega stanja sistema in na zaéetne hitrosti. Seveda na nekatere sisteme take
motnje bistvenc ne vplivajo in se tdko moteno gibanje skoraj nié¢ ne razlikuje
od nemotenega. Pri drugih sistemih motnje moéno vplivajo in se moteno gi-
banje mo¢no razlikuje od nemotenega, pa Ceprav so lahko motnje silno
majhne. V prvem primeru imamo opravka s tako imenovanim stabilnim
gibanjem, v drugem pa z nestabilnim. Naloga teorije stabilnosti je ugotoviti
ali je gibanje stabilno ali ne. V danasnjem ¢asu, ko imamo v tehniki opravka
z velikimi hitrostmi in moéno razvito avtomatiko, je teorija stabilnosti postala
zelo pomembna. Poleg vrste matematikov ima na podrocju teorije stabilnosti
najve¢ zaslug Ljapunov. Metode, s katerimi se resujejo problemi stabilnosti, je
Ljapunov razdelil v dve skupini. V prvi so tiste metode, pri katerih moramo
poznati sploSno ali partikularno reSitev diferencialnih enacb. V drugi pa so
tiste metode, pri katerih ni treba vnaprej poznati reSitve diferencialnih enacb,
pa¢ pa moremo poznati neke pomozne funkcije, ki imajo posebne lastnosti.
Te druge metode se pri reSevanju nalog stabilnosti v praksi bolj uporabljajo.

L]

2. Osnovne definicije
Vzemimo kar diferencialno enacbo prvega reda
dx
i f (t: x)
dt
Funkcija g (t) naj bo reditev te enalbe pri zaletnem pogoju x|:—¢, = g (to).
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, Funkecija x (t) naj bo reSitev iste diferencialne enabe pri spremenjenem
zaletnem pogoju x | ¢ ¢, = x (t,). Obe funkciji g (t) in x (t) naj bosta doloteni za
vsak t = t,. Po definiciji Ljapunova imenujemo reSitev g (t) stabilno, ¢e za
poljuben ¢ > 0 eksistira tak d (¢) >0, da iz neenacbe

|2 (to) — g (ta) | <O () sledi |z(®)—g(®)|<e

za vsak t = t,. To pomeni, da reSitve, ki so si v zadetni toc¢ki blizu, ostanejo
blizu za vsak t = t,. ReSitev, ki ne izpolnjuje teh pogojev, imenujemo ne-
stabilno.

Ce je reSitev g (t) stabilna in &e eksistira $e tak 6’ >0, da iz neenatbe

| (to) — g (ko) | <& sledi lim.[x(f) —g (5] = 0

je reSitev asimptoti¢no stabilna. To. se pravi, da je asimptoti¢no stabilna refitev
ne samo blizu reSitvi x (t) za vsak t = t,, ampak se ji z narai¢ajotim t vedno
bolj pribliZzuje. Na podoben nalin definiramo stabilnost za sistem diferen-
cialnih enacb

dx; : .

Ej=fi(t,x1,x2,...,mn), i=1,2..,n )

ReSitve g; (t) sistema diferencialnih enacb imenujemo stabilne, ée za poljuben
& > 0 eksistira 6 (¢) > 0, da iz sistema neenatb

| i (to) — 9i (to) | <O () sledi |ai(t) —gi(t) | <e

za vsak t = t, in 7za vsak i = 1,2, ..., n.
Reslitve g; (t) so asimptotiéno stabilne, ¢e so stabilne in &e iz neenaéb

| i (to) — gi (to) | <O sledi }1_1:; [xi (1) —gi ()] =0

za vsak i.
Ce imamo diferencialno ena¢bo vi§jega reda, npr. n-tega,

x™ = f¢ x': cey x(n—l))’

jo paé prevedemo na sistem n diferencialnih enaéb prvega reda, za katere Ze
poznamo definicijo stabilnosti. Stabilnost reSitve ¢ (t) diferencialne enaébe
n-tega reda pomeni, da sta si blizu reSitvi « (t) in g (t) in tudi vseh njunih
prvih n—1 odvodov, ¢e so si le zaCetni pogoji za reSitev in prvih n—1
odvodow dosti blizu.

Problem si poenostavimo, ¢e uvedemo v enatbo dx/dt = f(t,x) novo
spremenljivko y = x — g (t). Diferencialna enatba za funkcijo y (t) je tedaj

Wttty +o—Fhg)
dt

ki ima trivialne resitev y (t) = 0 pri pogoju y (t,) = 0. Novo nepoznano funk-
cijo imenujemo odklon. V tem sestavku bomo Studirali stabilnost trivialne
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reSitve. Definicija stabilnosti ima v primeru trivialne reSitve -tole obliko:
za ¢ > 0 naj eksistira 6 (¢) >0, da iz neenacb

| (to) | <O (e) sledi |xi(t)|<<ezat=to
Oglejmo si preprost primer:
& = ax, a = const.

in Studirajmo, pri kaksnih vrednostih ¢ je trivialna reSitev x=0 stabilna
pri zaéetnem pogoju x (t,) = c.

» Regitev enatbe je x =c.e?t~%), Ce je a <0 in t=t, je e?—t) <1
in|x|=|c|.e*tt) g Ce je le |c|<e Ce je a <0 velja pri poljubnem c
limx (t) = 0. Ce je ¢ >0, e pri tako majhnem c ni |x (t) | <<e, temveé raste
t> o

s t proti neskonénosti. Zakljutimo: za a << 0 je reSitev asimptotiéno stabilna,
za a < 0 je stabilna in za a > 0 nestabilna.

Ko je a <0, je lim x (t) = 0 pri poljubnih vrednostih t, in c. Take reditve
t>o

imenujemo v celoti asimptoti¢no stabilne. Pri sistemu (1) imenujemo reSitev
gi (t) v celoti asimptotitno stabilno, ¢e je

liimlxi(t)—g,-(t)|=0
t>co

kjer so xj(t) reSitve, ki smo jih dobili pri poljubnih zatetnih pogojih.
Uvedimo $e en pojem. V prej$njem zgledu za a <0 se reSitev x(t) =
= c.e%(t—t) z nara$ajotim t eksponencialno priblizuje trivialni reitvi x = 0
in zato reSitev x = 0 imenujemo asimptoticno stabilno po eksponencialnem
zakonu. Asimptotiéno stabilnost po eksponencialnem zakonu definiramo za si-
stem. (1) tako, da mora eksistirati konstanta K in taka p=>0 in 6 >0, da je

| () —gi (1) | <<KePt za vsak t = t,
e je
ixi (to) — 9i (to)l<(S

Oglejmo si sedaj geometri¢no razlago teh pcjmov. V sistemu (1) naj bodo
1, X2, . .., T, koordinate totke v n-dimenzijskem prostoru in t ¢as. ReSitve
x; = gi (t) pomenijo zakon gibanja v tem prostoru. Ce iz refitev eliminiramo
¢as t, dobimo enatbe krivulj, ki jih imenujemo trajektorije. Trajektorije so
namre¢ krivulje, po katerih se to¢ka giblje. Lahko pa imamo tudi reSitve
x; = gi (t) za enatbe trajektorij v parametri¢ni obliki. Ce ima sistem refitve
x; = Xi, Kjer so vsi x;, konstante, potem trajektorija degenerira v tocko
To (x10, X20, - .., Tno). Tako tocko imenujemo tofko mirovanja danega sistema.
Takoj  vidimo, da je trivialna reSitev sistema x; =0 totka mirovanja tega
sistema, le da je ta v koordinatnem izhodis¢u. Ako uporabimo definicijo sta-
bilnosti za trivialno resitev, vidimo, da je tofka mirovanja stabilna, ¢e za vsak
e >0 eksistira 6 (¢) > 0, da iz neenatbe

(1

n
% xi? (to) <062(e) sledi x2 (1) < g
i=1 =1
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za vsak t = t,. To pomeni: ¢e je zaetna totka v notranjosti krogle s polmerom
0 iin srediS¢em v izhodi$¢u, so za t = t, trajektorije v notranjosti krogle s pol-
merom ¢ in istim srediS¢em.

Za asim ptotitno stabilnost to¢ke mirovanja je podeg stabilnosti potreben
Se pogoj limx; (t) = 0 za vse x;, ki ustrezajo neenatbi Ex (to)) << 82, V tem
t>co
primeru pa trajektorije, katerih zatetne totke leze v krogh z dovolj majhnim
polmerom ¢, za t = t, ostanejo ne samo v notranjosti krogle s polmerom. e,
ampak se z naraStajo¢im t priblizujejo kroglinemu sredis$¢u, to je koordinat-
nemu izhodisc¢u.

Vzemimo linearen nehomogen sistem

n
—"=Zaﬂ](t)x]+b1(t)y i=12,..,n (2)
dt  j=1
Uvedimo novo spremenljivko y; = x;— gi (t), to se pravi, da izbrane reSitve
g; (t) transformiramo v trivialne y; = 0. S tem dobimo

dy;
e a,, (t) y; +

2 az: () g (£) + b; (t) — dgi/dt
dt j= =

j=

Ker so gi (t) refitve sistema (2), velja seveda

d_gz = 2 [017] (t) 9i (t) + bi (t)

dt  j=1
iz prejSnjega dobimo tale homogeni sistem

d . n
L aij (t) Yj
dt j=1

Odtod spoznamo, da se vse posebne reSitve sistema (2) glede na stabilnost
obnaSajo enako kot trivialne reSitve ustreznega homogenega sistema. Kot
primer vzemimo enaébo

z(t)—a.x(t)=7f()
kijer naj bo a <0 in f(t) zvezna funkcija. Za homogeno enac¢bo
x({t)—a.x(t)=0
vemo Ze iz prejSnjega primera, da je trivialna reSitev asimptoti¢no stabilna po

eksponencialnem zakonu, torej so tudi vse resitve nehomogene enatbe asimpto-
ti¢no stabilne po eksponencialnem zakonu.
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3. Stabilnost pri linearnih sistemih s konstantnimi koeficienti
Oglejmo si sistem dveh linearnih diferencialnih enatb s konstantnimi
koeficienti
T=anx+ a2y
y=a21x+a22y (&)

Resitev i§¢emo v obliki x = bj e, y = bg e, 1z ustrezne karakteristi¢ne enatbe
dolo¢imo 7. Ce sta 71 in 72 razli¢na, ri==re, ima sploSna reSitev sistema (3)
oblikol
x = ci byg e™t + c2 byg eTat ‘
Yy = c1 by e™1t + cg bag €™t *)

Tu so by, big, be1, bge konstante, c; in cz pa poljubni konstanti.
Ce sta korena karakteristi¢ne enaébe kompleksna p * ig, se sploSna resitev
sistema (3) glasi
x = ePt (¢ cos gt + cg sin gt)
y = ePt (¢1’ cosi gt + ¢’ sin qt) )

Tu sta c; in c2 poljubni konstanti. ¢’ in ¢’ pa neki linearni kombinaciji
konstant ¢; in co.
Sedaj si podriobneje oglejmo tele primere:

1. r1==T1e, 11 <<0, 12 <<0, slika 1.

To¢ka mirovanja x =0, ¥y = 0 je kot vidimo iz (4) v celoti asimptoti¢ne
stabilna po eksponencialnem zakonu. Z naraStajoéim t se vse tocke na trajek-
torijah eksponencialno priblizujejo to¢ki mirovanja. Ce je 1 <<, potem
kvocient y/x pri cg=F=0 s t—>oo priblizuje vrednosti bee/bie, kar pomeni, da
imajo vse krivulje v koordinatnem izhodi$¢u skupno tangento. Ce je c3 = 0,
je premica y = (bpi/b11).x trajektorija. Na sliki 1 so narisane trajektorije
v okolici koordinatnega izhodiia in s puStico je oznacena smer gibanja tock
po trajektorijah, ko t nara$®a. Tofko mirovanja v tem primeru imenujemo
‘stabilni vozel.

Slika 1

2. riEre, 11 >0, 2> 0.

Trajektorije so iste kot v primeru 1, le smer gibanja to¢k po trajektorijah
je nasprortna, kajti Ce zamen]amo t z —t dobimo isti primer kot prej. Z na-
rajtajotim t se vse totke oddaljujejo od koordinatnega izhodiS¢a — tocke
mirovanja. Totko mirovanja v taki situaciji imenujemo nestabilni vozel.

3. r1g=19, 11 >0, 12 <<0, slika 2.
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Iz (4) se vidi, da se tocke, ki se gibljejo po poljubni trajektoriji z na-
ras€ajo¢im ali padajodim t (t— o, t—>—o0)oddaljujejo od koordinatnega izho-
did¢a. Ce je ci = 0, je premica y = (bse/b1g) . x, (biz == 0), trajektorija, po kateri
se z naraSCajotim t totke pribliZzujejo koordinatnemu izhodis¢u. Ce je pa
c2 =0 (bi1=0), je trajektorija premica y = (bai/b1i).x, po kateri se z na-
raS¢ajocim t totke oddaljujejo od koordinatnega izhodii¢a. Totko mirovanja
imenujemo v tem primeru sedlo, ki seveda ni stabilno.

s

= —
\

Slika 2

4. 11,2 = * qi, slika 3.

Splosna reditev je poseben primer (5) in je
x = ¢y cos gt + cp sin qt
Yy = ¢y’ cos gt + ¢o’ sin qt

ReSitve so periodiéne funkeije &asa t, trajektorije so zakljutene krivulje,
v splodnem elipse. Tocke trajektorij, ki so po zatetnih pogojih blizu koordi-

Slika 3
natnega izhodis¢a, ostanejo blizu koordinatnega izhodii¢a. Ko gre t—>oo, se
totke ocditno ne priblizujejo koordinatnemu izhodi$¢u. Todka mirovanja se
sedaj imenuje center; center je stabfilen.
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5. 1,2 =p T qi, p<<0, =0, slika 4.

Iz enaéb (5) vidimo, da prvi faktor pada eksponencialno z narasc¢ajocim t,
drugi faktor je periodien. V tem primeru trajektorije niso zakljuc¢ene krivulje,
se pa pribliZujejo koordinatnemu izhodis¢u. Totko mirovanja take vrste
imenujemo stabilni fokus. V tem primeru je to¢ka mirovanja v celoti asimpto-
ti¢no stabilna po eksponencialnem zakonu.

oy

Slika 4
6. r.2=p*qi, p>0, g=F0.

Situacija je ista kot v primeru 5, le da ima gibanje to¢k po trajektorijah
drugo smer, puséice na sliki 4 bi bile obrnjene. Totka mirovanja je nestabilni
fokus.

7. 1 =12 <<O0.
Splo$na refitev sistema (3) ima tole obliko:

x = (a1 + f1t) et
Y= (o2t fat) et

Slika zgornje enacbe je slika 5; totka mirovanja je stabilni vozel in je celo

asimptoti¢no stabilna po eksponencialnem zakonu, saj je Lim te™t = 0. Ako je
t> o

Bi=pP2=0 in sta a1 in a2 poljubna in od ni¢ razlitna, ima sploSna reSitev

obliko

x = qp et Yy = ag et

trajektorije so premice y = (a2/a1) . & (slika 6). Toctka mirovanja je tudi sta-
bilni vozel; v tem primeru pravimo, da je vozel diktricen.
8. ri=re>0.
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Slike trajektorij so iste kot v primeru 7, le smer gibanja tot¢k po tra-
jektcrijah je seveda nasprotna. Totka mirovanja je nestabilna in jo imenujemo
nestabiilni vozel oziroma nestabilni diktriéni vozel.

Slika 5 Slika 6
9. 11=0, <<0, slika 7.
SploSna reSitev sistema (3) v tem primeru je

T = c1 by + ez byg et
Y = c1 bay + co by eTst,

Ce je c2=0 in b1 =0, so reSitve totke mirovanja x = c; by, ¥ = ¢y bay, ki
leZe na premicah y = (ba1/b11) . x. Tem to€kam se s t—>oco priblizujejo totke,
ki leZe na drugih trajektorijah, ki so za cz=3=0 tudi premice. Torej je totka
mirovanja x =0, y = 0 stabilna.

N

N

Slika 7

10. 71 =0, 12> 0.

Trajektorije sol take kot v prejSnjem primeru, le gibanje je nasprotno.
Tocka mirovanja je nestabilna.

11. 11 =0, 12 = 0.
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Splo$na resitev je
x=a+ fi1t
y=az+ fat

Trajektorije so’ premice in tolke se z narai¢ajotim t neomejeno oddaljujejo
od koordinatnega izhodi$¢a. Tocka mirovanja x = 0, ¥y =0 je seveda nestabilna.
S tem smo pregledali vse moZnosti za sistem dveh linearnih diferencial-
nih enatb. SkusSajmo na podlagi tega zapisati pravilo za sistem n linearnih
diferencialnih enaéb s konstantnimi koeficienti.
Ce imajo vsi koreni Karakteristi¢ne enatbe negativen realni del,
Re (r) <0, potem so vse refitve v celoti asimptoti¢no stabilne po eksponen-
cialnem zakonu. Taki primeri iz prejinjega razélenjevanja so primer 1 (sta-
bilni vozel), primer 5 (stabilni fokus) in primer 7. Ce ima le en koren karakte-
risti¢ne enalbe pozitiven realni del, Re (r) >0, so vse reSitve nestabilne. To
kaZejo primeri 2 (nestabilni vozel), 3 (sedlo), 6 (nestabilni fokus), 8. in 10. Ce
imamo ¢isto imaginarne korene, drugi koreni, ¢e eksistirajo, pa imajo negativen
realni del, so reSitve stabilne. Taka primera sta 4 (center) in 9.
Poglejmo nekaj zgledov: Studiramo stabilnost totke mirovanja x =0,
y = 0 za sistem
rT=—2x—3Yy
y=x+ty

Karakteristina enatba je 2+ r+1=0, korena r7,2=(—1 % 1i V3)/3. 1z
zgornjih pravil sklepamo, da je tofka mirovanja asimptoti¢no stabilna in je
‘stabilni .fokus.

Pois¢imo periodi¢no resitev enatbe

F+2&+ 2z =sint

in dolodimo stabilnost resitve. Karakteristitna enatba je 1 +2r+2=0
1 2
in korena sta r1,2 =—1 £ i. Periodi¢na refitev je x =gsdnt—g cost. Ker

je reSitev homogene enatbe asimptoti¢no stabilna, je tudi periodi¢na reSitev
asimptotiéno stabilna. '

Za ugotovitev, ali je reSitev sistema linearnih diferencialnih enaéb s kon-
stantnimi koeficienti stabilna ali ne, je treba pcznati predznake realnega dela
korenov karakteristiéne enatbe. Pri karakteristiénih enacbah visjih stopenj je
iskanje korenov zamudna stvar. Eksistirajo metode, po katerih lahko ugoto-
vimo, ali imajo vsi koreni enatbe z realnimi koeficienti realni del negativen
ali ne, ne da bi bilo pri tem treba poznati korene. Potreben pogoj, da imajo
vsi koreni enatbe z realnimi koeficienti realni del negativem, je, da so vsi
koeficienti enalbe istega znaka. Prav tako brez dokaza navedimo Se znani
kriterij za ugotavljanje negativnega realnega dela korenov enacb poljubnih
stopenj, to je Hurwitzov kriterij. Ta pravi: potreben in zadosten pogoj, da so
realni deli vseh korenov polinoma z realnimi koeficienti

p(x)=aox® +arx™t+ ... +ay,a>0
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negativni, je, da so vse poddeterminante matrike

..............

ki leZe na glavni diagonali pozitivne.*

Hurwitzova matrika je sestavljena takole: na glavni diagonali stoje
koeficienti polinoma od «; do @, drugi elementi so sestavljeni po pravilu
bik = a2i—r. Vse koeficiente z indeksi, manj§imi od ni¢ oziroma vedjimi od mn,
zamenjamo z ni¢lami. Ker velja D, = Dy ay, zadnji pogoj poencstavimo
Z ap > 0. Hurwitzovi pogoji so tedaj

Di>0, De>>0, ... Dpy>0, ay>0

Poleg tega kriterija eksistirajo $e drugi.

Primer: Ali so reSitve enatbe x +52 + 2%+ 20x = f(t) stabilne?
Potrebni pogoj, da so vsi koeficienti karakteristi¢ne enagbe ustrezne homo-
gene enacbe istega znaka, je izpolnjen. Sestavimo Hurwitzovo matriko in po-
glejmo poddeterminante:

5 1 0
20 2 5

0 0 20

D1 >0, D2 <0, a3>> 0. Determinanta Dz je negativna, vsi koreni nimajo ne-
gativnega realnega dela in so zato vse refitve enadbe nestabilne.
4. Druga metoda Ljapunova
Vzemimo spet sistem diferencialnih enadb

x‘i s fi (t: X1, L2 o o oy xn), i= 1’ 2”"’n (6)

s predpostavko f;(t,0,...,0) = 0 in §tudirajmo stabilnost trivialne resitve, to
je toCke mirovanja x; = 0 tega sistema. Da bi bila tocka mirovanja stabilna, je
potrebno, da se z nara3¢ajo¢im t totke na vseh trajektorijah pribliZujejo ko-
ordinatnemu izhodis¢u ali se vsaj od njega ne oddaljujejo. Za ugotovitev tega
dejstva pa sploh ne potrebujemo refitev sistema, ampak nas zanima le, ko-
likdna je razdalja totke na neki trajektoriji od totke mirovanja, to je od

n
kocrdinatnega izhodii¢a. Razdalja o je o =V2 2 (t). Ce je do/dt < 0 za vsak
i=1

t=t, se to pravi, da funkcija vzdol% integralne krivulje z nara$¢ajot¢im t

* F. KriZani¢: Izbrana sredstva linearne analize za tehnike in fizike I,
Ljubljana 1957. ‘
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ne nara3ta, tocke na trajektorijah se z nara$¢ajodim t ne oddaljujejo od ko-
ordinatnega izhodi$¢a in tofka mirovanja x; = 0 je stabilna.lzra¢unamo

n

d_@_ Oe'd:ci_ ()Q f

at /[ ox; dt 0x;
i=1 i=1

in vidimo, da je to funkcija spremenljivk t, x1, X2, ..., Xz, in da zadostuje, ¢e
poznamo znak vrednosti te funkcije. Navadno radunamo kvadrat razdalje, o?

do? d do
kajti znak E; =20 —d—g sovpada z znakom d— Oznagimo g% = v. L]apunov je
t t

pri teh problemih S$tudiral funkcijo v (t, x1, ..., Zx), ki predstavlja posploSeno
razdaljo od koordinatnega izhodi$¢a. Te funkcije imenujemo funkcije Ljapu-
nova. Oglejmo si naslednji izrek.

Izrek Ljapunova o stabilnosti pravi, da je totka mirovanja x; = 0 stabilna,
te eksistira odvedljiva funkecija v (t, 1, ..., 2»), ki v okolici h koordinatnega

n
izhodis¢a, = a2 << h2 in za t = t,, ustreza pogojema:
i=1
a) v(t, X1, .., %) =W (X1, X2,...,Tn) =0, tu je w zvezna funkcija, ki je
enaka ni¢ le v koordinatnem izhodi$¢u, v (t,0,...,0) = 0 (funkcija v je pozi-
tivno definitna);

" b) odvod 3—” vzdolZ integralnih krivulj sistema (6) mora biti negativen,
t

n

d'v_()v -fz_()

5—5; . 0x;
ey

Dokaz izreka: Za poljuben £>0, ki naj bo manj$i od h, ¢<<h, izberemo
d () >0 tako, da so vrednosti funkcije w (x1, xe, ..., xs) na krogli E:Jc, = g?
vetje kakor vrednosti funkcije v (to, 1,...,x») Vv notranjosti kroxgle s pol-

n
merom, J, = x;2 << 62 Tak & se da dobiti, ker ima funkcija w na krogli s pol-
i=1
merom ¢ minimum, ki je od ni¢ razli¢en, oznat¢imo ga z m. Pri dovolj majhnem
& se vrednosti funkcije v (to, 1, . . ., n) v ckolici § koordinatnega izhodii¢a po-
ljubno malo razlikujejo od vrednosti funkeije v (to, 0, ..., 0) = 0. Tako za dovolj
majhen ¢ lahko zaklju¢imo, da je v (to, X1, . . ., Tp) <<m za tocke v notranjosti
krogle s polmerom . Trajektorija, ki se nahaja v d-okolici koordinatnega izho-
dijta torej ne more preiti iz e-okolice koordinatnega izho'dié&':a, pri t = t,. Ako

bi presla iz e-okolice, bi to pomenilo, da preseka kroglo Ex =¢2 V tocki

preseka t1 bi vrednost funkcije v (t1, x1, . . ., *s) ne bila man]sa od prej postav-
ljenega minimuma funkcije w, to je m, bila bi pa ve¢ja od vrednosti funkcije
v koordinatnem izhodi$¢u. To pomeni, da bi funkcija v vsaj na odsekih neke
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tra]ek‘oon]e naras$tala, kar Je v protislovju s pogojem b) izreka. Tako wvelja
E :r," t)<<ezat=>t,, ce ]e 2 x? (t) < 2, torej je totka x;= 0 stabilna.
Z uporabo izreka razi§¢imo stabilnost resitve x =0, y = 0 sistema

rT=y—Tx
y=—2x—5y

Funkcijo Ljapunova poiS¢imo v obliki v = ax? + fy%, a in B sta pozitivni
konstanti. Izratunajmo odvod

dv dx dy .
—=20r — +2By—==2ax(y—"Tx) +28y(—2ax—5y) =
dt dt dt ) But

=2(@@—28) xy—14ax—10 4y

Izberimo si ¢ in g tako, da bo a—28=0, npr. a=2, = 1. Potem je
dv

E& = —2(142* + 592 < 0. Vsi pogoji izreka so izpolnjeni, reSitevae =0, y=0
je stabilna.
Oglejmo si Se eno uporabo izreka. Za kak3ne vrednosti parametra a ima
sistem
y=—x—y°
=y + ar—a°

stabilno to¢ko mirovanja?
Funkcija Ljapunova naj bo v = ax? + S92, %’ =2ax(y + ax—a% +

T20y(—x—y)=2@—pPaxy +2aax*—2a28—2p1°% a in B izberemo
kot v zgornjem primeru in dobimo

£lns 2ax?—2 (x¢ + yo
dt

Da bi bil izpolnjen Se pogoj b) izreka, mora biti a << 0; v tem; primeru je totka
mirovanja stabilna.

Pri tej metodi dolotevanja stabilnosti se pojavi kot te?ava konstrukcija
funkcij Ljapunova. V obeh preprostih primerih to ni bilo te#ko, v splodnem
pa je to precej teZka naloga.

5. Stabilnost po prvem priblizku

Za sistem (6) skuSajmo Se enkrat raziskati stabilnost trivialne resitve.
Za funkcije f; zahtevamo Se, da naj bodo dvakrat zvezno odvedljive na vse
spremenljivke x; v okolici koordinatnega izhodis¢a za t = t,. Razvijmo sistem
(6) v Taylorjevo vrsto v tej obliki
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n

d‘ﬁi=2(%) 2+ Rit, 2y, ..o, i=1,2,..,n (7)

dt 0xi) 2, = x5 = 0. = 2n = 0
j=1

‘Vse nelinearne ¢lene smo ozna¢ili z R;. V okolici totke mirovanja, to je
n

2 |xj| <6, je vrednost |Ri(t, 1, .., %n) | <e Nelinearne &lene lahko torej
i=1

v okolici koordinatnega izhodi$¢a zanemarimo in sistem. (7) nadomestimo s si-
stemom

n
(l—m= E aijt)x; za i=1,2,...,n
dt :

j=1

Ta novi sistem enadb imenujemo sistem prvega priblizka za sistem. (7). Tako
gtudiramo stabilnost sistema (7) po prvem priblizku. Ljapunov je postavil in
tudi resil vpra$anje, kdaj lahko z metodami prvega priblizka razreSimo nalogo
o dolotitvi stabilnosti oziroma nestabilnosti. Najpreprostej$i primer je tedaj,
ée so a;; konstantne vrednosti, to je neodvisne od t. Sistem (7) se v tem primeru

glasi

n

ik =Zai,~ 2j + Ri(t, @1, . . ) ®)
dt

j=1
in ga imenujemo stacionarni sistem. Ljapunov je dokazal tele trditvi, ki jih
navedimo brez dokaza.

Za sistem oblike (8) smemo uporabiti za dolotitev stabilnosti metodo
prvega, priblizka v primerih:

a) %e so vsi koreni karakteristiéne enatbe za sistem prvega priblizka
taki, da imajo negativen realni del;

b) & je vsaj en koren karakteristiéne enatbe tak, da ima pozitiven
realni del. '

V primeru a) je totka mirovanja asimptoti¢no stabilna, v primeru b) je
nestabilna.

Poleg omenjenih moZnosti imamo Se primer, da ima en koren ustrezne
karakteristitne enatbe realni del enak ni¢, drugi koreni, ¢e eksistirajo, pa
imajo negativen realni del. V tem primeru raziskovanje stabilnosti po prvi
aproksimaciji ni moZno, na stabilnost namre¢ vplivajo tudi nelinearni ¢leni.
Tak primer imenujemo kriti¢en primer. Prav taki primeri pogosto nastopajo
v mehaniki. Do sedaj Se ni splo$nih metod za reSevanje problema stabilnosti
v kriti¢nih primerih. Za neke posebne primere je Ljapunov podal reSitev.
Kritiéni primer ilustrirajmo na preprostem: zgledu. Sistem

T =—y—ax’
y=x—ay?, a>0
ima po izreku Ljapunova (razdelek 4) totko mirovanja x =0, y = 0 stabilno,

kajti poleg prvega pogoja je izpolnjen tudi drugi. Funkcijo Ljapunova iS¢emo
v obliki y = ax?+ fx%; izratunamo odvod dv/dt = 2ax(—y—ax?®) +
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+ 2 By (x — ay?®), izberemo npr. a = f = 1 in dobimo dv/dt = —2a (x* + y4) <
< 0. Sistem

T=—y+ ax?

y=xtay’, a>0

ima toCko mirovanja po istem izreku nestabilno, saj po podobni poti kot zgoraj
dobimo dv/dt = 2 a (x* + y*) = 0. Ako reSujemo problem. stabilnosti po metodi
prvega priblizka, dobimo za en kot drugi sistem enacb

y=—z

Koreni karakteristi¢ne enacbe so seveda é&isto imaginarni in po tem, kar smo
navedli v razdelku 3, primer 4, je totka mirovanja x=0, ¥y = 0 stabilna —
center. Tako vidimo, da v teh priti¢énih primerih nelinearni &leni vplivajo na
stabilnost re§itve.

Na koncu navedimo $e en primer za reSevanje nalog stabilnosti po metodi
prvega priblizka. Za diferencialno enac¢bo

r+544+9%+b5xr—3er —3

je treba ugotoviti stabilnost resitve x = 0.
Funkcijo e* razvijemo v vrsto in oddelimo linearni del; dobimo

r+5x+9x+2x=0

Po Hurwitzovem kriteriju prei$¢emo korene karakteristi¢ne enadbe. Ker
so Hurwitzovi pogoji izpolnjeni: a3 = 5>0, ajag—agsa, = 43>0, in
a3 = 2> 0, imajo vsi koreni negativen realni del in re§itev x = 0 je asimpto-
tiéno stabilna.
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F. ZERDIN in Z. GABROVSEK
Nuklearni institut »J. Stefan«, Ljubljana

V zaletku letoSnjega junija je postal kritiéen reaktor TRIGA Mark II
Nuklearnega instituta »J. Stefan« & Podgorici* pri Ljubljani. Na zaetku smo
napravili s TRIGO nekaj poskusowv, ki so obvezni pri vsakem novem reaktorju,
npr. kritiéni poskus ter umeritev kontrolnih palic in mo¢i. Ko je zacel reaktor
redno obratovati, smo izmerili absolutno vrednost termitnega nevtronskega
fluksa na nekaterih mestih v sredici in izven nje ter spekter hitrih nevtronov
v sredici.

Kratek opis trige

Reaktor TRIGA (Training, Research and Isotope Production of General
Atomic), ki ga izdeluje druZba General Atomic, je Solski in raziskovalni
reaktor. Namenjen je za raziskovalno delo v reaktorski fiziki, fiziki trdne snowvi,
jedrski fiziki, kemiji, reaktorski tehniki, za produkcijo kratkoZivih izotopov in.
za Solanje. Glavni tehni¢ni podatki so zbrani v tabeli I. NajvaZznej$i znaéilnosti
reaktorja sta sorazmerno visok popreéni fluks termiénih nevtronov 4.10!2 cm—2 st
in velik promptni negativni temperaturni koeficient reaktivnosti — 1,2.10—* stf-1.
Zaradi takega temperaturnega koeficienta je reaktor zelo varen in neobéutljiv
za, nepredvidene spremembe moti.

Tabela I: Tehni¢ni podatki za 250 kW reaktor TRIGA Mark II
SREDICA

Sestava gorivno-moderatorskega 8 uteznih % urana, 91 uteznih % cirkonija,
elementa 1 utezni % vodika

Obogatitev urana 20% U*®

Velikost elementa premer 3,56 cm, dolZina 72,2 cm
Srajcka elementa aluminij z debelino 0,76 mm
Velikost aktivne sredice premer 35,6 cm, viSina 35,6 cm
REFLEKTOR

Material grafit

Material obloge aluminij

Precna debelina 30,5 cm

Debelina zgornjega in spodnjega 10,2 cm

dela reflektorja

FIZIKALNE LASTNOSTI

Fluks termi¢nih nevtronov pri
maksimalni moé¢i 250 kW:

a) popreéni fluks v sredici priblizno 4,0 X 10** cm™ s™*
b) v vrtiljaku priblizno 1,8 X 10”2 em™ s

¢) v navpiénem kanalu priblizno 1 X 10*®* em™2 s

* Podgorica lezi priblizno 9 km od srediS¢a Ljubljane ob cesti proti Litiji.



Vgrajena reaktivnost

Koli¢ina U** v sredici

Celokupna reaktivnost kontrolnih palic
Promptni temperaturni koeficient
Zivljenjska doba promptnih nevtronov
Kontrolne palice iz borovega karbida
Maksimalna sprememba reaktivnosti
pri dviganju vseh palic
NEVTRONSKI IZVOR

Po-Be nevtronski izvor

REAKTORSKA POSODA IN ZASCITA
Reaktorska posoda

Premic¢na vrata termi¢ne kolone
Pretna zasScita

Navpicna zascita

POSKUSNE NAPRAVE

Vodoravni poskusni kanali (4)

Termicéna kolona (grafit)
Vrtiljak

Pnevmati¢na posta
Navpi¢ni kamnal

Obmocje reflektorja
Merilni bazen

priblizno 2,25 %
priblizno 2,3 kg U**®
priblizno 6,0 %
—1,2 X 107 *st™
65X 10 °s

3

0,05'%

premer 200 cm, viSina 625 cm

tezki beton, debelina 107 cm, Sirina 204 cm,
vi§ina 211 cm

tezki beton z najmanjSo debelino 249 cm
in voda z debelino 45,7 cm

voda 490 cm nad sredico

premer 12,7 cm

presek 122 cm X 122 cm, dolZina 167 cm
40 mest, v vsako lahko vstavimo 2 poso-
dici. Premer posodic je 2,06 cm, dolZina
9,68 cm

blizu sredice. Premer posodice za obseva-
nje je 1,42 m, dolZina 100 mm

v osi sredice (obmodéje najveéjega fluksa
termiénih nevtronov). Premer cevi je
3,38 cm g

za poskuse v vodi blizu reflektorja
dolzina 274 cm

Sirina 244 cm
globina 366 cm

Termalizirajota kolona presek 61 X 61 cm, dolZina 120 cm

Sredica reaktorja z reflektorjem je na dnu aluminijske reaktorske posode
s premerom 2 m in z viSino 6,25 m (sl. 1). Kot zaS¢ita v radialni smeri sluzi tezki
beton z gostoto 3,6 g/cm3, v navpiéni smeri pa 4,9 m debel sloj demineralizirane
vode. Gorivni elementi so iz homogene meSanice cirkonijevega hidrida in 20 %o
obogatenega urana, ki jih obdaja tanka srajtka iz aluminija. Poleg 65 gorivnih
elementov je v sredici tudi 20 grafitnih elementov. Gorivni elementi imajo
na zgornji in spodnji strani po 10 cm dolg podaljSek iz grafita, ki sluzi kot
zgornji in spodnji reflektor. Radialni reflektor je 30 cm debel grafit. Voda
zavzema pribliZno tretjino prostornine v sredici.

Regulacijo reaktorja omogoéajo tri kontrolne palice iz borovega karbida.
Nastavljanje palic je ro¢no ali avtomatsko. Ob reflektorju so v reaktorski po-
sodi 4 nevtronski Stevci: 3 ionizacijske celice in cepitveni $tevec. Ti Stevei so
osnova Stirih merilnih vezij, s katerimi nadzorujemo zagon reaktorja ter
merimo njegovo mo¢ in periodo. Poleg navedenih so na komandni mizi Se
registrirni instrumenti za temperaturo vode cb izstopu iz reaktorske posode,
za elektriéno prevodnost vode ob vstopu in ob izstopu iz demineralizatorja
ter merilnik za aktivnost vode.

Triga ima Stevilne naprave za poskuse in obsevanje vzorcev: 4 vodo-
ravne poskusne kanale, grafitno termi¢no kolono, navpi¢ni poskusni kanal,
pnevmati¢no poSto, vrtiljak za obsevanje vzorcev in merilni bazen z drugo

82



grafitno termiéno kolono. Vodoravni poskusni kanali povezujejo sredico skozi
vodno in -betonsko zaS¢ito z reaktorsko dvorano (sl. 2 in 3). Iz teh kanalov
izhajajo usmerjeni curki nevtronov in Zarkov gama za poskuse v reaktorski
dvorani. Termi¢na kolona ima presek 1,2 X 1,2m? in debelino 1,67m ter je

PUGON KONTROLNE PALICE

T e
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Sl 2. Vodoravni prerez trige Sl. 3. Navpi¢ni prerez trige
za$titena s pomitnimi betonskimi vrati. Termic¢na kolona je izvir termic¢nih
nevtronov. Navpi¢ni kanal s premerom 34 mm sluZzi za obsevanje vzorcev
v najvedjem nevtronskem fluksu. Pnevmati¢na posta je namenjena proizvod-
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nji zelo kratkozivih izotopov. Vzorci so v fluksu termiénih nevtronov
4.10"2 cm~2s~!. Sprejemna postaja pnevmatiéne poste je v kleti, da je zveza
s sredico ¢im krajSa. V popretju potuje vzorec 2s. Vrtiljak je glavna naprava
trige za proizvodnjo radioaktivnih izotopov. V vrtiljaku je 40 mest za obse-
vanje vzorcev v fluksu termiénih nevtronov 1,8.102 cm—2s!. Merilni bazen
(sL 3) je povezan s sredico z drugo termiénc kolono, ki ima presek 0,61 X 0,61 m?
in je dolga 1,2m. Merilni bazen je namenjen predvsem za meritve na bio-
loskih §éitih.
Kriti¢ni poskus .

Po zakljucku del na montaZi mehanske in elektronske opreme reaktorja
smo 31. maja 1966 priceli vlagati gorivne elemente v sredico. Po izku$njah
z drugimi reaktorji iste vrste naj bi postal reaktor kriti¢en s 55 do 60 goriv-
nimi elementi, od katerih vsebuje vsak 34 do 36 g U2, Po obi¢aju smo vlagali
gorivne elemente postopoma. od sredine sredice navzven. V prvem koraku smo
hkrati vloZili 24 gorivnih elementov, v naslednjih pa smo postopno dodali
po vrsti 12, 6, 3, 3, 3, 2, 1, 1, 1, 1 in 1 gorivni element. Kriti¢nost je bila do-
seZena pri 58 gorivnih elementih, pri ¢emer je bila kritiéna masa U25 2112 g.

Po vsakem koraku smo izmerili podkriti¢no pomnoZevanje s $tevcem BFs
v vodoravnem poskusnem kanalu, s cepitvenim $teveem v zagonskem kanalu
reaktorja in z ionizacijsko celico v kanalu za merjenje mo¢i. S pomnoZeva-
njem mislimo na razmerje m = I/I,, pri é¢emer je I izmerjeno §tevilo sunkov
zaradi vloZenega nevtronskega izvira in cepitev ter I, $tevilo sunkov zaradi
izvira brez cepitev. Nevtron lahko nekoristno pobegne iz sredice, lahko se
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Sl 4. Kritiéni poskus

absorbira v moderatorju ali U2, lahko se absorbira v U5, ne da bi prislo
do cepitve in konéno- lahko povzrodi cepitev, pri kateri nastaneta 2 ali 3
nevtroni. Imenujmo Stevilo nevtronov na koncu cikla, ki ga je zaéel 1 nevtron,
efektivni pomnoZevalni faktor k (v kriti¢nem sistemu je k = 1)! Tedaj dobimo
zaradi navedenih procesov na posamezni zaletni nevtron po prvem ciklu
1 + k nevtronov, po drugem 1+ k + k? nevtronov itd. V podkriti¢nem. si-
stemu je k <1, zato bo po velikem 3tevilu ciklov 1 + k + k2 + ... = (1 — k).
Vzemimo, da emitira nevtronski izvir @ nevtronov na sekundo in je izkoristek
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detektorja 7. Tedaj bo I = Q/(1 —k) in I, = Q. Za pomnoZevanje velja torej
m.= (1 —k)™. '

Na sl. 4 so nenesene vrednosti, ki so jih dali omenjeni trije detektorji,
v odvisnosti od Stevila gorivnih elementov. Vse tri krivulje na sl. 4 se sefejo
v isti toCki..Ko postane reaktor kriti¢en, je namreé¢ k =1, m = o© in 1/m = 0.

Pri vseh teh meritvah so bile kontrolne palice popolnoma izvleene iz
sredice. Po vsakem ¢Cetrtem koraku smo grobo izmerili udinkovitost vsake
kontrolne palice, tako da smo merili pomnoZevanje, ko je bila ta kontrolna
palica do kraja v sredici, drugi pa povsem izven nje.

' Umeritev kontrolnih palic in moéi

Reaktivnost definiramo kot ¢ = (k — 1)/k. Po pogodbi z General Atomic
mora biti reaktivnost trige 2,25 %, se pravi, da mora biti k = 1,0230. Zato smo
vlozili v sredico Se dodatnih 7 gorivnih elementov. Po tem je v sredici skupno
65 gorivnih elementov z 2307 g U2,

) Presezno reaktivnost 2,25 %6 kompenzirajo kontrolne palice, ko so delno
spusSc¢ene v sredico. Celotna reaktivnost, ki bi jo lahko kompenzirale kontrolne
palice tedaj, ko so povsem spuSéene v sredico, je seveda precej vedja. Tako
lahko z njimi uravnavamo delovanje reaktorja in ga po potrebi ugasnemo.
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Sl 5. Umeritev moéi

Za umeritev kontrolnih palic smo uporabili metodo spusta palic (anglesko
rod drop method).. Reaktor je delal sprva pri majhni mo¢i nekaj vatov: Tako
ni bilo treba upoStevati temperaturnih sprememb v sredici. Po preteku dolo-
Ctenega Casa smo reaktor ugasnili s spustom kontrolne palice, ki smo jo
umerjali. Nato smo opazovali ¢asovno pojemanje nevtronskega fluksa. Pri
General Atomic so iizdelali program za elektronski rac¢unalnik, ki dolo¢i
ucinkovitost kontrolne palice iz izmerjenega ¢asovnega pojemanja fluksa. Re-
zultati so dani v diagramu za razliéne Case. Te rezultate smo lahko uporabili,
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ker smo merili pojemanje fluksa v enakih &asih, Tako smo ugotovili, da je
celotna ucinkovitost kontrolnih palic, izraZena v procentih reaktivnosti, enaka
5,72 %. Po umeritvi kontrolnih palic smo toéneje doloéili prese?no reaktivnost
trige, ki je enaka 2,31 %%o.

Mok trige izmerijo obi¢ajno tako, da najprej segrevajo vodo v reaktorski
posodi z elektri¢nimi grelci z dano mcéjo P. Pri tem merijo spremembo
temperature T v Casovni enoti, za katero velja:

dT/dt = KP.

1z meritev na vecjem Stevilu trig so doloéili vrednost za koeficient K =
= 0,0525° C/kWh. Reaktor je obratoval pribliZno z mo&jo 20 kW. Vsakih 15
sekund smo izmerili temperaturc vode v reaktorski posodi. Meritev je trajala
4 ure. Pri tem je bilo izkljueno hlajenje vode, reaktorska posoda pa je
bila stalno pokrita. Rezultate meritev kaZe sl. 5.

Meritev fluksa termi¢nih nevtronov in kadmijevega razmerja

Fluks termicnih nevtronov in kadmijevo razmerje Rog smo dolo¢ili v cen~
tralnem navpi¢nem kanalu v petih totkah, v vrtiljaku v Stirih to¢kah, v vodo-
ravnem kanalu St. 1 in v pnevmati¢ni po§ti. Doloéili smo tudi fluks termiénih
nevtronov na zunanji strani termi¢éne kolone.

Fluks termi¢nih nevtronov smo izmerili absolutno z zlatimi folijami.
Folije so imele premer 0,90 (1 £ 0,01) cm in maso med 50 in 60 mg. Aktivnost
folij smo merili s koinciden¢no metodo beta gama.l:2 Napravo so sestavljale tri
veje. Zarke gama smo merili s kristalom NaJ(TL) 2” X 2”, ki ga je od izvira
locila 2,5 mm debela plast aluminija, da je bil neobdutljiv za delce beta.
Signali iz fotopomnozevalke so §li prek katodnega in linearnega ojatevalnika
ter diskriminatorja na Stevec. Za merjenje delcev beta je sluzil 2 mm debel
kristal antracena. Iz obeh diskriminatorjev pa so §li pulzi v koincidenéno
enoto. Istotasne dogodke v vejah beta in gama je zaznal tretji Stevec. Casovna,
lodljivost kKoincidence je bila 2,5.10~6s.

Razpadna shema Au'%® je dokaj encstavna, saj razpade 98 %o jeder prek
vzbujenega stanja Hg'8, ki takoj odda 412 kKeV gama Zarek. 4,5 %o vzbujenih
jeder Hg'%® se povrne v osnovno stanje z notranjo konverzijo, pri &emer
imajo konverzijski elektroni energijo 330 keV. Comptonski elektron, ki ga da
412keW zarek gama, ima najviSjo kinetiéno energijo 250 keW. Motilni vpliv
konverzijskih in comptonskih elektronov smo odpravili tako, da smo v veji
beta nastavili diskriminacijski nivo dovolj visoko. Ker je bila aktivnost folij
visoka, smo tudi v veji gama nastavili diskriminacijski prag v sedlo pred
fotonskim vrhom Zarka gama s 412 keV.

Celotno Stevilo koincidenc je enakos:

Nt = Ng, + Ng + Np, (1)
pri tem pomeni Ny, Stevilo resniénih koincidenc beta-gama, Ng $tevilo slu-
¢ajnih koincidenc in Ny Stevilo koincidenc zaradi kozmi¢nih Zarkov. Stevilo
slufajnih koincidenc Ny je

Ng=2tN4N, ; )
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pri tem je 7 v sekundah izraZzena ¢asovna lodljivost, N Stevilo sunkov v veji
beta in N, $tevilo sunkov v veji gama. Zaradi znatnih aktivnosti je Stevilo
sludajnih koincidenc doseglo tudi 10 % vrednosti pravih koincidenc Ng,. Ste-
vilo N 4, smo merili dokaj natan¢no, saj statisti¢na napaka ni presegla 1 %o.

Tabela II: Fluks termi¢nih nevtronov pri merjeni in polni moéi ter Rgq

Py, (Lfem®s)

Mesto meritve Polozaj primerjeni pri moci Req
moci 250 kW
: 5 1,42.10° 3,56.10** 577
Centralni kanal 4 2,46 6,15 4,03
3 3,12 7,80 3,62
(P, = 20W) 2 2,41 6,04 3,26
g 1 1,50 3,75 3,89
1 0,984.10° 1,23.10"* 4,59
Vrtiljak 2 1,01 1,27 5,67
(Pp = 20W) 3 1,03 1,28 5,60
4 1,03 1,28 5,38
Kamnal 1
(P, = 100 W) ob sredici 1,06.10° 2,64.10"* 6,10
Termiéna kolona
(P, = 10 kW) ob izstopu 2,90.107 7,26.10° —_—
Pnevmatska posta
(Pp = 10W) ob sredici 1,23.10° 3,08.10** 3,42

Prednost koincidenéne metode je v tem, da moremo dologiti aktivnost
folij, ne da bi poznali prostorski kot in izkoristek detektorjev. Stevilo razpadov
v ¢asu Stetja je namred

A’ = Ny N, /Ng, 3)

Fluks termi¢nih nevtronov smo izmerili po obi¢ajni poti. Aktivnost smo do-
lodili kot A = A'/t, kjer je t Cas Stetja. Za nasiteno aktivnost potem, velja:

A= Aelte [(1 —etto) (4)
pri demer je za zlato 1 = 1,782.10~* min™, t,» Cas obsevanja in t; Cas &akanja

od ustavitve redktorja do pridetka Stetja. Med nasiteno aktivnostjo As in
fluksom. termi¢nih nevtronov @ je naslednja zveza:

&y, = (As M/mNyg o4) (1 — Fca/Rca) (5)
Pri tem pomeni m maso folije, oa abﬂompcijski presek in M atomsko maso
zlata, N1 Loschmidtovo $tevilo, Fog = As®P/ACd in je korekturni faktor, ki
uposteva delno absorpcijo epitermiénih nevtronov v kadmiju. Vzeli smo, da
je Fog = 1,144, Roa = (AJ/m)/(AsCY/m) kadmijevo razmerje.
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: Izradunane vrednosti termi¢nega fluksa in kadmijevega razmerja za
centralni navpi¢ni kanal kaZe sl. 6. V tabeli II so rezultati, ki smo jih dobili
za @, na vseh mestih, kjer smo merili. Rezultati se nanaSajo na mog, pri
kateri je reaktor delal, preradunani ma so tudi na pclno mo¢ 250 kW. V isti
tabeli so tudi vrednosti Rcq.
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Sl 6. Fluks termi¢nih nevtronov in kadmijevo razmerje R Vv centralnem havpié¢nem
" kanalu v odvisnosti od kraja

Meritve spektra hitrih nevtronov

Spektre hitrih nevtronov smo izmerili v centralnem navpi¢nem kanalu
s pragovnimi detektorji. Uporabili smo 6 pragovnih detektorjev: In'!5(n,n) Int5,
» Ni% (n, p) Cu®, Al* (n, p) Mg?, Mg? (n, p) Na2* in Al?" (n, a) Na2. Aktivnost vseh

E

Vem?a100 kw

v

SL17. Spekter hitrih nevtronov v centralnem navpiénem kanalu v odvisnosti
" od energije
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detektorjev smo §teli s kristalom NaJ(Tl) z luknjo 2” X 2”. Tako je zajel de-
tektor skoraj polni prostorski kot. Izkoristek kristala v odvisnosti od energije
smo doloé¢ili na 5 % natanéno z naslednjimi standardnimi izviri: Co?? (129 keV),
Hg20 (279 keV), Cs'%7 (661 keV), Mn?* (834 keV) in Cof® (1250 keV).

Dobljene spektre smo primerjali z rezultati, ki jih je dobil Berwanger®
na dunajski trigi. SL 7 kaZe spekter hitrih nevtronov v centralnem navpi¢nem
kanalu. Pri tem ustreza polna ¢érta Bergwangerjevim rezultatom, ki jih je
posnel s 13 detektorji, naSe meritve pa so oznalene s kroZei. Vrisane so tudi
napake. Te v povpretju ne presegajo 15°%. Izmerjene vrednosti se dobro
ujemajo z Berwangerjevimi, ¢eprav smo pri merjenju aktivnosti imeli obilo
tezav zaradi slabe lo¢ljivosti kristala z luknjo.

* Pri zagonu reaktorja sta sodelovala poleg strokovnjakov GA Se N.Bernot in
F. Klopéié, pri meritvah termi¢nega fluksa in spektra nevtronov pa H. Solinc.
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SOLA

UPORABA ELEKTRONSKEGA RACUNALNIKA PRI POUKU MATEMATIKE
NA EKONOMSKI FAKULTETI

Kot del uporabne matematike se na Ekonomski fakulteti predava v tre-
tjem letniku predmet Linearno programiranje. Za ta predmet kaZejo mladi
ekonomisti izredno veliko zanimanje pa tudi veselje.

Zaradi obilice numeriénega rafunanja pri problemih linearnega pro-
gramiranja, ki se refujejo po metodi simpleksov, je bilo do nedavna v okviru
pedagoskega dela praktiéno nemogoce obdelati kakr§enkoli zahtevnejsi problem,
ker ni bilo mogoce izkoristiti elektronskega ratunalnika.

Za §tudijsko leto 1966 je dolodil Sklad za Solstvo za pedagosko dejavnost
na fakultetah posebna denarna sredstva za uporabo elektronskega ratunalnika
v Ratunskem centru InStituta za matematiko, fiziko in mehaniko v Ljubljani.
V ta namen je Sklad za Solstvo odobril Ekonomski fakulteti sredstva za 50 ur
strojnega racunanja.

Ta koristen ukrep Sklada za Solstvo je omogotil, da se je predmet
Linearno programiranje s tehni¢nega vidika lahko moderniziral. Predavatelj
je zaradi te tehniéne moZnosti v okviru sploSnega linearnega programiranja
iz€rpno obdelal poglavje o proizvodnih procesih, ki potekajo v ve¢ fazah. Za
to poglavje so dobili sluSatelji brezplatno nad 40 tipkanih strani obsegajog
Studijski material. Tako razdelitev Studijskega materiala je omogotil Institut
za ekonomska raziskovanja v Ljubljani, ki je pokril strofke razmnoZevanja.

Iz snovi tega poglavja je naredil vsak sluSatelj poseben program v skladu
s predpisano mu varianto oziroma karakteristiko proizvodnega procesa. Nume-
riéni izracun je moral opraviti na elektronskem raéunalniku v Raéunskem
centru.

O delu Racunskega centra in elektronskega ratunalnika je sluSatelje
informiral na posebnih sestankih tov. DuSan MaguSar, usluZbenec Radunskega
centra; ob tej priloZnosti je dal sluSateljem tudi navodila, kako naj priredijo
podatke svojih programov, da bodo primerni za rafunanje z elektronskim
racunalnikom. Tov. D. MaguSar je tudi opravil vse ra¢unanje na elektronskem.,
ractunalniku, toda tako, da je sluSatelj osebno spremljal od zatetka do konca
ves ratunski proces.

Ob tej priloZnosti so se sluSatelji nekoliko spoznali z delom Raéunskega
centra, spoznali so nekatere njegove sodelavce in na lastne o& videli, kako
hitro je ra¢unalnik opravil delo, za katerega bi sami brez njega potrebovali
nekaj dni.

Tak moderniziran na¢in pouka linearnega programiranja je prav gotovo
mnogo koristil ne samo sluSateljem, ampak tudi popularizaciji Raunskega
centra v ekonomskih krogih, saj so sedanji Studenti ob primerni vzgoji bodoédi
koristniki uslug elektronskega ra¢unalnika.

Vsem, ki so omogot¢ili tak naéin pedagoSkega dela, iskrena hvala.

A. Vadnal
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DOMACE VESTI

OBCNI ZBOR DRUSTVA MATEMATIKOV, FIZIKOV IN ASTRONOMOV SRS

Najkrajsi obéni zbor Drustva matematikov, fizikov in astronomov SRS, kar
jih pomnijo najstarejsi ¢lani, je bil 29. X. 1966, in to po dveh dnevih, posvecenih
fiziki. Lepa dvorana tehnitke Sole za elektrotehniSko stroko v Ljubljani je
sprejela prek 60 ¢lanov naSega Drustva iz Ljubljane in tudi drugih bliZnjih
in daljnih krajev Slovenije. Videli smo mnogo Ze dolgoletnih sodelavcev, pa
tudi Se neznanih mladih obrazov. :

Stevilo 60 ni majhno, a kljub temu je bil stari odbor prepri¢an, da jih bo
e ved, predvsem pa si je moéno Zelel, da bi bila dvorana polna. Povabljeni so
bili vsi predavatelji matematike in fizike v Solah ter vsi tisti posamezniki,
s katerimi imamo kakrSnekoli stike. Zeleli smo si spet Zivahen in ploden
obéni zbor, na katerem bi ¢lani povedali svoje Zelje, potrebe in pripombe, Se
posebej pa spregovorili o delu upravnega odbora svojega drusStva. Mnogo truda
smo vlozili ob posameznih akcijah, a ne vemo, ¢e prav »sluzimo naroduc.
Nismo pa Zeleli slifati le hvale, tudi graja bi bila nadvse dobrodosla, kajti po
takem odkritem pogovoru bi lahko pri¢akovali le Se boljSega dela, Cesar si
zelimo prav vsi. Zato vas Ze danes prosimo, da sodelujete na prihodnjem
obénem zboru. Prav tako pa Zelimo vse leto slifati vaSe Zelje. Zato vabimo vse
&lane girgega odbora, a tudi vse ostale ¢lane drustva, na nae seje, ki bodo vsako
prvo sredo v mesecu.

Po pozdravnem govoru predsednika drustva prof. dr. Alojzija Vadnala
smo z enominutnim molkom poéastili spomin dveh v zadnjem letu umrlih
&lanov: prof. Simona Dolarja in prof. Fajdigove.

Na predlog tov. predsednika smo izvolili naslednje delovno predsedstvo:
dr. Fran Diminko, France Suster§i¢ ter France Avsec. Zapisnik pa je vodila
ing. Marica Vencelj.

Sledila so poroéila odbornikov. Prvi je tov. predsednik porocal naslednje:
.Odbor drustva je tudi v tej poslovni dobi nadaljeval delo, ki ga opravlja
drudtvo %e razmeroma dolgo dobo. Najbolj pomembne dejavnosti so bile:
izdajanje Obzornika za matematiko in fiziko in knjiZne zbirke Sigma, srednje-
Solski krovki ter tekmovanja iz matematike in fizike. Ze takoj v zadetku
poslovne -dobe je bil kongres v Sarajevu, ki je bil lepa manifestacija dela na
podro&ju matematike, fizike in astronomije v na$i drZzavi. Zdi pa se nam, da
nasa republika ni bila primerno zastopana na kongresu in da nismo dovolj
prikazali nase dejavnosti na teh znanstvenih podro¢jih. Pomemben uspeh od-
bora v prej$nji poslovni dobi je bil dogovor s Skladom Borisa Kidri¢a. Ta nam
bo pomagal na ved nacdinov: vsako leto bo podelil eno ali dve Stipendiji naj-
boljsim dijakom na tekmovanju, kakor tudi posebno prizadevnim uciteljem
matematike in fizike na srednjih, vi§jih in visokih Solah, ki prirejajo matema-
ti¢ne in fizikalne krozke, ¢e se bodo Zeleli udeleZiti podiplomskih tecajev za
nadaljnje izpopolnjevanje ali pa obiskati matemati¢na in fizikalna sredisca
v tujini. Na te ugodnosti opozarjamo naSe ¢lane, ker ne bi bilo pametno, ¢e
jih ne bi v celoti izkoristili. Posebno delaven je bil odbor proti koncu svoje
poslovne dobe zato, da bi nadaljnje delo ne trpelo zaradi predvidenih sprememb
v odboru. '
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Tem besedam je sledilo tajnikovo kratko poro¢ilo o povedani korespon-
denci zaradi vecje aktivnosti drustva v zadnjem letu, posebno %e, ker organi-
ziramo krozke tudi izven Ljubljane. Zelo pohvalna je ugotovitev, da so bile
seje pestre, zelo dobro obiskane in da jih je bilo kar 12. Zato pa nam bodo
potrebna Se vecja financna sredstva. Ker je naSe delo koristno, jih bomo morali
poiskati Se pri obéinskih skup$¢inah in drugod. Za uspe$no delo se moramo
zahvaliti vsem, ki so nam kakorkoli pomagali, Se prav posebno pa Republiskemu
sekretariatu za prosveto in kulturo za dotacije, Skladu za pospesevanje zaloz-
nistva SRS za subvencije knjiZznici Sigma ter reviji Obzornik za matematiko in
fiziko. Skladu Borisa Kidri¢a za enkratno pomoé, in Ingtitutu za matematiko,
fiziko in mehaniko ter Nuklearnemu ingtitutu J.- Stefan, saj sta nam stala
vedno ob strani. e )

V nekaj besedah je opozoril tudi na zbirko Sigma, ki obsega Z%e 14 lepih,
dostopnih in koristnih knjiZic, a ne samo za matematike, pa¢ pa tudi za fizike,
astronome, tehnike ter druge, ki imajo kakrSenkoli stik z matematiko. Te
knjiZice Se vedno lahko dobite v matemati¢ni knjiZnici s priblizno 15-odstotnim
popustom. Da so knjige zanimive, govori dejstvo, da je Sest od njih Ze raz-
prodanih. Od zadnjega obénega zbora smo jih komisijsko prodali svojim
¢lanom Ze skoraj 1400. To pa ni majhno $tevilo. V matemati¢ni knjiznici pa
lahko dobite tudi nekatere druge matemati¢ne publikacije. Kot kaZe, snovi
za to zbirko ne bo zmanjkalo, saj $e nikoli ni pisalo toliko avtorjev kot letos:
Matemati¢ne strukture II, Osnove kvantne mehanike, Funkcije II, Geometrija,
Fizikalne meritve in morda $e nekatere. Iz svojega podro¢ja pa bodo prispevali
Se astronomi. Veseli nas, da bo to res zbirka naSega drustva, ne pa samo
matematikov. Seveda se bomo pri delu sreali s $tevilnimi problemi, saj se
bo lanska gospodarska reforma poznala tudi pri razpoloZljivih sredstvih, na-
menjenih za pospeSevanje zaloZniStva, a upamo, da jih bomo uspe$no resili.

- Promet v drustveni blagajni se je od lanskega leta ve¢ kot potrojil. To je
najlepsi dokaz za naSo aktivnost. V blagajni je primanjkljaj 875,42 N din.
Ceprav moramo dobiti $e del lanske dotacije, za zadetek res nimamo veliko.

O delu pri krozkih za matematiko in fiziko, kakor tudi o poteku in uspehu
na republiSkem in zveznem tekmovanju pa ste lahko prebrali Ze v letosnji prvi
Stevilki.

Najteze pa je vedno naSi reviji Obzornik za matematiko in fiziko.
Subvencija Sklada za pospeSevanje zaloZnidtva, pomoé¢ Instituta za matematiko,
fiziko in mehaniko ter naro¢nina ne zadostujejo za celotno financiranje. Zato
se je upravni odbor Drustva po dolgih razpravah odlo¢il za dvojno $tevilko
v letoSnjem letu. Delni vzrok za to je tudi pomanjkanje rokopisov. Da se
v bodoce ne bi bilo:veé¢ treba posluZevati takih nadinov, je tehni¢ni urednik
pozval prisotne, naj bi v Obzornik &m ved in éim pogosteje pisali. Da bi
Obzornik ¢imbolj pribliZali tistim, ki ga najved berejo, bo uvedena $e rubrika
z naslovom Iz na$ih aktivov, v kateri bodo poro¢ila o delu v aktivu, o vsebini
predavanj itd. Zelimo, da bi tudi iz drugih krajev Slovenije, kjer delujejo
aktivi, poSiljali prispevke za to in tudi za druge rubrike, tako da bi bili povsod
seznanjeni z delom. Zato naj bi v uredniski odbor sprejeli $e dva &lana, po
enega fizika in matematika, ki bosta vodila to rubriko.

Po lanskem mrtvilu smo letos aktiv le z veliko te?avo pozno spomladi
ponovno spravili na noge. Prizadevnost organizatorjev kaZejo $tevilni obiski in
to, da sta bila po dveh spomladanskih tudi Ze jeseni dva sestanka.
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Uspeh drustva je tudi Bibliografija Franca Mocnika, ki jo je napisal in
izdal pri Slovenski akademiji znanosti in umetnosti prof. Joze Povsié¢, in mar-
kacija poti od Dolskega do Zagorice, rojstnega kraja matematika Jurija Vege,
kjer bo v naslednjem letu v njegovi rojstni hiSi urejena soba z biografskimi
in bibliografskimi podatki tega naSega velikega matematika. Prav tako je po-
membna enotnost nagega in drugih slovenskih strokovnih drustev, ko smo
odklonili predlog za dvostopenjsko srednjo Solo.

Ker je obéni zbor na predlog predsednika nadzornega odbora razresil
stari odbor, je v njegovem imenu predlagal novi odbor doc. dr. Niko Prijatelj.
Stari odbor s predsednikom na &elu je bil mnenja, da je treba novemu odboru
pripraviti ugodna tla za delo in ga po moZnosti Ze vpeljati vanj, da ne bi ob¢ni
zbor ohromil drustveno Zivljenje za nekaj tednov. To mu je nadvse lepo uspelo.

Iz seznama ¢lanov novega odbora in sodelavecev z njihovimi zadolZitvami
pa lahko spoznamo tudi plan dela za naslednje leto:

predsednik: dr. Janez Strnad, doc. na katedri za fiziko;

podpredsednik: dr. Anton Suhadolc, doc. na katedri za matematiko;

tajnik in sourednik zbirke Sigma: Ciril Velkovrh, bibliotekar v matema-
tiéni knjiZnici; _

blagajnik: Janez Markelj, prof. matematike na gimnaziji Ljubljana-Vi¢;

vodji krozkov, republitkega tekmovanja in slovenske ekipe na zveznem
tekmovanju: JoZe Vrabec, asistent na katedri za matematiko, ter France Ahlin,
visji predavatelj na katedri za fiziko;

vodja aktiva za matematiko in fiziko: Marija Jemec, pedagoski svetovalec
pri zavodu za prosvetno-pedagosko sluzbo Ljubljana Vié-Rudnik;

tehni¢ni urednik revije Obzornik za matematiko in fiziko: France Kvater-
nik, prof. fizike na gimnaziji Ljubljana-Poljane.

Vodji aktiva za matematiko in fiziko so dodeljeni v pomo¢ naslednji
¢lani: Stanko Ursié, pedageski svetovalec za matematiko in fiziko pri zavodu za
Solstvo, France CemaZar, pedagoski svetovalec za srednje Sole pri zavodu za
prosvetno-pedagogko sluzbo Ljubljana I, Joze Povsi¢, pomoc¢nik direktorja teh-
nigke Sole za kemijsko, metalur§ko, rudarsko in lesno industrijsko stroko
v Ljubljani ter France Avsec, prof. matematike na gimnaziji v Kranju.

V urednigkem odboru Obzornika za matematiko in fiziko bodo: dr. Robert
Blinc, Zvonimir Bohte, dr. Anton Moljk, JoZe Pahor, Valentin Pivk, dr. Mitja
Rosina, dr. Janez Strnad, France Sustersi¢, Stanko Ur§i¢ ter dr. Ivan Vidav.

Clani uredniskega odbora knjizne zbirke Sigma bodo: dr. France KriZanic,
dr. Niko Prijatelj, dr. Janez Strnad, dr. Alojzij Vadnal ter dr. Ivan Vidav.
Pozneje pa bomo kooptirali v odbor 3e fizika s katedre za fiziko oziroma iz
nuklearnega instituta J. Stefan.

V nadzornem odboru bodo isti &lani kot doslej: Lojze Bernik, Dusa GajSek
in Ivan Stalec. _

Ostane zadolzitve, ki so tudi pomembne za drustvo, pa so ohranili do-
sedanji tovarigi: Joze Povsi¢ (bibliografija), dr. Alojzij Vadnal (terminologija in
ureditev sobe v rojstni hisi Jurija Vege), Stanko Ursi¢ (zastopstvo naSega dru-
$tva v svetu fakultete za naravoslovje in tehnologijo), France Plevnik in Marjan
Prosen (povezava z Ljudsko tehniko in gibanjem Znanost mladini), France
Sustersi¢ (povezava s Prirodoslovnim dru$tvom). Clani sekretariata Zveze dru-
$tev matematikov, fizikov in astronomov Jugoslavije iz naSe republike pa so
dr. Fran Dominko, kot podpredsednik zveze, JoZe Pov$i¢ ter dr.Janez Strnad.
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Za lazje sodelovanje z drugimi kraji v Sloveniji smo izbrali 6 &lanov,
ki bodo v drustvu zastopali svoj okolis:

Nika Sile, prof. na gimnaziji v Celju,

France Avsec, prof. na gimnaziji v Kranju,

Bogomila Kolenko, prof. na gimnaziji v Kopru,

France Bezjak, prof. na vi§ji tehniski Soli v Mariboru,

France Perne, prof. na gimnaziji v Novi Gorici ter

DusSan Modic, prof. na gimnaziji v Novem mestu.

Ob koncu obé¢nega zbora pa smo bili pri¢e skromni slovesnosti, ki smo jo
pripravili nasima veéletnima vodjema drustva: predsedniku prof. dr. Alojziju
Vadnalu in podpredsedniku Jozetu Pov§i¢u. Predsednik delavnega predsedstva
jima je v imenu vseh ¢lanov Drustva matematikov, fizikov in astronomov SRS
poklonil knjigi »Galerija evropskih majstora« z besedami: ZA VECLETNO,
POZRTVOVALNO IN NEUMORNO DELO VAM RES ISKRENA HVALA!

Ciril Velkovrh

NA UNIVERZI V LJUBLJANI SO DIPLOMIRALI IZ FIZIKE

91. Potokar Milan 1964 Merjenje fluksa hitrih nevtronov iz
reakcije T/d, n/Het

92. Vrenko Erik 1964 WMerjenje fluorescentnega prldelka lu-
pine K v argonu

93. Sagmeister Otmar 1964 Delovanje in uporaba plazemskega go-
rilnika

94. Jovanovi¢ Aleksander 1964 Mikrovalovne dielektri¢ne lastnosti

NaH,/SeO,/, in NaD,/SeO,/, ter njih
odvisnost od frekvence, temperature
in zunanjega elektri¢nega polja

95. StepiSnik Janez 1964 Elektronska paramagnetna resonanca
cbsevanih monokristalov NaH,/SeO,/,
in NaD,/SeO,/,

96. Levstik Adrijan 1964 Dielektri¢ne lastnosti kristalov NaH,
(Se0,), in NaD,(Se0,),

97. Repinc Josip 1964 Raziskave mikrovalovnih in struktur-
nih karakteristik feritov

98. Sentjurc Marjeta 1964 Meritev razvejitvenega razmerja K/B
pri fluoru 18

99. Kovaci¢ Mitja 1965 Meritve spinov jedrskih nivojev Al26

100. Vovk Daniel 1965 Dielektri¢ne lastnosti me$anih kristalov
NaH,(SeO;), in NaD,(Se0,),

101. Babsek Bogdan 1965 Tokovne razmere v vodilniku in med-

prostoru Kaplanove turbine in pri-
merjava Stevilénih rezultatov z me-
ritvami

102. Petkovsek JozZe 1965 Temperaturna odvisnost kvadrupolnega
razcepa jedrske magnetne resonance
Na2?® v devterirani rochellski soli
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103.
104.

105.
106.

107.
108.
109.
110.
111.

112.
113.

114.

115.

116.
117.

118.
119.

120.
121.

122.

123.

124.

125.

Bevk Joze
Paldi¢ Branko

Cankar Ivan

Lavrenc¢i¢ -Borut
Cadez Andrej
Solinc Hinko
Lupinc Zdravko
Zeks Bostjan
Zupan Jurij

Krajnik Janez
Emili Mili¢ Karel

Stular Marko
Miklave Adolf

Oblak Seta
Rupnik Tomaz

Lukman Beno
Zakelj JoZe

Macek Vilko

Rant Joze
Cuden Ciril

Vali¢ Marko

Kodre Alojz

Lesjak Janez

1965

1965

1965
1965

1965

1965

1966

1966

1966

1966
1966

1966

1966

1966
1966

1966

1966

1966
1966

1966

1966

1966

1966

Priprava tankih dielektri¢nih plasti tan-
talovega pentoksida

Elektronska spinska resonanca obseva-
nega feroelektrika LiH,(SeO,),

Transport elektronov v tankih plasteh
Protonska spinska relaksacija v obseva-
nem NaH,(SeO,),

Sipalne funkcije kristalov za mrzle
nevtrone

Meritev pridelka nevtronov v pulzih
nevtronskega generatorja

Enodel¢éne energije nukleonov v cilin- -
dri¢no deformiranih lazjih jedrih

Paraelastiéni centri O, v kristalih
KCl, KBr in KJ

Merjenje magnetne susceptibilnosti ne-
katerih heksafluoridov

Fotonuklearna absorpcija v kalciju

Temperaturna odvisnost oja¢enja foto-
pomnozevalke 58 AVP

Studij ozadja pri meritvah spektrov
zarkov y iz zajetja hitrih nevtronov

Vpliv Coriolisove sile na strukturo vele-
resonance pri C!2

Merjenje vlaznosti zelo suhih plinov

Merjenje fluorescentnega izkoristka
lupine K v Cl

Elektronska konfiguracija selenosecnine
- po metodi Pariser-Parr-Pople

Elektronske mikroskopske preiskave
strukture tankih plasti CdS in CdSe

Parjenje v lahkih jedrih Ct2

Generator ¢asovno enakomerno pogo-
stih napetostnih sunkov

Izprojiciranje stanj z dologeno vrtilno

" koli¢ino

Protonske spinske relaksaéije v rochell-

ski soli, kalijevem kislem arzenatu
in obsevanem triglicin sulfatu

Fluorescen¢ni pridelek lupine K pri

Zveplu

Vpliv sile spin-tir na strukturo vele-
resonance pri C!2
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NOVE KNJIGE

Joze Povsic: Bibliografija Franca Moénika. Slovenska akademija znanosti
in umetnosti. Razred za matematiéne, fizikalne in tehni¢ne vede. Dela, 8,
Ljubljana 1966.

Prof. JoZe Povsi¢ zbira kot vodja komisije za bibliografijo Drustva ma-
tematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije kakor &ebelica vztrajno in
marljivo Ze nad dve desetletji domade bibliografsko gradivo s podro¢ja ma-
tematike. Pri¢ujoca bibliografija je sad njegovega nesebi¢nega in neumornega
dela in hkrati trajen spomenik Francu Mo¢niku, moZu, ki je dal s svojim delom
za vet kot sto let neizbrisen pecat matemati¢ni pedagoski literaturi v srednji
Evropi. Z vsem srcem pozdravljamo Moé¢nikovo bibliografijo, ki dokazuje,
kaj vse je zmogel na$§ ¢lovek s svojim talentom in s svojo pridnostjo. Morda
je za ocenjevanje Moc¢nikovega dela dovolj, ée navedemo samo golo dejstvo,
da je uspelo njegovemu bibliografu registrirati 2315 izdaj njegovih del
v 13 jezikih.

Avtor zacenja delo s ponatisom svojega referata na spominski proslavi
ob 150-letnici rojstva Franca Mo¢nika, ki jo je priredilo Drustvo matematikowv,
fizikov in astronomov SR Slovenije dne 24. oktobra 1964 v Cerknem. V tem
referatu poda avtor oris Mot¢nikovega Zivljenjskega dela in njegove poglede
na pedagoSko problematiko pri pouku matematike. Temu orisu sledi daljsi
izvleCek v nemskem jeziku.

Bibliografski del zacenja avtor z uvodom, v katerem navede uporab-
ljene vire.

Bibliografske podatke o Francu Mo¢niku navede avtor loéeno po jezikov-
nih podroé¢jih v naslednjem vrstnem redu:

I. V nems$kem jeziku.

II. V slovenskem prevodu.

III. V hrva$kem prevodu.

IV. V srbskem prevodu.

V. V prevodih za Bosno in Hercegovino.

VI. V albanskem prevodu.
VII. V bolgarskem prevodu.
VIII. V éeSkem prevodu.

IX. V italijanskem prevodu.

X. V madZarskem prevodu.

XI. V novogrSskem prevodu.
XII. V poljskem prevodu.
XIII. V romunskem prevodu.
XIV. V slovaskem prevodu.
XV. V ukrajinskem prevodu.

V zadnjem poglavju poda avtor seznam literature o Francu Motniku od
1. 1851 doi 1. 1964.

Bibliografijo; krasi slika Franca Mo¢nika.

Ob pregledu tako obseZne bibliografije se moramo nehote ¢uditi plodnosti
Mocnikovega dela pa tudi vestnosti njegovega bibliografa prof. Jozeta Povsida.

A. Vadnal
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NEKATERE DOSTOPNEJSE NOVE KNJIGE V MATEMATICNI KNJIZNICI

1.

it

A I

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.
22.

23.
24.

25.
26.

27.
28.

29.

Mili¢ié P. M.: Jednakosti identiéne transformacije. Zbirka reSenih zadataka.

Beograd, Dru$tvo matematic¢ara, fizicara i atronoma SRS. 1964. 32 str. Materiali

za mlade matematicare, sv. 1.

Arsenovié¢ M.: Zbirka reSenih zadataka iz kombinatorike. Beograd, DMFA SRS

1964. 48 str. Materiali za mlade matematicare, sv. 2.

Vasiljev N. B. i A. A. Jegorov: Zbirka pripremnih zadataka za Sverusku olim-

piadu mladih matemati¢ara. Beograd, DMFA SRS 1965. 63 str. Materiali za mlade

matematicare, sv.5.

Zbirka pripremnih zadataka za moskovsku matemati¢ku olimpiadu. I. Beograd,
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OBVESTILO

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SRS ima v zalogi vedje
Stevilo kompletnih letnikov oz. posameznih $tevilk revije »Obzornik za matema-
tiko in fiziko«. Le-te lahko dobite do vklju¢no osmega letnika po zniZani ceni
v Matematiéni knjiZznici v Ljubljani, Trg revolucije 11. V zalogi imamo Se
naslednje letnike in $tevilke:

I

II
III
v
v
VI
VII
VIII
IX
X
XI
XII

1951,
1952,
1953-54,
1955-56,
1956-57,
1957-58,
1960,
1961,
1962,
1963,
1964,
1965,

2, 3, 4,
2’

2-3, 4, 5-6, C (celoten)
2, 3, 4, C
4,

2, 3, 4,

2, 3, 4, (¢}
2, 3, 4, C
2, 3, 4,

2, 3, 4, C
2, 3, 4, C
2, 3, 4, C

Do vkljuéno 8. letnika stane letnik 1,20 N. din, posamezna S§tevilka
0,30 N. din; 9. in 10. letnik stane 4 N. din, $tevilka 1,20 N. din; 11. in 12. letnik
pa stane 5 N. din, posamezna Stevilka 1,50 N. din.

Obzornik za matematiko in fiziko izhaja vsak tretji mesec. Izdaja ga DruStvo
matematikov in fizikov SRS. Urejajo ga: R. Blinc, Z. Bohte, F. KriZzani¢, I. KuScer,
A. Moljk, J. Pahor, V. Pivk, M. Rosina, J. Strnad, F. SuSter$i¢, S. Ursi¢, I. Vidav.
Odgovorni in tehni¢ni urednik: F. Kvaternik. Upravo vodi F. Kvaternik. — Tiska
tiskarna Ljudske pravice v Ljubljani. — Naro¢nina je: za Studente 4 N-din, za
zasebnike 5 N-din, za $ole 10 N-din, za ustanove in podjetja 20 N-din. Cekovni raéun
Obzornika je 503-608-314.

Dopise po§iljajte in list naro¢ajte na naslov:
Obzornik za matematiko in fiziko, Ljubljana, postni predal 227.



