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0 p-ADICNIH STEVILIH
JOZE GRASSELLI

1. Stevila, imenovana p-adiéna, je vpeljal K. Hensel (1861—1941) v zvezi
z nekim problemom iz teorije 3tevil. Od njihove uvedbe se je pomen teh
$tevil vedal in so sedaj razen v teoriji Stevil vaZna tudi v algebri. Ce pustimo
vse to vnemar, pa so p-adi¢na Stevila zanimiva tudi zato, ker so v nekem
smislu edini sorodnik realnih $tevil. Kako je treba razumeti to izjavo, bo
razvidno pozneje.

Uvesti je mogote p-adiéna §tevila razliéno. Prav lepo se pride do njih na
nadin, kakor ga je uporabil G. Cantor pri opredelitvi realnih Stevil. Kako se
vpeljejo p-adiéna Stevila po tem postopku, bomo nekoliko opisali.

Zaznamujmo s @ obseg racionalnih Stevil. Naj bo f funkcija, ki priredi
vsakemu racionalnemu $tevilu a realno $tevilo f(a) tako, da je

1° f(@)>0 za a==0 in f(0) =0
2° f (ab) = f(a) f (b)
3% f(a+b)< f(a) + F(b)

Vsako funkcijo f s temi lastnostmi imenujemo metrika obsega Q. Navedimo
dva zgleda.
Funkcija

fo(@=1zaa=0, f,0)=0 (1)

otitno ustreza zgcraj naStetim zahtevam in je torej metrika v Q. Nadaljnji
primer dobimo, &e izberemo kako prastevilo p in upoStevamo, da se izraZa
vsako racionalno $tevilo a==0 na en sam nadin v obliki a = p"a, kjer je
n celo $tevilo, racionalno $tevilo a, pa tak3no, da ne Stevec ne imenovalec
nista deljiva s p. Zgled: p = 3, 5/6 = 371.5/2. Naj bo f, funkcija, dolotena
s predpisom

Jp(0) =0

fp(@) =277 @)

Tu smo za a upodtevali enoli¢no izraZave a = p" a,. Ni se tezko prepricati, da
ta funkcija izpolnjuje zahteve 1°, 2° in 3% Prvi dve lastnosti sta otitni,
preverimo, da ima f, tudi tretjo lastnost. Ce je v naSi izraZavi a = p™a,,
b=pmb, a+b=npkc, in je npr. n=m, je a +b=pm(E""™a, + b). Ce
vsoto v oklepaju izratunamo, bo dobljeni ulomek vseboval p kvetjemu v
$teveu kot faktor; njegov imencvalec je namre¢ produkt imenovalcev Stevil
a, in b, in zato tuj k p. Torej je k = m in naprej 2k < 2-m <L 2-m + 2. To
pa je Ze lastnost 3¢. Ker je pri n<<m treba v zgornjem sklepu samo zamenjati
vlogo $tevil m in n, je jasno, da ima funkcija f, lastnost 3%, Torej je fp pri
vsakem fiksnem prastevilu p metrika v Q. Z njo se preslika ulomek a tem
blize 0, v ¢im visji pozitivni stopnji vsebuje a prastevilo p. Ce pa nastopa v a
prastevilo p v negativni stopnji, je fp (@) = 2. Kadar a nima prastevila p ne
v Steveu ne v imenovalcu, je fp(a) = 1.



Vrnimo se k sploSni metriki in omenimo nekaj posledic lastnosti 1° — 39,
Iz 25 dobimo f(1) = f(1.1) = f(1)? in od tod f(1) = 1, kajti po 1° je f(1)==0.
Podcbno preverimo, da veljajo naslednje zveze

F(£1 =1
f(—a)=7f(a)
fla—Db) < f(a) + f(b) 3

flatb)=|f(@—F ()]
f(a/b) =f(a)/f(b) pridb=0
Na metriko naslonimo pojem konvergence. Pravimo, da konvergira za-
poredje racionalnih Stevil (a,) v metriki f proti racionalnemu $tevilu a, ¢e gre
f(a—an)—>0 pri n—o0. Zaporedje (a,) imenujemo konvergentno v metriki j
in a je njegova limita.
Zaporedje racionalnih Stevil (a.) je Cauchyjevo, ¢e limitira f (an— an)
proti 0, ko n in m neprenehoma rasteta.
Vsako konvergentno zaporedje je Cauchyjevo. Ako ima namret¢ za-
poredje (a,) limito a, se steka f (¢ —a,;)—0, ko se veta n—>oco- Po osnovnih
lastnostih metrike pa je

0=f(an—an) =flan—a+ a—an) < f(an—a) + fla—an)

Ker gresta sumanda na desni proti 0, ko n in m nara$¢ata prek vsake meje,
limjitira pri tem tudi f(an——am) proti 0. Konvergentno zaporedje je torej
vedno Cauchyjevo.

Kadar je metrika takS$na, da ima vsako Cauchyjevo zaporedje limito
v obsegu @, pravimo, da je obseg @ v metriki poln. Zgoraj smo se seznanili
z metriko f,. Naj bo (6¢,) Cauchyjevo zaporedje v metriki f,. Torej gre
fo(@n—am)—>0 pri n, m—co. Ker zavzame f, samo vrednosti 0 in 1, mora
biti za vse dovolj velike indekse n,m f, (@n—an) = 0 in zato ayp— am = 0.
Od nekega clena naprej so torej vsi &leni enaki, tj. an = a za n = n,. Otitno
je a limita zaperedja (a.). Tako vidimo, da je v metriki f, obseg @ poln.

Dostikrat pa se zgodi, da ni vsako zaporedje, ki je v neki metriki
Cauchyjevo, v tej isti metriki tudi konvergentno. V takem primeru pravimo,
da obseg @ v metriki ni poln. Metrika f, je Ze tak$na, da v njej obseg @ ni
poln. Vzemimo npr. zaporedje

1+p% 1+p2+ph 1+p2+pt+ps.. .1+ +pt+ps+...+p7 ... @)
Pri tem zaporedju je za m<<n
Un—am =" Fp =21 4L )
Vsak od sumandov, oznatenih s pikami, je potenca p-ja. Stevilo v oklepaju
torej ni deljivo s p. Na podlagi lastnosti 2° izratunamo
fr(an—am) = f @" ) fp (L +..) = 22"

Od tod se vidi, da se priblizuje fp(an— am)—>0 pri m—oco. Ker velja za
n <m prav podoben sklep, vidimo, da je gornje zaporedje Cauchyjevo. Zdaj
pa bomo ugotovili, da nobeno racionalno $tevilo ne more biti njegova limita.

Cleni zaporedja (4) so cela $tevila, vsa nedeljiva s p. Zato je za vsak
Clen tega zaporedja fy (2s) = 1. Denimo, da bi bilo racionalno §tevilo a njegova
limita. Po Cetrti lastnosti tabele (3) bi imeli

fo(@—an) 2 | fp(@—1]



Desna stran te neenalbe mora biti ni¢, saj pride leva stran z naraStajotim n
poljubno blizu ni¢. Dobili bi torej f,(a¢) = 1. Edina racionalna Stevila, za
katera je fy(0) = 1, pa so oblike a = 7/s, kjer sta r in s celi, proti p tuji
$tevili. Le taki ulomki pridejo torej v poStev za limite naSega zaporedja. Ali
pa je res kaksen tak ulomek njegova limita? Ce bi to bilo, bi izraz
fo (r/s — an) = fp (r —saz) = fp (r — s — sp* —sp* — sp8 — ... — sp*")

limitiral proti ni& ko bi se n neprenehoma ve¢al. To bi pomenilo, da bi bili
vsli &leni r-— sa, z zadosti velikim indeksom deljivi z vsako potenco pra-
Stevila p, torej npr. tudi s pzN . Izberimo naravno Stevilo N tako, da bo
|r|<pN, |s|<pVN, N=4. Za vsak dan r in s je takSen N mozZno dobiti.
Poglejmo, ali p,2N deli Clene

T —Say = (r—s— sp*—sp*—. ..-—_spzN_l) +
+ (—sp —spt . —sp™)=A+B

pri dosti velikih indeksih n. Jasno je, da bo tak ¢len deljiv s p2N samo tedaj,
¢e ima sumand A v prvem oklepajul to lastnost. Sumand B v drugem oklepaju
je namre¢ velkratnik Stevila p2N. Toda prvi sumand lahko ocenimo takole
|A| S |r|+]s| +]s[t+pr .+ T <PV PRt 2T =
— pNHt (2 — 1)/(p— 1) < p2' TN

Pri N >4 je pa 251+ N +1<<2VN in zato |A|<p?. Iz te ocene vidimo,
da A in torej tudi r — sa, pri nobenem indeksu n ni deljiv s pzN. Zaporedje
(4) v obsegu racionalnih Stevil ni konvergentno.

Dejstvo, da je obseg @ v neki metriki nepoln, pomeni pravzaprav, da
ima obseg @ za to metriko premalo $tevil. V njem ni namre¢ Stevil, ki bi bila
limite nekonvergentnih Cauchyjevih zaporedij. To pomanjkljivost je mogoce
odpraviti tako, da manjkajota S$tevila ustvarimo. Spoznanje, da je to zmeraj
mogode, je prav vaino. Natanéno povedano velja tale trditev: Ce je obseg
@ v metriki f nepoln, ga je moZno potopiti v bogatejSi poln metriéni
obseg Q. Elementi in metrika obsega @ so pri tem dolo¢eni z elementi obsega
Q in z metriko f tako, da je obseg @ povsod gost v Q. Pri dani metriki f je
obseg @ v bistvu en sam.

Gornje trditve ne bomo dokazovali. Opisali bomo samo, kako dobimo
elemente in metriko obsega Q.

Naj bo torej metrika f tak$na, da obseg @ v njej ni poln. Vzemimo vsa
moZna Cauchyijeva zaporedja obsega Q in imejmo za ekvivalentni Cauchyjevi
zaporedji (@,), (bx), ¢e limitira f(a,— bs) =0 pri n— oo. Skupnost vseh Cau-
chyjevih zaporedij, ki so med sabo ekvivalentna, imenujmo razred. Vsa
‘Cauchyjeva zaporedja razpadajo na ta nadin v razrede, in sicer tako, da je
vsako zaporedje natantno v enem razredu. Vsak razred moremo predstaviti
s poljubnim zaporedjem, ki je v tem razredu. Razred, v katerem je zaporedje
(0,0,0,...), zapi§imo kratko z 0. Podobno je zaporedje (1,1, 1,...). predstavnik
razreda, ki ga zapisujemo z 1. Ce je a racionalno $tevilo, prav tako z a ozna-
¢ujemo razred, v katerem je zaporedje (a, a, a,...). Zaznamujmo mnozico vseh
razredov s Q. Ker pripada vsakemu racionalnemu Stevilu neki razred, vsak
razred pa nima predstavnika v obliki zaporedja (@, a,a,...), kjer je a racio-
nalno §tevilo, je seveda @ C Q.



Prav preprosto moremo v mnoZici @ opredeliti seStevanje, odstevanje,
mnoZzenje in deljenje. Ce sta a, f razreda iz @, dobimo njuno vsoto takole:
vzamemo kako zaporedje (a,) iz razreda o in kako zaporedje (b,) iz razreda B
in ju seStejemo. Dobljeno zaporedje (an + b,) je spet Chauchyjevo in je zato
vsebovano v enem samem razredu y. Vsota a + f naj bo ta razred y. Ce
nadomestimo zaporedje (a,) z ekvivalentnim, zaporedjem (a,) in zaporedje (bp)
z ekvivalentnim zaporedjem (b,), je zaporedje (a, + b)) ekvivalentno zapo-
redju (an + bs). Razred, v katerem je zaporedje (a,’ + by), je torej isti kot
razred, ki vsebuje zaporedje (a, + b,). Od tod je jasno, da je vsota a + ]
odvisna samo od razredov a in f§, ne pa od tega, kateri zaporedji vzamemo
pri seStevanju za njuna predstavnika. Iz enakih razlogov smemo postaviti, naj
bo razlika a — f razred, ki vsebuje zaporedje (a, — b,), produkt o B pa razred,
v katerega pade zaporedje (ax bs). Ce je razred =0, so v njem zaporedja,
ki imajo vse Elene od ni¢ razliéne. Naj bo (b,) neko takino zaporedje. Zapo-
redje (an/bn) je Cauchyjevo in razred, ki ga vsebuje, vzamemo za koli¢nik: alB.
Tuldi tukaj seveda velja, da dobimo isti koli¢nik, ¢e zaporedji (a.), (b,) za-
menjamo z ekvivalentnima zaporedjema. Ker imamo pri nasih zapcredjih
opravka z racionalnimi $tevili, je jasno, da imajo vpeljane radunske operacije
vse lastnosti, kakor jih zahtevamo pri obsegu. MnoZica Q je torej obseg.

Poglejmo Se, kako se da obseg @ napraviti za metri¢ni obseg. Uporabili
bomo metriko obsega @. Ce je a € Q in (a,) Cauchyjevo zaporedje iz razreda a,
velja za zaporedje f(as) po Setrti lastnosti iz tabele (3) ocena

F@n—am) = | f (an) —f (am) |

Leva stran limitira proti ni¢, ko se veéata n in m prek vsake meje. Torej pade
tudi desna stran pri zadosti velikih n in m pod vsako pozitivno vrednost.
Lol pa pomeni, da je zaporedje §tevil f (a,) konvergentno v obsegu realnih $tevil
in zato v njem obstaja limf (a,), n—o0. V tem je dana moZnost, kako razsiriti
metriko f iz obsega @ na obseg Q. Pri a € Q postavimo namred

F (0) = limf (a,), n — o0 (5)
Prepri¢ati se je mogote, da ima vpeljana funkcija F lastnosti 1°, 20, 3° in je
torej metrika v Q. Takoj se tudi vidi, da je za razred, ki je prirejen racional-
nemu Stevilu a, torej za razred, ki ga dolo¢a zaporedje (a, a, a, .. .)

F(a) = f(a)

Metrika F se torej na obsegu @ ujema s prvotno, tam dano metriko f. Na-
daljnja pomembna lastnost metrike F je, da je obseg @ v njej poln, obseg @
pa gost v Q.

Zgoraj smo omenili metriko f,. Videli smo, da obseg racionalnih ¥tevil Q
v tej metriki ni poln. Po postopku, ki smo ga pravkar opisali, moremo raz-
Siriti obseg @ do polnega metri¢nega obsega Q,. Obseg Q, imenujemo p-adi¢ni
obseg, njegove elemente pa p-adi¢na $tevila. Vsako p-adidno $tevilo o je torej
dano z zaporedjem racionalnih $tevil (a,), ki je v metriki f, Cauchyjevo. Po-
sebej so med p-adiénimi 3tevili zapopadena vsa racionalna $tevila. Vendar ne
samo ta. Tako npr. zaporedje

1+p% 1+p2+ph 1+pP+pt+ps .. 1+p2+pi+...+p"...
dolota neko p-adi¢no Stevilo, ki ni racionalno. Ze zgoraj smo namreé ugotovili,
da je to zaporedje Cauchyjevo pa brez limite v Q. Ker je dale¢ ved Cauchyje-
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vih zaporedij, ki v @ niso konvergentna, kot pa Cauchyjevih zaporedij, ki so
v Q konvergentna, smo pri prehodu od obsega @ na obseg @ pridobili ogromno
novih Stevil.

Metrika f, je opredeljena pri fiksnem prastevllu p. Ker ]e prastevﬂ ne-
skonéno veliko, dobimao tudi neskonéno obsegowv Qp, namre¢ Qz, Qs, Q5, o

Postopek, ki nas je pripeljal do p-adi¢nih $tevil, nam da neka nova
Stevila vsakikrat, kadar imamo v obsegu racionalnih $tevil dano kako metriko,
v kateri ta obseg ni poln. Tako je npr. funkcija

fi@=|aj,ae@ (6)

ki preslika racionalno $tevilo v njegovo absolutno vrednost, metrika v @ in
obseg @ v njej ni poln, Kot je znano, pripelje napolnitev obsega @ v tej
metriki do obsega realnih Stevil R. Prvi hip bi pri¢akovali, da bomo tako
prifli razen do p-adi®nih in realnih $tevil Se do raznih drugih zvrsti $tevil.
Ali je takino pri¢akovanje utemeljeno? Odgovor je tesno povezan z vpra-
Sanjem, koliko je metrik v obsegu Q. Treba je torej poiskati vse realne funk-
cije f, ki so opredeljene na mnoZici racionalnih $tevil in izpolnjujejo zahteve
19,20, 3%, A. Ostrowski je dokazal, da so takSne funkcije v bistvu tri, in sicer
fo (@), fi(a), fo(a). Vse tri smo Ze srefali. Metrika f, ne da novih Stevil, ker je
v njej obseg racionalnih Stevil poln. Metrika f, privede do realnih $tevil, metrika
fp pa do p-aditnih §tevil. Realna Stevila in p-adi¢na Stevila so tedaj edina
Stevila, ki se morejo dobiti z napolnitvijo obsega @. V takem smislu smo na
zacetku tudi zapisali, da so p-adi¢na Stevila edini sorodnik realnih Stewvil.

V obsegu p-adi¢nih Stevil @, je dana metrika. Zato moremo v njem na
obitajen naéin vpeljati pojme funkeija, zveznost itd., skratka, gradimo lahko
matematiéno analizo. Zanimivo je vpraSanje, ali bomo dobili kak$no podobno
obsezno teorijo, kot je analiza nad obsegom realnih $tevil R.

V izrekih realne analize se odraZajo razne lastnosti obsega realnih Stevil.
Vazno se pokaZe zlasti to, da so v obsegu R Stiri ocnovne radunske operacu.]e
zvezne in da je R Hausdorffov, lokalno kompakten, sovisen prostor. Teh poj-
mov ne bodo opisovali, ker nam v nadaljnjem ne bodo potrebni. Povemo
naj samo, da med drugim od tod izvirajo znacilnosti, ki jih poznamo pri
zveznih realnih funkcijah. Vsekakor moremo pri¢akovati analizo v takSnem
bogastvu, kot je realna analiza, le v obsegih, ki imajo vse zgoraj omenjene
lastnosti obsega R. Naj omenimo v tej zvezi neki pomembni izrek, ki ga je
dokazal L. Pontrjagin. Po tem izreku sta poleg obsega R pravzaprav $e samo
dva obsega, ki imata vse zgoraj naStete lastnosti, namre¢ obseg kompleksnih
Stevil in obseg kvaternionov. Za analizo so torej zanimivi le ti trije obsegi
oziroma obsegi, ki so topoloSko izomorfni kateremu teh treh obsegov.

Glede obsega @, se da hitro spoznati, da so v njem seStevanje, od$teva-
nje, mnoZenje in deljenje zvezne operacije, da je Hausdorffov in lokalno
kompakten, ne pa sovisen prostor. Po Pontrjaginovem izreku lahko od tod
sklepamo, da obseg @, ni topolo§ko izomorfen obsegu R. Razloéek med obema
obsegomal je torej precejSen.

2. Videli smo, kako dobimo p-adi¢na Stevila pri napolnitvi obsega ulom-

‘kov. Pri tem so se jasno pokazale njihove topoloske lastnosti in njihov odnos
do realnih $tevil. Mnoge znalilne lastnosti p-adi¢nih $tevil pa so ostale
prikrite. Nekaj takih lastnosti najlaZe spoznamo, ée uvedemo p-adi¢na $tevila
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nekoliko drugace. Pozabimo torej za nekaj ¢asa, kar smo o p-adiénih §tevilih
Ze povedali iny zaénimo znowva.

Osnovni pojem bo zdaj celo p-adi¢no Stevilo. Naj bo p prastevilo. Za-
poredje celih $tevil

(aﬂ) = (a'l’ Ay, A3, .« ) (7)
doloca celo p-adi¢no Stevilo, &e je za vsak indeks n izpolnjena kongruenca
Gni1= Gy (modp® n=123,... )

Poln smisel dobi ta opredelitev Sele z naslednjim dodatkom. Zaporedji celih
Stevil (an) in (b,) pomenita isto celo p-adiéno $tevilo natanéno tedaj, kadar
je za vsak indeks n

an =by, (modp?® n=1273,... 9)

Zgledov za cela p-aditna Stevila ni tezko najti. Ce vzamemo poljubno
celo Stevilo a, mu priStejemo kak veCkratnik p-ja, nato tej vsoti pristejemo
kak veckratnik Stevila p? in podobno nadaljujemo, je zaporedje tako dobljenih
vsot Ze celo p-adi¢no Stevilo. Tudi zaporedje

1+p% 1+p2+pt. ., 14+p8+pt+... +p2",... )

pomeni neko celo p-adi¢no Stevilo. Tega ni tezko preveriti.

Ce je a celo §tevilo, izpolnjuje zaporedje (a,a,q,...) pogoj (8) in torej
doloCa celo p-adi¢no Stevilo. Na ta natin je vsakemul celemu $tevilu prirejeno
neko celo p-adiéno Stevilo. Ta prirejenost je takS$na, da razlitnima celima
Stevilomal pripadata razliéni celi p-adi¢ni Stevili. Ce namreé celi Stevili a, b
dolctata isto celo p-adiéno Stevilo, mora za vse eksponente n veljati kon-
gruenca

a=b (modp"

Pri a==b pa razlika a —b ni deljiva z vsemi potencami prastevila p. Celi
p-adiéni Stevili (a, a,a,...) in (b, b, b,...) sta torej razli¢ni, ¢e je le a=Eb.
Istol celo p-adi¢no $tevilo je doloteno 8e z neskonéno razli¢nimi zaporedji
celih Stevil. Poglejmo, kako se je temu mogode izogniti. Vzemimo celo
p-adi¢no Steviloa = (by, b,, by, ...). Stevilo a dolodajo vsa taka zaporedja
(ay, @5, @3, ...), ki izpolnjujejo kongrunce (9). Eno med temi zaporedji ima
posebej preprosto obliko. Naj bo namret a, tisto najmanj$e nenegativno Ste-
vilo, za katero je
an = b, (mod p®) (10)

Ce v takem smislu re§imo kongruenco (10) pri vsakem n, dobimo zaporedje
celih Stevil (aj, ay, @y, . . .), pri katerem je 0 < a, < p" za vsak n. Tako dobljeno
zaporedje doleta $tevilo @, toda &leni so zdaj nenegativni in a, << p". Seveda
Cleni a;, izpolnjujejo kongruence (8). Zato je an+i = a, + cni1p® Ce tukaj
upostevamo, da je 0 < ant1 <p"™ in 0 < a, <p?, dobimo 0 < cyp1<<p. Po-
stavimo Se a1 = ¢1, pa moremo $tevilo a zapisati z zaporedjem

(cLertapeteptapiatepteap+ap,..)0<e<<p (1)
Tak¥na izrazava pripada vsakemu celemu p-adi¢nemu &tevilu. MoZno je tudi
pokazati, da razliéni zaporedji gornje oblike dolofata razlitni celi p-adiéni
Stevili. Od tod sledi, da je celih p-adi¢nih §tevil prav toliko, kot je razliénih
zaporedij (11), torej kontinuum veliko. Ce je celo p-adi¢no Stevilo zapisano
z zaporednjem (11), pravimo, da je v kanoni®ni obliki.
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Zaznamujmo z O, mnozico vseh celih p-adi¢nih Stevil. Elementi mno-
%ice O, so, kot smo videli, vsa mogoc¢a celosteviléna zaporedja, ki ustrezajo
pogoju (8). Vpeljimo zdaj med elementi mnozice Op seStevanje, odStevanje in
mnoZenje. Vsota dveh zaporedij naj bo zaporedje, katerega ¢lene dobimo tako,
da sedtejemo istolezne élene prvega in drugega zaporedja. Podobno naj bo
razlika oz. produkt dveh zaporedij zaporedje, ki ima za ¢lene razlike oz.
produkte istole¥nih ¢lenov prvega in drugega zaporedja. Cleni zaporedij, ki jih
dajo omenjene operacije, so spet cela Stevila. Ker pa velja za izhodni zaporedji
pogoj (8), je pe osnovnih lastnostih kongruenc ta pogoj izpolnjen tudi pri
novih, po zgornjih operacijah dobljenih zaporedjih. To pomeni, da dobimo pri
vpeljanih operacijah kot rezultat spet elemente iz mnoZice Op. Od. tod takoj
sledi, da je mnozica O, kolobar.

V kolobarju je zmeraj zanimivo pogledati, kako je z deljivostjo njegovih
elementov. Ce sta o, B $tevili kolobarja Op, pravimo, da a deli §, ¢e je mogoce
najti v O, taks$no $tevilo v, da je ay = . Ker so v kolobarju O, zapopadena
vsa cela $tevila, je jasnc, da imamo v O, primere deljivosii. Hitro pa se
prepri¢amo, da v kolobarju O, deljenje ni vsevprek izvrsljivo. Naj ko npr.

o= (0’p3p,p"°’)
f=(@1,1,1,1,..)=1
Ce bi bil B deljiv z o, bi moralo biti ay = vsaj za eno celo p-adi¢no
Stevilo :
y = (%1, T2, T3, . - )
Resiti bi se torej morale dati kongruence

0.x1=1 (modp)
prs =1 (mod p?)
prs =1 (mod p?)
Prvi kongruenci pa z nobenim x; ni mogote ustredi. Stevilo a torej ne deli
Stevila g.

Ker v kolobarju O, deljenje ni zmeraj izvrsljivo, se postavljajo glede
deljivosti podobna vprasanja, kakor jih poznamo pri navadnih celih §tevilih.
Videli bomo, da so cela p-adi¢na &tevila v tem pogledu bolj preprosta kot
racionalna cela $tevila.

Identiteta 1 deli vsako §tevilo iz kolobarja O,. Ali je v O, Se kaj Stevil,
ki imajo to lastnost? Ce naj neko Stevilo deli vsako &tevilo iz Op, mora
deliti tudi 1. Jasno je tedaj, da se §tevila, po katerih smo vpraSali, ujemajo
z delitelji identitete 1. Vsak delitelj identitete imenujemo enota. Ce je ¢ enota,
je v kolobarju O, vsaj eno tako $tevilo &, da je ee1 = 1. Stevilo ¢ je reciproéna
vrednost k ¢ in piSemo & = ¢ 1. Enalba e = 1 pove, da je reciprotna vred-
nost enote spet encta. Ce sta ¢ in % enoti, je eet =1, ' = 1. MnoZimo
enadbi! Dobimo (en) (e~ 1) = 1. Od tod sledi, da je produkt enot tudi enota.

Seveda je identiteta enota. Toda kolobar O, ima Se druge enote, in sicer
jih premore zelo veliko. MoZno je namre¢ ugotoviti, da so enote prav tista
Stevila a € O,, a = (a1, ag, as, . . .), pri katerih je a1 nedeljiv s p. Ce upostevamo
kanonitno izraZavo, vidimo, da je razliénih enot v O, kontinuum, veliko. Lepo
je pomen enot viden iz naslednjega izreka, ki ga omenjamo brez dokaza.
Vsako celo od nié razlino p-adi¢no $tevilo a se da na en sam nacin zapisati
v obliki



a=pnte : 12)

Tukaj je m naravno $tevilo ali ni¢, ¢ pa enota v O,. Gradniki celih p-adi¢nih
Stevil so torej enote in potence p, p? p%, ... prastevila p. Enatba (12) spominja
ha razcepitev racionalnega celega $tevila v produkt prastevil. Le da je v ko-
lobarju O, ta razcepitev enostavnej$a, saj nastopa poleg enote kot faktor
le Se potenca prastevila p. V kolobarju O, imamo torej pri vsej obilici $tevil
eno samo pragtevilo, namre¢ p. Tudi glede deljivosti §tevil v kolobarju O,
je zdaj vse jasno. Ce sta dani $tevili o, 8, ju lahko po zgornjem zapiSemo
a = p™he, f=p"n, kjer sta m,n celi nenegativni Stevili, ¢, # pa enoti. O&itno
je a deljiv z f, ¢e . je m=n V tem primeru velja namret pme=—
= (p"7) (P™ " 571 ¢); ker je 7' e produkt enot, je enota. Pri m <n pa $tevilo a
ni deljivo z S.

Opozorimo Se na neko stvar. V enadbi (12) je ¢ enota. IzraZa se z nekim
takim zaporedjem (ay, ag, as,...) racionalnih celih $tevil, ki ustrezajo zahtevi
(8), da a; nima za delitelj p. Posebej je vsako racionalno celo $tevilo a =
=(a,a,0a,...), ¢e ni s p deljivo, enota. Reciproéna vrednost a—! je potem
tudi enota in zato vsebovana v O,. Seveda je ¢! neko zaporedje celih racio-
nalnih Stevil. Toda ratunsko se to zaporedje obnasa &isto enako kot zaporedje
ulomkov (a7, a7, a7%,...). Zato smemo vzeti, da je reciprotni element ka
opredeljen z zaporedjem (a~%, a1, a™%,...) oziroma z racionalnim $tevilom o~
V kolobarju O, so torej zapopadena vsa cela racionalna $tevila pa tudi vsi
ulomki b/e, kjer sta a, b navadni celi $tevili in a nedeljiv s p.

Iz izraZave (12) sledi va’na ugotovitev, da kolobar O, nima deliteljev
ni¢a. V- nasprotnem primerul bi se dali dobiti vsaj dve celi p-adi¢ni $tevili
a, B, obe razli¢ni od ni¢ in tak$ni, da bi bil njun produkt of = 0. Ce uposte-
vamo omenjeno izraZavo, je npr. a = p™e, f = p" 7. Ker sta ¢, 1 enoti, je Ste-
vilo et v O,. Iz enatbe aff = p™*" ey = 0 bi po mnoZenju z &t n ! sledilo
pM™*™ = 0. To pa za noben m in n ne dr#i. Kolobar O, res nima) deliteljev niéa.

Videli smo Ze, da v kolobarju O, deljenje ni vselej izvrljivo. Iz te
zagate pa se je mogole reSiti, ker je na§ kolobar brez deliteljev nita. Vsak
takSen kolobar je namre¢ mogoce razfiriti s privzemom novih elementov do
obsega. Tipi¢en primer za tako ravnanje sretamo, ko konstruiramo obseg
ulomkov iz kolobarja celih $tevil. Tudi od kolobarja celih p-adinih &tevil do
obsega p-adiénih ulomkov pridemo na isti nadin.

UpoStevajmo za cela p-aditna Stevila izrazavo (12). Ce je npr. a = p™e,
6 = p"#n, moremo njun koli¢nik formalno zapisati v obliki o/f = p™n 5. Tu
je {1 = ¢/n enota, saj smo Ze prej videli, da je kvocient enot spet enota. Pa si
oglejmo mnoZico vseh elementov

w=pme (13)

ko prete¢e m vsa cela $tevila, ¢ pa vse encte kolcharja O,. O¢itno je ta mnozica
zakljutena za mncZenje in deljenje svojih elementcv. Pa tudi vsota in razlika
elementov te mnoZice je spet v njej vsebcvana. Ker smemo vzeti m < n,
dcbimo za vscto dveh takih elementov p™ e+ p?y = p™ (¢ + pr—m 7). Drugi
faktor pa je v O, in ima obliko p* £, k nenegativno celo §tevilo,  enota. Vsota
se tcrej glasi p™e -+ p%y = pm*TEL, kar je %e oblika (13). Privzemimo k Ste-
vilom (13) Se ni¢ in zaznamujmo dobljeno mnoZico z O,. Précej je jasno, da je
O, obseg in da so zajeta v njem vsa cela p-adi¢na $tevila. Ker so njegovi
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elementi p-adi¢ni ulomki, mu bomo rekli obseg p-adiénih ulomkov. Tudi vsak
navaden ulomek b/a, kjer sta a, b celi racionalni Stevili, je zapopaden v Op.

Vseako Stevilo o iz obsega Oy, Ce ni nié, se zapiSe na en sam nadin
v obliki w = p™e. Ce se naslonimo na to dejstvo, lahko napravimo obseg O
za metriden obseg. Vpeljimo funkcijo f, takole

fp(w) = 2™, e je 0 =pTe (14)

@ =0 B
Bralec se more sam prepri¢ati, da je funkcija f, metrika v obsegu O,. Seveda
je s tem dana mo#nost, da uvedemo v obseg O, pojme limita, konvergenca
zaporedja, zveznost funkcije in tako naprej. Zaporedje p-adiénih ulomkov
(wn) = (w1, w2, w3, . ..) ima za limito p-adi¢ni ulomek o, ¢e gre fp(w,— w)—0,
ko naraiéa n—>. Ce bi Zeleli v podrobnosti zasledovati lastnosti metri¢nega
obsega Oy, bi ravnali podobno kot v prejSnjem razdelku, ko smo obravnavali
metriéni obseg racionalnih Stevil. Naj navedemo samo dva od izsledkowv, ki se
pri tem dober _

Vsak p-adi¢ni ulomek o € O, je limita zaporedja racionalnih Stevil.

Zaporedje p-adi¢nih ulomkov (wz), wn € Op, je konvergentno natantno te-
daj, te konvergira fp (wnt+1— wn)—>0, ko narasta n—o°.

K prvemu izreku pripominjamo, da so vsa racionalna $tevila obseZena
v O,. Drugi izrek pa kaZe, da je obseg Op poln. V obsegu, O, namret zaporedje
konvergira, ¢e le gre v metriki f, razdalja med sosednjima ¢lenoma proti ni€,
ko se pomikamo v zaporedju k vedno bolj poznim ¢lenom. Zaradi tega je vsako
Cauchyjevo zaporedje v obsegu O, konvergentno.

V prvem razdelku smo spoznali obseg Qp, zdaj pa smo se seznanili z obse~
gom O,. Ali imajo §tevila obojih obsegov kaj skupnega ali pa gre za razli¢ne
tvorbe? Iz zadnjih dveh izrekov sklepamo, da je obseg O, poln v metriki (14)
in da so racionalna $tevila v njem povsod gosta. Nadalje je otitno, da se
metriki (14) in (2) na racionalnih Stevilih ujemata. Obsega O, in @, sta torej
napolnitvi obsega racionalnih Stevil v isti metriki. Omenili smo Ze, da je
mogode tak$no napolnitév doseti v bistvu na en saml nadin. Zato se obsega
0, in @, ujemata in imamo obakrat opraviti z istimi p-adi¢nimi $tewvili.

3. Povejmo Se nekaj malega o tem, kako so bila uporabljena doslej
p-aditna $tevila pri nedolotenih ena¢bah.

Naj bo f(xt,...,Tx) polinom s spremenljivkami xi,..., 2 in s celimi
racionalnimi koeficienti. Ali ima enacba
f(xs, .., 2n) =0 (15)

takine racionalne celofteviléne resitve, pri katerih vsaj ena od spremenljivk
ni ni¢? To vprasanje je zbujalo zmeraj precej zanimanja in je bilo za razne
dane polinome f tudi reSeno. V sploSnem, ko polinoma. f natantneje ne po-
znamo, je obravnavanje tega vpraSanja teZavno.

Ce ima gornja enatba kakS$no zahtevno refitev x:% ... xnd je
F(xi® ..., 2% = 0 in ta resitev ustreZe tudi vsaki kongruenci
kK=1,234,...

f@,..om) =0 @MOdP) 4 po vseh prastevilih (16)

0Od tod vidimo, da more imeti enatba (15) resitve, kakrine iS¢emo, kveéjemu
takrat, Kadar je vsaka kongruenca (16) resljiva. Kot pri¢ajo zgledi, je ta
pogoj le pri nekaterih posebnih oblikah polinoma f tudi zadosten za resljivost
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enatbe (15). Seveda moremo odloditi o obstoju refitve za prvotno enacbo tudi
v takem primeru Sele tedaj, ko smo ugotovili, ali so resljive kongruence (16).
Ker je teh kengruenc neskonéno veliko, to ni preprosto.

Doslej smo iskali reitve za nao enatbo med celimi racionalnimi Stevili.
Nobene ovire pa ni, da ne bi smeli za neznanke dopustiti cela p-adi¢na Stevila.
Kako je z reSljivostjo enaébe (15) v kolobarju Op pri fiksnem prastevilu p?
Namesto kongruenc (18) obravnavamo zdaj kongruence

fls,.. ox) =0 (mod p*), k =1,2,3,4,... am
Izkaze se, da sta v O, re§ljivost vsake teh kongruenc in resljivost enatbe (15)
enakovredna problema. Za resljivost enatbe (15) v kolobarju O, se dajo dobiti
preprosti in razmeroma utinkoviti kriteriji. Z rjimi lahko potem ugotovimo,
kako je z obstojem refitev kongruenc (17) v fiksnem kiolobarju O,. Cel vzamemo
kongruence (17) po vrsti pri vseh prastevilih, dobimo kongruence (16). Ce so
tedaj kengruence (17) resljive pri vsakem prastevilu P, pomeni to, da so
kongruence (16) resljive pri vsakem p v celih p-adiénih Stevilih. Véasih se da
od tod sklepati tudi na resljivost enadb (15) v navadnih celih $tevilih. Na ta
nacin je mogote npr. dokazati znameniti Minkowski-Hassejev izrek o kvadrat-
nih formah.

Naj pomeni F (xi,..., x,) kvadratno formo s celimi racionalnimi koefi-
cienti. Minkowski-Hassejev izrek trdi, da ima enatba F (1, ..., ) = 0 ne-
trivialne racionalne cele refitve natanéno tedaj, kadar je enatba F (1, .05 n) =0
resljiva v realnih $tevilih in v vsakem kolobarju O, celih p-adi¢nih S$tevil.
Naj pripomnimo, da je pogoje, ki v izreku nastopajo, pri dani formi res mogoce
preveriti. Znano je namre¢, da je re§ljivost enacbe F (xy, .. - %) = 0 v realnih
Stevilih enakovredna indefinitnosti kvadratne forme F (1, . . ., x), tj. lastnosti,
da more forma zavzeti pozitivne in negativne vrednosti. Tee je na videz
odlotiti ali ima enatba F (xy, ..., 2,) = 0 refitve v vsakem kolobarju O,. A tudi
tu se pokaZe, da je treba dejansko upostevati le konéno veliko Kolobarjev' O,
ki so odvisni 3e od koeficientov forme.

Posebno preprosto se glasi Minkowski-Hassejev izrek, kadar je kvadratna
forma nesingularna (tj. determinanta koeficientov forme je neenaka nig) in
vsebuje pet ali ved spremenljivk. Ustrezna enaéba F (@1, ..., x) = 0 ima namred
v tem primeru netrivialne reitve v vsakem kolobarju celih p-adiénih Stevil.
Potreben in zadosten pogoj, da ima zdaj enatba F (1, . .., 2z) = 0 netrivialno
reSitev v navadnih celih $tevilih, je, da je forma indefinitna. Ce je kvadratna
forma F (xy,..., x,) takS$na, da ima enatba F (x1, . .., xn) = 0 racionalne reSitve,
pravimo tudi, da forma racionalno izraZa nié. Indefinitna nesingularna kva-
dratna forma petih ali ve¢ spremenljivk z racionalnimi koeficienti torej racio-
nalno izraza ni¢. Ali velja kaj podobnega pri formah vi§jih stopenj? V zvezi
s tem vpraSanjem je E.Artin postavil domnevo, da vsaka racionalna forma
lihe stopnje » z n spremenljivkami predstavlja ni¢ v obsegu racionalnih $tevil,
te je le n>1r% Da pri vseh formah sode stopnje ta domneva ne drZi, kazejo
zgledi. Dokazano je tudi, da forme lihe stopnje izrazajo ni¢ racionalno, ¢e je
Stevilo spremenljivk zadosti veliko v primeri s stopnjo forme. Seveda s tem
Se zdale¢ ni ugotovljeno, da je m = 72 + 1. Artinova dcmneva je 8e zmeraj

odprta.
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RAZSIRITVE OBSEGA REALNIH STEVIL
JOZE VRABEC

1. Uvod

Beseda $tevilo nima totno dolotenega pomena, ker s tem imenom za-
znamujemo nekaj razliénih mnozic, ki se lodijo med seboj ne le po sestavi
elementov, temveé¢ tudi po algebrai¢ni strukturi. Najpreprostej$a (in tudi naj-
manj$a) je mnoZica naravnih $tevil. V njej sta definirani dve rac¢unski operaciji,
seftevanje in mno¥enje. Ce mnozico naravnih §tevil povetamo, s tem da pri-
vzamemo primerno mnogo novih elementov, dobimo, mnoZico celih Stevil.
Definicijsko obmog¢je obeh ratunskih operacij lahko raz§irimo od mnoZice na-
ravnih $tevil na vsa cela §tevila. Poleg tega lahko definiramo $e odstevanje,
to je operacijo, ki je inverzna seStevanju. Ce pa hotemo uvesti Se mnoZenju
inverzno deljenje, je tudi mnozica celih Stevil premajhna. S pomoé&jo celih
$tevil konstruiramo precej obsirnej$o mnoZico racionalnih $tevil in v njej lahko
smiselno definiramo vse §tiri osnovne ratunske operacije: seStevanje, odste-
vanje, mnoZenje in deljenje. Racionalna gtevila tvorijo torej- obseg. Kot je
znano, imenujemo- ébseg tako mnozico, v kateri sta definirani asociativno in
komutativno seftevanje in asociativno mnoZenje, v kateri eksistirata element 0
za seStevanje in enota 1 za mnoZenje in v kateri ima vsak element x nasprotni
element —a in inverzni element x—'. V splcinem ne zahtevamo, da bi bil
izpolnjen tudi komutativnostni zakon za mnoZenje. Ce pa je izpolnjen, imenu-
jemo obseg komutativen. Racionalna $tevila na primer tvorijo komutativen
obseg. V takem obsegu lahko definiramo deljenje s predpisom x:y = 2y~ =
= y~1 x. V nekomutativnem obsegu pa ne moremo govoriti o deljenju v obicaj-
nem pomenu besede, ker sta tu produkta xy~! in y~'x v sploSnem razli¢na.
Omenimo Se, da pri definiciji obsega ne zahtevamo vedno niti asociativnosti
za mno¥enje, vendar se bomo tu ukvarjali le z asociativnimi obsegi.

7 naravnimi, celimi in racionalnimi $tevili $e nismo iz¢rpali vseh osnovnih
mno¥ic, ki jih odlikujemo z imenom Stevila. V matematini analizi so naj-
vaZnejsa realna Stevila. Tudi ta tvorijo komutativen obseg (oznalevali ga bomo
z R), ki je vedji od obsega racionalnih $tevil, to pa v naslednjem smislu: med
realnimi ¥tevili so taka, ki jih lahko identificiramo z racionalnimi; poleg tega
velja: ¢e dve racionalni Stevili seStejemo kot elementa obsega racionalnih Stevil
ali kot elementa obsega realnih Stevil, dobimo isti rezultat. Isto velja za
mnoZenje. Zato tvorijo racionalna Stevila podobseg obsega R. Pravimo tudi,
da je obseg realnih Stevil raz$iritev obsega racionalnih $tevil. Ni pa to naj-
manj8a razSiritev. Eksistira neskontno mnogo razSiritev obsega racionalnih
$tevil, ki so manjSe od R (torej podobsegi obsega realnih Stevil).

Ogledati si ho¢emo, kako je z razSiritvami obsega R. Elemente vsake take
razdiritve pravzaprav lahko imenujemo Stevila. Zanima nas torej, kako dalec
je mogote posplositi ppjem Stevila.

11



2. Kompléksna 3tevila in kvaternioni

Ena razdiritev obsega realnih $tevil je zelo znana, to je obseg kompleksnih
Stevil, ki so tudi izredno pomembna v matemati¢ni analiz. Kompleksna, $tevila
lahko definiramo na mnogo naginov, na primer takole: obseg kompleksnih
Stevil C je najmanjsi obseg, ki vsebuje 1) obseg realnih Stevil kot podobseg,
2) Be neki elementi i, ki ustreza ena¢bi i2 = —1 (torej ni realno $tevilo) in ki
komutira z vsemi realnimi $tevili: ai = ia za vsak a €R. '

Vzemimo, da obseg C Ze imamo! Ker vsak obseg vsebuje vse produkte in
vsote svojih elementov, so vsi elementi oblike a + bi, pri ¢emer sta @ in b
realni Stevili, v obsegu C. Oznadimo z E mnozico vseh elementov take oblike:
E= {a+biia,b € R}! Prav lahko je dokazati, da je Ze mnoZica E obseg,
torej podobseg obsega C. Naj bosta a = a + bi in § = ¢ + di poljubna elementa
mnoZice E. UpoStevajot¢ osnovne radunske zakone, ki morajo veljati v obsegu
C, dobimo:

atf=(a+b)+(c+d)=(@+c)+®+dick (1)
af = (a + bi) (c + di) = (ac—bd) + (ad + be)ie E 2)
—0=—(@+bi))=—a—DbieckE

ot = (a + bi)™ = a/(a® + b)) —bi/(a® + b2) € E

Te Stiri enatbe kaZejo, da je E res podobseg, in to komutativen. Ker za po-
ljubno realno §tevilo a velja, da je a =a + 0i€E, in ker je i =0+ lie E,
mora biti C = E, saj smo definirali mno#ico kompleksnih $tevil kot najmanj$i
obseg, ki vsebuje realna $tevila in element i.

Poglejmo, kdaj je element a + bi € C enak 0! Ce je a -+ bi =0, mora
biti @ = b =0, ker bi sicer lahko izradunali: i — —a/b. To pa ni mogcie, ker i
ni realno $tevilo. Zdaj pa takoj vidimo, da je vsak element obsega C mogote
ha en sam nalin izraziti v obliki a + bi. Naj bo na primer a + bi = ¢ + di.
Ce prenesemo vse ¢lene na levo stran enatbe, dobimo: (@ —¢) + (b—d)i = 0.
Ugotovili pa smo, da je ta enagba mogoca le v primeru, ko sta oba koeficienta
enaka 0, torej tedaj, ko je ¢ = ¢ in b = d; .

Zageli smo s supozicijo: vzemimo, da obseg C Ze imamo. No, &e ga nimamo,
si ga pa naredimo! Oznaéimo s C mnoZico vseh simbolov oblike g 4 bi, kjer sta
a in b realni $tevili. Znak + tu ne pomeni seStevanja. Ce definiramo v mno-
zici C se§tevanje in mnoZenje s predpisoma (1) oziroma (2), dobimo komutativen
obseg, kot lahko dokaZemo z nekaj preprostimi raduni. Ta obseg sicer ne
vsebuje realnih Stevil kot takih, pa¢ pa lahko simbole oblike a - 05 identifici-
ramo z realnimi Stevili. Taki simboli tvorijo podobseg obsega C. Analogno
identificiramo element i s simbolom 0 + 1i.

Kaj ve¢ o kompleksnih §tevilih ne bomo gowvorili, saj so dovolj poznana.
Poglejmo rajsi, &e eksistirajo $e kake razdiritve obsega realnih $tevil! Eno
lahko konstruiramo po zgledu kompleksnih $tevil: oznadimo s K najmanjsi
cbseg, ki vsebuje 1) obseg realnih $tevil kot podobseg, 2) Se tri razli¢ne
elemente i, 4, k, ki komutirajo z realnimi S$tevili: za vsak a € R je ai=ia,
aj = ja, ak = ka, in ki se med seboj mnoZijo po formulah:

B=fP=kP=—1 ij=k k=i

Elemente i, j, k imenujemo imaginarne enote. Poid¢imo e ostale relacije med
njimi! Ce enatbo 1 = —i2 pomnozimo na obeh straneh z i-1, dobimo: i~ = —i.
Analogno dobimo $e j~! = —j in k! = —k. Iz enadbh k — ij in ¢ = jk dobimo
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ki = (ij) (jk) = —ik. Ce enatbo k = ij pomnoZimo na levi z i, dobimo ik = —j,
¢e pa jo pomnozimo na desni z j, dobimo kj = —i. Iz enatb i = jk in j = ki
sledi konéno ij = (jk) (ki) = —ji. Popolna tabela produktov imaginarnih enot
se torej glasi:

1"2=j2=k2_____1 (3)

ij=—ji=k, jk=—kj=1 ki=—k=]j

Vidimo, da obseg K, &e sploh eksistira, ni komutativen. Pa denimo, da eksistira.
Sklepali bomo ¢isto podobno kot pri kompleksnih Stevilih. Ker je K obseg,
mora vsebovati vsaj vse elemente oblike

a=a+bi+cjt+dk (4)

pri &emer so a,b,c,d realna $tevila. Dokazali bomo, da Ze vsi taki elementi
zase tvorijo obseg in s tem bo dokazano, da je K= {a-+bi+cj+
+ dk:a,b,c,d € R}. Elemente oblike (4) imenujemo kvaternione ali kvater-
nionska $tevila. Obseg K je potem pal obseg kvaternionov. Dokazimo zdaj,
da elementi oblike (4) res tvorijo obseg! Vzemimo dva kvaternioma: o = a¢ +
4+ ai1i+agj+agk, f=Dbo+ bii+ bgj+ bgk! Ker veljajo v K obitajni ra-
¢unski zakoni za se§tevanje in distributivnost, se vsota izraZza takole:

a+ B =(ao+ bo) + (a1 + br)i + (az + ba) j + (a3 + ba) k ()]
Ker je mnoZenje asociativno, ker realna $tevila komutirajo z imaginarnimi
enotami in ker velja distributivnostni zakon, dobimo s pomotjo tabele pre-
duktov (3) naslednjo formulo za mnoZenje:

~ of = (a0t ari+agj+ agk) (bo+ bri+ bej+ bgk) =
= (ag bo— a1 by — az bg — ag bs) + (ao by + a1 by + agbg—ag bg) i + (6)
+ (ap bz + az by + ag by — a1 bg) j + (ag bs + agbo + a1 bg—azby) k

Nicelni element obsega K je pa¢ realno $tevilo 0 in enota za mnoZenje realno
$tevilo 1. Nasprotni kvaternion se ofitno izraza takole:
—a= (0t arit+ajtak)=—a—ai—aj—agk
‘ Izradunajmo $e inverzni kvaternion! Kvaternion ap—aii—agj— a3k imenu-
jemo kvaternionu a = ap + a1i+ azj + agk adjungirani kvaternion in ga
oznatujemo z of. Adjungirani kvaternion je analogon konjugiranemu kom-
pleksnemu $tevilu. Podobnost ni samo navidezna. Ce po formuli (6) izra¢unamo
produkt ca®, dobimo
aad® = a¥a = ag? + a2 + ag® + ag?
Ta produkt imenujemo norma kvaterniona c. Norma je ocitno nenegativno
realno &tevilo, ki je enako 0 tedaj in le tedaj, ko je a = 0. Pri kompleksnih
$tevilih ustreza normi kvadrat absolutne vrednosti. Zdaj pa Ze vidimo, kaj je
: . . 1 e 1 Ji S
inverzni kvaternion: ¢! =-—q¥ saj je a——a* =——a*a = 1. Kvaternioni
aa* aa* aa®
tvorijo torej res obseg:
Poglejmo zdaj, na koliko razliénih naéinov je mogote dan kvaternion
izraziti v obliki ¢ + bi +-cj + dk! Najprej odgovorimo na vpraSanje, kdaj je
a+bitcjt+dk=0 W)
Ce to enaébo pomnoZimo enkrat na levi in drugi¢ na desni z i, dobimo
ai—b+ck—dj=20
ai—b—ck +dj=0

13



.

Ce ti dve enatbi seitejemo, dobimo 2ai—2b = 0, od koder sledi a = b = 0
(ker bi bilo sicer ¢ = b/a € R, kar pa ni res). Ce bi ena¢bo (7) analogno mno#ili
Se z j oziroma s k, bi dobili, da je tudi b = d = 0.

Z natan¢no istim preprostim sklepom kot pri kompleksnih $tevilih lahko
zdaj dokaZemo, da se da vsak kvaternion izraziti na en sam naéin v obliki
a+ bi+cj+ dk.

Zaceli smo s predpostavko, da obseg K eksistira. Iz radunskih pravil, ki
morajo veljati v obsegu, smo izratunali, kako naj bi se izraZala produkt in
vsota. Zdaj pa moramo odgovoriti e na vpraSanje, ali obseg K sploh eksistira.
Odgovor je podoben kot pri kompleksnih $tevilih: obseg K lahko konstruiramo.

Oznatimo s K mnozico vseh simbclov oblike (4):

K= {a+bi+cj+dk:ab,cd e R}

Dva taka simbola Stejemo za enaka tedaj in le tedaj, ko se ujemata v vseh
Stirih koeficientih. SeStevanje in mnoZenje teh simbolov definiramo s pred-
pisoma (5) in (6). Ampak zdaj ni¢ ne vemo, ¢e se ti operaciji pokoravata obi¢aj-
nim racunskim zakonom in moramo to Sele dokazati. Dokazi so seveda &isto
elementarni, pa precej uirujajoéi (posebno dokaz za asociativnost mnoZenja) in
pbrav ni¢ zanimivi. V glavnem bi ponavljali, kar smo Ze povedali. Zato bomo
dokaz preskotili. Konstruirani obseg je res tisti, ki smo ga iskali. Vsebuje
namre¢ podobseg, ki ga lahko identificiramo z cobsegom realnih $tevil: to je
mnozica simbolov {a + 0i + 0j + 0k}. Poleg tega vsebuje K Se tri simbole:
0 -+ 1i + 0j + Ok, 0+ 0i+ 1j + Ok, 0 + 0i + 0j + 1k, ki jih lahko po vrsti
oznatimo z i, j, k in ki ustrezajo zahtevam. (3).

Ker pa obseg kvaternionov K vsebuje obseg realnih $tevil kot podobseg in
poleg realnih Stevil Se element i, ki ustreza ena¢bi 2 = —1 in ki komutira
z realnimi $tevili, potem mora, kot smo dokazali pri $tudiju kompleksnih Stevil,
vsebovati podobseg E = {a + bi:a,b € R}, ki je v bistvu obseg kompleksnih
Stevil C. Obseg K je torej razsiritev ne le obsega realnih, ampak tudi obsega
kompleksnih Stevil.

Toda tudi kvaterniona j in k imata to lastnost, da komutirata z realnimi
Stevili in da je njun kvadrat enak —1. Zato sta tudi mnoici, {a+cj:a,ce R}
in {a+ dk:qa,d € R} podobsega, ki ju lahko identificiramo z obsegom C. Pa
Se neskonéno mnogo podobsegov obsega K je, ki imajo to lastnost, ker je Se
neskonéno mnogo takih kvaternionov o, da je o = —1, kot se da dokazati.

3. Frobeniusov izrek

Sklenili smo, da bomo poiskali vsa »8tevilac, to je vse razsiritve obsega
realnih $tevil, in gotovo je Ze ¢as, da se lotimo te naloge. Do zdaj smo namred
nagli le dve posebni razdiritvi in to tako, da smo k realnim $tevilom privzeli
nekaj novih elementov in predpisali njihove algebrai¢ne lastnosti. Ne zdi se
verjetno, da bomo po tej poti kaj kmalu prisli do konca (ée sploh kdaj), ker si
pac lahko Se poljubno izmisljujemo, koliko elementov bomo privzeli k realnim
Stevilom in kak$ne lastnosti naj imajo: Vsaj zdi se tako.

Pa naj bo X poljubna razsiritev obsega R; le toliko se omejimo, da bomo
raziskovali le take razSiritve, katerih vsi elementi komutirajo z realnimi $tevili
(kot smo zahtevali Ze pri kompleksnih $tevilih finj kvaternionih): af = &a za
vsak £ € X in za vsak o € R. Ne zahtevamo pa, da bi bil obseg X komutativen.
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Elemente obsega X lahko mnoZimo z realnimi Stevili (saj so ta tudi
v X). Hitro se lahko prepri¢amo, da je X za seStevanje in za mnoZenje z real-
nimi Stevili vektorski prostor nad obsegom R. Zato lahko definiramo dimenzijo
raz8iritve X nad obsegom R: . v

Elemente &1, &, .., & € X imenujemo linearno odvisne, ¢e eksistirajo taka
realna Stevila a4, ag, ..., ay, ki niso vsa enaka 0, da je

a1 &1t age+ ... Fankn=0

Ce pa je ta enatba mogota le v primerd, ko je a1 =0a2=...=an=0, so
elementi £y, &o,. .., & linearno neodvisni. Ce v obsegu X eksistira n linearno
neodvisnih elementov, vsakih n + 1 elementov pa je linearno odvisnih, pra-
vimo, da je dimenzija razsiritve X enaka n. Ce pa lahko dobimo v X poljubno
veliko $tevilo linearno neodvisnih elementov, pravimo, da je dimenzija raz-
Siritve X mneskonéno. Velja izrek, da je dimenzija razSiritve X enaka n tedaj
in le tedaj, ko eksistira takih n elementov &, &, ...,& €X, da se da vsak
element & € X enoli¢no izraziti kot linearna kombinacija elementov &1, &g, .. ., &u:

f=aéFabet ... Taé

Obseg kompleksnih §tevil je dvodimenzionalna razSiritev obsega realnih
Stevil, ker se da vsako kompleksno S$tevilo zapisati enoli¢no kot linearna
kombinacija Stevil 1 in i. Obseg kvaternionov je Stiridimenzionalna razSiritev
obsega R; vsak kvaternion namre¢ lahko encli¢no predstavimo kot linearno
kombinacijo kvaternionov 1,1, j, k.

Pri studiju razSiritev obsega realnih Stevil se bomo omejili na konéno
dimenzionalne raz§iritve. Elemente take razSiritve lahko podamo s konéno
mnogimi realnimi Stevili (npr. kompleksna Stevila z dvema, kvaternione s Sti-
rimi). Dokazali bomo zanimiv izrek:

Frobeniusov izrek: Asociativni obseg X mnaj bo take razdiritev obsega
realnih $tevil, da vsi elementi iz X komutirajo z vsemi realnimi Stevili. Ce je
X konéno dimenzionalna razdiritev, potem. velja:

a) Ce je obseg X komutativen, je v bistvu identicen z obsegom realnih ali
pa z obsegom kompleksnih Stevil;

b) ée X ni komutativen obseg, ga lahko identificiramo z obsegom kva-
ternionov.

Z izrazoma »je v bistvu identiden« in »ga lahko identificiramo z« hotemo
izraziti tisto, kar v algebri precizneje povemo z izrazom »je izomorfen«. Da bi
bil obseg X natanéno enak npr. obsegu realnih $tevil, ne moremo trditi, saj
imamo obsege, ki se od obsega R algebrai¢no prav ni¢ ne razlikujejo, pa njihovi
elementi le niso realna Stevila. Kvaternioni oblike a + 0i + 0j + 0k so kvater-
nioni in ne realna $tevila, vendar jih algebrai¢no lahko identificiramo z real-
nimi Stewvili.

Lotimo se zdaj dokaza Frobeniusovega izreka! Vzemimo poljubno konéno
dimenzionalno razgiritev X obsega realnih $tevil! Dimenzija naj bo na primer
n. Obseg X vsebuje obseg R kot podobseg. Lahko je kar X = R, & pa je X
vecji od R, vsebuje Se neki element & ki ni realno $tevilo. Domenimo se, da
bomo oznacili z R () najmanj$i podobseg obsega X, ki vsebuje vsa realna Ste-
vila in poleg njih Se element & Ce vzamemo poljuben element % € R (£), ki ni
realno Stevilo, mora biti R () vsebovan v R (§). Obseg R (§) je namred tak
podobseg obsega X, ki vsebuje vsa realna $tevila in element 7, obseg R (1) pa
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je najmanjsi podobseg s to lastnostjo, zato mora biti R () C R (§). V posebnem
primeru je seveda lahko R (1) = R ().

‘Vzemimo, da X res vsebuje kak element &, ki ni realno Stevilo! Hkrati
s £ so v X seveda tudi vse potence ™. Oglejmo si zdaj elemente

L,&£8..,8 (3)

Teh elementov je n + 1, dimenzija razSiritve X pa je n, zato morajo biti

elementi (8) linearno odvisni: eksistirajo realna S$tevila ag, a4,..., as, ki niso
vsa enaka 0, da je

an&® t a1 &1+ .t a1 étag=0 9)

Lahko se seveda zgodi, da :'ie an, = 0, lahko je Se nekaj nadaljnjih koeficientov
ar enakih 0. Ker pa vsi niso 0, eksistira najveéji indeks m,1 < m< n, da je
an == 0. Vzeti smemo, da je an = 1, ker bi sicer ena¢bo (9) z a, delili. To enatbo

lahko zdaj zapiSemo v naslednji skraj$ani obliki: :

Emtap 1 &m it Faéta=0 (10)

Oznatimo z f(x) polinom: f(x) =ax™ + apgx™ 1+ ... +a1x+ ay! Enaébo
(10) oc¢itno lahko zapiSemo v obliki f(£) = 0. Polinom f (x) pa se da razstaviti
na m linearnih faktorjev:

f@=@—r)@x—r...(x—1rm)

pri Cemer so T, 72,..., Tn kompleksna $tevila. Ker ima polinom f(x) realne
koeficiente, je obenem z vsakim rs (s =1,2,...,m), ki ni realno $tevilo, med
nic¢lami 7, ¥, ..., » polinoma f (x) tudi konjugirano kompleksno Stevilo 757 Cer
faktorja x — 75 in & — r; zmnoZimo, dobimo kvadratni polinom a2 + px + g, pri
Cemer sta p in q realna. Ta kvadratni polinom je v obsegu realnih $tevil seveda
nerazcepen. Tako vidimo, da se da polinom f (x) zapisati v obliki:

F@) =pr@)e2@)...or@x), 1Sk<m (11)

pri éemer so @1 (x),p2(x),..., @i (x) realni polinomi, linearni ali nerazcepni
kvadratni. Enatba (11) je identiteta in velja, ¢e je x poljuben simbol. Zato
ostane v velJav1 ¢e namesto x vstavimo na$ elemnt £ e X. Enacb0| (10) lahko
zato zapiSemo v obliki:

1) @2 )...on(6) =0 (12)

Izrazi @1 (&), @2 (§),..., @i (£) imajo obliko & —7r ali & + p& + q, pri éemer so
P, q, T realna Stevila. Zato so vsi @s(§), s=1,2,..., k, elementi obsega X.
V obsegu pa je produkt veé faktorjev enak 0 samo v primeru, ko je vsaj eden
od faktorjev enak 0. Iz enatbe (12) zato sledi, da eksistira najmanj en s,
1<s<k, daje @s(£) = 0. Polinom ¢; (x) ne more biti linearen. Kajti ée bi bilo
@s (x) = x—, bi iz enatbe @, (§) = §—r = 0 dobili £ = r € R, vzeli pa; smo, da
& ni realno $tevilo. Ostane torej le $e moZnost, da je @s (x) nerazcepen kvadraten
polinom: s (x) = 22 + px + q.

Polinom @ (x) ima dve konjugirano kompleksni ni¢li; naj bosta to Stevili
a + biin a — bi! Tako je x? + px + g = (x — a — bi) (x — a + bi), kar nam da:

=—2a, g =a?+ b2 (13)
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Oznadimo: 7 =l—1)($—a) € R (§)! Izratunajmo kvadrat tega elementa! Iz enatb

(13) in relacije & + p & + q = 0 dobimo
pol@ _saste)=(@+pi+tq—b)=—1
b? b

Ker je 7€R (£), mora biti R(7) CR (&), kot smo Ze pokazali. Pa tudi £ lahko
izrazimo s 7: &~ a - bz € R (7). Velja torej R () CR (7), kar nam da R (v) =
= R (¢). Podobseg R (7) je najmanjsi podobseg obsega X, ki vsebuje vsa realna
Stevila in %e element 7, ki ustreza enalbi 72 = —1. Obseg R (r) = R (é) lahko
torej identificiramo z obsegom kompleksnih §tevil, pri emer ima element ¢
vlogo imaginarne enote i. Zato bomo v nadaljnjem pisali kar i namesto 7.

Zdaj se lahko zgodi, da je R (§) = R (i) Ye kar ves obseg X. V tem pri-
meru je X v bistvu identiten z obsegom kompleksnih $tevil. Druga moZnost
pa je, da je v X Se kak element 7, ki ni v R (i). Tudi za element % velja vse
tisto, kar smo povedali za element £, saj sta enakopravna. Tudi v R (1) eksistira
torej element, kateregai kvadrat je enak —1. Imenujmo ta element jo. Pod-
obsega R (1) in R (jo) sta enaka in v bistvu identi¢na z obsegom kompleksnih
tevil. To seveda ne pomeni, da je R () = R (i) (saj to sploh ne more biti, ker %
ni v R (£)). Videli smo %e, da na primer v obsegu kvaternionov eksistira mnogo
podobsegov, ki jih lahko identificiramo z obsegom C, pa le niso enaki med
seboj.

Privzeli smo, da » ni v R (i), in od tod takej sledi, da tudi jo ni v R (9).
_ Hitro bemc videli, da tudi element @ ni viebovan v R (jo). V cbsegu kompleksnih
$tevil sta samo dve $tevili, katerih kvadrat je enak —1: to sta i in —i. Obseg
R (jo) je v bistvu identiten s C. Ce bi bila torej v R (jo) dva elementa, i in jo,
katerih kvadrat bi bil enak —1, bi moralo veljati i = —jo. Od tod pa takoj
. dobimo protislovje jo € R (i).

Oznadimo z R (&, %) najmanjsi podobseg obsega X, ki vsebuje vsa realna
Stevila ter elementa & in 7. Jasno je, da je R (§,1) = R (i, jo)-

Elementi 1, i, jo so linearno neodvisni. Vzemimo, da imamo neko linearno
kombinacijo teh elementov, ki je enaka 0:

a+bi+cjp=0 @abceR! (14)

1 )
Ce bi bil ¢ == 0, bi lahko izradunali: jo = —~ (¢ +bi) €R (3). To pa ni res, zato
c

mora biti ¢ = 0. Enako ugotovimo, da je b =0, torej je tudi a = 0. Vidimo,
da je enatba (14) mogota le v primeru, ko sol vsi trije koeficienti enaki 0,
in elementi 1,4, jo so res linearno neodvisni.
Enatba (14) torej ne more veljati, ¢e je b=1in ¢ = +1, kar pomeni,
da elementa i -+ jo in i-— jo nista realni Stevili. Prej smo ugotovili: e je §€ X
poljuben element, ki ni realno Stevilo, ustreza neki enacbi £ +pf+qg=0
z realnima koeficientoma p in q. Za elementa i + jo in ¢— jo smo se prepricali,
da nista realni Stevili, zato e«ksisl:irajd realna $tevila a,b,c,d, da veljata
enachi:
G+gdo2t+a@+jg)+tdb=0 (15)
(i—jo)2 + c(E—jo) +d =10
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Ce ti dve enadbi seStejemo, dobimo:

@+ gt (E—d)2t@teit@—c)j+d+d =0 (16)
Izratunajmo prva dva ¢lena na levi strani te enadbel
(i +jo)* = + ijo + joi + §o2 = —2 + (ijo + o4 17)

(i —Jo)* = ¥ —ijo—jo i + jo? = —2 — (ijo + jo 4)
Vstavimo to v enacbo (16):
(@+cit+@—cjot+(bd+d—4 =0
Ker so elementi 1,1, jo linearno neodvisni, morajo biti vsi trije koeficienti na
levi strani zadnje ena¢be enaki 0:
atc=a—ec=b+d—4=0

od koder sledi najprej ¢ = ¢ = 0. Ce vstavimo to v enatbo (15) in upostevamo
Se enatbo (17), dobimo ijo + joi = 2 — b. Vidimo, da je element ijo + jo i realno
Stevilo. Oznadimo to $tevilo z 2 u !

Leva stran enatbe 22 + ax + b =0, ki ji ustreza element i + jo, mora
biti nerazcepen polinom, kot vemo. Isto velja za polinom 22 + cx + d, katerega
ni¢la je element i— jo. Ker je a= c = 0, mora biti b>0 in d > 0. Kot smo
ugotovili zgoraj, je b + d = 4, zato je 0 <b<<4. Ce upostevamo to v enachbi
2u = 2—0, vidimo, da velja —1 << u << 1. Zato eksistira $tevilo v — 1/ [/1 — u?2
in je realno. Konstruirajmo element j:

J = v (ui + jo) €R (I, jo) (18)
Kvadrat tega elementa je:

32 =v2[u2 i + u (ijo + joi) + 30

Upostevajmo, da je ijp + joi = 2u :

F=v2Ww—1)=—1
Izradunajmo Se izraz

i + ji = v (ui + jo) + v (ui + jo) i = —2uv + v (i + joi) =0
Tako lahko definiramo: ij = —ji = k € R (%, jo). Oglejmo si malo novi element k!
k® = (i) (i) = —i (1) § = # = —1
ik = 3§ (=) = —(®i=1i

Ker je jeR (i, jo), velja R (i, j) C R (i, jo). Element jo pa tudi lahko izrazimo

iz enatbe (18) z i in j (Stevilo v namreé ni enako 0):

. 1. . =
Jo=——j—ui €R (1))
v
Zato je R (i, jo) € R (i, j) in ker je obenem R (i, j) < (i, jo), velja R (i, j) = R (2, jo)-
Zberimo zdaj vse informacije, kar jih imamo o elementih 4, j in k:
R=P=k=—1 ij=k jk=i (19)

Obseg R (i, j) je najmanjsi podobseg obsega X, ki vsebuje vsa realna $tevila in
poleg njih Se elementa i in j. Kot smo videli, vsebuje tudi element k. Zato
velja, da je R (i, j) najmanj$i podobseg obsega X, ki vsebuje vsa realna $tevila
ter elemente i, j in k, ki ustrezajo enatbam; (19). To pa pomeni, da lahko
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obseg R (i,§) identificiramo z obsegom kvaternionov. S tem smo trditev a)
Frobeniusovega izreka pravzaprav Ze dokazali. Poglejmo Se enkrat, kaj smo
ugotovili:

Naj bo X komutativna konéno dimenzionalna razSiritev obsega R! Lahko
je X = R. Ce pa je X=R, e torej X vsebuje kak element £, ki ni realno
Stevilo, potem vsebuje X podobseg R (§), ki je v bistvu obseg kompleksnih
Stevil. Zdaj mora veljati, da je X = R (), kajti e bi bil v X Se kak element 7,
ki ne bi bil v R (§), potem bi moral cbseg X vsebovati podobseg R (&, %) =
= R (i, j), ki bi bil v bistvu identien z obsegom kvaternionov; Kot smo pravkar
ugotovili. Obseg kvaternionov pa ni komutativen, zato tudi celotni obseg ne
bi bil komutativen, kar jea v nasprotju s supozicijo. To protislovje pove, da
mora biti res, X = R (§) =

Trditve b) Frobemuswowelga izreka zdaj ne bo teZko dokazati. Vzemimo,
da obseg X ni komutativen. Zdaj X ne more biti enak niti R, niti R (), ker sta
ta obsega komutativna. Zato vsebuje X neki podobseg R (i, j), ki je v bistvu
identi¢en z obsegom. kvaternionov. Videli bomo, da je kar X = R (i, j).

Pa vzemimo, da X vsebuje neki element {, ki ni v R (i,5)! Kot vemo,
eksistira v podobsegu R ({) tak element ¢ da je ¢ = —1. Spomnimo se ene
od prej¥njih ugotovitev: &e sta bila ¢ in jo poljubna taka elementa, da je bilo
i = ji? = —1 in da sta bila podobsega R (i) in R (jo) razlitna, se je izkazalo,
da je element ijo + joi (tedaj smo ga oznadili z 2 u) realno Stevilo. Ker je tudi
podobseg R (¢) razliten od R (i), lahko jo nadomestimo z &. Vsota

ict+ei=uwx » (20)
mora biti torej realno Stevilo. Analogno velja, da sta izraza

jetej=1y (21)

ke + ek =z (22)

realni Stevili, saj je podobseg R (¢) razliten tudi od podobsegov R (j) in R (k).
Na osnovi enacb (20), (21) in (22) ter s pomo¢jo osnovnih formul (3) za mno-
Zenje elementov 4, j in k dobimo:

ek = ¢eij = (x—1le) j = xj—i(ef) = xj —i(y —Je) =
=xj—yi+ije =xj—yi + ke =axj—yi +z—ck
Od tod pa sledi 2 € k = xj—yi + 2, in Ce to enatbo pomnozimo na desni s k,
dobimo: —2 & = xi + 9j + zk. To pa je protislovje, kajti izraz xi + yj + zk
je element podobqega R (i, j), mi pa smo vzeli, da {, torej tudi ¢, ni v R (i, j).
Dokaz Frobeniusovega izreka je tako v celoti kondan.

Ves ¢as smo se ukvarjali le s kon¢éno dimenzionalnimi razSiritvami
obsega realnih $tevil. Pa se za konec vpraSajmo, kako je z nesko¢no dimenzio-
nalnimi razsiritvami! Ali sploh eksistirajo, ali pa bi morda v Frobeniusovem
izreku lahko izpustili tisto omejitev na konéno dimenzijo, tako da sta obsega
kompleksnih in kvaternionskih §tevil sploh edini raz8iritvi obsega realnih $tevil?

Oglejmo si naslednji primer: z S (x) oznatimo mnoZico vseh racionalnih
funkcij ene spremenljivke z realnimi koeficienti, to je mnozico vseh kvo-
cientov p (x)/q (x), pri Cemer sta p(x) in g (x) polinoma z realnimi koeficienti
in q(x) ni identi¢no enak 0. Takoj vidimo, da je mnoZica S (x) komutativen
obseg za obitajno seStevanje in. mnozenje funkeij: vsota in razlika ter produkt
in kvocient dveh racionalnih funkecij so spet racionalne funkcije. Racionalne
funkcije oblike p (x)/q (x) = a/l, pri katerih je polinom v $teveu kar poljubna
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realna konstanta, v imencvalcu pa je konstanta 1, lahko identificiramo z real-
nimi Stevili. Obseg realnih Stevil R je torej podobseg obsega S (x) oziroma obseg
racionalnih funkcij je razSiritev obsega R. To mora biti neskonéno dimenzio-
nalna razdiritev, ker bi sicer moral biti obseg S (x) v bistvu identi¢en z obsegom
realnih ali kompleksnih S$tevil. Neskontno dimenzionalne razdiritve torej
eksistirajo. ]

Nekoliko pa le lahko omilimo pogoje Frobeniusovega izreka. Ce namesto
kon¢ne dimenzije razSiritve X zahtevamo samo, da za vsak £e€X eksistira
tako naravno $tevilo n, da so elementi 1, &, &,..., £" linearno odvisni, ostane
izrek v veljavi. Drugje namre¢ sploh nismo potrebovali podatka, da ima X
kon¢no dimenzijo, ko smo dokazovali Frobeniusov izrek. Zato pa velja: &e je X
neskon¢no dimenzionalna raz§iritev, eksistira vsaj en tak element x € X, da so
vsi elementi 1,x, 2% x%, ... linearno neodvisni. Obseg X vsebuje seveda vse
elemente oblike

a+taxc+...+a,xn (23)

pri Eemer je n poljubno naravno Stevils, koeficienti ay, ai, ..., an' pa poljubna
realna Stevila. Ker so potence elementa x linearno neodvisne, sta dva elementa
oblike (23) enaka tedaj in le tedaj, ko se ujemata v vseh koeficientih. To pa
pomeni, da lahko elemente oblike (23) identificiramo s polinomi spremenljivke
x. Kot vsi elementi obsega X imajo tudi ti polinomi v X inverzne elemente.
Naj bosta p (x), g (x) € X poljubna polinoma spremenljivke x, le g () naj ne bo
identi¢no enak 0. Izratunajmo razliko

P@EEIT—lg@I"'p@) =4eX 29

PomnoZimo enatbo (24) na desni s g (x) in upostevajmo, da polinomi komuti-
rajo: p (x) q (x) = g (z) p (x)!

§q@) =p@ @I q@ —[qg@]'p®)q@) =p@E)—p @) =0
Ker je q (x) 50, je £ = 0 oziroma

P (®) [q (@)™ = [q ()] p (x)
Elementi, ki so v X inverzni polinomom elementa x, torej komutirajo s po-
linomi. To pa pomeni, da lahko element p (x) [q (x)]~! identificiramo z racio-
nalno funkcijo p (x)/q (x). Tako smo dokazali izrek:

Vsaka neskoncéno dimenzionalna razsiritev obsega realnih $tevil vsebuje
podobseg, ki ga lakko identificiramo z obsegom racionalnih funkcij ene spre-
menljivke z realnimi koeficienti.

Tako smo ugotovili, da je obseg S (x) najmanj$a neskonéno dimenzionalna
razSiritev obsega R. Obenem pa smo uvideli, da neskonéno dimenzionalnih
razSiritev pravzaprav ne gre imenovati »$tevilac, ampak jim bolj pristoji naziv
»funkcije«. Obsega kompleksnih in kvaternionskih Stevil sta torej edina Ste-
vilska obsega, ki sta vetja od obsega realnih $tevil. ,

Neskon¢no dimenzionalnih razdiritev obsega R je pa zelo veliko. MnoZica -
vseh neskontno dimenzionalnih raz$iritev je neskon¢na in tudi nekoliko
nepregledna. Ce bi hoteli poiskati prav vse take razSiritve, bi bila to kar
prehuda naloga.

Literatura

Kuro$: Lekcii po obs¢ej algebre, Moskva 1962.

20



ELEKTROMEHANSKI POJAVI PRI KRISTALIH

BORUT LAVRENCIC
Nuklearni institut »J. Stefanc

0Od elektromehanskih pojavov so najprej opazili piezoelektritnost, to je
pojav, da se kristal polarizira, ¢e deluje nanj sila.¥ Kmalu nato so odkrili
obratni pojav, da se piezoelektri¢ni kristal v elektritnem polju deformira.
Kristale lahko polariziramo tudi s segrevanjem; to je piroelektri¢nost. V tem
&lanku bomo obravnavali vse te pojave in poiskali zveze med njimi.

Elasti¢nost kristalov

Kristale lahko deformirajo zunanje ali notranje sile. Za opis napetega
stanja izre#imo v mislih iz napetega kristala kocko z robom enote! Normale
na mejne ploskve so vzporedne z osmi x = 1, £ = T2 in 2 = 3 pravokotnega
koordinatnega sistema. Na ploskev z normalo v smeri osi x; deluje rezultanta
sil X; s komponentami Xi1, Xig, Xis. Indeks i zavzame vrednosti 1, 2, 3, tako da
dobimo devet koli¢in-komponent napetostnega tenzorja Xi;. Ce upostevamo,
da morata biti vsota zunanjih sil in vsota zunanjih navorov enaki ni¢, ugoto-
vimo, da je ta tenzor simetriten Xj; = Xji.

Naj bo u(r) vektor od totke T v nedeformiranem kristalu do to¢ke T,
kamor se je premaknila to¢ka T. Za majhne premike du velja:**

de = (drV)u =defu.dr + 3 (V Xu) Xdr

Izraz 3 (V X u) ustreza zasuku kristala kot celote in ga izpustimo. Devet kom-
ponent (def u);; = aj; tvori deformacijski tenzor, ki je tudi simetriten: x;; =
= % (Oui/Ox; -+ Ouj/Ox;). Za izotropno snov velja pri nategu v smeri osi x3
zveza X33 = A\l = Xs3/E = F/ES in pri strizni obremenitvi v smeri osi 21 zveza
213 = AU/I'= X:3/G = F'/GS’, pri ¢emer je E proznostni in G strizni modul,
F natezna in F’ stri’na sila, Al/l relativni vzdol#ni podaljSek in AU/l relativni
pre¢ni premik.

Ii¢emo splcsno zvezo med deformacijskim in napetostnim tenzorjem, pri
¢emer moramo upoitevati anizotropijo kristalov. V sploSnem so namre¢ last-
nosti kristalov' odvisne od smeri, v kateri merimo. Ce napetosti niso prevelike,
je iskana zveza linearna — kot pri Hookovem zakonu —, le da je bolj za-~
pletenas:

xij = 2 2 sijia Xl

Seteti je treba po indeksih k in 1 od 1 do 3. siju je tenzor elasti¢nih konstant.
Uvedimo dogovo, da moramo v produktu sesteti po tistih indeksih (v naSem

_ * Odkrila sta ga 1880 brata Pierre in Jacques Curie pri kremenu. roSelski soli
(Na-K-tartratu), turmalinu ipd. Obratni pojav je isto leto napovedal Lippman. .

#% [ Kuster: Matematiéne metode fizike (skripta) I. Ljubljana (Intitut »J. Ste-
fanc), 1959, s.143.
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primeru od 1 do 3), ki so skupni faktorjema produkta. Tako lahko zgornjo
zZvezo piSemo

xij = Sijr1 Xia
Pri tem naj bosta elektrina poljska jakost E in temperatura kristala T
ves Cas konstantni.

Na videz ima tenzor sjju 3! = 81 komponent. Vendar sta tenzorja xjj
in Xy simetri¢na, kar zni%a $tevilo neodvisnih komponent. Velja sijr = sjix1 =
= Sijl;, zaradi Cesar imamo v najbolj sploSnem primeru, to je pri monoklin-
skih kristalih, le 21 neodvisnih komponent. UpoStevati moramo dogovor o zna-
kih: deformacija xj; je v neki smeri pozitivnha, e se razse#nost kristala v tej
smeri pove€a. Napetost je pozitivna, &e je obrnjena navzven iz kristala. Po
tem dogovoru je hidrostati¢ni tlak negativen in ima napetostni tenzor v teko¢ini
obliko Xy == —pdy, kjer je dx Kroneckerjev simbol.

Za primer navedimo komponente elasti¢nega tenzorja za roSelsko sol
pri +34°C v enctah 1012 m?/N:

S1111 = 52,0 S2229 = 36,8 S3333 = 35,9
St122 = —16,3 S1133 = —11,6 So233 = —12,2
Sgs23 = 37,5 s1313 = 87,8 S1212 = 26,0

Vse druge komponente so enake nié.
Kristal se deformira tudi, ko ga segrejemo. V sploSnem velja med
deformacijskim tenzorjem in spremembo temperature AT naslednja zveza:

xij = ajj AT
Posebno preprosta je ta zveza pri izotropni snovi: AUl = ¢ A T.

Direktni in obratni piezoelektri¢ni efekt

Pri piezoelektri¢nem efektu nas zanima zveza med elektriéno polarizacijo
kristala in napetostnim tenzorjem. V prvem redu je ta zveza

Py = dpx X

pri E =0 in T = konst. Zvezo posreduje tenzor piezoelektrinih ‘koeficientov,
ki je tretjega reda. Simetriden je v indeksih K in I in ima za to najve¢ 18 ne-
odvisnih! komponent. Pri tem je polarizacija definirana kot dipolni moment
kristala na enoto prostornine

P=V-ifo@)rdVv

kjer je o (r) gostota naboja, V pa prostornina kristala. Ce ni zunanjega elek-
tricnega polja, je P od nié¢ razlitna le, &e kristal nima centra simetrije —
inverzije. Kristale latko po simetrijskih lastnostih, to je po suénih oseh, zrcalnih
ravninah, centrih simetrije itd., razdelimo v 32 razredov. Od teh 20 razredov
nima cenfra simetrije. Kristali, ki pripadajo tem 20 razredom, so vsi piezo-
elektriki. Lastnost je tako znaéilna, da ugotavljajo s piezoelektri¢nostjo ali
ima neznan kristal center simetrije ali ne.

Za opis obratnega piezoefekta potrebujemo zvezo med deformacijskim
tenzorjem in elektri¢no poljsko jakostjo. To zvezo vzpostavi tenzor tretjega reda:

Zij = dnij En '
Tu sta temperaturi T in napetost xj; konstantni. Tenzom dyj; je simetricen
v indeksih i in j. Ta tenzor smo zaznamovali z isto érko kot pri piezoefektu;
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izkazalo se bo namreé, da sta oba tenzorja identi¢na. Pri roSelski soli so pri
temperaturi 34 °C komponente piezoelektri¢nega tenzorja v emotah 102 As/N:

‘dyog = 172 degi = T2 dsiz = 6

Vse druge komponente so enake nié.
Kristal lahko polariziramo tudi z zunanjim elektri¢nim poljem. Najbolj
splo§na zveza med polarizacijo in zunanjo elektri¢no poljsko jakostjo je

Py = Zmn & Exn

pri temer so temperatura in napetost konstantne. ymn je tenzor susceptibilnosti.

Obstajajo kristali, ki so v nekem temperaturnem’ obmodju spontano
polarizirani: imajo dipolni moment, ¢eprav ni zunanjega polja. To so fero-
elektriki in zanje ne velja zgornja zveza. Znani feroelektriki so: roSelska sol,
barijev titanat, triglicin sulfat, kalijev dihidrogenfosfat (KHpPOys) in drugi.
Seveda fercelektritni kristali v feroelektri¢ni fazi nimajo centra simetrije,
medtem ko ga v paraelektriéni fazi lahko imajo.

Piroelektri¢nost

Skoraj istotasno s piezoelektri¢nostjo so odkrili, da se kristal lahko
polarizira tudi zaradi spremembe temperature. Kristal mora biti &ist in ne
sme imeti povrsinskih nabojev. Ce spremenimo temperaturo za AT se pojavi
polarizacija P v! smeri piroelektri¢ne osi. To je neke vrste spontana polari-
zacija, ki pa se bistveno log¢i od one pri feroelektrikih. Tam lahko spontano
polarizacijo z zunanjim elektri¢nim poljem obrnemo, medtem ko pri piro-
elektrikih to ni moZno.

Pircelektri¢en kristal mora imeti usmerjeno os. Take osi ima 10 kristal-
nil razredov. Piroelektri¢nost je zelo tezko opazovati, ker polarizacija hitro
izgine zaradi povrSinskih tokov in tokov po notranjosti kristala. Pri piro-
elektri¢nosti je zveza med polarizacijo kristala in spremembo temperature

Py = pu AT

Tu sta napetost in elektri¢na poljska jakost konstantni. Zelo mo¢na je piro-
elektri¢nost pri turmalinu, kjer je ps = 4,0.10~% As/st.

Vsi obravnavani tenzorji se nanaSajo na pravokotni koordinatni sistem.
Pri kubi¢nih in tetragonalnih kristalih se ta koordinatni sistem ujema s si-
stemom kristalografskih osi, pri kristalih z niZjo simetrijo pa ne. Vendar
obstoji dogovor, kako se pri kristalih z niZjo simetrijo doloi koordinatni
sistem.?

Termodinamika piezoelektrikov in piroelektrikov

Spoznali smo bistvene lastnosti piezoelektrikov in nekatere zveze. Te
zveze bi radi zdaj preudili s termodinamskega staliS¢a. Taka obravnava piezo-
elektrikov je precej splosna in dodobra izdelana. Z njo se da napovedati
mnogo kvalitativnih in kvantitativnih rezultatov. — ZapiSimo spremembo
notranje energije U kristala, ¢e dovedemo toploto d@ = TdS, ter opravimo
mehansko delo Xj; dxi; in elektriéno delo Ey dPy

dU = TdS + X;; dxi; + Epn dPp !
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(Tudi tu moramo v skladu z dogovorom seSteti po enakih indeksih.) Za ne-
odvisne spremenljivke bomo vzeli skupno 10 spremenljivk Xij, Ey in T. Izbrali
smo jih zato, ker jih najlaZje fizikalno kontroliramo tako, da kristal termo-
statiramo, da ga imamo prostega ali napetega in v elektri¢nem polju ali izven
njega. Odvisnih spremenljivk je prav tako 10: xj, P, in S. Vsaka od teh
spremenljivk je v sploSnem funkcija vseh 10 neodvisnih spremenljivk. Zato
zapiSemo:
dxij = (0233/0Xx))g, 7 dXi + (0xi/0En)x, 7 dEn + (0235/0T)x, £ AT
dPp, = (OPn/9Xi)g, 7 A X1 + (OPw/OEp)x, 7 AdEy + (0Pn/0T)x, £ AT
dS = (0S/0Xx)g, 7 dXw + (0S/0En)x, 7 dEy + (0S/0T)x, g dT
Vecino parcialnih odvodov poznamo:
(035/0Xx)E, T = Sijxt,  (0x35/0En)x, 7 = daij
(023/0T)x,E 015, (OPm/0Xia)5, 7 = dmit
(0S/0T)x,g = CIT
Na prvih 6 odvodov smo naleteli Ze prej, v zadnjem pa je, kot se pokaZe,
toplotna kapaciteta kristala C pri konstantnih napetostih in konstantnem
elektri¢nem polju.
Uvedimo prosto entalpijo G
G =U—Xj 21— Epn Py — TS !
Diferencirajmo izraz za prosto entalpijo in upoStevajmo izraz za dU
dG = —ux; dXi; — Py dEp — SAT' !
Iz diferenciala G sledi:

(0G/0Xw)p, 1 = —Xx1; (0G/En)g,7 = —Py; (0G/0T)x,5 = —S
Prosta entalpija G je dvakrat odvedljiva funkcija neodvisnih spremenljivk.
Pri radunanju drugih odvodov ugotovimo:

— (0*G/0X11 OEp)r = (0x1/0En)x, 17 = (OPn/0Xx)E, 7 = duia

— (0?*G/0X11 0Ep)E = (0x/0T)x, £ = (0S/0Xw)e, 7 = 01

— (0®°G/OE, 0T)x = (0Pn/0T)x,E = (OS/OEw)x, 7 = Pn
S prvo od treh enatb smo dokazali prvotno trditev, da sta tenzorja za direktni
in obratni piezoefekt identi¢na. Odvod (0S/OEn)x,r opisuje elektrokaloriéni
efekt, odvod (0S/0Xy)g, v pa piezokaloriéni efekt.

Integrirajmo sedaj diferenciale odvisnih spremenljivk v prvem redu, to’
je v majhnem obmocju, &e je bil sprva kristal prost in ni bilo elektri¢nega
polja.

xij = Sijr1 X1 + duij Eq + a1 AT

Py = dpix X + Xmn €0 E, + pmAT

AS = a1 Xia + pa En + (C/T) AT !
Koeficienti v diagonali ustrezajo glavnim pojavom, koeficienti izven diagonale
pa kroznim pojavom. Ugoctovimo, da so simetri¢no leZedi koeficienti enaki.

Zveza med simetrijo kristalov in tenzorji

Ze v zatetku smo omenili, da je simetrija kristalov. povezana s si-
metrijo tenzorja elastiénih konstant. Zeleli bi splo$no pravilo za simetrijo ne-
kega tenzorja, ¢e poznamo vse simetrijske lastnosti kristala. Pri tem moramo
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upostevati, da imata simetrijske lastnosti kristal in tudi zunanji vpliv, ki je
v zvezi s tem tenzorjem. Ce se na primer zanimamo za tenzor susceptibilnosti,
je vana tudi simetrija elektriénega polja: Kadar je polje homogeno, definira
neko rotacijsko os. Omenili smo, da ni spontane polarizacije, to je polarizacije
brez zunanjega elektri¢nega polja, v kristalih, ki-imajo center simetrije. Vendar
pa lahko polariziramo z elektri¢nim poljem kak nepiezoelektrik.

Koristni sta dve nadeli kristalne fizike. Neumannovo nacelo pravi: Vsaka
lastnost kristala kot npr. gostota, temperaturni raztezek, susceptibilnost, piezo-
elektridnost, elasti¢nost itd., ima vi§jo ali enako simetrijo kot geometrijska
oblika krisalov, niZje pa ne more imeti. Tako imajo nekateri kristali z zelo
nizko simetrijo nekatere snovne konstante skoraj izotropne. Voigtovo nacelo
pa pravi: Kristal pod zunanjim vplivom bo imel le tiste simetrijske elemente,
ki so skupni kristalu brez vpliva in vplivu brez kristala. Ce je npr. smer
homogenega elektri¢nega polja vzdolZ triadne osi kubi¢nega kristala, je triadna
os edini skupni simetrijski element kristala in polja. Zato je v elektri¢nem
pogledu ta kristal podoben trigonalnemu in je opti¢no enoosen. Z drugimi
besedami, zunanje polje ohrani ali zniZa simetrijo kristala. Zato lahko tudi
z zunanjim elektri¢nim poljem kristal polariziramo, kajti kristal in polje
skupaj nimata centra simetrije.

Pojavi drugega reda

Integracijo po odvisnih spremenljivkah xij, Pm in S smo izvrsili v prvem
priblizku, ki je za veéino kristalov dober. Dostikrat pa moramo dodati popravke
drugega, tretjega reda in vigje. Edino tako lahko obravnavamo feroelektrike,
ki so v feroelektri¢ni fazi spontano polarizirani in zato spontano deformirani
zaradi notranjih sil. Ker $e ni sploSne mikroskopske teorije feroelektrikov, so
termodinamski opis feroelektrikov izdelali do podrobnosti. Drug primer, kjer
so popravki vi§jega reda zelo vaZni, so kristali s centrom simetrije. Pri njih
ni zveze med deformacijskim tenzorjem in elektri¢no poljsko jakostjo v prvem
redu kot pri piezoefektu, temve¢ v drugem redu. Ta pojav je elektrostrikcija,
ki je pri piezoelektrikih v paraelektrifni fazi zanemarljiva. V feroelektri¢ni
fazi pa je elektrostrikcija istega velikostnega reda kot piezoefekt. Oba pojava
zdruzimo in piSemo:

xij = dpij® En + domij® En En

Tenzor don;® imenujemo elektrostrikcijski tenzor in je simetri¢en v indeksih
n in m ter i in j. Zgornjo enatbo lahko piSemo v obliki:

XLij = (dnij(1)~ + dnmij(z) En) En = day Ey

kjer je tenzor tretjega reda dami;® En popravek tenzorja dnij®. Po Voigtovem
nadelu ima tenzor dymi;® En simetrijo kristala in polja skupaj. Popravek more
dati od nié¢ razlitne komponente dpj, ki bi bile sicer ni¢. Polje zniZa simetrijo
kristala in ustvari nove piezcelektriéne konstante. To je morfi¢ni pojav. Po-
dobnih pojavov vi§jega reda je Se vet.

Elektromehanske lastnosti kristalov: so danes predmet Zivahnega razisko-
vanja. Vzroka sta dva: uporaba piezoelektri¢nih kristalov v ultrazvocnih
izvirih in odkritje laserja. Laser da zelo monokromati¢no svetlobo z izredno
veliko elektriéno poljsko jakostjo. V takem elektriénem polju pridejo do izraza
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nelinearni elektromehanski pojavi, ki zahtevajo v glavnem kvanten opis
elektromagnetnega polja in snovi. Novo znanstveno podrocje, kvantna ali
nelinearna optika je sinteza fizike trdne snovi in optike.

Poglejmo, kak$ne pojave imamo, ¢e zveza med polarizacijo kristala in
elektri¢nim poljem ni linearna! Kakor je znano, prispevajo ki polarizaciji kri-
stala permanentni molekulski dipoli v snovi ter elektronski oblak molekul
in atomowv. Pri opti¢nih frekvencah ostane zaznaven le $e prispevek elektronowv.
‘Tudi pri feroelektrikih imamo nelinearno zvezo med P in E, le da izvira
ta nelinearnost od dipolov. Nelinearno elektronsko polarizacijo pa so opazili
Sele pred kratkim.5

Razvijmo v enodimenzionalnem primeru P po potencah E: P = XMW E +
+X®E2+ X®E + . ..I Ce elektri¢na poljska jakost sinusno niha, E = Ej sin wt,
dobimo P = XMW Eysinwt + 3 X® E2 (1 —cos2w ) + I X®OE®@sinwt—
—sin3wt) + ... Vidimo, da polarizacija ne niha samo z osnovno frekvenco w,
temve¢ tudi z viSjimi harmoskimi frekvencami 2w, 3 @ itd- Tak pojav je po-
doben usmerjanju pri diodi, pri kateri zveza med tokom in napetostjo tudi ni
linearna. Ce posvetimo na kristal z veliko gostoto svetlobnega toka, dobimo
iz kristala poleg prvotne svetlobe tudi nekaj svetlobe z natanko dvojno
frekvenco. To je generacija druige harmonske frekvence. Kvantno gledano je
zaradi dielektri¢nosti, ki je odvisna od E, znatna verjetnost za anihilacijo: dveh
fotonov vpadle svetlobe in kreacijo fotona z dvojno energijo.

Pokazati se da, da ima koeficient X® isto simetrijo kot piezoelektriéni
tenzor djjk. Pri kiristalih s centrom simetrije je torej X® enak ni¢ Tu ne
dobimo druge harmonske frekvence, pat pa tretjo, ki jo je izredno teZko
opazovati.
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SOLA

VLAZEN ZRAK IN MEGLA

V Obzorniku je bilo objavljenih ved vpraSanj o vlaznem zraku in
megli.l:2 Nekatere bralce utegnejo zanimati zapozneli odgovori na ta vpra-
ganja. Dodan jim je $e odgovor na sorodno izpitno vpraSanje iz fizike I3
V uvodu so zbrane koli¢ine, ki nastopajo v ra¢unih z vlaznim zrakom in meglo.

Uved. VlaZen zrak obravnavamo kot zmes ideainih plinov: suhega zraka
in vodne pare. Plinska enacba da za posamezno sestavino

2, V=p—p)V=my7T; ppV=mpryT (1)

Tu sta p, in p, delna tlaka suhega zraka in pare, m; in m, ustrezni masi ter
r, = R/IM, in ry = R/M, ustrezni specifi¢ni plinski konstanti. R je sploSna
plinska konstanta, M, povpreéni kilomol zraka, My kilomol vode, p = p, + pp
celotni tlak, V prostornina in T absolutna temperatura. Masa vodne pare
na enoto prostornine my/V = p, My/RT je absolutna vlaZnost.

Najve¢ji delni tlak pare v ravnovesju je nasi¢eni parni tlak py. Njegovo
temperaturno odvisnost ugotovimo iz enagbe (0p/0T)y = (0S/0V)r = AS/AV,
kjer je S entropija in kaZe indeks, katera koli¢ina je konstantna. Zanemarimo
prostornino vode V. v primeri s prostornino nastale pare V in upostevamo (1).
Tako dobimo Clausius-Clapeyronovo enac¢bo

dpy/dT = my i/T (V—Vy) = pn qi/ry T? (2)

Izparilna toplota g; je odvisna od temperature. Vendar lahko (2) pribliZzno
integriramo, ¢e vzamemo za izparilno toploto konstantno srednjo vrednost (;1

P (T) = pu (T) exp [—(qi/1v) (1/T — 1/T")] 2)
Za majhne temperaturne razlike je izparilna toplota linearno odvisna od tem-
perature  q; (T) = qi (T")- + (cpp'— Cpv) (T' — T"). Tedaj je qi'= qi(T) +
+ % (cpp — cpv) (T—T"). Tu sta c¢pp in cpy specifiéni toploti pare in vode pri
stalnem tlaku. Enatba (2') je uporaben priblizek, ¢e razlika temperatur ni
prevelika. Nasi¢eni parni tlak pa je obfirno tabeliran v odvisnosti od tem-
perature.® 57

Razmerje mp/mp = pp/Pn, pri emer sta oba tlaka miSljena pri isti tem-
peraturi, imenujemo relativna vlaZnost. Masi pare in suhega zraka sta v ne-
nasit¢eno vlaZnem zraku v razmerju x = mp/m, = (My/M,) py/(p —pp). V na-
si¢eno vlaznem zraku je to razmerje xn = (My/M;) pn/(p — pn). Presezek pare
se utekodini in v ravnovesju imamo nasi¢eno vlaZen zrak in vodo. V obliki
pare je deleZ x,, v obliki vode pa deleZ x — xy, &e je x = m/m, in je mi skupna
masa vode in pare. Ce je voda v obliki drobnih kapljic, govorimo o megli.
Gostota vlainega zraka je o = pM,/RT — (M, — My) pp/RT.

Notranja energija idealnega plina je odvisna samo od temperature.t
Notranja energija vlainega zraka je sestavljena iz notranjih energij suhega
zraka in pare. Privzamemo, da sta notranji energiji suhega zraka in vode
pri temperturi 7” enaki ni¢. Pri notranji energiji pare je treba upoStevati Se
dovedeno toploto d@ in delo tlaka dA = —pdV pri izparevanju. Z energijskim
zakonom dW, = d@ + dA = d@ — pdV izratunamo spremembo notranje ener-
gije pri izparevanju pri temperaturi T". Zopet zanemarimo prostornino vode V
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v primeri s prostornino pare V in upoStevamo enacbi (1): Wp = my, qi (T) —
— e (T)Y(V—Vy) = myp(qi(T)—1ryT). Notranja energija vlainega zraka
je tedaj

Wy=m.cv; (T—T) + my[qi (T)—1vT + cvp (T—T)] 3)

kjer sta cv; in cvy specifi¢ni toploti suhega zraka in pare pri stalni prostornini-
— Dostikrat vzamejo za temperaturo T” ledi¥¢e pri tlaku 760 tor = 1,013 bar,
to je Ty = 273 'K (= 0°C).

Iz enatbe (3) izratunamo  specifitno toploto megle, v kateri lahko za-
nemarimo maso vodnih kapljic, pri stalni prostornini cy. Pri tem: je zrak ves
¢as nasiCeno vlaZen in moramo uposStevati odvisnost m, od temperature.
Odvajamo drugo enatbo (1) na temperaturo pri konstantnih V in m, ter
vstavimo dpy/dT .iz (2). Tako dobimo (0my/0T)y = my (qi (T)/ry T — 1)/T.
Konéno je '

cy (T) = (m, + mp)~t OWn/0T)y = [M; cvz (P — Pn) + Pn (R (qi/ry T — 1) +
+ My evp)l/[Mup — pn) + My pa] )
kijer je treba vstaviti g; in pn pri temperaturi T.

Entalpija je definirana kot H = Wy + pV. Iz definicije in energijskega
zakona sledi za spremembo entalpije dH = d@ + Vdp. Pri pojavih, pri ka-
terih ni izmenjavanja toplote z okolico in ki potekajo pri stalnem tlaku, se
ohrani skupna entalpija sistema. Pri stalnem tlaku je sprememba entalpije
enaka dovedeni toploti. Entalpija idealnega plina je odvisna samo od tem-
perature. Entalpija vlaZnega zraka je sestavljena iz entalpije zraka in entalpije
pare. Privzamemo, da sta entalpiji suhega zraka in vode pri temperturi T”
enaki ni¢. Za entalpijo vlaZnega zraka dobimo:

H = (m; + mp) h = my h, + my hy; hy = cp (T —T7);
hp = qi (T") + cpp (T — T,)V . (5)
Tu so h, h; in h, specifitne entalpije vlaZnega zraka, suhega zraka in pare ter
cpz specifitna toplota suhega zraka pri stalnem t1dku. Ce je prisotna Se voda
(npr. ¢e se del pare utekoéini) z maso m — my, je treba pristeti H $e entalpijo
vode (m — my) hy, kjer je hy = cpy (T — T") specifi¢na entalpija vode.

Iz enatbe (5) izratunamo specifiéno toploto megle v stalnem tlaku cp.
Tudi tu upostevamo odvisnost m, od temperature. Enadbi (1) delimo, da se
znebimo V. Nato odvajamo na temperaturo pri konstantnih p in m. Za dp,/dT
vstavimo (2) in imamo (0m/0T), = my (qi (T')/ry T?) p/(p — pn). Konéno je

cp (T) = (m; + my)~t (OH/OT) = [M, Cpz (P — Dn) + Pu (R (qi/ry T)? p/(p— po) +
+ cpp My)/[M, (p — po) + My pul, (6)
kjer je treba vstaviti q; in: p, pri temperaturi T.

Pogosto navajajo entalpijo h* za maso vlaZnega zraka, v kateri je 1kg
suhega zraka: h* = h; + xhy. Velja h = (1 + x)~t h* in H = m, h*. Za nasieno
vlaZen zrak je treba namesto p, in x vstaviti p, in an, h in h* pa preideta
Vv hy in hy*. Medtem ko sta h in h* funkciji temperature, tlaka in Se razmerja
x, sta hy in hy* samo funkciji temperature in tlaka.

Za meglo je h* = hy + (x —axy) hy. Zdaj izratunamo odvod (Oh*/0T)r,.
Za nenasieno vlaZen zrak je (0h*/0x)r,, =hy in za meglo (0h*/0x)r,p = hy.

Entropijski zakon da za spremembo entropije pri reverzibilnih pojavih
dS = dQ/T.® Pri izentropnih (reverzibilnih adiabatnih) pojavih, pri katerih ni
izmenjavanja toplote z okolico, se ohrani skupna entropija sistema. — S plinsko
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enatbo in z energijskim zakonom izrazimo entropijo idealnega plina kot funk-
cijo tlaka in temperature. Entropija vlaZnega zraka je sestavljena iz entropij
zraka in pare. Privzamemo, da sta entropiji suhega zraka in vode pri tem-
peraturi T' in pri tlaku p’ enaka ni¢. Entropija vlaZnega zraka je po tem

S = (m, + my) s = my s, + mysp; Sz = Cpz I T/T" — 17, In (p— Pp);
Sp = Cpp In T/T" — 75 In pyp/pu (T') + qi (T)/T’ )

Tu so s, s, in s, po vrsti specifitne entropije vlaZnega zraka, suhega zraka in
pare. Ce je prisotna $e voda z maso m — my, je treba pristeti $e entropijo vode
(m — my) sy, kjer je sy = cpy In T/T” specifi¢na entropija vode.

Pogosto navajajo entropijo s* za maso vlaznega zraka, v kateri je 1kg
suhega zreka: s* = s, + xsp. Velja s = (1 + 2)~'s* in § = m, s*. Za nasiteno
vlaZen zrak je treba vstaviti p, namesto pp in xp namesto x, s in s* pa preideta
V sp in sp*. Za meglo je s* = s,* + (x — xa) Sv. Zanima nas e odvod (0s*/02)r, p-
7Za nenasiéeno vlaZen zrak je (0s*/0x)r,» = Sp, za meglo pa (0s*/0x)r,p = Sv.

V izrazu za s* nadomestimo delna tlaka s tlakom p: pp = M, p/(xM; +
+ M) in p—pp = My p/(xM, + My). Iz nove enatbe

§* = (Cps + xCpp) In T/T — (r; + @ry) Inp/p” + (r + ary) In(r; +
+ xry) —rInr,—rexlnry x + xq (T)/T (7

razberemo odvisnost s* od tlaka. Entropija s* se spremeni pri stalni tempera-
turi in stalnem razmerju x za —(r; + xry) Inpa/py, &e se tlak spremeni od
p1 do pa.

‘ Iz enatb (1) do (7) lahko izratunamo vse potrebne koli¢ine. S tabelami
Za Do, Xn in hp, hy ter sp, s;, Se posebej pa s tabelami za ho* in $p*, si precej
olajsamo delo.%5 Pri na$i natanénosti se vrednosti iz tabel’ in iz ena¢b razliku-
jejo kvetjemu za enoto na zadnjem mestu. Pri posebno natantnem radunanju,
pri katerem je treba upostevati tudi temperaturno odvisnost specifi¢nih toplot,
pa smo navezani na uporabo tabel.’®

VpraSanje 3.! V 1kg suhega zraka z 20 °C in 760 tori vbrizgamo in fino
razpriimo 20g vode z enako temperaturo. Za koliko se ohladi zrak, koliko
vode izpari?

Tlak je stalen in ni izmenjavanja toplote z okolico. Zato se ohrani skupna
entalpija .Na zatetku je entalpija sestavljena iz entalpij zraka in vode
Hi = my hy + mhy = My ep (T1 — To) + mepy (T1— To) = 21,8 kT
Vstavimo m, = 1kg, cp = 1,01 kJ/kgst, Ty — To = 20 st, m = 0,02kg in cpy =
= 4,2 kJ/kgst. Na koncu je entalpija sestavljena iz entalpij nasieno vlaZnega
zraka in ostanka vode

Hy = hy* (T2) + [m— m, x4 (T2)] hy (T2)

Zadetna in kontna entalpija sta enaki Hi = Hz. Iz te enatbe izratunamo T,
saj je He samo funkcija Te. Enatbo lahko refimo npr. z iteracijo ali z natrto-
vanjem. Pri iteriranju najprej zanemarimo drugi ¢len v Hp in postavimo
Hp = hy* (Te®). Poif¢emo zatetni priblizek To®. Nato poiS¢emo iz enatbe
ho* (T,®) = Hy — (m — my; %o (Te®)) hy (Te®) naslednji priblizek Te®. Ze nasled-
nji korak ne da ve¢ ncbene zbolj§ave. — Z naértovanjem Hz (T3) pa ugotovimo
najprej, da ima Hp vrednost 21,8 kJ pri temperaturi okoli 6,5 °C. Izratunamo
Ha (6 °C) = 20,9 kJ in Hp (7 °C) = 23,0 kJ, pri ¢emer je p = 760 torov = 1,013 bar,
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qi (To) = 2,5 MJ/kg, cpp = 2,0 kJ/kgst, My = 18 kg, M, = 29kg, R = 8,31 kJ/st
in poiS¢emo nasideni parni tlak v tabeli. Z linearno interpolacijo ugotovimo,
da je Te = 6,43 ¢C. Pri tej temperaturi je nasiteni parni tlak pn = 9,63 mbar in
razmerje X, = 0,00597. Konéna temperatura je torej 6,4 °C, izpari pa 6,0 g vode.

Vprasanje 1.! Pri stalnem tlaku zme$amo v toplotno izolirani posodi 1kg
nasiceno vlaznega zraka pri 20 °C in 1kg nasi¢eno vlaZnega zraka pri 10 °C.
Kaj dobimo?

Tudi pri tem poskusu se ohrani skupna entalpija. Na zatetku jel skupna
entalpija

Hy = my" ha™ (T1)) + mat” ha™ (T1") = (mat” + mupt’) (1 + 20 (T1)) R (TY) +
+ (M, + mp") (1 + 2 (T1")™ hy™ (T1") = 86,0 kJ

Tu je mu' + my' =my” + mp” = 1kg ter Ty = 10°C in Ty” = 20°C. Dalje
je xn (10 °C) = 0,00763 in 2, (20 °C) = 0,0149 ter m, = 0,9985 kg in m.,” —
= 0,9924 kg. Ce se pri meSanju ne bi utekoinilo ni¢ pare, bi bila konéna
temperatura 15 °C. Toda xn (% (Tt + T1"”)) je manjfe kot % x, (Ty) + % xa (T1").
Zato se nekaj pare uteko€ini, konéna temperatura pa je nekoliko nad 15 °C.
Na koncu imamo nasi¢eno vlaZen zrak in vodo: Hy = m, h,* (T2) + (m —
— My Xy (T2)) by (T2); My = Mat” + mut”; M= My’ 0 (T1) + my” 20 (T1). 1z
enactbe Hi = Hy lahko izratunamo konéno temperaturo, Ts Ker pricakujemo
Te v blizini 15 °C, poi§¢emo Hs (15°C) = 83,4 kJ in Hp (15,5 °C) = 86,1 kJ. Z li-
nearno interpolacijo dobimo Ty = 15,4 °C. Z x,, (15 °C) = 0,01094 in x, (15,5 °C) =
= 0,01098 izra¢unamo x, (15,4 °C) = 0,010976. V celoti se tedaj utekoéini m —
— mz Xy (15,4 °C} = 0,37.g pare.

Vprasanje 2.! Nasiteno vlaZen zrak s temperaturo 20 °C in tlakom 760 tor
razpnemo adiabatno reverzibilno tako dale¢, da se zniZa tlak na 700 tor.
Kolik$na je kon¢na temperatura? Koliko vode se kondenzira?

Razpenjanje zraka je adiabatno reverzibilno (izentropno), zato se ohrani
skupna entropija. Radunamo z maso vlaZnega zraka, v kateri je 1kg suhega
zraka. ZacCetna entropija je si = sp* (T4, p1) = 205 J/st. Pri tem smo upostevali
Ze navedene podatke in postavili Ty = 293 °K, T’ = Ty = 273 'K ter PL= Py =
= 760 tor = 1013 bar. Pri razpenjanju se zrak ohladi, izlodi se x, (T1 p1) —
— n (Te, p2) kilogramov vode. Konena entropija je sedaj s = s,* (T2, p2) +
+ (0 (T4, p1) — 2 (T2, p2)) v (T2), tako da jer

0" (T1, p1) — su* (T2, P2) = (2en (T4, P1) — %o (T2, P2)) Sy (T) (8)

ali kratko A4s,* = sy (Te) dxn. V pridujotem primeru je znan konéni tlak
Pz = 700 tor = 0,933 bar. Iz enatbe (8) izratunamo konéno temperaturo Ty, ki
nastopa v sp* (Te), oy (Te) in sy (T). Iz enadbe za izentropno spremembo ideal-
nega. plina T#/p* = konst., » = 1,4, izradunamo, da bi se suh zrak pri raz-
penjanju od tlaka 760 torov na tlak 700 torov ohladil od 20 °C na okoli 13 °C.
V naSem primeru se utekodini nekaj pare, zato se vlaini zrak ohladi manj.
Poskusimo s temperaturama 15°C in 17°C, ki sta med 13°C in 20°C:
52 (288 °K) = 185 J/st in s (290 °K) = 206 J/st. Z linearno interpolacijo poiéemo
temperaturo, pri kateri je s; = sy = 205 J/st. To je Te = 16,9 °C. Utekotini se
My (Xn (20 °C) — axn (16,9 °C)) = (0,01469 — 0,01310) kg = 1,6 g pare na kilogram
suhega zraka.
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Izpitno vpraSanje.* Nasi¢eno vlaZnemu zraku z 20 °C in 760 tori reverzi-
bilno adiabatno zmanj$amo tlak toliko, da pade temperatura na 10 °C. Koliko
vode se izlc¢i? KolikSen je konéni tlak? Tudi pri tem. poskusu se ohrani skupna
entropija. Ce ra¢unamo za maso vlaZnega zraka, v kateri je 1 kg suhega zraka,
lahko prevzamemo enacbo (8). Zadetna entropija sy = sp* (T, p1) = 205 J/st je
enaka kot pri prej$njem vprasanju. Toda tu ne poznamo konénega tlaka, ampak
konéno temperaturo Te = 283 °K. Iz (8) izratunamo kon&ni tlak pe, ki nastopa
v o (p2) in s (p2). Da ohladimo suh zrak z izentropnim razpenjanjem od
20 °C do 10 °C, moramo zmanjSati tlak od 760 tor na 674 tor. V naSem primeru
se utekoéini nekaj pare, zato je tlak nekoliko manj$i. Z naértovanjem sg
ugotovimo, da leZi pg med 580 tori in 600 tori. Z linearno interpolacijo med
s2 (580 tor) = 208 J/st in. sg (600 tor) = 195 J/st ugotovimo, da je se = sy = 205 J/st
pri tlakw p2 = 584 tor. Pri razpenjanju se utekoini m, (x, (760 tor) —
— Xn (584 tor)) = (0,01469 — 0,00996) kg pare, to je 4,7g na kilogram suhega
zraka.

(V tem primeru lahko v enaébo (8) uvedemo novo spremenl]wko' U =
= p1/(p2 — pPn (T2)). V novi obliki je enacba zelo primerna za iteracijo: Inu =
= 0,583 — 0,231 u. ReSitev: u = 1,32; pg = 584 tor.)

Diagrama h* (x) in s* (x). Hitreje lahko refimo navedene naloge grafi¢no.
V primerih, ko se ohrani entalpija, uporabimo diagram h* (x). Entalpija h*
je odvisna $e od tlaka p fin temperature T. Vendar postavimo p = p, =
= 760 tor = 1,013 bar. Temperaturo vzamemo za parameter in riSemo izoterme
(krivulje, ki ustrezajo konstantni temperaturi). Diagram ima dve obmocji.
V obmodju nenasifeno wvlainega zraka je x = (My/M;) pp/(p— pp). Strmina
izoterm je tu (Oh*/0x)r,p = hp = cpp (T — To) + qi (To). Konstantni drugi &len
je dosti vedji od prvega, zato so te izoterme skoraj vzporedne. V obmocju
megle je x = m/m,, kjer je m skupna masa vode in pare. Strmina izoterm
je tu (0h*/0x)r, p = hy = cpy (T — To). To je zelo malo v primeri s g; (To), &e
temperatura ni previsoka. Meja cbeh obmotij — rosi§¢nica — povezuje tocke,
ki ustrezajo nasi¢eno vlazZnemu zraku.

Ce bi risali diagram h* (x) v pravokotnem koordinatnem sistemu, bi bilo
obmotje nenasi¢eno vlaZnega zraka nepregledno stisnjeno obi os h*. Zato
riejo h* (x) v poSevnem koordinatnem sistemu. Abscisna os x je vodoravna,
ordinatno os pa zasulejo v negativnem smislu, tako da postane izoterma
nenasié¢eno vlaZnega zraka za 0°C vodoravna. Premica s konstantno entalpijo
h* = 0 ima tedaj (merjeno v pravokotnem koordinatnem sistemu) strmino
—qi (To). Druge premice s konstantno entalpijo so ji vzporedne. Vendar teh
premic ne riejo, saj iz diagrama ne Zelimo razbrati pravih vrednosti entalpij.

Uporabo diagrama h* (x) pokaZemo pri reSevanju vpraSanja 1! (Glej
s. 30!) V zadetnem stanju ustreza to¢ka 1’ nasi¢eno vlaZnemu zraku pri tempera-
turi TV = 10 °C in totka 1” nasi¢enc vlaZnemu zraku pri temperaturi T = 20 °C.
Obe tocki sta na rosi$¢énici. Pri meSanju v opisanih okoliS¢inah se chranijo
skupna masa zraka, skupna masa pare in vode in skupna entalpija:

m,; = myg +muy”, m= (mlzl,, Sz mzll/) x (Te) = Myt Lo (Ty) + Myy” X (Tll,)y
(may” + mu”) B* (T2) = ma’ k™ (T1') + mu” ha™ (T1")
Tu je T2 kon¢na temperatura. Totka 2, ki ustreza konénemu stanju, leZi na
zveznici 1’17, saj dobimo iz zgornjih enatb zvezo
(h* (T2) — hn™® (T)/(x (T2) — 2 (T1)) = (ha™ (T1") — ha™ (T1)) /(0 (T1))
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Razmerje, v katerem deli to¢ka 2 zveznico, je odvisno od razmerja med za-
Getnima masama: (x (Te2) — xn (T1))/ (@0 (T1”) — 2 (T2)) = Mi1//my”.

V naSem primeru postavimo kar mg = my”. Zato je totka 2 na sredi
med totkama 1" in 17 (sl. 1)- Ta todka leZi na izotermi za Tp = 15,4 °C v obmogju
megle. Iz razlike dx za tockol 2 in toc¢keo 2', ki ustreza nasi¢eno vlaZnemu zraku
pri temperaturi Te, sklepamo na maso utekolinjene pare. V naSem primeru
je Ax = 2z — a2’ = 1,9.10~%. Na 2kg suhega zraka se torej izlo¢i 0,38 g vode.

15°

10

1 1 L 1 ! !
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016 0,018 0,020

Sl. 1. Diagram h* (x). Debelo je narisana rosi$¢nica. Levo od nje so izoterme ne-

nasi¢eno vlaznega zraka, desno pa izoterme megle. Del obmod¢ja megle je oznaden

pikéasto. Na rosi§¢nici sta to¢ki 1’ in 17, ki ustrezata zatetnemu stanju. Zveznico med

njima razpolavlja to¢ka 2, ki lezi na izotermi za Te = 15,4°C. V preseéiséu te

izoterme z rosiS¢nico je tocka 2/, ki ustreza konénemu stanju. Razlika xg—axy =

= 0,00019, ki jo izmerimo na diagramu, da maso utekoéinjene pare na 1 kg
suhega zraka.

Diagram s* (x) je uporaben v primerih, ko se ohrani entropija. Pri h* (x)
smo lahko postavili tlak kar spotetka enak p,, saj se entalpija ohrani le, de je
tlak konstanten. Nasprotno je pri s* (x) tlak vaZen parameter, saj se spremeni
med poskusom. Strmina izoterm nenasieno vlaZnega zraka (0s*/0x)r,, = s;
je odvisna od tlaka in od razmerja x. Strmina izoterm megle (0s*/0x)r,, = s»
je neodvisna od tlaka in razmerja x. V diagram. so vrisane le izoterme za tlak
Do = 760 torov. Navzlic temu je diagram uporaben, saj lahko hitro ugotovimo
lego izoterm zaj druge tlake. Upostevamo, da se pri komstantni temperaturi
in konstantnem razmerju x spremeni entropija  s* za — (r; + xry) In (po +
+ 4p)/po, Ee se tlak p, poveda za Ap. Ta prispevek priStejemo pri izbranem x
v neki to¢ki izoterme za T in p, in dobimo ustrezno todko izoterme za T in
pot+ dp. V diagram je vrisana rosi§¢nica za tlak p,. Le-ta povezuje totke
izoterm za po, v katerih je x = xn (T, po). Poleg te so vrisane Se pomoZne
rosi$énice, ki povezujejo totke izoterm za po, v katerih je x = x, (T, po + 4p).
Vsakemu vlaku p, + 4p ustreza druga pomozna rosii¢nica. Rosi§énico pri nekem
tlaku dobimo, ¢e pomoZni rosi$¢nici za tisti tlak za vsak x pri§tejemo
— (rz + 2 7v) In (o + 4p)/Po. V diagram so vrisane tudi rosi$¢nice za iste tlake
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kot pomoZne rosi§énice. Tudi diagram s* (x) je narisan v poSevnem koordinat-
nem sistemu. Spremembe entropije As* = — (1, + xry) In (po + 4p)/p. veljajo
za kionstanten x in jih je zato treba risati v navpiéni smeri. .
Uporabo diagrama s* (x) si oglejmo pri reevanju vpraSanja 2! (Glej
s.30!) Tocka 1, ki ustreza zafetnemu stanju, je v prese¢i§éu rosis¢énice za po =
= 760 torov = 1 atm in izoterme za 20 °C in enak tlak. Entropija se ohrani, zato
sovpada tocka 2, ki ustreza konénemu stanju, s toc¢ko 1. Toda zdaj je ta totka na
izotermi za tlak pz = 700 torov = 0,92 atm in za neznano temperaturo To.
Totka 2 je pod rosiSénico za tlak pg, torej v obmodju megle. Skozi to¢ko 2 bi
morali narisati izotermo megle za neznano temperaturo Te. Strmina izoterm
megle pa je neodvisna od tlaka in za majhne temperaturne razlike pribliZno
neodvisna od temperature, vzamemo kar izotermo megle za 20 °C. To izotermo

0,7atm

0,8atm
30°

A, pgatn

10

N
o
?‘%’

0

2SSOSR N N

10°C

5%

| | — X

0 0,01 0,02

Sl. 2. Diagram s* (x). Debelo so narisane rosi§¢nice za nekaj tlakov. Levo od ro-
si$¢nice za tlak 1 atm je obmoéje nenasi¢eno vlaznega zraka pri tem tlaku (izoterme
nenasi¢eno vlaznega zraka so podaljSane Se Cez rosiS¢nico), desno pa obmodje megle
(pikéasto). PomoZne rosiSénice za nekaj tlakov so vrisane ¢rtkano. Tocka 1,2 v pre-
sedi§tu rosi$énice za tlak 1atm in izoterme za 20 °C ustreza zaletnemu in konénemu
stanju. S pikami in ¢érticami je narisana rosi$énica za tlak 0,92 atm. .V njenem
presetiS¢u z izotermo megle za 20 °C je totka 2. Razlika x;—xy’ = 0,0016, ki jo
izmerimo na diagramu, da maso utekodinjene pare na 1kg suhega zraka. V prese-
¢iSéu navpiénice (x = konst.) skozi 2’ in pomoZne rosi§¢nice za 0,92 atm (v diagramu
smo vzeli priblizno kar pomoZno rosi$¢nico za 0,9 atm) je izoterma za konéno
temperaturo Ty = 17°C.
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podaljSamo do rosi$¢nice za tlak ps in dobimg to¢ko 2'. Razlika Ax = xs — xo’ =
= 1,6.10~® kaZe, da se utekotini 1,6 g pare na 1 kg suhega zraka. Izoterma za T
in pz bi sekala rosiS¢nico za tlak pe v to€ki 2. Izoterme za pe niso vrisane,
zato na pomozni rosiS¢nici za ta tlak navpiéno pod totko 2’ poistemo totko 27,
Izoterma za tlak p, skozi totko 2” dolo¢a konéno temperaturo Ts = 17 °C. —
Rezultati, ki jih preberemo iz diagramov, so nekoliko manj natanéni.

Vprasanje.? Kolik3ni so razteznostni koeficient ter izoterma in adiabatna
stisljivost megle pri 760 tor in 25°C? Nasi¢eni parni tlak vode pri 25°C je
23,8 tor, izparilna toplota pri tej temperaturi pa 2,44.108 J/kg.

Ratunamo, da je masa vodnih kapljic v megli zanemarljiva. Upogtevamo
samo, da je zrak v megli ves ¢as nasiGeno vlaZzen. — Razteznostni koeficient
je B=V1(0V/0T),. Iz prve enatbe (1) izradunamo prostornino V =
= M, 73 T/(p — pn (T)) in jo odvajamo na temperaturo pri konstantnih tlaku P
in masi m, ter upoStevamo za dp./dT enacbo (2). Tako dobimo

B(T) =T7' + (p—pn)~t dpo/dT = T [1 + (qi/ry T) po/(p — Pu)] -
Vstavimo T = 298 °K’ in izparilno toploto q; = 2,44 MJ/kg ter nasi¢eni parni
tlak pn = 23,8 tor = 28,8 mbar pri tej temperaturi. Dobimo B = 5,3.10~% st1,
to je 1,58-kratno vrednost za suh zrak v enakih okoli§¢inah.

Izotermno stisljivost yr = —V—1 (0V/0p)r dobimo naravnost z odvajanjem
enacbe za V pri stalni temperaturi: yr = (p — pn)~L. To da y7 = 1,36.10~3 tor— —
= 0,987 bar~! ali 1,03-kratno vrednost za suh zrak v enakih okolii¢inah.

Ratun adiabatne (izentropne) stisljivosti ys = —V-1(0V/0p)s je dosti za-
mudnejsi. Najhitreje jo dobimo z ena¢bo ys/yt = cv/cp, ki je znana za idealni
plin xs = (cv/cp)/p = (xp)~'- Prepri¢amo se lahko, da velja ta enatba popolnoma
splo$no.t Za meglo je treba paé¢ vstaviti cy in ¢p iz enacb (4) in (6). Po za-
mudnem, a lahkem ra¢unu dobimo konéno:

28 = (e Py {1 + 2, [(1 — st )/(L — 2657 + (1 — 26,7 (qi/ry T — 1)2] pulp}/{1 +
[ —2)/(1—2p7™) — 2 + (1 — ™) (qi/rv T)2] (po/p) +
+ [1— (1 — %)/ — 557)] (pu/P)?).

Tu sta w: = cp/evs = 1,4 in #, = cpplevp = 1,33 razmerji specifiénih toplot za
zrak in za paro.” Rezultat pa ostane nespremenjen, ¢e vzamemo kar Ay =
= x%p = 1,4 in spustimo kvadratni ¢len v imenovalcu. Dobimo xs = 0,84 bar,
kar je 1,19-kratna vrednost izentropne stisljivosti suhega zraka v enakih
okolis¢inah. Hitrost zvoka v megli pri 25 °C je tedaj (1,192 ¢ = 0,917 c, &e je
¢ hitrost zvoka v suhem zraku pri tej temperaturi.

M. Hribar in J. Strnad
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DOMACE VESTI

KROZKI IN TEKMOVANJA ZA MLADE MATEMATIKE

Tudi letos je drustvo matematikov, fizikov in astronomov SRS organizi-
ralo krozke in tekmovanja za mlade matematike. V Ljubljani so predavali:

dr. Ivan Vidav — Simetrija v aritmetiki in geometriji

dr. Joze Graselli — Fibonaccijeva Stevila

JoZe Vrabec — Linearni vektorski prostori

dr. Anton Suhadolc — Diferenéne enacbe

Zvonimir Bohte — Ekstremi — Predavanje o studiju matematike

Franc Lebedinec — Pomen in metode opisne geometrije

Marjan Vagaja — Stevilski sistemi — Problem o zlatnikih — Matemati¢na

indukcija

Ivan Pucelj — Determinante in njihova uporaba

Janez Garbajs — Vektorji in njihova uporaba

Franc Dacar — Kompleksna §tevila

Izven Ljubljane so predavali:

V Kopru: dr. Alcjz Vadnal — Linearno programiranje
' Zvonimir Bohte — Ekstremi
dr. Anton Suhadolc — Diferen¢éne enacbe

V Celju: dr.Ivan Vidav — Simetrija v geometriji in aritmetiki
dr. Anton Suhadolc —- Diferenéne enacbe
Franc Dacar — Kompleksna §tevila

V nedeljo, 17.aprila 1966 je bilo v Ljubljani deseto republisko tekmo-
vanje dijakov srednjih %ol. Tekmovanja se je udelezilo 140 dijakov. V prvem
razredu je tekmovalo 50 dijakov, v drugem 29, v tretjem 31 in v cetrtem
razredu 30 dijakov. Od udeleZencev je bilo 6 iz tehni$kih Sol, drugi pa iz
gimnazij, in sicer: Ljubljana — 49, Nova Gorica — 20, Koper — 13, Skofja
Loka — 9, Maribor — 9, Celje — 9, Idrija — 7, Crnomelj — 6, Ptuj — 4,
Velenje — 3, Tolmin — 2, Trbovlje — 2, Novo mesto — 2, Kamnik — 2,
Ravne na Korogkem — 2.

V 2% ure so udeleZenci morali reSiti naslednje naloge:

I. razred

1. Dokazi, da je &tevilo 52nti 2n+2 4 gnt2 22nt+i deljivo z 19 za vsako
naravno Stevilo n!

2. Kroglice razdelimo na pet kupov. Iz prvega kupa vzamemo eno petino
kroglic in jih damo na drugi kup, nato vzamemo iz drugega kupa eno petino
kroglic in jih damo na tretji kup, nato damo eno petino kroglic iz tretjega
kupa na &etrti kup, potem eno petino kroglic iz Cetrtega na peti kup in
konéno eno petino kroglic iz petega kupa na prvi kup. Tako je na vsakem kupu
32 kroglic. Koliko kroglic je bilo na posameznih kupih v zacetku?

3. V enakokrakem trikoiniku poznamo viSino na osnovnico v in polmer
vértanega kroga . Izratunaj stranice trikotnika!

35



4. Na kraku BC enakokrakega trikotnika ABC lezi tot¢ka P. Krak AC
podaljSaj prek totke A do totke Q tako, da je AQ = BP. Daljica PQ seka
osnovnico AB v to¢ki R.

a) Dokazi, da je totka R srediS¢e daljice PQ!

b) Kje lezi totka R na osnovnici AB?

II. razred

1. Pois¢i vsa realna §tevila a in b, za katera je izraz (a + bi)® realen
in vetji od 27!

2. Dokiazi, da sta korena enacbe

6x2—3(@+b+ct+da+(ab+ac+ad+bc+bd+cd)=120

realna, ¢e so a, b, ¢ in d realna Stevila!

3. Nadrtaj trikotnik, ¢e pozna$ stranico ¢, polmer oértanega kroga r in
polmer vértanega kroga o!

4. V poljubni tristrani¢ni piramidi z ogliséi A, B, C, D potegnimo viSino
iz ogli§éa D na osnovno ploskev ABC in visino iz oglis¢a C na ploskev ABD!
DokaZi, da se ti viSini sekata tedaj in le tedaj, ¢e sta mimobeZna robova AB
in CD med seboj pravokotna!

III. razred

1. Doloéi vse korene (tudi kompleksne) enadbe
25 x? 74

G+2x)? 49
2. Dokazi, da je x = y = z = 1 edina reSitev enacbe
et R
z y x
¢e so x, ¥y in z naravna Stevila!
3. Dani sta razli¢ni pozitivni $tevili a in b. Ugotovi, katero od Stevil

a ! = b
Vg——]/a in ]/b—l/z

4. a) Izrazi vsoto kotov a in y s Stevili K, L, p, q, ¢e je

je vedje!

psinag + gsiny =K
pcosa—qcosy =L

b) Izratunaj plo§€ino Cetverckotnika, v katerem pozna$ stranice a, b,
¢, d in vsoto kotov a + .
c) Izpelji obrazec za ploséino tetivnega cetverokotnika!
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IV. razred
1. Z matemati¢no indukcijo dokaZi, da veljata neenacbi
Gnr<n! in (@Bn)!>n"
za vsako naravno Stevilo n!

2. V polkrog s polmerom R vértaj enakokrak trapez z najvedjim obsegom!
(Osnovnica trapeza je premer kroga.)

3. Elipsa v sredi§¢ni legi in parabola v temenski legi imata skupno
goriSte, premica, ki poteka skozi to¢ki A (5, 8) in B (—10, —1), pa jima je
skupna tangenta. V kolikem kotu se vidi iz skupnega goris¢a tisti del tangente,
ki lezi med obema dotikalis¢ema?

4. Trikotniku ABC vértamo krog. Dotikalii¢a tega kroga s stranicami so
ogli¥éa novega trikotnika A'B'C’. Koliko je razmerje plos¢in obeh trikotnikov,
de je polmer trikotniku ABC vértanega kroga enak o, ofrtanega kroga pa 7?

Tekmovalna komisija pod vodstvom univerzitetnega profesorja dr.Ivana
Vidava je podelila naslednje nagrade:
1. nagrada: Peter Legifa, 2. razred II. gimnazije v Ljubljani
Tomo Pisanski, 3. razred II. gimnazije v Ljubljani
2. nagrada: Andrej Bekes§, 4. razred gimnazije v Idriji _
Edvard Kramar, 4. razred gimnazije v Novem mestu
Svitan Gaborovié, 2. razred gimnazije Tabor v Mariboru
Andrej Peteln, 4. razred II. gimnazije v Ljubljani
Janez Sketelj, 4. razred gimnazije Ljubljana-Vi¢
Pohvale: Tomo Zitko, 2. razred II. gimnazije v Ljubljani
Vladimir Batagelj, 3. razred gimnazije v Kopru
Pavla Lah, 4. razred gimnazije v Kamniku
Peter Murko, 4. razred gimnazije v Ptuju
Milan Kladnik, 1. razred gimnazije v Idriji
Joze Majcen, 1. razred gimnazije v Trbovljah
Julij Savelli, 1. razred gimnazije v Novi Gorici
Janez Krugi¢, 1. razred gimnazije v Velenju.

Za zvezno tekmovanje v Beogradu so bili izbrani:

Pisanski Tomo

Beke§ Andrej

Kramar Edvard

Peteln Andrej

Sketelj Janez

Batagelj Vladimir
Na zveznem tekmovanju v Beogradu je bilo treba resiti naslednje naloge:
3. razred

1. Poi&&i cetverocifrno §tevilo, ki predstavlja popoln kvadrat in v katerem
sta prvi dve in zadnji dve cifri enaki!

2. Dokazi, da so prostornine tetraedrov, ki imajo en skupen trieder
v istem razmerju kot produkti robov s skupno to¢ko v vrhu tega triedra!

3. Doloéi vse vrednosti v intervalu 0 —2 s, ki zadoS¢ajo neenacbi
2 (cos? x — ]/5 sin? x) = (V§ —1)sin2x

37



4. Refi sistem: enadb
rtytz=1
ax +~ by tez=d
a?x+ b2y +ctz=d2
kjer so a, b, ¢ in d realni parametri in je |a|3=|b|, [b|==]|c|, |a|F]c]

5. Kroga K’ in K” se dotikata od zunaj, a njihova skupna zunanja
tangenta ima dotikaliS¢i A; in Ae. Oznaldi z E presek te tangente z notranjo
tangento skupno obema krogcma. Sredi$¢a oznadéi s Cq in Ca.

a) Dokazi, da je trikotnik C{ECs pravokotni!

b) Ako zavrti§ kroga K’ in K” skupno z odsekom A;Az okrog premice
skozi CiCp, opiSe odsek Aj;A; plai¢ prisekanega sto¥ca. Dolodi povriino M
tega plasca!

¢) Ako sta polmera krogov spremenljivki in je njihova vsota R; + Ry = a
(¢ = konstanta), dolo¢i maksimalno vrednost povrSine M!

4. razred,

1. Ako so a1, 22 in x3 koreni enatbe

23—1=0
ny

x} + x4 xf = xfx; + ) 4 2hay !

2. Ima$ tri ¢rne kroglice oSteviléene z 1 in tri érne oSteviléene z 2
in Se tri grupe po 6 belih kroglic ostevil¢enih zaporedno z 1, 2 in 3. Kroglice
mora§ razporediti tako, da so v nizu 9 kroglic tri ¢rne in Sest belih. Na
koliko nadinov lahko to naredi?

dokazi, da je

3. DokazZi, da ne moremo okraj$ati ulomek

3n-+1

2n2 +n

4. Naj bo x1 dolo¢eno, poljubno realno $tevilo in x mnozica takih realnih
Stevil, kjer je razlika

¢e je n naravno $tevilo!

|x—a | < —
a) Dokazi, da za vse totke x in x; v intervalu
0= (x1———1—, x1 +L)
100 100
razlika vrednosti funkecije sinx ni ve&ja od 1/100!
b) Ali moremo dolotiti za funkecijo sin x? dol%ino intervala, navedenega
pod a) tako, da je
| sin 22 — sin 4% | < 1/100 x inx €6
kjer je 8 interval kon¢ne dolZine in ni odvisen od izbire totke xi.
Peta naloga se glasi tako kakor peta naloga v tretjem razredu.
Od naSih tekmovalcev je zasedel Tomo Pisanski drugo mesto in je bil
tudi izbran za mednarodno matemati¢no olimpiado v Sofiji. Pohvaljena sta

bila Janez Sketelj in Vladimir Batagelj.
Stanko Ursié
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AKCIJA ZA USMERJANJE MLADINE PRI IZBIRI STUDIJA
NA VISOKIH SOLAH

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SRS, Institut za matematiko,
fiziko in mehaniko Univerze v Ljubljani, Matemati¢no fizikalni oddelek Fakul-
tete za naravoslovje in tehnologijo ter Nuklearni institut Jozef Stefan organi-
zirajo vsako leto v pomladanskih mesecih usmerjevalne akcije, ki naj srednje-
folsko mladino privabijo v $§tudij fizike in matematike, hkrati pa jo tudi
opozorijo na zahtevnost 3tudija, da bi s tem v ¢im vedji meri prepretili
$kodljive napacne odlogitve.

Letos je bila prva taka akcija ciklus predavanj iz fizike za srednjeSolce,
ki je bil na katedri za fiziko v Jadranski ulici. Vseboval je naslednja pre-
davanja: 17. III. Gibanja umetnih satelitov (dr. Franjo Dominko), 24. in 31. IIL
Osnove kvantne mehanike (dr.ing. Janez Strnad), 7. in 14. IV. Spektri zvoka
in svetlobe (dr. Ivan Kuséer), 14. in 21. IV. Natanénost, hitrost in avtomati¢nost
merjenj (dr. Anton Moljk), 5. V. Polarizacija (dr.ing. Mitja Rosina). UdeleZba
je bila zadevoljiva, proti koncu seveda manj$a kakor v zadetku, vendar
povpretek nekaj ¢ez sto. Predavatelji so se potrudili, da bi nafli strokovni
jezik, ki bi imel &im globlji odmev med mladino, ki je bila iz vseh razredov
srednjih %ol. To se jim je v veliki meri tudi posretilo. Hkrati pa so videli
poslugalci ob omenjenem programu tudi sliko fizike s teZje strani in bili tako
opozorjeni, da §tudij fizike in matematike ni lahak.

V nedeljo, 8. maja je bilo republisko tekmovanje mladih fizikov, ki ima
namen, da pokaZe, na kaki stopnji je znanje fizike po nasih Solah in s tem
tudi, kakSen nara$éaj lahko pri¢akujejo ustrezne visoke Sole v naslednjih
letih. Letos so dobile kak mesec pred tekmovanjem vse v postev prihajajode
%ole po nekaj izvodov Zbirke nalog iz fizike za srednjeSolce (kakih 380 nalog),
ki bi naj dale interesentom za tekmovanje pobudo za treniranje, $e drugim
dijakom, ki se zanimajo za fiziko, pa sredstvo za izpopolnjevanje. Tekmovanja
iz fizike se je udeleZilo 72 dijakov: v prvi skupini (mehanika) 31, v drugi
(toplota, nihanje in valovanje, zvok, optika) 17, v tretji (elektrika, atomika) 24.
7 gimnazij 59, s srednjih strokovnih Sol 13; fantov 63, deklet 8. Udelezenih 3ol
je bilo: gimnazij 15 (lani 10), strokovne $ole 4 (lani ni¢). Rezultati tekmovanja
so letos za spoznanje slab$i kot lani.

Naloge so bile naslednje:

I. razred

1. Koliko naj bo pri vodoravnem metu zadetna hitrost, da bo eno sekundo
po zadetku gibanja trenutna hitrost enaka dvakratni zacetni hitrosti?

2. O¢e in sin neseta na ramah 4m dolg in 10kp teZak homogen drog.
Spredaj stopa o¢e, 1 m droga moli pred njega in je na koncu obremenjen z bre-
menom Fi= 30kp. Na zadnjem koncu nosi drog sin, 1m pred njim je na
drogu drugo breme Fg = 60 kp. Koliko nosi ote, koliko sin?

3. Izradunaj hitrost, katere Zelezni¥ki vagon ne sme presedi, da se ne
prevrne, ako vozi po krivini s polmerom r = 200 m. Sirina tira je 1,435m,

zunanja tradnica le¥i 10 cm viSe od notranje, teZiSCe vagona pa je 1,8m
oddaljeno-od robov traénic.
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4. Vzmet razZene dva prvotno mirna vozitka v nasprotnih smereh po
vodoravnem tiru. Prvi vozitek tehta 2 kg in napravi pot 12 m, preden se ustavi.
Kolik$no pot prevozi drugi vozitek, ki tehta 3 kg? Koeficient trenja je za oba
vozicka enak 0,04.

II. razred

1. Koliko dela opravi 1kg zraka (20°C, 1 kp/cm?), &e se reverzibilno
adiabatno toliko raztegne, da se ohladi na —30°C? Specifi¢na toplota pri
stalnem tlaku je 1010 J/kg.st.

2. Dve enaki lahki vzmeti obesimo vitric, spodaj pa obe skupaj obreme-
nimo z uteZjo in to zanihamo gor in dol. Nato pa obe vzmeti sestavimo
zaporedno, na prosti konec obesimo isto ute? ter jo spet zanihamo gor in dol.
Kolik§no bo razmerje obeh nihajnih &asov?

3. Dva zvolnika sta 1m narazen. Eden oddaja ton s frekvenco 500 s1,
drugi pa 505s~1. V zelo veliki razdalji r od sredine med zvo¢nikoma stojita,
dva poslualca, eden na simetrali, drugi pa 20° vstran. Koliko kasneje kot
prvi sli$i utripe drugi poslugalec?

4. Na gladino ¢ m globoke vode (n = 4/3) pada vzporeden curek encbarvne
svetlobe z vpadnim kotom 53°. Gostota svetlobnega toka je 1 W/m2. 49 toka
se odbije, tok, ki prodre v vodo, pa oslabi na meter poti za 10 %,. Kolika je
gostota toka ob dnu?

II1. razred

1. Galvanski element, ki ima gonilno napetost 1,6V in upor 2 ohma,
je prikljuéen na 10 cm dolgo in 0,15 mm debelo Zico iz snovi s specifiénim
uporom 1 ohm.mm?2m. Napetost na 3cm dolgem odseku te Zice pomerimo
z voltmetrom, ki ima upor 10 ohmov. Kolik&no napetost kaZe voltmeter?

2. V homogenem magnetnem polju z gostoto 0,5 Vs/m2 se s frekvenco
20 57! vrti kroZen kovinski okvir z radijem 5cm in uporom 1ohm. Vrtilna
0s — eden izmed premerov okvira — je pravokotna na smer magnetnega polja.
Kolik$na je efektivna vrednost inducirane napetosti? S kolik$nim povpreé¢nim
navorom je treba vrteti okvir?

3. V vakuumu imamo ploiéat kondenzator s 5 cm razmaknjenima elektro-
dama, med katerima je napetost 100 V. Curek elektronov, ki ga spustimo med
-elektrodi, ima v razdalji 3cm od negativne plos¢e hitrost 6.109m/s in oklepa
z negativno ploS¢o kot 30°. Narisi, kako se curek ukrivi! Do katere razdalje
se curek pribliZa negativni plogdi?

4. S kolikno najmanjso napetostjo med elektrodama v elektrolizni celici
moremo elektrolizirati vodo? Pri seZigu tolikine mnoZine vodika, da dobimo
1kg vode, ki jo vtekod¢inimo in ohladimo na sobno temperaturo, se sprosti
toplota 16 MJ.

Nagrajeni: prva nagrada Andrej Detela, drugosolec z II. gimnazije
v Ljubljani; druge nagrade Janez Sketelj, cetrtofolec z gimnazije Ljubljana-Vig,
Drago Coklin iz 2b razreda Tehniske %ole za elektrotehnigko stroko v Ljubljani
in Drago Seliskar, drogofolec z gimnazije v Kranju; tretje nagrade Martin
Detela, cetrtofolec z II. gimnazije v Ljubljani, Stane Lenardi¢, &etrtogolec
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s I. gimnazije v Ljubljani, TomaZ Solmajer, tretjeSolec z gimnazije v Novem
mestu, France Bajt, tretjeSolec z gimnazije v Novi Gorici, Vladimir Batagelj,
tretjefolec z gimnazije v Kopru, Tone Jeretina, drugoSolec s I. gimnazije
v Ljubljani in Dragica Jelenc, drugoSolka z gimnazije v Skofji Loki.

Izmed nalog, ki so jih dobili tekmovalci, sta bili po dve taki, da sta bliZe
Solski praksi, po dve pa z nekaj ve&jo zahtevnostjo, tako da so imeli tekmo-
valei priliko pokazati tako svojo fizikalno izobrazbo kot svojo domiselnost.

Spektrum elaboratov je $irok: manj dobrih, precej srednjih, a dosti tudi
skoraj popolnoma praznih. Morda ne bi bilo napaéno, ¢e bi tudi pri nas
uvedli tekmovanja po Solah, kot imajo to po drugih republikah. Najbolje
kvalificirani s teh tekmovanj naj bi imeli pravico do udelezbe na republiskem
tekmovanju. Verjetno bi tako dobili za republigko tekmovanje ve¢ tekmovalcev
in najbrz tudi boljge. Pa tudi aktiviranje Sol bi bilo verjetno mocneje.

Tekmovanje je poleg zgoraj omenjenih ustanov in organizacij v wveliki
meri podprl republiski sekretariat za prosveto in kulturo. Za nagrajence je
priredil sprejem, ki so se ga udelezili nekateri prizadevni profesorji nagrajencev
in nekateri organizatorji.

Komisija za tekmovanje je odlodila, da imata po dva najboljsa iz vsake
skupine pravico do udelezbe na zveznem tekmovanju iz fizike v Beogradu.

Kot zakljudek celotne usmerjevalne akcije je bil 12. maja Se razgovor
o §tudiju fizike in matematike, na katerega so bili povabljeni vsi srednjeSolci,
ki Ze sedaj mislijo na $tudij fizike ali matematike. Clani matemati¢no fizikal-
nega oddelka dr. ing. Janez Strnad, dr. Ivan Kuscer, dr. Ivan Vidav in dr. Anton
Moljk so navzo¢ih 35 srednjesolcev informirali o tem, kaj naj bi prinesel
novicec s srednje $ole in kako naj si prizadeva, da bo to dosegel in obenem tudi
spoznal, ali je za ta $tudij ali ne, dalje kako poteka §tudij fizike in matematike,
in konéno, kak&ne moZnosti in dolZnosti ima matematik ali fizik po formalno
dovr§enem §tudiju. Osnovni ton med razgovorom je bil: Studij je zahteven,
kdor se ga loti, mora imeti nekaj talenta in dovolj delavnosti in vztrajnosti,
stvarno zakljuden pa ni $tudij nikdar, ¢e naj matematik ali fizik ostane kolikor
toliko sodoben.

F. Ahlin

ZVEZNO TEKMOVANJE MLADIH FIZIKOV

Kakor lani, je bilo tudi letos po konéanih republiskih tekmovanjih 22.V.
v Beogradu zvezno tekmovanje mladih fizikov.

Za tekmovanje so bile predvidene tri tekmovahne skupine z naslednjo
snovjo: -

1. skupina: mehanika, toplota,
2. skupina: elektrika, magnetizem,
3. skupina: optika, atomika.

Taka razdelitev snovi je po mnenju komisije e najbolje ustrezala programom
srednjih $ol v vseh delih drZave. Iz tekmovanja bi na ta nadin izpadli dijaki
1. razreda gimnazije na srbohrvatskem obmoc¢ju in v Makedoniji in dijaki
2. razreda gimnazije v Sloveniji, vendar so se smeli udeleZiti tekmovanja tudi
ti dijaki. Program tekmovanja je bil §e najmanj ugoden za slovenske tekmo-
valce, zlasti, ker je bilo ¢asa za priprave zelo malo.
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Po kljucu, ki je bil sprejet pred tekmovanjem, je odpadlo na Slovenijo
6 tekmovalcev. Republiska komisija je sklenila poslati na tekmovanje naslednje
dijake: Graga Cokana, Andreja in Martina Detela, Janeza Sketlja, Draga Se-
ligkarja in TomaZa Solmajerja. Tekmovalcem je bilo prepusceno, da se po
lastni presoji tekmovanja udeleZijo ali ne in si sami izberejo tekmovalno
skupino. Od predlaganih tekmovalcev se le Sketelj ni udeleil tekmovanja.
A. Detela, D. Seliskar in T. Solmajer so tekmovali v 1. skupini, D. Coklin in
M. Detela pa v 2. skupini.

-Naloge: 1. tekmovalna skupina

1. Iz vlaka, ki se giblje premo enakomerno s hitrostjo ,2km/h vrzemo
pravokotno na smer gibanja vlaka v vodoravni smeri kamen z zadetno hitrostjo
1m/s. Na katerem mestu in s kolikino hitrostjo pade kamen na tla, ¢e ga
vrZzemo iz viSine 3 m?

2. Plostici z masama m; in mp sta povezani s proZno vzmetjo kot je
prikazano na sliki 1. S koliksno silo je treba zgornjo plodtico potisniti navzdol,
da se bo spodnja plo§¢ica pri raztegnitvi vzmeti odlepila od tal?

Slika 1

3. Krogla plava na meji med oljem z gostoto 0,9 g/fcm? in Zivim srebrom
z gostoto 13,6 g/cm?® tako, da je polovica krogle v olju, polovica pa v Zivem
srebru. Kolik$na je gostota krogle?

4. Toplotno izolirano posodo, v kateri je v zaéetku voda pri 0°C v ravno-
vesju s svojo paro, izérpavamo tako, da sproti odstranjujemo novo nastalo
paro. KolikSen del vode izpari, preden preostala voda zmrzne? Izparilna toplota
vode pri 0°C je 607 kcal/kg, talilna toplota ledu pa je 83 keal/kg.

2. tekmovalna skupina

1. Po tenkem obro¢u z radijem r je enakomerno porazdeljen naboj +q.
V veliki razdalji od obro¢a je na osi obrota kroglica z maso mi in nabojem —q.
S kolikSno hitrostjo prileti kroglica skozi sredidte obroa, ¢e se potem, ko jo
spustimo, prosto giblje?

2. V veliki razdalji se nahajata dve izolirani kovinski krogli: prva z ra-
dijem 10 cm ima napetost 7,2kV, druga z radijem 2 cm pa napetost 9 kV proti
zelo oddaljenim stenam. Krogli zveZemo s tanko kovinsko Zico. Koliksna je
kon¢na napetost? KolikSen naboj se pretodi z ene krogle na drugo in v kateri
smeri? KolikSno je opravljeno delo? Medsebojne kapacitete krogel in kapaci-
teter Zice ne upoStevaj!
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3. Pri napetosti 220 V med sponkama kuhalnika je mo¢ kuhalnika 300 W.
Ko priklju¢imo kuhalnik na omreZje z gonilno napetostjo 220 V, dela kuhalnik
z modjo 250 W. Kolikina je mo&, ¢e prikljuéimo na omreZje paralelno dva
taka kuhalnika?

4. Kratko sklenjena tuljavica z zanemarljivim uporom, induktivnostjo L
in polmerom r se nahaja v dolgi tuljavi z osjo vzporedno osi dolge tuljave.
Z elektri¢nim tokom vzpostavimo znotraj dolge tuljave magnetno polje z go-
stoto B. KolikSen tok se pri nastajanju polja inducira v mali tuljavi?

3. tekmovalna skupina

1. Tanka konveksna leta in konkavno zrcalo sta staknjena skupaj kot
ka¥e slika 2. Sistem daje za nek predmet, ki se nahaja na optini osi, dve
realni sliki v razdaljah 50 cm in 10 cm od zrcala. KolikSna je goriSta raz-
dalja leCe?

Slika 2

2. Pravokotno na optitno mreZico pada natrijeva svetloba z valovno
dolzino 0,589 u. Pod kotom 10°11" proti pravokotnici na mreZico dobimo
uklonski maksimum 3. reda. Kolik$na je konstanta mreZice? Katerega reda je
najvesji uklonski maksimum, ki ga lahko dobimo s to mreZico?

3. KolikSen je radij osnovnega tira elektrona v atomu vodika? (Izpelji
po Bohrovem modelu atomal!) Kolik$na je frekvenca kroZenja elektrona?

4, Mase devterona, protona in nevtrona so po vrsti: 2,01355, 1,00728 in,
1,00867 a.m.e. Kolik¥na sme najve¢ biti valovna dolZina svetlobe, ¢e naj Se
povzroéi razpad devterona?

Skupaj se je tekmovanja udeleZilo 38 tekmovalcev, od tega najvet v prvi
skupini. Tekmovalci v prvi in tretji skupini so uspesno reSevali zadane naloge
(vet kot 50 %o re¥enih nalog), v drugi skupini pa je bil rezultat slabsi, deloma
najbr tudi na ragun nekoliko nenavadnih nalog.

0Od slovenskih tekmovalcev je D. Seliskar v svoji skupini dosegel 2. mesto
in dobil 2.nagrado, A.Detela in T. Solmajer pa sta bila pohvaljena.

Ob tekmovanju je komisija izdelala predlog pravilnika za nadaljnja
tekmovanja mladih fizikov in zlasti razpravljala o tem, kako &imbolj vskladiti
program tekmovanja z razliénimi programi pouka fizike v srednjih Solah.
Predlog pravilnika in programa bodo dobile republiske komisije v razprav-
ljanje, dokonno pa naj bi bila sprejeta na naslednji seji zvezne komisije.
Sklenjeno je bilo tudi, da bo tekmovanje prihodnje leto v Zagrebu.

: M. Hribar
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UTRINEK

STATISTIKA IN VOJSKOVANJE

Vrsta sestavkov s podobnimi naslovi se je zadela sorazmerno resno med
novicami,* nato pa je za$la na spolzka tla ugibanj in med utrinke.** Zares je
koli¢ine, ki nastopajo v zadnjih dveh sestavkih, nemogoce enolitno definirati
in objektivno meriti. Zaradi tega so zakljutki dostikrat odvisni od izhodiged
avtorjev ali celo od Zelje, da bi dokazali ali ovrgli kako »teorijox. Navzlic tem
resnim pomislekom pa so nekatera »dejstva« zanimiva. Ce ostanemo, kolikor
je moZno, pri pravih dejstvih, tudi otitek neobjektivnosti zgubi ostrino. Seveda
ng smemo posploSevati.

S statistiko vojn se je dosti ukvarjal L. F. Richardson. Obdelal je vojne
z veC kot 7000 Zrtvami v letih od 1820 do 1929. Najprej poglejmo &asovno po-
razdelitev!! PreStejmo leta (v 7, = 110 letih od 1820 do 1929), v katerih ni
izbruhnila nobena vojna, leta, v katerih je izbruhnila 1 vojna, 2 vojni itd.!
Pridemo do take razpredelnice

4 vet kot 4
1 0

Stevilo vojn na letor 0 1 2
Stevilo let n 63 35 9

N W

Gl

02t

It

"7 3 & 5%

Slika 1

Na sl. 1 je narisana porazdelitev relativnega Stevila let (n/n,) po Stevilu vojn, ki
so izbruhnile na leto (r). Poleg navedenih vrednosti je vrisana ¥e ustrezna
Poissonova porazdelitev exp (— ) r/r, kjer je r = 0,57 povprecno Stevilo vojn,
ki so izbruhnile na leto. (Poissonova porazdelitev je zaradi risarskih razlogowv
narisana kot gladka krivulja, ¢eprav je v resnici porazdelitev diskretna. Ujema-
nje je presenetljivo. Na Poissonovo porazdelitev naletimo tudi pri porazdelitvi
sunkov Casovnih razmikov po Stevilu v $tevcu, ki zaznava npr. Zarke B iz kake
radicaktivne snovi.

Kako je is Stevilom drZav, ki so bile zapletene v kako vojno? Izmed
71 vojn iz nekoliko razfirjene prej$nje skupine sta bili v 42 primerih zapleteni
dve drzavi (ali dve skupini v drZavljanski vojni), v 24 primerih tri (ena proti
dvema) in samo v petih primerih ved dr¥av.? Richardson je primerjal to
z istoasnimi trki dveh, treh in ve¢ molekul v plinu in je od tod dobil celo

* Statistika in jezikeslovje. Obz. mat. fiz. 8, 175 (1961).
** Statistika in znanost. Obz. mat. fiz. 11, 92 (1964).
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pobudo za svoje delo o verjetnosti trkov med ve&jim Stevilom molekul. Med
molekulami in drzavami pa so vendarle razlike, saj je pri slednjih treba
upostevati zemljepis. Pokazalo se je, da je zveza (»priblizna sorazmernost«)
med $tevilom vojn, v katere se zaplete kaka drZava v dolotenem Casu, in Ste-
vilom. sosedov. Morje se upofteva kot meja z manjSo uteZjo.

Richardson je ugibal o vojnah tudi z enatbami.? Postavil je diferencialni
enatbi da/dt = kx’ —ax + b in da’/dt = ke — ax’ + b. Tu je x »napadalnostc,
pribli¥na mera zanjo je kar viina letnega vojaSkega proratuna, k koeficient
»obrambe«, a koeficient »nasprotovanja vojaSkim izdatkom« in b koeficient
sneizpolnjenih ozemeljskih zahtev«. Simboli brez értice se nanaSajo na izbrano
dr¥avo, simboli s értico pa na sovraZno drZavo ali na vso okolico, k, a, b so
misljeni pozitivno, lahko se od drzave do drZave in s &asom spreminjajo,
priblizno pa jih moremo vzeti za konstantne. Enatbam bi ¢lovek morda Se
nasedel kot linearnemu priblizku, tudi splo$ni diskusiji reSitev. Zelo dvomljiva
pa je njihova veljavnost v posameznem primeru, saj navedene koli¢ine niti niso
zanesljivo definirane. Med »dokazi« o veljavnosti navaja Richardson tole: &e
enadbi seftejemo, se pokaZe, da mora biti odvod d (x + x')/dt linearna funkcija

222 W 26108 e

Slika 2

x + x’. Kot kaZe sl. 2, je to za vi§ino vojaSkih proratunov Francije in Rusije
skupaj (x) in Nemd&ije in Avstroogrske skupaj (x") v letih pred prvo svetovno
vojno lepo izpolnjeno. Vendar bi se dalo videti v tem samo Se en zgled za
seksponentni zakon«.** Morda imajo te enatbe kakega pristasa — zelo verjetno
pa se prav nihée ne ravna po njih.

Literatura
Richardsoh: Distribution of Wars in Time. Nature 155, 610 (1945).

*L.F.
2 T, F. Richardson: Chaos, International and Intermolecular. Nature 158, 135 (1964).
3 1. F. Richardson: Arms and Insecurity. London (Stevens), 1960, s.32.

J. Strnad
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NOVE KNIJIGE

MANUALIA UNIVERSITATIS STUDIORUM ZAGREBIENSIS so se
obcgatila z novim zajetnim delom. To je dolgo pri¢akovana Visa algebra, ki jo

vvvvv

knjiga« v Zagrebu.

Algebra je eno od temeljnih poglavij, ki jih mora obvladati med $olanjem
bododi matematik pa tudi v matematiéni izobrazbi drugih strokovnjakov postaja
algebra vse pomembneja. Avtor obravnavanega dela se prav dobro zaveda
Sirckega pojmovnega in prakti®nega pomenal algebre, saj pravi %e v uvodu:

Cilj je djela da se studentu i drugim korisnicima pru¥i osnovni algebarski
materijal kako bi se s njim mogao slufiti u raznim drugim oblastima unutar
matematike i van matematike.

Naime, razvitak nauke i tehnike u vezi je sa sve veéom potrebom matema-
tickog aparata uopce, a algebarskog mapose pa su spregovi izmedu mnauke i
tehnike s jedne strane i matematike s druge strane u medusobnom vrlo plodo-
tvornom  korisnom djelovanju. Pri tom, algebra i algebarske metode imaju
venredno vaZnu ulogu pa smo svjedoci na kako se sve novim oblastima Ljudske
djelatnosti otitava povezanost s matemitiékim rasudivanjima i metodama. Od
prirodnih, ekonomskih, socijalnih i humanih nauka pa do teorije igara, strate-
gije, strojeva, teorije jezika, informacije, nastave i kibernetike, svuda su nikle
ili su u zaletku matematicke metode uopce i algebarske strukture posebno.

Posebno, svako odvijanje u prirodi i u mislima nosi pojedine matematidke
i algebarske pravilnosti; odatle i potreba da se razrade pojedine matematicke,
odnosno algebarske strukture. Broj tih struktura naravno neprestano raste, no
u tom nastajanju neke su tekovine (npr. broj, vektor, tenzor, grupoid, grupa,
prsten, vektorski prostor, tijelo, linearni operator, uredenost, relacije) dobro
zacrtane.

Nastojao sam da ti pojmovi budu jasno obradeni. Grupama i matricama
posvelena je osobitn painja. Takoder sam mastojao da numeriékim izraduna-
vanjima i konkretnim situacijamae bude dena odgovarajuéa vazZnost,

Siroko zasnovano delo obsega v dveh knjigah 1380 + 30 strani. Razdeljeno
je v tri dele. Prva dva dela predstavljata osnovno besedilo knjige in imata
skupaj 35 poglavij:

1. Algebra logike — 2. Algebra skupova — 3. Algebra funkcija — 4. Vrste
brojeva — 5. Algebarske jednadZbe stupnja 1, 2, 3, 4 s jednom nepoznanicom —
6. Kolo ili prsten cijelih racionalnih brojeva — 7. Kolo ili prsten algebarskih
polinoma — 8. Uvod u sisteme linearnih jednadzbi. Pojam rjeSenja — 9. Sistemi
linearnih jednadZbi s opéim koeficientima — 10. Provi uvod u radun matrica —
11. Determinanta zadane matrice. Glavna svojstva determinanatea — 12. Kra-
merov teorem. Inverzija matrica — 13. Sistem homogenih linearnih jednadgbi.
Linearna matri¢na jednadZba s jednom nepoznanicom matricom — 15. Rang
matrice — 16. Kvadratne forme. Hermitske forme. Bilinearne forme — 17. Teo-
rija grupa — 18. Korijeni jedinice. Dijeljenje kruga. Provilni n-vrhovi —
19. Simetriéne funkcije — 20. O eliminaciji. Rezultanta. Diskriminanta —
21. Transformacije jednadZbi — 22. Kongruencije viseg stupnja — 23. Nekoliko
karakteristicnih slufajeva uw kojima se pojavljuju matrice — 24. Matriéne
funkcije. Minimalni matriéni polinomi — 25. Metrika u linearnim prostorima
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— 26. Linearni operatori — 27. Karakteristi¢ni polinom. Svojstvene vrednosti —
28. Ortonormirane matrice — 29. Rjeenja zadane jednadZbe prema zadanoj
oblasti brojeva — 30. Linearno programiranje — 31. Numericko ili pribliZno
rjeSavanje jednadibi i nejednadZbi — 32. Neke algebarske strukture —
33. Predstavljanje (reprezentacija) algebarskih struktura — 34. Algebra tenzora
— 35. Historijat algebre.

V. tretjem delu pa so:

1. RjeSenja nekih zadatake — 2. Literatura — 3. Abecedni popis imena
— 4. Pregled oznake — 5. Abecedni sadrZaj — 6. NerijeSeni problemi.

Prva §tiri poglavia vsebujejo nekaj splofnih pojmov in nekaj elementarnih
dejstev iz matemati¢ne logike, teorije mnozic, algebre funkcij in iz aritmetike
kompleksnih Stevil.

Peto poglavje obravnava na elementaren naéin enatbe prve, druge, tretje
in etrte stopnje, $estol poglavje (ki posega v teorijo Stevil) govori o kolobarju
celih $tevil, sedmo pa o kolobarju polinomov.

Naslednjih deset poglavij gradi osnovne pojme linearne algebre. Izhaja
iz preprostih primerov refevanja sistemov linearnih enacb in se po ra¢unanju
z matricami, determinantami in vektorji povzpne k sploS$ni teoriji lineranih
strutur. Sestnajsto poglavie, zadnje v tej skupini, obravnava kvadratne in poli-
linearne forme.

ObseZno sedemnajsto poglavje zajema vse, kar sodi v temelje teorije grup.

Stiri nadaljnja poglavia se ukvarjajo z algebrskimi enatbami visjih
stopenj, dvaindvajseto pa s kongruencami visjih stopenj.

Tu je konec prvega dela.

Drugi del se najprej vrne k linearni algebri (poglavja 23.—28.). Tu obrav-
nava zvezo med matrikami in linearnimi transformacijami, podobne matrike,
problem lastnih vrednosti, karakteristiéni polinom, normalne oblike matrik,
funkcje matrik in nekatere posebne matrike.

Druga skupina poglavij (29.—31.) je posvetena numeriénim in grafi¢nim
metodam, linearnemu programiranju in nomografiji.

Dvaintrideseto poglavje obravnava nekatere algebrske strukture Najveé
govori o kolobarjih in obsegih. Ob rajirjanju obsegov poseZe v osnove Ga-
loisove teorije enacb. V kratkem zapisu se dotakne linearnih prostorov in
algeber, obse’neje se ustavi ob Boolovi algebri, beZneje pa ob univerzalnih
algebrah in urejenih strukturah. Nazadnje omeni Se normirane strukture s pri-
meri iz teorije Stevil (p-adska Stevila) in iz funkcionalne analize (Banachov
prostor, Banachova algebra).

Triintrideseto poglavje obravnava v bistvu le upodabljanje (ponazoritev,
reprezentanco) konénih grup, to je tisti del teorije, ki je izvedljiv s samimi
algebrajskimi pripomo¢ki. "

Predzadnje poglavije govori o tenzorski algebri, zadnje pa podaja kratek
zgodovinski prerez 'algebre.

Pred bralcem Tise algebre se tako odpira Siroka, epsko zasnovana pano-
rama algebre, izdelana v skrbni mozai¢ni tehniki. Avtor je vsak drobec svojega
mozaika tako izbrusil, da je branje vseskozi lahko in zanimivo. Izbor snovi je
tako $irok, da bo lahko zadovoljil $tudenta in profescrja pa tudi tehnika in
ekonoma, ki rabita algebrajski aparat pri svojem delu. Posebna odlika knjige je
tudi obilica posreteno izbranih nalog.
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Enciklopedijska Sirina vzbuja vselej dolodene pomisleke, za katere pa
velja omejitev »de gustibus«. Gre za dve vpraSanji: ali je snovi preve¢ ali je je
premalo. Na primer: poglavje o konéno dimenzionalnih algebrah bi bilo lahko
obseznejSe, vsaj omenjene bi bile lahko Liejeve algebre. Ce pa sodijo ta
poglavja drugam, ne v vi§jo algebro, bi z njimi vred lahko izostala tudi upodo-
bitev konénih grup pa $e ta ali ona malenkost iz funkcionalne analize. Homo-
loBka algebra bi lahko tu in tam vplivala na matematiéni jezik dela, ¢e Ze ne
sodi v vsebino. .

Prepri¢ani smc lahko, da bo novo delo profesorja D. Kurepe uébenik,
prirotnik in enciklopedija ViSa algebra, na$lo zadovoljne bralce tudi v slo-
venskem prostoru.

F. KriZanié¢

J. Graselli: Osnove teorije Stevil. Mladinska knjiga. Zbirka Sigma. Ljub-
Ijana, 1966. Strani 152.

Knjiga je razdeljena na Sest poglavij. V prvem obravnava avtor deljivost
in faktorizacijo celih stevil, nekatere Stevilskoteoreti¢ne funkcije in reSevanje
linearnih enacb s celimi $tevili. Drugo in tretje poglavje govorita o kongruenci
Stevil, o linearnih in vi§jih kongruencah, o Fermatovem, Eulerjevem in Wilso-
novem izreku. Cetrto poglavije je posvedeno kvadrati¢nim kongruencam, last-
nostim kvadratov in nekvadratov ter reciprocitetnemu zakonu. Peto poglavie
govori o primitivnih korenih in indeksih. Zadnje poglavije pa obravnava izra-
Zanje naravnih $tevil z vsoto dveh in &tirih kvadratov, razdruZevanje naravnih
Stevil in dokaz van der Waerdenove trditve.

Teorija §tevil je znanost, ki raziskuje lastnosti naravnih oziroma celih
Stevil. Njeni izsledki se dajo pogosto izraziti z razmeroma preprostimi pojmi,
tako da so razumljivi tudi bralcu brez posebne matemati¢ne izobrazbe, dokazi,
ki so sicer kristalno &isti, pa po navadi niso preprosti. Prav zaradi tega je bila
teorija Stevil od nekdaj zelo mikavna. Veliko je v njej takih problemov, ki so
tudi laiku razumljivi, ki pa jih kljub naporom najveéjih matematikov doslej
niso 3e resili. Pri reSevanju teZjih problemov sega teorija Stevil pogosto po
pripomoc¢zkih iz matemati¢ne analize, predvsem iz funkcijske teorije.

V slovenskem jeziku obravnava teorijo Stevil knjiga prof. J. Plemlja:
Algebra in teorija Stevil, ki je pred leti izila pri SAZU. Vendar ta knjiga ni
elementarna in za srednjeSolce teZje dostopna. Delo J. Grassellija pa je elemen-
taren uvod v teorijo 3tevil, ki je brez posebnega truda dostopen tudi zadet-
nikom. Avtor se je omejil na tista podroéja, ki jih je mo¢ obravnavati z ele-
mentarnimi metodami in kjer so tudi dokazi %e razmeroma preprosti. Izjema
je dokaz van der Waerdenove trditve, ki je na koncu knjige. Na tem primeru
se lahko bralec prepri¢a, kako so nekateri dokazi v teoriji &tevil izredno za-
pleteni, ¢eprav so elementarni.

Knjiga je pisana preprosto, jasno in lahko razumljivo. Z veseljem jo
bo vzel v roke vsak, ki ga kolitkaj zanima to prelepo podro&je matematike.

1. Vidav

48



N =

e
N -

14.
15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.

22.

23.
24.
25.
26.
21.

28.
29.
30.
31.
32.
33.

34.
35.
36.
37.
38.

39.
40.

41.
42,

43.
44,

e L Asgkw

SEZNAM REV1J, ZA KATERE POSILJAMO »OBZORNIK« V ZAMENOQO

. UKRAINSKIJ matemati¢eskij Zurnal. Izd-vo Uk. SSR, Kiev.
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. Revista de la Union matematica Argentina y de la Asociacion fisica Argentina.

Buenos Aires. Casila de Correo 3588.
Publications de l’institut mathematique. Belgrade.

. Pokroky matematiky, fyziky a astronomie. Praga.
. Osaka journal of mathematics. Osaka university. Department of mathematics.

Osaka.
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OBVESTILO

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SRS ima v zalogi vedje
Stevilo kompletnih letnikov oz. posameznih Stevilk revije »Obzornik za matema-
tiko in fiziko«. Le-te lahko dobite do vkljuéno osmega letnika po zniZani ceni
v Matemati¢éni knjiznici v Ljubljani, Trg revolucije 11. V zalogi imamo &e
naslednje letnike in $tevilke:

I

II
III
v
v
VI
VII
VIII
IX
X
XI
XII

1951,
1952,
1953-54,

« 1955-56,

1956-57,
1957-58,
1960,
1961,
1962,
1963,
1964,
1965,

2’ 3’ 4’

2,
1, 2-3, 4, 5-6, C (celoten)
1, 2, 3, 4, C

47

2, 3, 4,
1,234 C
1,2 3,4 C

2, 3, 4,
1,234 C
1,234 C
1,234 C

Do vkljuéno 8. letnika stane letnik 1,20 N. din, posamezna S§tevilka
0,30 N. din; 9. in 10. letnik stane 4 N. din, $tevilka 1,20 N. din; 11. in 12. letnik
pa stane 5 N. din, posamezna §tevilka 1,50 N. din.

Obzornik za matematiko in fiziko izhaja vsak tretji mesec. Izdaja ga Drustvo
matematikov in fizikov SRS. Urejajo ga: R. Blinc, Z. Bohte, P. Gosar, F. KriZani¢,
I. KusScéer, A. Moljk, N. Prijatelj, J. Strnad, S. Ur$i¢, I. Vidav. Odgovorni in tehniéni
urednik: F. Kvaternik. Upravo vodi F. Kvaternik. — Tiska tiskarna Ljudske
pravice v Ljubljani. — Naro¢nina je: za S$tudente 4 N-din, za zasebnike 5 N-din,
za Sole 10 N-din, za ustanove in podjetja 20 N-din. Cekovni ra¢un Obzornika je

503-608-314.

Dopise posiljajte in list narodajte na naslov:
Obzornik za matematiko in fiziko, Ljubljana, podtni predal 227.



