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0 POJMU ODVODA V ALGEBRI
JOZE GRASSELLI

SeStevanje in mnoZenje scdita med najbolj preproste matemati¢ne opera-
cije. V nekem smislu se s Studijem teh dveh operacij ukvarja teorija kolobarjev,
ki spada v algebro, obseZno in za vsa poedroéja matematike pomembno disci-
plino. Kot je znano, je kolobar mnozica poljubnih elementov, v kateri sta
definirani dve operaciji, seStevanje in mnoZenje. Obe operaciji sta asociativni,
med sabo pa povezani po distributivnostnih zakonih. Nadalje je seStevanje
komutativno in enac¢ba ¢ + u = b je enoli¢no resljiva za vsak par elementov a, b.
Neviralen element za seStevanje bomo oznaéili z niélo. Torej je « + 0 =a
za vsak element a kolobarja. Neviralen element za mnoZenje imenujemo
encta in ga zapisujemo s §tevilko 1. Zna&ilno za enoto je torej, da
velja za wvsak element « iz kolobarja enatba a.l=1.a = a. Vsak ko-
lobar vsebuje element ni¢. Z enoto pa je drugace. Nekateri kolobarji jo
imajo, drugi ne. V kolobarju z enoto moremo uvesti pojem regularnega
elementa. Element e se imenuje regularen, ¢e je v kolobarju takSen element b,
da velja enaba ab = ba = 1. Element b imenujemo potem inverzen k a in
pisemo zanj a~l.

Za mnoZzenje v kolobarju komutativnost ni zahtevana. Zato sta v sploSnem .
produkta ab in ba razlitna. Ce pa za vsak par elementov @, b velja ab = ba,
je kolobar komutativen. MnoZica celih Stevil je Ze zgled komutativhega ko-
lobarja. Tudi skupnost vseh polinomov s celoftevilénimi koeficienti je komuta-
tiven kolobar. Prav tako mnoZica vseh zveznih funkcij. Vse dvovrstne matrike
tudi ‘sestavljajo kolobar, ki pa ni komutativen. Vsi ti kolobarji so z enoto.
Zgled komutativnega kolobarja, ki nima enote, je mnoZica vseh polinomov
s celimi koeficienti, enakih ni¢ za x = 0. V naslednjem bomo imeli opraviti le
s komutativnimi kolobarii. ' |
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Obrnimo se zdaj k odvajanju, v primeri s sedtevanjem in mnoZenjem
ni¢ manj temeljni matemati¢ni operaciji! Ogledatl si hoctemo, kako se da
odvod formalno vpeljati v kolobar.

Omenili smo Ze, da je mnoZica vseh polinomov s celimi koef1c1ent1
kolobar. Odvod vsakega polinoma s celimi koeficienti je spet polinom s celimi
koeficienti. Z odvajanjem imamo torej v tem kolobarju vsakemu polinomu
prirejen en sam polinom iz istega kolobarja. Ce zaznamujemo polinom s érko a
in njegov odvod z a’, nam odvod v kolobarju polinomov definira neko upodo-
bitev tega kolobarja vase. Namreé¢ tako, da je vsakemu polinomu prirejen kot
slika njegov odvod: a — a’. Ta upcdobitev pa ni ¢isto neodvisna od seStevanja
in mnoZenja. Zaradi pravil o odvodu vsote in produkta velja pri dob13en1
upodobitvi: ¢ + b—a +b in ab—-a'b+ ab’



V obravnavanem zgledu je odvajanje obenem upodobitev kolobarja vase
z dolotenimi lastnostmi. To dejstvo hotemo uporabiti pri opredelitvi odvajanja
v poljubnem kolobarju. Naj bo R kolobar. Odvajanje v R je upodobitev, ki
enclitno prireja vsakemu elementu a€R kot sliko element ¢ eR tako, da je

L@+b)=a+0
II. (ab) = «’b -+ ab’

Komutativen kolobar, ki vsebuje enoto in je v njem definirano odvajanje,
imenujemo diferencialni kolobar. Element ¢, ki ga pri odvajanju dobimo kot
sliko elementa a, je odvod elementa a. MoZno je, da imamo v kolobarju vet
razliénih odvajanj. V kolobarju polinomov je npr. eno odvajanje obitajno
odvajanje, neko drugo odvajanje pa dobimo, de vsak polinom preslikamo v 0.
Ako v istem izrazu nastopa odvod veCkrat, ga je seveda treba povsod vzeti
glede na isto odvajanje. Ker nas v nadaljnjem odnosi med razli¢nimi odvajanji
v istem kolobarju ne bodo zanimali, bomo vzeli, da ima diferenciaini kolobar
eno samo odvajanje. Kar bomo ugotovili zanj, velja tudi za vsako drugo
odvajanje. , '

Iz definicije diferencialnega kolobarja hitro dobimo nekaj preprostih
ugotovitev, Takoj vidimo, da je vsak element v diferencialnem kolobarju
neskonénokrat odvedljiv. Ce je namreé a €R, je a’ € R. Zato je tudi (a') € R.
Pif§imo za ta element ¢” in ga imenujmo drugi odvod elementa a. Torej je
a” € R. Ce ta postopek nadaljujemo, dobimo, da je za vsako naravno 3tevilo n
element a(™ ¢ R, . - L

Po lastnosti II najdemoc (¢¥) = a'a + ae’ = 2¢ad’. S popolne indukeijo
ugotovimo, da velja za vsako naravno Stevilo n obrazec

(a®) = na™1a'

Potenco odvajamo torej v diferencialnem kolobarju na isti nac¢in kot v na-
vadnem smislu. Seveda je veljavnost obrazca omejena tukaj na naravne n.

Poglejmo, kaj je odvod enote 1. Iz enacbe 1°® =1 sledi po odvajanju
- 2.1"=1"1n od tod 1" = 0. Odvod enote je torej 0. Nadaljeje (n.1) = (1 + 1 +
+...+1) = 0. Zdaj pa takoj pridemo do odvoda inverznega elementa. Naj
bo a regularen element diferencialnega kolobarja. Potem je aa=! = 1, pri ¢emer
je a! inverzni element k a. Odvod te enaébe je ad'at+ a(a!) = 0. Po
mnoZenju z inverznim elementom sledi '

(@) =—(@")Pd.

Dobimo pa isto, kot ¢e levo stran v obitajnem smislu formalno odvajamo.

Zdaj pa nekaj zgledov za diferencialne kolobarje. -

Kolobar polinomov s celimi koeficienti, kjer vzamemo za odvod navadni
odvod, smo Ze omenili. Enota je tukaj $tevilo 1.

Vsak komutativen kolobar z enoto postane diferencialen kolobar, c¢e
‘vpeljemo odvajanje kot upodobitev v element nié. Ta zgled je pomemben,
ker kaZe, da drze vse ugotovitve o diferencialnih kolobarjih tudi za navadne
komutativne kolobarje z enoto. Posebe] je npr. kolobar celih stevil diferen-
cialen. Lahko se je prepricati, da v njem razen trivialnega odvajanja, ki
preslika vsak element v 0, ni nobenega drugega odvajanja.

| Mnozica vseh neskonénokrat odvedljivih realnih funkcij je o&itno ko-
mutativen kolobar. Enota v njem je funkcija, ki ima konstantno vrednost 1.
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Ker je nadalje ta mnoZica za navadno odvajanje zakljudena, je diferencialni
kolobar.

Naj bo R fiksen diferencialni kolobar. Privzemimo k R formalen element
y in njegove zaporedne odvode y', y”, ..., ¥, ... Tvorimo s pomocéjo elementa
y in odvodov polinome, ki imajo za koeficiente elemente iz R. Tak polinom
je vsota konénega Stevila formalnih produktov au, pri ¢emer je koeficient ¢ € K,
1 pa je formalni produkt konéno mnogo potenc y*, {(y'), (y")y™ itd., pri ¢emer
so k, I, m... naravna S§tevila. Skupnost vseh takih polinomov zaznamujmo
z R{y}. Polinome seStevajmo in mnoZimo v R {y} ¢&isto formalno. Pri tem Se
privzemimo, da so faktorji v produktu zamenljivi. O¢itno postane na ta nacin
skupnost R {y} kolobar z enoto. Element ni¢ in enota v R {y} sta ista kot v R,
Razdirimo zdaj Se odvajanje iz R v R {y}. Odvod elementa au naj bo element
aw + au’; v dobimo, ¢e u formalno odvajamo. Polinom iz R {y) odvajajmo
tako, da vzamemo vsoto odvodov njegovih sumandov. Tako vpeljano odvajanje
v R{y} tudi ustreza pogojema I in II. Torej je R{y} diferencialni kolobar.
Polinome iz R {y} imenujemo diferencialni polinomi. Ce izhajamo iz kolobarja
navadnih polinomov spremenljivke &, nam gornji postopek da za diferencialne
polinome vse mogote algebrajske diferencialne izraze spremenljivke 3y in
njenih. odvodov. ’

V diferencialnem kolobarju imamo tri operacije: sestevame mnozenje in
odvajanje. Na mnoZice, ki so za te operacije zakljuCene, naletimo pogosto
v analizi. To kaZejo tudi zgornji zgledi. Do vaznih izsledkov za te mnozice je
zato mogocte priti preko preucevanja diferencialnih Lolobarjev in njim po-
dobnih tvorb.
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V fem razdelku Zelimo omeniti nekaj lastnosti diferencialnih kolobarjev.
Lastnosti navadnih kolobarjev se dajo po navadi le pri dodatnih pogojih
ohraniti tudi za diferencialne kolobar] je. To je razumljivo, saj je dlfel"enmalm
kolobar oZje doloten. Za¢nimo s pojmom diferencialnega ideala.

Naj bo J mnoZica elementov iz diferencialnega kolobarja R. Pravimo, da
je J diferencialni ideal, ¢e so izpolnjeni naslednji pogoji:
A. Za vsak par elementov «, b iz J je tudi razlika a—b v J.

B. Za vsak element o iz J in poljuben element ¢ iz kolobarja R je
produkt ac v J.

C. Za vsak element a iz J je tudi odvod o’ v J.

Kot je znano, definirata pogoja A in B ideal v komutativhem kolobarju.
Mogli bi torej tudi reéi, da je diferencialni ideal tak3en ideal, ki vsebuje odvode
svojih elementov. Pogoj C, po katerem se lo¢i diferencialni ideal od navadnega
ideala, je seveda mogole postaviti le v kolobarjih z odvajanjem.

Ce vzamemo mnoZico, ki jo sestavlja samo element 0 diferencialnega
kolobarja, je to Ze diferencialni ideal. Nadaljnji zgled je celotni diferencialni
kolobar R. Razen teh {rivialnih pa more imeti diferencialni kolobar fe ne-
trivialne diferencialne ideale. Vzemimo diferencialni kolobar vseh neskonéno-
krat odvedljivih realnih funkecij f(x). Naj bo g (x) takSna neskoné¢nokrat od-
vedljiva funkecija, ki je zunaj intervala (—1, 1) povsod enaka ni¢. Vse take
funkcije tukaj Ze sestavljajo diferencialni ideal, ki ni trivialen.

Ce je element ¢ v nekem idealu, je za vsako naravno Stevilo n tudi
element a® vsebovan v tem idealu. To pove zahteva B. Ce je ideal takSen, da
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vsakikrat, kadar vsebuje kak element a”, vsebuje tudi element a, ga imenujemo
radikalen ideal. Seveda pomeni radikalni diferencialni ideal tak ideal, ki je
hkrati radikalen in diferencialen.

Kako pridemo v diferencialnem kolobarju do radlkalmh diferencialnih
idealov? - -

Neko moznost odpira naslednja trditev: Za vsako podmnoZico S diferen-
cialnega kolobarja R eksistira najmanj8i radikalni diferencialni ideal iz R,
vsebujoé podmnozico S. Ta radikalni diferencialni ideal zapisujemo z znakom
{S}. Vsaka podmnoZica S enolitno dolota {S}. Ce je v diferencialnem
kolobarju %e kak drug od {S} razliten radikalni diferencialni ideal, ki tudi
vsebuje §, je nujno obseZnej$i kat {S). V omenjeni trditvi ni nakazana nobena
metoda, kako pri danem S priti do {S}. V primerih, ko je dovolj, ¢e vemo za
obstoj najmanjsega podmnozZico S vsebujoCega radikalnega diferencialnega
ideala, ta pomanjkljivost ne moti.

Nadalje se je pri iskanju radikalnih dlferenma}mh idealov mogoce opirati
na dejstvo, da vsak ideal pripelje do nekega radikalnega ideala. Naj bo npr. J
ideal komutativnega kolobarja R (brez odvajanja). Zaznamujmo z J; mnoZico
vseh tistih elementov @ iz R, za katere je pri kakem naravnem stevilu n
element a” vsebovan v idealu-J. O¢itno je J; ideal. Ce sta namre? elementa
a, b v J;, najdemo taki naravni Stevili n, m, da velja a®eJ, b™m eJ, Prva
inkluzija je seveda izpolnjena tudi za vse od n vetje eksponente, prav tako pa
velja druga inkluzija za vse od m veéje eksponente. Naj bo N = n + m. Po
bmomskem izreku dobimo

(@ —Db)N¥ = a¥ + Na¥-1 (—b) + ... + (V) oK (—b)k + ... + (—b)N

Vsak sumand na desni strani fe enacbe je v J, ker je bodisi pri ¢ eksponent
= n, bodisi pri b eksponent = m. Torej je element (a — b)N v J, oziroma ¢ — b
v Jn. Iz aed sklepamo, da je za vsak element ce¢ R tudi a™c €J in naprej
a™c” = (ac)® € J. To pa pomeni, da je ac € J;. Tako vidimo, da je mnozZzica J;
res ideal. Toda J; je celo radikalni ideal. Ako je a”eJ; je neka potenca
(am™eJ in zato a€J;. Radikalnemu idealu J;, ki ga na opisani nadin ustvarja
vsak ideal J komutativnega kolobarja, pravimo radikal.

Po zgornjem je seveda tudi radikal vsakega diferencialnega ideala ra-
dikalni ideal. Ni pa ta radikal v splofnem zakljufen za odvajanje. Lastnost,
da je radikal diferencialnega ideala tudi diferencialni ideal, se da izpeljati
Sele, ako vemo, da ima diferencialni kolobar neke dodatne 1astnost1 S tem pa
pridemo Ze do neke nove algebrajske tvorbe. |

4

Med elementi diferencialnega kolobarja v sploSnem niso obsezena vsa
racionalna Stevila. Od tod izvira tezava, da v abstraktnem diferencialnem
kolobarju elementov ni mogoée mnoZiti z necelimi racionalnimi 5tevili. Da te
ovire ne bi bilo, se dostikrat omejimo na kolobarje, v katerik so racionalna
Stevila zapopadena. Diferencialni kolobar, ki vsebuje med svojimi elementi
vsa racionalna &tevila, je dobil ime Rittova algebra. Diferencialni kolobar vseh
neskoné&nokrat odvedljivih funkecij je Ze Rittova algebra. Se preprostejsi zgled
zanjo je diferencialni kolobar vseh polinomov v xz, k1 imajo racionalne koe«
ficiente.
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Rittova algebra ima seveda nekatere lastnosti, ki jih pri diferencialnem
kolobarju ni. Eno taksnih lastnosti si hotemo ogledati. | __

Vzemimo diferencialni ideal J Rittove algebre. Naj bo a takSen njen
element, da je pri nekem naravnem Stevilu n element ¢* v J. Trdimo, da je
za wvsako naravno 8tevilo k £ n element o™ (¢') 2 ¥ ysebovan v J.

Ker je ideal J diferencialen, je (a™) = na™ 1’ € J. Ulomek 1/n je v Rittovi
algebri, zato je element a™la’ € J. Torej je za k = 1 irditev resniéna. Denimo,
da je pri nekem k element a" % (a')*k1 e J. Tedaj je v J tudi element

[dn—k (CL') 2 Fc-—I]’ — (?1 —m k) git—F—1 (a’)ﬂ k 4 (2 I ) Pk (CL’) 2k=2 g7

Ce mnozimo obe strani z a’, dobimo, da je
(??, —_— k) gn—k—1 (CL')Q k1 [an—k (a’) 2 k—-1]’ a — (2 e — 1) an=Ic (CL’) 2 k—t g”

Oba elementa na desni pa sta v J, zato je tudi njuna razlika v J. Od tod
sledi a™*1 (¢') 2k 1e J, S tem je po indukeciji trditev dokazana.

Ako izberemo k = n, dobimo posebej (a')*"1eJ. Diferencialni ideal J
vsebuje torej z--vsakim elementom «® tudi element (o) 27! Iz tega dejstva
moremo naprej sklepati, da je v Rittovi algebri radikal vsakega diferencialnega
ideala diferencialni ideal. Ce je namret J; radikal diferencialnega ideala J, je
za vsak element aeJ; neka potenca a"eJ in zato (a¢)*"'e J. To pa pomeni,
da je a’'edy.

Ce imamo komutativen kolobar R, lahko napravimo s spremenljivko x
polinome, ki imajo za koeficiente elemente iz R. MnoZica vseh mozZnih takih
polinomov R [x] je spet komutativen kolobar. Kolobar polinomov R [x] po-
deduje marsikako lastnost kolobarja svojih koeficientov. O eni takih lastnosti
govori Hilbertov izrek o konénosti verig nara&tajotih idealov. Povejmo, za kaj
gre v tem izreku.

Ideale istega kolobarja moremo primerjati med sabo po obseZnosti. Ako
ideal Js vsebuje vse elemente ideala J; in Se kaksne elemente, ki jih v J; ni,
je J» obseZnejsi od J; in piSemo J;c J2. Vsako zaporedje po obseznosti na-
raStajoCih idealov se da izraziti z verigo

S ol.cl,c...clJyC..

O¢itno je, da se vsaka taka veriga po kon&no &lenih neha, kadar je v kolobarju
samo konéno mnogo idealov. Velja pa to celo pri nekaterih kolobarjih z ne-
skontno razlitnimi ideali. Zgled te vrste imamo kar v kolobarju celih Stevil.
V tem kolobarju ustvarja vsako pozitivno celo Stevilo a s svojimi veckratniki
ideal (a). Torej je tukaj razlitnih idealov res neskonéno. Od ideala (a) je lahko
obseznejsi le ideal, ki ga ustvarja kak delitelj b $tevila a. Ce imamo verigo
() (b)c (c) ..., pomeni to ¢ >b>c>... Vsako padajote zaporedje na-
ravnih Stevil pa vsebuje le konéno mnogo Clenov. Torej se tudi veriga idealov
po konéno c¢lenih neha. Niso vsi kolobarji taksni, da bi se vsaka veriga
naraitajo¢ih idealov Ze po konéno &lenih pretrgala. Zgledov ne bomo navajali.
Toda ¢e ima kkak komutativen kolobar R z enoto to lastnost, potem jo ima
tudi nad njim tvorjeni kolobar polinomov R [x]. To je vsebina Hilbertovega
izreka o koncnosti verig nara$éajocih idealov. Posebej ima npr. v kolobarju
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polinomov s celimi koeficienti vsaka veriga naraSc¢ajoCih idealov le konéno
idealov.

Hilbertov izrek se ne da avtomati¢no prenesti na diferencialne kolobarje
diferencialnih polinomov. Znan je diferencalni kolobar, v katerem je vsaka
veriga naraS€ajolih diferencialnih idealov kon¢na, nad njim tvorjeni diferen-
cialni kolobar diferencialnih polinomov pa vsebuje neskon¢ne verige narasca-
jo¢ih ‘diferencialnih idealov. Pa¢ pa so dokazali Hilbertov izrek za Rittove
algebre in sicer v naslednji obliki: Naj bo R Rittova algebra, v kateri je vsaka
veriga nara$ajolih radikalnih diferencialnih idealov konéna. Potem je tudi
v diferencialnem kolobarju R {y} diferencialnih polinomov s koeficienti iz R
vsaka wveriga naraSfajofih radikalnih diferencialnih idealov kon¢éna. Dokaz
izpust¢amo. Navesti pa hotemo neko uporabo za ta izrek.

MnozZica realnih Stevil je za navadno odvajanje Rittova algebra. O¢itno
sta 0 in vsa mnozZica radikalna diferencialna ideala. Sta pa to tukaj tudi edina
radikalna diferencialna ideala, ker je mnoZica realnih Stevil obseg. Napravimo
zdaj s spremenljivko x vse moZne polinome z realnimi koeficienti. Zazna-
" mujmo to mnoZico polinomov z R. Za navadno odvajanje je R Rittova algebra.
Vsaka veriga nara3¢ajolih radikalnih diferencialnih idealov se v R neha po
konéno ¢lenih. Videli smo namre¢, da je ta lastnost izpolnjena v mnozZici realnih
Stevil. Po gornjem izreku velja potem tudi za R. Ce razdirimo R z diferencialno
spremenljivko y, sledi na enak naéin, da je v R {y} vsaka veriga nara3tajoéih
radikalnih diferencialnih idealov konéna. Elementi v R{y} so diferencialni
polinomi, torej vsi mozni polinomi v ¥, ', ¥~, . .., ki imajo za koeficiente realne
polinome spremenljivke . B

Naj pomeni M poljubno neskonéno zaporedje ay, as, as, ... diferencialnih
polinomov iz R {y}. Ce izenatimo vsakega teh polinomov z ni¢, dobimo sistem
neskontno algebrajskih diferencialnih enaéb ar =0, a2z =0, a3 =0, ... Ali je
mogoce o reSitvah tega sistema kaj ugotoviti? ReSitev sistema je seveda vsaka
funkcija, ki ustreza vsem diferencialnim enacbam in ni ravno treba, da je
vsebovana v R. |

Povrnimo se k zaporedju M. Povedali smo Ze, da vsaka mnoZica S di-
ferencialnega kolobarja ustvarja najmanj$i radikalni diferencialni ideal (S},
ki jo vsebuje. Napravimo s polinomi ay;, as, a3, ... iz zaporedja M verigo
narasc¢ajocih radikalnih diferencialnih idealov ’

{a})c{a,a:} C{a, a0} ..

Vemo, da se v R {y} ta veriga po kon¢no ¢lenih neha. Naj bo {az as, ..., ax}
njen zadnji ¢len. Mnozico polinomov ay as, ..., ¢, zaznamujmo z F. MnoZica F
je del mnozice M. Zato je vsaka refitev sistema diferencialnih enaébh M resitev
sistema diferencialnih enath F. Uporabimo zdaj dejstvo, da mnozici F in M
ustvarjata isti radikalni diferencialni ideal {F}= {M}. Vsak polinom a; iz M
je torej v F. Toda vsak element iz F ima po definiciji to lastnost, da se neka
njegova potenca izraza kot linearna kombinacija elementov in odvodov elemen-
tov iz F, koeficienti pa so elementi iz R{y}. Ker je a; €{F}, wvelja forej pri
nekem eksponentu m izrazava: '

Pri tem so vsi elementi c¢r,..., ¢ iz R{y}. Ce vnesemo v to izraZavo za y
kaksno reSitev sistema diferencialnih enacb F, dobimo na desni strani nié.

i
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Vsaka refitev sistema F' je forej tudi refitev diferencialne enaébe ¢; = 0. Ker
velja to za vse indekse i, vidimo, da so vse reditve sistema F tudi refitve
sistema M. Da je res tudi narcbe, smo pa Ze prej ugotovili, Ce ima M refitve,
so to prav iste, kot jih ima F. Ce M nima refitev, jih tudi F nima.

imamo torej tole ugotovitev: Skupnost reSitev poljubnega Stevnega si-
stema algebrajskih diferencialnih enaéb se ujema s skupnostjo refitev nekega
kontnega podsistema teh enatb. Ta ugotovitev se da v razmh smere«h posplo~
5iti, vendar se v to ne bi spuSéali. - .

L.iteratura:

I, Xaplansky, An infroducfion to differential algebra. Paris 1857.
J. F. Ritt, Differential algebra. New York 1950.



METODA DANILEVSKEGA ZA DOLOCEVANJE

LASTNIH VREDNOSTI IN LASTNIH VEKTORJEV MATRIK
EGON ZAKRAJSEK |

Racunski center IMFM

Ena najtezjin nalog linearne algebre je problem lastnih vrednostl in
vektorjev matrik. Dani matriki

A= fay]
je treba poiskati vsa taka Stevila 1, da bo imela enacba
AX =1X | | (1)

netrivialne re§itve. Ta Stevila imenujemo lastne vrednosti matrike A, vektorje
- X pa lastne vektorje. Q¢itno ima sistem linearnih enac¢h (1), ki ga lahko na-
piSemo v obliki | h
(A—IE)X =0 (2)

netr1v1a]no res1tev tedaj in le tedaj, ce je determmanta 51stema (2) enaka nié.
Ce to determinanto |

ay — A a2 arn
Aoy Ao2— A ... Oy
D) =
Ay A2 coe Qun— 2

‘razvijemo, vidimo, da je D (1) polinom n-te stopnje. Ta polinom imenujemo
karakteristitni polinom matrike A, njegove niéle pa so ravno lastne vrednosti
matrike A, Ker je to determinanto teZko razviti po potencah 2, se posluZujemo
posebnih metod, ki nam omogocijo, da numeriéno izratunamo koeficiente ka-
rakteristi¢nega polinoma. Ce znamo izratunati ngegove ni¢le, lahko po teh
metodah izra¢unamo tudi lastne vektorje. \
Metoda Danilevskega, o kateri bomo govorili, je, vsaj teoreti®no, univer-
zalna in jo lahko brez omejitev uporabimo za poljubne matrike. Prav tako se
pred ostalimi metodami odlikuje z majhnim $tevilom raéunskih operacij. -

Izra¢un koeficientov karakteristi¢nega polinoma
Oglejmo si matriko Frobeniusovega tipa
-0 0 0...0 p, ]
1 0 0...0 pis
. P = 0 1 0...0 py—a

-------------




Tej matriki lahko zlahka dolotimo karakteristitni polinom, ¢e ustrezno de-
terminanto razvijemo po zadnjem stolpcu.

—4 0 0 ... 0 p»
1 "—;» 0 - 0 Pu—1
D (A) = 0 1 ——;{. .. 0 p”#i? ==
0 0 0 1 P1— A
= (1 — ) (=" —p2 (WY + . (=)D =
:‘(_1)71 ()Ln — p[ /"{TL—‘I “""‘ e e T T)H) (3)

Zato skuéa_‘jmoi dani mairiki A najti nesingularno matriko S, tako da bo
P=S1AS J (4)

Frobeniusova matrika. Ker sta si matriki podobni, imata iste lastne vrednosti,
pa tudi lastni vektorji so med seboj preprosto povezani. To uvidimo takole:
Naj bo Y lastni vektor in 4 lastna vrednost matrike P, torej

- PY = 1Y
Upostevajmo zvezo (4) in dobljeno enacbo mnoZimo z leve z S

SS1ASY = ASY
ali '
A (SY) = 1 (SY)
Ce oznatimo - | | '
_ ) X = SY (5)
dobimo '
AX = 11X

Obe matriki imata iste lastne wvrednosti, lastni vektorji matrike A pa se
z enacbo (5) izrazajo z lastnimi vektorji matrike P.
Po metodi Danilevskega skuSamo najti fransformacijsko matriko S kot
produkt n — 1 matrik
' S =S8780...8,—1
Tedaj je |
57 =880, S
in

72

P = S;zlwl St o S8 TAS Sy, Sy

Vpeljimo oznake

AN = A AT == §,—1 A) S, (k=12 ...n—1)
Potem je -
A =P

Z vsakim korakom pretvorimo po en stolpec dane matrike v ustrezen stolpec
- Frobeniusove matrike. Matrika A% ima obliko



B (k) k) ]
0 0 . «a e a(ln
) (k)
mm:“lo 'a%' Gan
k) (k
] 0 0 . « ,fm ) am,z
"V matriki A%+ Zelimo imeti k-ti stolpec enak (0, 0, ... 1, ...0), kjer je enojka

na k + l-vem mestu. To lahko doseZemo z elementarnimi transformacijami:

k + 1-vo vrstico matrike A delimo z elementom agk}rl km od i-te vrstice

(i==k + 1) odStejemo k + 1-vo vrstico, pomnoZeno z a . Ce iste operacije
izvrS§imo z enotno matriko, dobimo matriko S

-1 ..
Sk ..........
0...3;1__[5-}-.1...1
kjer je
| — I s
Si, k41 agk)/ G'I(c—i)-l,k izFlk+1

= (k)
$R+1,k+1 1/a k+l,k

Od tu sklepamo, da je transformacija, ki smo jo izvedli z matriko A% ekvi-
valentna mnoZenju matrike A® z leve z S;! (glej [2] str. 263). Tako dobimo
pomoZno matriko Bt)

B = S A®M = || 62|

kier je
- k = (K
b( -1)-13 a§c+1 yfa'(+1k
(6)

b = afl) — qffo). biﬂl ; ik +1

i=1,2...,1n

Da bo ta transformacija podobnostna, moramo matriko B®) z desne mnoZiti
z Sk, kjer je Si inverzna matrika matrikeS;'. Z mnoZenjem se prepritamo, da je

Tako dobimo matriko A% kot produkt
A+ = B(.’c) S; = |[ a(k+1) "
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kjer je
(k+1) — 3,(k) s L A1
a’ij = bij 1= k -

| (7)
' < K} q{K)
(k+1) :
ai,};:—l - Z:lbéj ajk
i=1,2,..,n
S postopno uporaizo formul (6). in (7) za k=1,2,... n—1 dobimo matriko

P =AM, ki je Frobeniusovega tipa.: Koeficiente karakteristi¢nega polinoma
D (1) lahko kar pretitamo in re§imo enatbo '

D) =0
S tenm je prvi del naloge reSen. ¢

Tzradun lastnih vektorjev
- Za dano lastno vrednost 1 izradunajmo najprej lastni vektor matrike P
PY =Y
Za komponente vektorja Y dobimo homogen sistem linearnih enach
| PnYn = A Y1
Yied & Pi—id 1 Yn = A Y i=23..,n

Postavimo y, = 11 Za preostale komponente verktorja Y dobimo rekurzivne
formule - | |
Yimt = LYi—Pu—ity, t=mn,n—1,..,32 | (8)

Ce te formule primerjamo s Hornerjevo shemo za radunanje vrednosti po-
linoma, vidimo, da so kompo-nente lastnega vektorja Y: ¥, Yu—ts ..., Y1, LAVIO
koeficienti polinoma, ki ga dobimo, ¢e polinom (—1)?D (t) delimo s (£t —2),
kjer je 2 lasta vrednost. :

Lastni vektor matrike A dobimo iz enacbe (B)

X:SYzSIS_?...S”»._IY (9)
Vpeljimo oznake
Y(n) == Y
Y& =8, V&M, k=n—1,...21 (10

Iz enatbe (9) je otitno, da je Y = X lastni vektor matrike A. Ce enache (10)
- izpiSemo Se po komponentah, kjer upoStevamo elemente matrik S, dobimo

R S S

(11)

()  ow of(le41) . oK)
Yes1 = Vi Ybr

| k=n—1n—2,...1
S tem je tudi drugi del problema reSen.
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Izjemni primexri

Navedeni postopek lahko izvedemo, Ce je pri vsakem koraku element
agﬁl . == 0. V nasprotnem primeru pogledamo, ¢e je sploh kak element a {¥) == 0
Gi=%k+2 k+3, ..., n). Ce najdemo od ni¢ razliten element v i-ti
vrstici, zamenjamo i-to in k + l-vo vrstico ter i-ti in k + 1-vi stolpec. To je
spet neka podobnostna transformacija in se zato lastne vrednosti ne spremene
pri dobljenih lastnih vektorjih pa je treba zamenjati i~to in k + 1-vo kom-
ponento.

TLahko se pa zgodl da so vsi elementi v k-tem stolpcu pod diagonalo enaki

ni¢. V tem primeru matrika A% razpade to se pravi, da jo lahko zapiSemo

v obliki
A (k) = [Pk?c]
0 |D

kjer je P, Frobheniusova matrika reda k. Karakteristiéni polinom matrike A
razpade na produkt dveh polinomov: prvi je karakteristi¢ni polinom matrike
Py, drugi pa karakteristi¢ni polinom matrike D. Prvega lahko takoj zapiSemo,
drugega pa lahko pois¢emo po metodi Danilevskega, ¢e posebej obravnavamo
matrike D. Ce matrika D ponovno razpade, proces na isti nadin ponovimo.

Ce hotemo v primeru razpada izradunati lastni vektor matrike A, po-
trebujemo najprej lastni vektor matrike A%, nato pa po formulah (11) izracu-
- namo zeleni lastni vektor. Tu lo¢imo dva primera.

1. primer. 1 je lastna vrednost matrike Pj. V tem primeru iSc¢emo
lastni vektor matrike A%} v obliki

]
0
in dobimo ‘
A Y@ = [F k] C] [}_’,] = [E&X]
o|D] Lo 0
AY(R) == -g]
| 0

Vidimo, da je treba enostavno izratunati lastni vektor Y matrike P; in mu |
dodati ustrezno §tevilo nicel, pa dobimo 1astni vektor matrike A,

2. primer. 1 je lastna vrednost matrike D. Najprej izrac¢unamo po
metodi Danilevskega lastni vektor Z matrlke D. Lastni vektor matrike A®)
iS¢emo v obliki

v = F’_]
in dobimo -
AR YR = "Pk[c] [Y] _ [PkY+CZ] x,[pkyw cz]
Iy ’W]
' | AZ
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Vidimo, da mora biti Y reSitev enatbe

P,Y —2Y = —G oz. Pr—IiE)Y =—G, , (12)

kKjer je - -
G = CZ.

Denimo, -da 2 ni hkrati tudi lastna vrednost matrike P;. V tem primeru je
sistem (12) encli¢no resljiv. Zapisimo ga v komponentah:

— Y1 T PrYr = —9i

Yit — Y T Pr—ititp = —gi 1=2,3,...k (13)

Sistem (13) lahko reSimo z nastavkom
Yyi=a; +biyr 1=12,...,k (14)
ap =0 bpr=1

Ta stavek vnesemo v zadnjih k—1 enaéb'sistema (13)

Gi1 & DiqYr = 2a; + A 0iYp — Di—it1 Y — i

i1 = A a;— g

bi—1 = i bj— pr—iti

i=1k k—1,...2 (15)

Izra¢unamo lahkoc vse a; in b;, iz prve enacbe sistema (13) pa Se yz

Y (Abr—pp) +(Aag—gy) =0 (16)
b(} Yk + g, = 0

Drugo enaébo v formuli (18) namreé dobimo, ¢e formule (15) napisemo Se za
i = 1. Vidimo, da so b; spet koeficienti polinoma, ki ga dobimo, ¢e (—1)¥ D;, (t)
delimo s {(t— 1), b, pa je oslanek pri deljenju in je v naSem primeru razli¢en
od ni¢; zato y; lahko izrac¢unamo.

Ce pa je by, = 0, tedaj je 1 tudi lastna vrednost matike P;. Ce je poleg
tega tudi a, = 0, potem je yr poljuben; lahko vzamemo ¥y = 0 in dobimo

Yi = Qi izi,z,...,k

Ce pa je a,=F 0, tedaj sistem (13) ni resljiv, in tedaj k lastni vrednosti , ki je
v tem primeru vsaj dvakratna, ne moremo najti nobenega neodvisnega last-
nega vektorja vec.

Iz tega lahko razberemo, kaj se dogaja pri veckratmh lastih vrednostih:

Ce ima matrika i-kratno 1astno vrednost 4,, ustrezni lastni podprostor pa je
3d1menzmna1en (j £ 1), potem pri reSevanju matrika vsaj j-krat razpade,
vsaj v j delnih Frobeniusovih matrikah dobimo vsaj po en 1, in v rekurzivnem
postopku (15) dobimo natané¢éno j-krat a, = b, = 0.

Vidime, da je postopek popolnoma splofen in da v vsakem primeru
izratunamo vse lastne vrednosti in vse lastne vektorje, kolikor jih eksistira.
Prav tako ni vezan na realne lastne vrednosti, saj se v primeru kompleksmh
lastnih vrednosti alogaritem nié ne spremeni. ‘

Slaba stran metode pa je nestabilnost, ker Stevila; s katerimi rac¢unamo,
razmeroma hitro naraSéajo, pa tudi natanénost ni zelo dobra. Vendar se je
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metoda pri neprevelikem redu matrike izkazala za zelo ugodno zaradi majh-
nega Stevila operacij.

Naj navedemo §Stevilo mnoZenj in deljenj, ki so potrebna, da izratunamo
koeficiente karakteristicnega polinoma pri nekaterih najbolj znanih metodah.
Red matrike je n [1]:

Leverier nt —mnd
Krylov 5 n3/2 -+ 3 n/2
Samuelson 5 n#/2 — n*/2

Danilevski n3 —n?

Literatura:

{11 D. K. Faddeev — V. N. Faddeeva: Vyéislitel’n'ye metody linejnoj algebry,
FLI 1963,

[2] B. P. Demidovi¢, I. A. Maron: Osnovy vyéislitel'noj matematiki, FM 1960.
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DELNO UREJENE ALGEBRAICNE STRUKTURE

JOZE VRABEC

1. Urejenostna polnost

Ponovimo najprej definicijo delne urejene mnozice! Vzemimo poljubno
mnozico X! V njej naj bo definirana neka binarna relacija med elementi. To
relacijo bomo imenovali relacijo delne urejenosti in za elementa ¢ in b, ki sta
v relaciji, zapisali @ < b, ¢e veljajo aksiomi:

A) za vsak a € X je a < a (refleksivnost relacije);

B) ¢e je a <b in b<y¢, je a<c (tranzitivnost relacije);

C) Cejea<binb<a jea=> (antisimetri¢nost relacije).

Za mno¥ico X pa pravimo, da je z relacijo delno urejena. Ce za elementa
a in b velja a < b, pravimo, da je « pod b ali da je ¢ manjdi ali kveljemu
enak b. Ve¢asih uporabljamo tudi zapis @ <Ub, ki pomeni: ¢ < b in a==b. Ce je
a <b, pravimo, da je a strogo manj$i od b. Delno urejeno mnozico X imenu-
jemo urejeno ali tudi linearno urejeno, &e poleg aksiomov A), B) in C) velja Se

D) za poljubna elementa a,be X veljo a <b ali b < a.

Naj bosta X in Y delno urejeni mnozici! Preslikavo f: X —-Y bomo ime-
novali monotono, ¢e za poljubna elementa a,b e X iz a < b sledi f(a) < §(b).
Povratno enolitno preslikavo med mnozicama X in Y, ki je v obe smeri
monoctona, bomo imenovali (urejenostini) izomorfizem.

Fden najvaznejsih primerov delno urejene mnoZice je partitivna (po--
tentna) mnoZzica 2(E) poljubne mnoZice E. Ce sta A in B poljubni podmnozZici
mnozice E, naj bo po definiciji A < B, ¢e je AC B. Prav lahko je preveriti,
da so za to relacijo izpolnjeni aksiomi A), B) in C). Delno urejenost, ki jo na ta
natin definiramo v partitivni mnoZici (ali v kaki njeni podmnozici), imenujemo
delno urejenost po inkluziji ali vkljuéitvi. Ce ima mnoZica E vsaj dva elementa,
aksiom D) ni izpolnjen, zato relacija inkluzije mnozice 72(E) v splosnem ne
ureja linearno. |

Ce uredimo naravna Stevila po velikosti, dobimo linearno urejeno mno-
zico. Imenujmo jo N! Mnozico naravnih Stevil pa lahko delno uredimo 3e
drugade, in sicer po deljivosti. Ce sta m in n poljubni naravni §tevili, posta-
vimo: m < n natantno tedaj, ko je Stevilo n deljivo s Stevilom m. Tudi za ta
primer se je Cisto lahko prepricati, da so izpolnjeni aksiomi A), B) in C).
Delno urejeno mnozico, ki jo tako dobimo, imenujmo Ng! MnoZici N in Ny
se kot delno urejeni mnoZici razlikujeta, ¢eprav imata iste elemente. Med
njima imamo povratno enolitno preslikavo, to je identitno (vsako Stevilo se
preslika vase), ki pa ni izomorfizem. V eno smer, kot preslikava iz Ny v N
je sicer monotona: ¢e je Stevilo n deljivo s Stevilom m, je n tudi veéji od m,
" obratno pa ne drzi, zato preslikava N — Ny ni monotona.

Vzemimo poljubno delno urejeno mnoZico X! Naj bo E poljubna podmno-
Zica mnozice X: E = {x: € X: £ € Z}! Vsak elemet y mnoZice X, ki je veé&ji
od vsakega elementa mnoZice E, tore] x; < y za vsak § €= (Ce sploh kak tak y
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eksistira), bomo imenovali zgornjo mejo mnozZice E. Rekli bomo, da je mno-
zica E navzgor omejena, ¢e ima vsaj eno zgornjo mejo. Element z € X bomo
imenovali spodnjo mejo mnozice E, e je z < x: za vsak £ € 5. MnoZico, ki ima
vsaj eno spodnjo mejo, bomo imenovali navzdol omejeno. Navzgor in navzdol
omejeno mnozico bomo kratke imenovali omejeno, _

V delno urejeni mno#ici 7 (E), pri ¢emer je E poljubna mnoZica, je vsaka
podmnoZica jomejena. Kar vzemimo poljubno druZino podmnoZic mnoZice
E: A ={A:c E:ée 5T || Zgornja meja mnozice # je vsaka taka mnozica
A cC E, ki vsebuje vse mnozice A; & €Z. Temu pogoju pa ustreza Ze osnovna
mnozica E. Prazna mnoZica pa je prav gotovo spodnja meja druZine _/, saj]
vsaka mnoZica A: vsebuje prazno mnoZzico. V urejeni mnoZici N je vsaka
podmnoZica navzdol omejena, ker je vsako naravno §Stevilo veéje ali enako 1, -
navzgor pa o omejene konéne mnozice in samo te. Prav tako je v mnoZici Ng.
Ker je vsako naravno $tevilo deljivo z 1, je $tevilo 1 spodnja meja poljubne
podmnoZice mnoZice Ny. Navzgor pa so tudi tu omejene konéne in samo kontne
mnoZice. Zgornja meja konéne mnoZice je vsak skupni mnogokratnik wvseh
elementov mnozZice, npr. Il]\lhOV produkt.

Naj bo E ——‘{LL; ¢ X:& € 5} navzgor omejena podmnoZica delno urejene
mnoZice X. Véasih je me-d vsemi zgornjimi mejami mnozice E, ki jih je
v splosnem vet, ena najmanjsa. Element x € X je torej najmanj$a zgornja meja
ali supremum mnoZice E, x = sup E ali x = sup x;, ¢e velja:

e
za vsak £ €2 je x: S x; |
le za vsak £ € 2 veljo x: <y, je x <.

" Analogno je definirana najvedja spodnja meja mnoZice. Element x:€X je
najvecja spodnja meja ali infimum mnoZice E, z = inf E ali z = inf x;, ¢e velja:

Lem

te za vsak £fe 5 velja y< s, je ysz

Kot je znano, imenujemo delno urejeno mnoZico mrefo, ¢e ima vsaka njena
kontna podmnoZica supremum in infimum. Vsaka linearno urejena mnoZica
npr. je mreza: v vsaki konéni podmnoZici je en element najvedji in eden
najmanjsi. Ta dva sta seveda supremum oziroma infimum podmnoZice.

Definirajmo: delno urejena mnozica X je polna mreza, ¢e ima vsaka njena
podnm021ca najmanj$o zgornjo in najveljo spodnjo mejo.

Ce so v delno urejeni mnozici X tudi neomejene podmnoZice, potem X
ne more biti polna mreZza. Lahko pa taka mnozica X ustreza malo milejSemu
- pogoju. Definirajmo: mreza X je pogojno polna mrezZa, e ima vsaka njena
navzgor ‘omejena podmnozica najmanjSo zgornjo, vsaka navzdol omejena
podmnoZica pa najvecjo spodnjo mejo. , | |

Oglejmo si npr. delno urejeno mnozico 72(E), pri ¢emer je E poljubna
mnozica! Naj bo # = {A; < E: & € £} poljubna druZina podmnoZic mnoZice E.
Otitno je Y As = sup A in ) A: = inf / Partitivna mnozica poljubne mnoZice

ge= Eel
je torej polna mrezZa. ' |

Vzemimo zdaj mnoZico N! Polna mreZa to ne more biti, ker so v njej
tudi neomejene mnozice. Pogojno polna pa seveda je, saj je v vsaki mnozZici
naravnih Stevil najmanjSe, v vsaki navzgor omejeni mnozici pa tudi najvedje
Stevilo. Podobno je z mnozico Ny Mreza to je, ker ima vsaka njena kontna
podmnoZica supremum in infimum. Zgornje meje take podmnoZice so namred
skupni mnogokratniki, spodnje meje pa skupni delitelji vseh Stevil iz pod-

£l
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mnozice. Najmanjfa zgornja meja je torej najmanjsi skupni mnogokratnik,
najvetja spodnja meja pa najveéji skupni delitelj. Jasno je, da je Ny pogojno
polna mreZa. Vsaka mnoZzZica naravnih Stevil ima namre¢ najvelji skupni
delitelj: to je najmanjs$i skupni mnogokratknik vseh skupnih deliteljev, ki jih
je seveda samo kontno mnogo. Navzgor pa so tako in tako omejene samo
kontne mnoZice. Kot bomo gpoznali, mnoZica racicnalnih Stevil, lmearno
urejena po velikosti, ni pogojno polna mreza

2. Delne urejene grupe

Zelo zanimiv in ploden je 8tudij delno urejenih mnoZic, v katerih je
definirana ena ali vel algebrainih operacij, pri €emer urejenostna in alge-
braiéna struktura nista neodvisni, ampak sta na doloten nadéin vsklajeni.
Najbolj razvita je verjetno teorija delno urejenih linearnih prostorov. V te]
teoriji se urejenostna in algebraiéna struktura pogosto povezujeta Ze s tretjo,
topolosko strukturo. Mi se z delno urejenimi linearnimi prostori ne bomo
ukvarjali, ampak si bomo ogledali nekaj drugih osnovnih primerov.

Mnozico X imenujemo aditivno grupo, ¢e je na njej definirana binarna
operacija, ki jo imenujemo seitevanje: urejenemu paru (e, b), kijer sta a in b
poljubna elementa mnozice X, je enolitno prirejen nek element ce X, ki ga
imenujemo vsoto elementov a in b. Omenjeno relacijo med elementi «, b in ¢
zapifemo ¢ = ¢ +— b. Pri tem pa morajo biti izpolnjeni naslednji aksiomi:

- 1. vsota je asociativna: za poljubne elemete a,b,ce X velja (o + b) T ¢ =
=a + (b + ¢); '

2.v X je neki tak element 0, da za vsak a € X velga, a+0=0+a=a;

3. Ce je a poljuben element mnoZice X, ye v X nek tak element —a, du
velja a + (—a) = (—a) + a = 0. '

Element —a imenujemo nasprotni element elementa «. IzkaZe se, da je
v grupi samo en element 0 in da ima vsak element en sam nasprotni element.
Géitno je a nasprotni element elementa —a. Vsoto n sumandov, n =2 2, ki so
vsl enaki a, zapiSemo kratko na. Vrstni red seStevanja tu ocitno ni vazen. Do-
datno definiramo §e: la =a, 0a =0, (—n)a = n {(—a) = — (ne) (n naravno
stevilo).

Ce velja poleg aksiomov 1., 2. in 3. Se naslednji: |

4, psota je komutativna: zo poljubna elementa a, b e X velja a +b =
= b + q, |
imenujemo grupo komutativno ali Abelovo. V komutativni grupi piSemo tudi
a — b namesto ¢ + (— b). |

Naj bo mnoZica X aditivna grupa in obenem delno urejena mnoZica.
Rekli bomo, da je X delno urejena grupa, e sta delna urejenost in operacija
seétevanja v naslednji zvezi: &e so g, b, ¢ katerikoli tr'ije elementi grupe X
in je a<b, potem veljatudia +c¢<b-tcinc+ta<c+b.

Naj bo X delno urejena grupa. V sploSnem lahko definiramo 1“ela(:1;|o
delne urejenosti v mnozici X 8e na mnogo drugih nac¢inov. Da se homo laZe
izrazali, se domenimo naslednje: kadar bomo rekli »delna ureditev grupe X«
ali »relacija delno ureja grupo X«, bomo pri tem vedno razumeli tako delno
urejenost, da je zanjo X delno urejena grupa. Ce pa bomo mislili na kakr$no-
koli delno urejenost, bodo rekli: »delna ureditev mnoZice X« ali »relacija
delno ureja mnoZico X«. | -
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Vzemimo Stiri poljubne elemente a, b, ¢, d delno urejene grupe X! Ce
vel;;a e <bin ¢<d, potem je tudi ¢ + cs< b + d. To je prav lahko dokazati.
- Po definiciji delno urejene grupe iz a <b sledi a +¢<b + ¢, iz ¢ < d pa
b+ ec<b-+ d Zaradi tranzitivnosti delne urejenosti je potem tudi ¢ + c<
< b+ d. |

Ce za emeneta «, b e X velja a < b, potem je —b < —a. To dobimo ta-
kole: iz a < b sledi a + (—a) < b -+ (——a), odtod pa (—b) + a + (—a) < (—b) +
+ b + (—a) ali —b < —a.

Element a € X, ki ustreza neenathi 0 < a, bomo 1men0va11 .'pozztwen
element. Ce pa je 0 << a, bomo rekli, da je a strogo pozitiven element. MnoZico
vseh pozitivnih elementov grupe X oznad¢imo z X! MnoZica X ima lastnosti:

a) element 0 je v X4; ‘

b) ce za nek element a € X veljo a € X+ in —a € X, je a = 0;

c) be jeaeX  in beX., je tudia + b e Xy

d) ¢e je ae X4 in je x poljuben element v X jex t a + (—x) € X+
Preverimo te trditve! Pri a) ni ka] dokazovati.

b) Ce je a € X4, torej 0 < a, potem je, kot smo v1de11 malo prej, —a < 0.
Ce pa je tudi —a e X+, torej 0 < —a, je zaradi ant151metr1cnost1 delne ureje-
nosti —a = 0, torej tudi a = 0. :

c) Zgoraj smo videli, da iz 0 in 0<bsledi0+0<a+b. S fem pa
je trditev ¢) dokazana. : '
: d) Ce je 0< q, je —x =0 + (—x) < a + (—x), potem pa je tudi 0 = x+
+(—x)<x+aT (—x.

Te §tiri lastnosti pa so tudi kar akteristidne za mnoZico poatzvmh elemen-
tov delno urejene grupe. Velja namre¢ naslednje: ¢e je X poljubna grupa in
X, taka podmnoZica mnoZice X, ki ustreza pogojem a), b), ¢) in d), potem
eksistira ena in samo ena taka delna urejenost grupe X, da je X, ravno
mnozica vseh pozitivaih elementov grupe X, DokaZimo to trditev!

Najprej pokazimo, da je najvet ena taka delna ureditev! Vzemimo, da
ze imamo tako relacijo, ki delno ureja grupo X, da je izbrana mnoZica X
natantno mnoZica pozitivnih elementov! Vzemimo poljubna elementa a, b € X,
ki sta v relaciji a<<b! O¢itno velja 0=a + (—a) < b + (—a), torej je
b + (—a) € X4. Velja pa tudi obratno: e je b + (—a) € Xy, torej 0 < b + (—ua),
je a < b. Tako smo ugotovili: &e sploh eksistira kaka delna urejenost grupe X,
ki ima X, za mnoZico pozitivnih elementov, potem je ta delna urejenost
- enolino dolodena s predpisom: o < b tedaj in le tedaj, ko je b + (—a) € X-.
Prepritajmod se, da je s tem predpisom res definirana delna urejenost grupe X!
Najprej moramo preizkusiti veljavnosti aksiomov A), B) in C) iz razdelka 1.

"~ A) Ker je ¢ + (—a) = 0¢ X+, velja res a < ¢ za vsak element a € X.

B) Naj trije poljubni elementi a,b,c ¢ X ustrezajo relacijama ¢ < b in
b < c! Tedaj velja b+ (—a)eX+ in ¢ + (—b) e X+. Po lastnosti ¢) mnoZice
X, je tudi [e+ (—bB)] +[b+ (—a)] =c-+ (—a) eX:. To pa pomeni, da je
o< | | |

C) Naj bo a << b in b< a! Velja torej b + (—0a) eX+ in a + (—b) € X 1.
Ker pa je ¢ + (—b) = —[b + (—a)] — velja namret [a + (—b)] + [e¢ + (—D)] =
=[b+(—a)] +Ja+ (—b)]=0 — je b+ (—a)=0 (po lastnosti b) mnoZice
X1). Iz te enadbe in enadbe (—a) + b = 0 (ki jo dobimo, ¢e na obeh straneh
prve enatbe z leve priStejemo —b, z desne pa b) pa sledi, da je b = — (—a) = «.
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Mnozica X 7 dano relacijo res ustreza aksiomom delne urejenosti. Zdaj
se moramo prepri¢ati, da je X delno urcjena grupa. Naj bosta elementa ¢ in &
v relaciji a << b! Vzemimo poljuben x € X in poskusimo primerjati elementa
at+tx in btal Ker je b+x)+[—@+ax))=(0b+z)+[{—x)+ (—a)]=
=b+(—a)eX., je rés at+ax<<b-+x Kaj pa elementa x -+ b in x 4 a?
Izractunajmo spet (x T b) + [—(x + )] = x + [b + (—a)] + (—=x). Ta element
pa je po lastnosti d) mnozice X | spet v X, ker je b + (—a) € X.

Tako smo res dobili delno urejeno grupe. Ta ima mnozico X+ za mno-
Zico pozitivnih elementov. Kar vzemimo poljuben pozitiven element a:0 < atf
To pomeni: a + (—0) = a € X ,. O&itno velja tudi obratno: ¢e je ¢ € Xy, je 0 < a.
Dokaz je tako koncan. _

Delno urejenost grupe X moremo torej definirati tako, da podamo pod-
mnozZico X:c X, ki ustreza aksiomom a), b), ¢) in d). Ta nacin je tako
prirocen, da se ga bomo vedno drzali. S to metodo moremo namreé¢ definirati
delno urejenost v algebrai¢nem jeziku, saj v zgornjih aksiomih nastopajo samo
algebraiéni pojmi. To pa je zelo ugodno, ker algebro dosti bolje eobvladamo
kot teorijo urejenosti. | '

Ce je grupa komutativna, je aksiom d) avtomatiéno izpolnjen, tako da je
cdvet. Linearno urejenc grupo bomo definirali tako, da bomo aksiomom a), b),
¢) in d) dodali Se aksiom e}. Velja namreé¢ trditev: delna urejenost, ki jo uve-
demo z mnozico pozitivnih elementov, ki ustreza aksiomom a), b), ¢) in d), je
linearna urejenost tedaj in le tedaj, ko velja

e) za vsak a e X je a e X, ali —a € Xy,

DokaZimo! Ce je grupa X linearno urejena, velja za vsak ¢ €X: 0 < a ali
¢ < 0. Druga relacija je ekvivalentna naslednji: 0 < —a. Velja torej0 < a all
0<—a, to je aeX,; ali —a e X... Naj bo obratno izpolnjen aksiom e)! Vze-
mimo poljubna elementa a, beX! Po e) je b+ (—a)e Xo ali —[b + (—a)] =
= ¢ T (—b) € X+, torej je a < b ali b < a. Trditev je dokazana.

Elemente ¢ € X, ki ustrezajo relaciji a < 0, imenujemo negativne. Element
a¢ je negativen tedaj in le tedaj, ko je —a pozitiven. Zato lahko linearno
urejeno grupo definiramo takole: to je delno urejena grupa, v kateri je vsak
element pozitiven ali negativen.

Oglejmo si zda]j kak primer! MnoZica naravnih Stevil, oznacimo jo z N,
je definirana s petimi Peanovimi aksiomi. Aksiom o neskonénosti iz teorije
mnozic nam zagetavlja, da taka mnoZica res eksistira. Samo iz Peanovih
- aksiomov izhajamo, ko definiramo v mnoZici N operaciji seStevanja in mno-
zenja. Obe sta aseociativni in komutativni, veze pa ju distributivnostni zakon.
Naj bo S mnoZica, ki sestoji iz dveh elementov, ki ju bomo oznacili s simbo-
loma + in —: S = {+,— |. Tvorimo direktni produkt S X N, to je mnozico
vseh moZnih parov (+,n) in (—, n), kjer je n poljubno naravno $tevilo! Do-
dajmo mnoZici S X N Se en element, ki ga oznat¢imo s simbeolom 0! MnoZico, ki
jo tako dobimo, oznalimo z Z in imenujmo mnoZico celih Stevil: Z =
= (S X N) |J {01 S pomotjo seStevanja, ki je definirano v mnoZici N, bomo
~ definirali seStevanje celih $tevil. Postavimo: (+,n) + 0 = (-++,n); (—,n) + 0 =
== (—,n); (+,n) + (—n) =0; (+,m) + (+,n) = (+,m + n); (—, m) + (—,n) =
= (—m-+n); (+,m) + (—,n) =(+,k), e jen +k=min (+,m) + (—, n) =
= (—, k), e je m -+ k = n. MnoZica Z s tako definiranim sedtevanjem je komu-
tativna grupa. Celo Stevilo 0 je element 0 grupe, celi Stevili (+,n) in (—, n)
sta si nasprotna elementa. Ce priredimo vsakemu naravnemu &tevilu n celo
tevilo (-, n), dobimo povratno enoli¢no preslikavo med mnoZico N in mnoZico
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celih §tevil oblike (i, n). Ce upodtevamo Se, kako se cela tevila te oblike se-
Stevajo, ugotovimo, da smemo elemet (4, n) pravzaprav identificirati z narav-
nim 3Stevilom n. Tako lahko reCemo, da je N podmnozica grupe Z. Namesto
(-, n) bomo zato pisali kar n, simbol {(—, ) pa bomo nadomestili z —n. Grupa Z
je najmanjsa grupa, ki izomorfno vsebuje mnozico naravnih stevil, kajti vsaka
grupa, ki vsebuje vsa naravna Stevila, mora vsebovati vsaj e vse njim na-
sprotne elemente in element 0.

Poskusimo grupo Z linearno urediti. Deflmra]mo mnozZica Z4 naj SEStOJl '
iz vseh zastopnikov naravnih Stevil in Stevila 0! Preizkusiti moramo veljav-
nost aksiomov od a) do e). Aksioma a) in d) sta trivialno izpolnjena, aksiom b)
velja, ker nobeno naravno Stevilo ni nasprotno nobenemu naravnemu §tevilu,
aksiom ¢) pa, ker je vscia dveh naravnih Stevil tudi naravno Stevilo. Ker
sestoji grupa Z le iz naravnih Stevil, iz 3tevila 0 in iz elementov, katerih na-
sprotni elementi so naravna Stevila, je izpolnjen tudi aksiom e). Zato izbrana
mnoZica Z, res definira linearno urejenost grupe Z. To je kar obifajna ureje-
nost celih §fevil »po velikosti«. Imenovali jo bomo naravna urejenost mnoZice
celih §tevil. Uvod o izvoru celih §tevil smo napravili zato, da ne bi kdo
ugovarjal, ¢e§, saj smo najprej morali poznati urejenost celih Stevil, da smo
lahko definirali mnoZico Z, kot mnoZico naravnih, fo je »pozitivnih« celih
Stevil. Tako pa smo pokazali, da lahko mnoZico naravnih Stevil v grupi celih
Stevil karakteriziramo tudi brez urejenosti grupe Z. |

Lahko pa bi grupo Z uredili tudi kako drugace. Za Z+ bi npr. mogli vzeti
tudi mnoZico vseh nasprotnih elementov naravnih Stevil (in seveda Stevilo 0).
Dobili bi spet linearno urejeno grupo, ki bi bila razli¢na od tiste, ki smo jo
definirali prej. Delno urejenost pa lahko uvedemo v grupo Z na zelo mnogo

naéinov.
Oglejmo si Se R? to je trzdlmenzmnalm vektorski prostor! Kot vemo, je

fudi to komutativha grupa za seStevanje. Delno urejenost bomo definirali ta-
kole R % naj sestoji iz vektorjev prvega oktanta, to je iz vektorjev, ki imajo

se tri komponente nenegativne. Ni¢ tezko ni dokazati, da mnoZica R’ ustreza
al{smmom a), b), c¢) in d). Tako postane R? delno urejena grupa. Linearno
urejena pa ni, ker npr. vektor s komponentaml (1, —1, 0) ni niti pozitiven niti
negativen.

Delne urejenost lahko definiramo v vsaki grupl Ce je X poljubna grupa,
~ lahko namret¢ vzamemo, da Xt sestoji samo iz elementa 0. Vsi aksiomi so
trivialno izpolnjeni. Trivialen je tudi rezultat: v delno urejeni grupi X je-
vsak element primerljiv samo s seboj.

- Bodi ¢ poljuben strogo pozitiven element delno ure]ene grupe X' Iz re-
lacije 0<Ta ofitno sledi 0<<a +a =2a, 0<<2a¢+ a=3a itd. S popolno
indukcijo brez tezave dokazemo, da je 0 <<na za vsako naravno Stevilo n. Od
tod pa sledi, da ima vsak strogo pozitiven element neskonéen red (red elementa
a je najmanjSe tako naravno Stevilo n, da je na = 0; ée pa je na == 0 za vsako
naravno §tevilo n, pravimo, da ima a neskonéen red). Isto velja za strogo ne-
gativne elemente, saj je red elementa —a enak redu elementa a. Perioditna
grupa (grupa, v kateri ima vsak element koncen red) zato ne dopusfa nobene
delne ureditve razen trivialne.

Poglejmo, kako je s polnostjo delne ur eJene grupe! Ce je v grupi X samo
element 0, je X gotovo polna mreza. Ce pa ima X poleg 0 vsaj e en element a,
ne more biti polna. Imamo namre¢ dve moznosti: ali je samo 0 pozitiven
element, ali pa jih je ved V prvem primeru grupa gotovo ni polna, ker Ze
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mno#ica, ki sestoji iz elementov 0 in «, nima najmanjSe zgornje meje. Ta dva
elementa namreé nista primerljiva med seboj, pa tudi noben tretji element ni
primerljiv z njima. Poglejmo, kako je, ¢e je v X+ Se kak od 0 razliten ele-
ment b! Ce je grupa polna, eksistira tudi u = sup X. Ker je tudi u + b e X, je
u -+ b < wu Po drugi strani pa iz v <u in 0 <{b sledi u + b > u, kar nam da
protislovje. Grupa X torej ni polna. Lahko pa je delno urejena grupa pogojno-
polna. : .
Naj bo X poljubna delno urejena grupa, A pa nhjena podmnozica:
A = [x: ¢ X:& e Z}! Velja naslednji izrek: ¢e eksistira sup x;, potem eksistira
EeZ
tudi inf (—ax¢) in velja inf (—x;) = —sup x;. Dokazimo! Naj tore] eksistira
Le= ) feZ
x = sup x;! Ker tedaj za vsak ¢ e 5 velja x: <z, je —x < —x;. Element —x
Eem
je torej spednja meja mnoZice vseh elementov —x:. Vzemimo zdaj poljubno
drugo spednjo mejo te mnoZice: naj bo y < —x: za vsak &! Tedaj velja x; < —uv,

spet za vsak & Element —y je torej zgornja meja mnozice A, zato je x < —uv.

Od tod pa sledi y < —x. S tem pa je Ze dokazano, da je —x = —supx: =
) Fez
= inf (—x:). Izrek velja tudi v obratni smeri: ¢e eksistira infx;, cksistira
Fexm Lez

tudi sup (—x:) = —inf x:. To dobimo, ¢e v prejinjem izreku zamenjamo
Ee= EeZ ‘ -
Ly Z —L:.

V linearno urejeni pogojno polni grupi ima vsaka navzgor omejena mno-
zica pozitivnih elementov supremum. Videli bomo, da velja tudi obratna trdi-
tev. Naj ima torej v linearno urejeni grupi X vsaka omejena mno¥ica pozitivnih
elementov najmanj$o zgornjo mejo! Ce je Ac X poljubna navzgor omejena
mnozica in presek A[}X+ nl prazen, ima 4 najmanjSo zgornjo mejo: sup A ==
= sup (A{}X.:). Naj bo zdaj A spet poljubna mnoZica pozitivnih elementov.
Dokazali bomo, da eksistira inf A. Oznacimo z A! mnozico vseh spodnjih mej
mnoZzice Al MnozZica At je ofitnho navzgor omejena in presek A*{} X ni prazen,
saj je 0¢ Al Zato eksistira x = sup Al Vsak element mnoZice A je zgornja
meja za mnoZico Al zato je x manjsi od vseh elementov mnozice A. To pomeni,
da je tu_diﬁa’: spodnja meja mnoZzice A. O&itno je x = inf A. Vzemimo zdaj po-
ljubno mnoZico negativnih elementov B! Tudi ta mnoZica ima najmanj$o zgor-
njo mejo. MnoZica —B = [r € X:—x €/B) ima namre¢ same pozitivne ele-
mente, zato eksistira inf (—B), potem pa po zgoraj dokazanem izreku eksistira
tudi sup B = — inf (—B). Podobno dokazZemo, da ima vsaka navzdol omejena
mnoZica negativnih elementov in sploh vsaka navzdel omejena mnoZica najvetjo
spodnjo mejo. Tako smo res dokazali: potreben in zadosten pogoj, da je linearno
urejena grupa pogojno polna, je, da ima vsaka njena navzgor omejena pod-
mnoZica pozitivnih elementov najmanjSo zgornjo mejo. Prav isti izrek velja
za poljubno delno urejeno grupo, le za dokaz potrebujemo malo vel sredstev.

Vsaka delno wurejena pogojno polna grupa wustreza Arhimedovemu
aksiomu: ¢e je 0 <X a in Ce eksistira tak element b € X, da za vsako naravno
§tevilo n velje na < b, potem je o = 0. Vzemimo, da je res za nek pozitiven
element @ mnoZica A = {na:n € N} navzgor omejena z elementom b! Ker je
grupa X po dogovoru pogojno polna, eksistira o = sup A. Za vsako naravno
Stevilo n velja torej ne < x, pa tudi (n + 1} a < x, saj je n -+ 1 tudi naravno
dtevilo. Ce na obeh straneh zadnje neenatbe z desne pristejemo —a, dobimo:

21



na < x + (—a). To pomeni, da je tudi element 2 + (—a) zgornja meja mno-
zice A. Ker je x najmanjsa zgornja meja je x < x + (—a). Po drugi strani pa
iz xs<x in —a <0 sledi x + (—a) < x, Zato je x = 2 -+ (—a) in a = 0.

' Obratna trditev ne drzi. Arhimedovemu aksiomu ustrezajo tudi delno
urejene grupe, ki niso pogojno polne |

3. Delno urejeni kolobarji

Pojdimo zdaj za korak dalje! Ogledali si bomo, kako se struktura delne
urejenosti povezuje z algebrai¢no strukturo kolobarja. . _

Mnozico X imenujemo kolobar, ¢e je komutativna aditivna grupa, ¢e je
torej v njej definirano seStevanje, ki ustreza aksiomom 1., 2., 3. in 4. iz raz-
delka 1., in ¢e je poleg seStevanja definirana v X Se ena operacua, ki jo
imenujemo mnoZenje: vesakemu urejenemu paru {(a, b), a, b € X, je enolitno pri-
rejen nek element c € X, produkt elementov a in b:c = ab, pri ¢emer je izpol-
njen aksiom: .

5. za poljubne elemente a, b, c € X velja (¢ + b)c =ac+ becin c(a +b) =
= ca + cb (distributivnost mnoZenja). -

Ce kolobar X ustreza aksiomu

6. za poljubne elemente a, b,ce X velja (ab) ¢ = a (be), _
imenujemo kolobar asociativen, ¢e pa je v njem izpolnjen aksiom

7. pri polgubmh a,beX je cb = ba,
je X komutativen kolobar. Véasih je v kolobarju izpolnjen tudi naslednjl aksiom:

8. v kolobarju X je nek tak element e, da za poljuben a € X velja ae =
= eq = a.
Tak element e imenujemo enoto kolobarja. Kolobar ima kvedjemu eno ‘enoto.
PodmnoZico Y < X imenujemo podkolobar kolobarja X, e velja:

i) e st a,b €Y, jetudi a + b eY;
i) Ce je a €Y, je tudi —a €Y
iii) ée ste a, b EY je tudi ab ¢ Y

Naj bo X pol;uben kolobar! Rekli bomo, da je X delno ur ejen kolobm
¢e je najprej delno urejen kot aditivna grupa, te je torej v X izbrana pod-
mnoZica X4, ki ustreza aksiomom a), b) in ¢) iz razdelka 2. (aksiom d) je avto-
- mati¢no izpolnjen), in Ce je poleg teh izpolnjen Se aksiom

f) ¢e sta a in b poljubna elementa v X, je ab e X 4.

Ce velja poleg tega $e aksiom e), je X linearno urejen kolobar.

Oglejmo si nekaj osnovnih pravil za mnoZenje v delno urEJenem kolo-
barju! Po aksiomu f} je produkt dveh pozitivnih elementov pozitiven. O¢&itno
je pozitiven tudi produkt dveh negativnih elementov: ¢e sta elementa a in b
negativna, sta —a in —b pozitivna, zato je (—a) (—Db) = ab € X . Produkt po-
zitivnega in negativnega elementa pa je vedno negativen. Res: naj bo 0 < a
in b<0! Ker je 0 < —b, je ab = —fa(—b)] <0 in ba = —[(—b)a] <0. Ker
- je tako produkt dveh pozitivnih kot produkt dveh negativnih elementov pozi-
tiven, je v linearno urejenem kolobarju kvadrat vsakega elementa pozitiven,
saj so v takem kolobarju samo pozitivni in negativni elementi. V linearno
urejenem kolobarju, ki ima enoto e, je ta prav gofovo pozitivna, ker je e = e
Na osnovi teh ugotovitev se prav lahko prepri¢amo, da kolobarja komplekshih
Stevil (z obifajnim se$tevanjem in mnoZenjem) ni mogofe linearno urediti
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Ce bi namreé imeli kako linearno ureditev kolobarja kompleksnih $tevil, bi
Lili tevili 1 in —1 obe pozitivni (1 = 12, —1 = i*). To pa ni mogoce.

Naj bo X poljuben delno urejen kolobar in «,b e X. Bodi a <b! Teda]
velja 0 < b-—a in, Ce je c¢ poljuben pozitiven element, je 0 <(b—a)c in
0 < c(b—a), zato je ac < be in ca < ¢b. Na enak nadin vidimo, da pri negativ-
nem c iz a << b sledi ac =2 be in ca = ¢cb. |

Oglejmo si zdaj kak primer! Oznacimo s C mnoZico vseh realnih funkeij,
zveznih na kon¢nem intervalu [a, b]! Ker so vsota, razlika in produkt dveh
zveznih funkeij spet zvezne funkcije, je mnozica C kolobar, seveda asociativen
in komutativen. Poskusimo ta kolobar delno urediti! Poiskati moramo tako
mnozico C., ki bo ustrezala aksiomom a), b), ¢) in f). Vzemimo npr. za C.
mnozico vseh tistih funkcij, ki imajo v vsaki tocki intervala [«, b] nenegativno
vrednost. Ker sta vsota in produkt dveh takih funkcij spet nenegativni funkeiji,
ustreza ta mnoZica C. vsem Stirim aksiomom in nam zato res definira delno
urejenost kolobarja C. O&itno je ta urejenost takale: ¢e sta f in g dve poljubni
funkciji iz C, je f < g tedaj in le tedaj, ko velja f(x) < g(x) (v obitajnem
smislu) za vsak x med a in b. Ni pa to edina moZna delna ureditev kolobarja C.
Za C . bi lahko vzeli npr. mnoZico vseh funkcij, ki so na intervalu {a, b] ne-
negativne in nepadajoCe. Z enakim premislekom kot prej se prepritamo, da
nam tudi ta razred C__ definira delno urejenost kolobarja C, ki je seveda raz-
litna od prejsSnje. Zdaj relacija f < g pomeni, da je vrednost f(x) povsod na
intervalu [a, b] manjSa od ¢ (x), poleg tega pa, da je razlika g (x)— f(x) naj-
manjsal v tolki «. . ?

' Vzemimo zdaj fridimenzionalni vektorski prostor R?! To je kolobar, ce
vzamemo za produkt vektorjev a in b vektorski produkt a X b. Kot vemo, ni
ta kolobar niti asociativen niti komutativen. Izberimo poljuben od 0 razlien
vektor a in definirajmo: R+¥ = {la:1=0}! MnoZica R.* ima res vse last-
nosti mnoZice pozitivnih elementov delno urejenega kolobarja. Drugactne moz-
nosti za delno ureditev kolobarja R? pa ni. Kar vzemimo poljubno mnoZico
R 3 ki ustreza aksiomoem a), b), ¢) in f)! Bodita a, b € R33! Po aksiomu 1) je
tedaj a XbeR'* in bXa=-—(aXb)eR* to pa je mogofe le, e je
a X b = 0. Vekiorja a in b sta torej kolinearna.

Oglejmo si spet grupo celih tevil Z! Ce operacijo mnoZenja, ki je de-
finirana na mnozici naravnih Stevil, razsirimo na vso mnozico Z: (+,m) (+, n) =
= (—, m) (—, n) = (+, mn), (+, m) (—, n) = (—, mn), dobimo asociativen in ko-
mutativen kolobar, ki ga bomo oznadevali prav tako s simbolom Z. Prej smo
linearno uredili grupo Z tako, da smo vzeli za Z. mnoZico vseh naravnih
$tevil in Stevilo 0. Ker pa je produkt dveh naravnih §tevil spet naravno Ste-
vilo, nam' ista mnozica Z . linearno ureja tudi kolobar Z. Zanimivo je, da je to
sploh edina moZna linearna ureditev kolobarja celih Stevil. Kolobar Z ima
namre¢ enoto, to je Stevilo 1. Kot smo prej ugotovili, mora biti 0 <1. Potem
pa so pozitivni elementi tudi Stevila 1 + 1, 1 -1+ 1 itd. Ker z zaporednim
pristevanjem Stevila 1 lahko dobimo vsako naravno Stevilo, morajo biti vsa
naravna Stevila pozitivna. Poleg njih je pozitiven element le 3e 3tevilo 0, ker
bi sicer bila v mnoZici pozitivnih elementeov vsaj dva nasprotna si elementa,
razlitna od 0. Pa¢ pa eksistira Se mnogo delnih ureditev kolobarja celih Stevil.
Za Zy lahko vzamemo npr. vsa soda naravna $tevila in $tevilo 0. Ta mnoZica
ustreza veem aksiomom mnoZice pozitivnih elementov delno urejenega kolo-
barja, ker sta vsota in produkt dveh sodih Stevil spet sodi Stevili. Podobno bi
lahko sestavili Z 1 iz tistih naravnih 3tevil, ki so deljiva s 3 itd.



4. Urejena polja

- Kolobar X z enoto e imenujemo obseg, &e poleg aksiomov 1), 2), 3), 4), 5)
in 8) izpolnjuje e naslednjega:

9) vsele od 0 razliCen element a € X ima v X inverzni element to je tak
element a™, da je aa™' = ala = e. -

- Vsak element v obsegu ima en sam 1nverzn1 element. Element a je in-
verzen elementu a7, ,
- Podkolobar Y obsega X, to je tako podmnozico Y < X, ki ustreza alcsio-
mom 1), ii) In iii) iz razdelka 3., 1menu3emo podobseg, €e je izpolnjen Se

aksiom

iv) ée je a;eY in o==0, je tudi a“l €Y,

Asociativen in komutativen obseg bomo imenovali polje, podobsegu polja
~ pa bomo rekli podpolje. |
| Malo podrobneje si bomo ogledali urejena polga Naj bo torej P polje,
v katerem mnozica P+, ki ustreza aksiomom a), b), ¢), e) in {), definira relacijo
linearne urejenosti. Ce je element a € P strogo pozitiven, potem je a™' tudi
strogo pozitiven, kajti ¢e bi bil negativen, bi bila tudi enota e = ¢! a nega-
tivna, to pa ni mogode. Inverzni element strogo negativnega elementa pa je
tudi sam negativen.

Poskusimo za primer uredm polje. racionalnih stevll @! Racionalna $te-
vila so, kot je znano, definirana takole: najprej tvorimo direkini produkt
Z X Z mnoZice celih® §tevil same s seboj, to je mnoZico vseh urejenih parov
(a, b), pri ¢emer sta a in b poljubni celi §tevili. Pare (a, b), pri katerih je b 5= 0,
‘bomo imenovali ulomke. Mnozico vseh ulomkov oznatimo s @, Namesto
obi¢ajnega zapisa para (a, b) uporabljamo za ulomke rajsi simbol «¢/b. V mno-
 Zici Q, definiramo zatem ekvivalenéno relacijo: nlomek a/b je ekvivalenten
ulomku ¢/d, e je ad = be. Ta relacija nam mnoZico @, razdeli na veé ekviva-
lentnih razredov; ekvivalenéni razred, to je mnoZica vseh med seboj ekviva-
lentnih ulomkov. Vsak element mnoZice @, je potem v enem in samo v enem
ekvivalentnem razredu. MnoZico vseh ekvivalentnih razredov oznaéimo s @
in imenujemo mnoZico racionalnih $tevil. Vsako racionalno $tevilo je torej
mogode predstaviti z nekim parom celih §tevil ali ulomkom a/b, pri temer
dva ulomka a/b in ¢/d predstavljata isto racionalno Stevilo tedaj in le-tedaj,
ko je ad = be. Racionalno §tevilo, ki ga predstavha ulomek a/b, bomo kratko
oznatili z [a/b].

V mnoZici @ lahko deflmramo seftevanje in mnoZenje. Bodita [a/b] in
[c/d] poljubni racionalni $tevili! Vsoto in produkt definiramo takole: [a/b] +
+ [c/d] = [ad + be/bd], [a/b] [c/d] = [ac/bd]. IzkaZe se, da je ta definicija eno-
litna, to je, vsota in produkt nista odvisna od tega, s katerima ulomkoma
predstavimo racionalni Stevili, ki ju seStevamo oziroma mnoZimo. Sedtevanje in
mnoZenje racionalnih Stevil sta asociativni in komutfativni operaciji, ustrezata
pa tudi distributivhostnemu zakonu. Stevilo [0/al, kjer je @ poljubno od 0
razli¢no celo Stevilo, je element 0 za seStevanje, element [1/1] pa enota za
mnozenje. Vsako racionalno Stevilo- ima nasprotni element: za Stevilo {a/b] je
to [—a/b]; eksistira tudi inverzni element za vsako od 0 razlitno racionalno
§tevilo: inverzni element §tevila [a/b] je [b/a]. Tako smo v mnoZici @ definirali
strukturo polja. -

Ce priredimo vsakemu celemu $tevilu ¢ racionalno Stevilo [a/l], je vsoti
celih §tevil a + b prirejeno racionalno Stevilo [a + b/1] = [a/1] + [b/1], pro-
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duktu ab pa Stevilo [ab/1] = [a/1] [b/1]. To pomeni, da je s preslikavo a-[a/l]
podan algebraiéni izomorfizem kolobarja Z na podkolobar polja @. Ker izo-
morfne strukture lahko identificiramo, smemo reéi, da je Z podkolobar polja .
Racionalna 3tevila oblike [¢/1] bomo v prihodnje imenovali kar cela Stevila.

Vzemimo, da imamo neko linearno ureditev polja €, ki jo definira razred -
pezitivnih elementov @+. Ta ureditev inducira tudi v Z kot podmnoZici mno-
Zice @ neko linearno urejenost. Jasno je, da je za to ureditev Z linearnoc urejen
kolobar z mnozico Z.i = Z[}Q . kot mnozZico pozitivnih elementov. Ugotovili
pa smo, da je mogoée kolobar Z urediti samo na en nadin: Z mora biti ravho
mnozica veeh naravnih $tivil in Stevilo 0. Tako smo ugotovili: &e je sploh
mogoce polje @ na kak nacin linearno urediti, potem vsebuje &+ vsa naravna
Stevila. Pa denimo, da eksistira neka linearna ureditev polja @! Vzemimo po-
ljuben strogo pozitiven element [a/b]! Ce ga pomnoZimo z naravnim Stevilom
[b2/1], ki je tudi pozitivno, moramo dobiti spet pozitiven element. Ta produkt,
[a/b] [b3/1] = [ab/1], pa je celo §tevilo, zato je pozitivno le, ¢e je ab naravno
Stevilo. Velja tudi obratno: ¢e je ab naravno $tevilo, je [ab/1] € @4, prav tako
je v Qi S8tevilo [1/b?] kot inverzni element naravnega Stevila; zato je
[ab/1][1/b%] = [a/b] € Q. Vidimo torej: &e sploh eksistira kaka ureditev polja @,
je ena sama In je dolofena s predpisom: v @+ so natan¢no tista racionalna
Stevila [a/b], pri katerih je ab naravno 3tevilo ali 0. Ta definicija totno doloca
za vsako racionalno &tevilo, ali je v @+ ali ne, ne glede na to, s katerim
ulemkom predstavimo racionalno §tevilo: naj bo [a/b] = [c¢/d]; po definiciji
ekvivalence ulomkov je tedaj ad = be. PomnoZimo to enatbo na obeh straneh
z bd: (ab) d* = (cd) b* Ker sta b? in d? naravni Stevili, velja: Ce je eden od
produktov ab in cd naravno Stevilo ali 0, je tudi drugi. Tako smo dokazali, da
je nasa definicija mnozice @+ smiselna. Zdaj pa pokaZimo, da @, usireza
aksiomom mnozice pozitivhih elementov urejenega kolobarja! Aksiom a) je
jasno izpolnjen.

b) Naj bo [a/b] e @+ in — [a/b] = [—a/b]e Q+! Ker oba produkta, ab in
(—a)} b = — (ub), ne moreta biti naravni Stevili, je ab = 0. Xer je b=0, je
« = 0 in [a/b] = 0. - |

c) Bodita [a/b], [c/d] € Q4! Vsota teh dveh §tevil je [ad + be/bd], to pa je
spet element mnoZice @, saj je (ad + be) (bd) (ab) d* + b2 (cd) prav gotovo

naravno Stevilo ali pa 0.
e) Ce je [a/b] poljubno racionalno stevﬂo, je ab ali (—a) b naravno Ste-

vilo ali 0, zato je [a/b] ali —Ja/b] v @ ..

f) Ce sta ab in ed naravni §tevili ali 0, je tudi (ab) (cd) = (ac) (bd) naravno
Stevilo ali 0. Zato iz [a/b]€@+ in [c/d] €@, sledi [a/b] [c/d] € @ -.

Tako smo res uspeli definirati linearno urejenost polja @. To urejenost
imenujemo naravno urejencst mnoZice racionalnih Stevil.

Vzemimo zdaj poljubno urejeno polje P! Ker je enota e strogo pozitiven
element, je ne==0 in (—n)e =n(—e)==0 za vsako naravno &tevilo n. To
smo ugotovili Ze pri Studiju delno urejenih grup. Zato eksistira (ne)=! pri
- vsakem od 0 razlitnem celem Stevilu n. Oznadé¢imo s P® mnoZico vseh elementov
polja P, ki jih lahko zapifemo v obliki (me) (ne)™!, kjer sta m in n poljubni
celi 8tevili, n == 0. Poglejmo najprej, kdaj dve taki izra’avi pomenita isti
element! Naj bo (me) (ne)™t = (pe) (ge)™! Ce to enatbo pomnoZimo na obeh
straneh z (ne) (ge), dobimo: (me) (ge) = (ne) (pe). Izrazi me, ne, pe, ge so vsote,
zato lahko uporabimo distributivnostni zakon: (me) (ge) = (mq) e = mge. Tako
dobimo mge = npe, oziroma (mg—=np)e = 0. Kot smo Ze prej rekli, je to

25



mogode le, ¢e je mqg = np. Naj bo obratno mg = np, n=4=0, g 4= 0! Ves racun
lahko napravimo tudi v obratni smeri: iz mge = npe sledi po distributivnosti
(me) (qe) = (ne) (pe). Ker eksistirata (ge)~' in (ne)™, sledi iz zadnje enacbe -
(me) (ne)™t = (pe) (qe)~t. Tako smo prisli do naslednjega krlterlja (me) (ne)=t =
= (pe) (qe)~! tedaj in le tedaj, ko je mg = np.
| Priredimo ulomku m/n element (me) (ne)~! mnoZice P“' Kot smo videli, je
s tem dvema ekvivalentnima ulomkoma prirejen isti element v PP obratno,
¢e dvema ulomkoma pripada po zgornjem predpisu isti element mnoéice- PY,
sta ulomka ekvivalentna. To pa pomeni, da nam predpis [m/n]—(me) (ne)™!
definira povratno enoli¢no preslikavo mnoZice racionalnih $tevil na mnozZico PY.

JIzratunajmo vsoto dveh poljubnih elementov mnoZice P? Vzemimo Stiri
poljubna cela §tevila m, n, p, g, n == 0, ¢ == 0! Kot smo ugotovili, je (me) (ne)™t =
— (mge) (nge)™" in (pe) (ge)~! = (npe) (nge)~, zato je (me) (ne)™ + (pe) (ge)~ =
= (mge + npe) (nge)™' = [(ng + up) e] [{(rq) e]te P’. Podobno ugotovimo za
produkt: [(me) (ne)~'][(pe) (ge)~1] = [(me) (pe)] [(ne) (qe)I* = [(mp) €] . [(ng) e]* € PV,
Ker poleg tega lahko element 0 zapiSemo v obliki (0 e) (1 e)?, enoto pa v obliki
(1e)(1e)?, ker je element [(— m)e](ne)! nasproini, element (ne)(me)~* pa
inverzni element elementa (me) (ne)™!, velja: mnozica P je podpolje polja P in
sicer najmanjSe podpolje, kajti vsako podpolje vsebuje hkrati z enoto polja vse
clemente oblike ne, zato pa tudi vse elemente oblike (me) (ne)™!, torej vse
podpolje P! Ce pa upoftevamo 3e, kako izratunamo vsoto in produkt dveh
elementov polja P! vidimo, da je povratno enolitna preslikava med poljema
PY%in @, ki smo jo definirali zgoraj, algebrai¢ni izomorfizem. Podpolie P® bomo
zato imenovali racionalno podpolje polja P, elemente podpolga P" pa racionalne
elemente polja P.

Ker v algebri ne delamo razlik med izomorfnimi strukturami, lahko
polji PY in @ identificiramo. Smemo torej reci, da vsako urejeno polje vsebuje
rolje racionalnih S&tevil kot podpolje. Zdaj pa upoStavajmo res Se, da je .
polje P urejeno. Do zdaj namre¢ tega wvsaj bistveno §e nismo potrebovali.
Urejenost polja P inducira urejenost tudi v svojem podpolju Q. Oc¢itno je @
za to ureditev urejeno polje. Ugotovili pa smo, da je mogole polje @ urediti
na en sam nacin. Zato velja: moZne so samo take ureditve polja P, ki v racio-
nalnem podpolju inducirajo naravno urejenost racionalnih $§tevil; ali: vsako
- urejeno polje vsebuje polje racionalnih Ztevil kot svoje urejeno podpolje.

5. Urejena pogojno polna polja

Ceprav proutujemo delno urejene algebraidne strukture, se Ze ves &as
'ukvarjamo samo z algebro, kajti tudi definicijo delne urejenosti v algebraicni
strukturi smo prevedli v algebrai¢ni jezik, delno urejenost znamo definirati
s samimi algebrai¢nimi pojmi. Polnost oziroma pogojna polnost.pa sta tipiéno
urejenostna pojma, ne znamo ju formulirati algebrai¢no. Ker smo Ze prej
dokazali, da delno urejena grupa ne more biti polna, tudi ne more eksistirati
urejeno polno pelje. Poglejmo, kaj lahko povemo o urejenih pogojno polnih
- poljih!

Naj ko P poljuhno urejeno ngOJHO polno polje! Ker je to obenem urejena
pogojno polna grupa, velja v njem Arhimedov aksiom: ¢e sta « in b poljubna
strogo pozitivha elementa, je 1e1acija no < b izpolnjena kveéjemu za konéno
mnogo naravnih Stevil n. Od tod pa sledi: ¢e je x poljuben strogo pozitiven
element polja P, eksistira tak racionalen element a € P® da velja 0 <a <a.
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Za neko naravno Stevilo n je namret e <nx = (ne)x, torej je e (ne)yt <u,
tako da lahko vzamemo « = (ne)™'. Vzemimo zdaj dva poljubna pozitivna
elementa x in y! Naj bo x <y, torej] 0<{y—ax! Kot smo pravkar videli, za
neko naravno Stevilo n velja (ne)~! <<y —x. Fiksirajmo to Stevilo n! Po Arhi-
medovem aksiomu velja neenacha me < (ne) x kveldjemu za konéno mnogo
naravnih Stevil m, zato eksistira tako naravno Stevilo m, da velja (m —1) e <
< (ne) x << me. Tako imamo x < (me) (ne)™', iz relacij [(m — Del(ne) ' < x in
(ney <y — x pa sledi 8e (me) (ne)™! = [(m—1)e+ejne)y ' <(y—zx)+x =1
Dokazali smo torej: pri poljubnih pozitivnih x in y, ki sta v relaciji x <<y,
eksistira najmanj en tak racionalen element ¢, da velja x <a <Ty. Otitno velja
ta trditev tudi, ¢e sta x in y poljubna elementa polja P in je x <<y.

Bodi x € P poljuben strogo pozitivern element! Oznaéimo s P, mnoZico
veeh strogo pozitivnih racionalnih elementov, ki so pod x: P, = [ae P*: 0 <C
<a<xz]! Kot smo videli, mnoZica P, za noben strogo pozitiven x ni prazna.
Ce velja 0 <x <y, je otitno P,CP,; pri tem mnoZici P, in P, ne moreta
Ziti enaki, ¢e x in wy nista enaka. Kajti, ée je x <y, eksistira vsaj en racio-
nalen a, ki je velji od x, pa manjsi od y. Ta a je torej v mnoZici P,, ne pa
tudi v P,. O&itno velja tudi obratna implikacija: ¢e je P, cP,, je x <y. Na
cenovi tega prav lahko dokaZemo naslednje pravilo: & = sup P,. Po definiciji
je namre¢ x nad vsakim elementom mnozZice P;; fe pa je Se kak element
y € P vetji od vsakega elementa mnoZice P, je P, Py; od tod pa sledi x <y

Ce sta A in B poljubni podmnoZici polja P, naj pomeni: A + B =
= {a+b:acA,beB), AB= [ab:ac A, be B]! |

Izratunajmo zdaj sup (P, + P,)! Vzemimo poljuben element (a¢ +b) € (P, +
+P), aeP,, beP,! Rer iz a«¢<x in bty sledi a +b<x -ty jexty
zgornja meja mnozice P, + P, Naj bo z poljubna zgornja meja te mnoZicel
Za poljubna a €P,, b eP, bo torej veljalo ¢ + b < z. Fiksirajmo b! Ker velja
a<z-—Db za vsak a€P,, je z—Db zgornja meja mnozice P,. Vsaka zgornja
meja pa je velja od supremuma mnozice, zato je x = sup P, <z— 0. Od tod
pa sledi b < z— 2 in, ker ta relacija velja za vsak b eP,, je z—x zgornja
meja mnozice P,; velja torej sup Py =y < z—2a ali * + y < z. Element x + y
je torej najmanjfa zgornja meja mnozice P, + P,. Podobno dokaZemo, da je
xy = sup (P, P,): element xy je veéji od vseh produktov ab, a e P,, beP,, ker
ie razlika xy —ab = a (y — b) + b (x — a) pozitivna. Ce pa je $e kak element z
vecji od vseh produktov ab, a€P,, beP,, velja za vsak fiksen b relacija
a < zb™, torej je tudi x < zb~i Za vsak b velja torej b < zx™!, zato je tudi
y <zt oali xy <z '

Dokazali bomo zanimiv in vaZen izrek: poljubni dve urejeni pogojno polni
polji sta algebraifno in urejenostno izomorfni. _

Bodita res P in R dve poljubni urejeni pogojno polni polji! Kot smo -
ugotovili, sta njuni racionalni podpolji P" in R® algebraitno in urejenostno
izomorini polju racionalnih S$tevil, zato sta tudi med seboj izomorfni. Ta
izomorfizem ¢: P'— RY je, kot vemo, definiran takole: ¢e je e enota polja P,
element f pa enota polja R, je ¢ [(me) (ne)™ 1] = (mf) {(nf)~'. Poizkusimo izomor-
fizem ¢ razSiriti do izomorfizma polja P na polje R! Naj bo x poljuben strogo
pozitiven element polja P! Oznalimo: B, = ¢ (P,) = { ¢ (a): a € P, |! Ker velja
x<x 1 e, eksistira tak element c e€P’ da je x<lc<x + e. Racionalni ele-
ment ¢ je tore] zgornja meja mnozice P,. Ker je ¢ urejenostni izomorfizem, je
¢: (c) zgornja meja mnoZice B,. Ta je torej navzgor omejena in, ker je R
pogojno polna mreZa, eksistira sup B,. Definirajmo: v (x) = sup B! Ce posta-
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vimo Se ¢ (0) = 0, smo definirali neko enolitno preslikavo y: P+—R.. Po-
glejmo, kaj je y (x), ée je x racionalen element! V tem primeru je x element
mnoZice P, in je seveda njen najvetji element. Zato je element ¢ (x) najvedji
v mnozici By, torej je w (x) = sup B; = ¢ (x). Preslikava y se torej na P® ujema
s preslikavo ¢. Naj bo, obratno, v (x) = b € R" Za inverzno sliko ¢1(b) = a
imamo tri moznosti: ali je a<<x, ali a=x ali x<{a. Prva moZnost
je izkljuCena, kajti ¢e bi bilo ¢ <z, bi v P® eksistiral tak element ¢, da bi
veljalo a <<c¢<Tx; zato bi bilo tudi ¢ (a) = b <¢ (c). To pa ni mogole, kajti
b = sup B;, element @ (¢} pa je v Bz Poglejmo, kaj sledi iz predpostavke
x < a! Spet bi eksistiral tak element c € P!, da bi veljali relaciji x <<c <<a.
Element ¢ bi bil tedaj zgornja meja mno¥ice P,, torej bi bil ¢ (c) zgornja meja
za B;. To pa spet ni mogoce, ker iz ¢ <<a sledi ¢ (c) <@ (a) = b, element b
pa je najmanjia zgornja meja mnozice B;. Edina mozZnost je torej a = x. Tako
smo ugotovili, da iz v (x) € R® sledi x € P? in v (x) = ¢ (x).

Vzemimo zdaj spet poljuben strogo pozitiven element x € P in postavimo
y=1v (x)! Vzemimo poljuben element b €R, = ([aeR 0<<a<xy]}! Ta je
manjsi ali pa enak y. Kot smo pravkar ugotovili, iz b =1y =y (x) sledi
b=¢q(x)eB,; Ce pa je b<{y, eksistira v B, tak element a, da je b<a.
‘Tedaj je tudi ¢t (b) <gp'(a) <zx in zato ¢ (b) e P, ter.b e B,. Vidimo, da
je Ry B,. Ker pa je obenem B, C Ry, saj je y = sup B, velja: za vsak x>0
je w(Py) = R,y Od tod pa olitno sledi, da je preslikava y:Ry-Py, ki je
definirana s predpisoma: y (y) = sup ¢! (R,) in % (0) = 0, inverzna preslikavi
w: za vsak x € Py velja z(y(x)) = x in za vsak ye€R, je yw (3 (¥)) = y. Pre-
slikava v je torej povratno enoli¢na. Ugotovili bomo, da je monotona. Naj bo
Y = ¢ (xz,) in ¥y, = ¢y (x,)] Kot vemo, iz relacije x, < :c_“ sledi Pg, € P;,. Tedaj
pa velja tudi Ry, = ¢ (P \l)CqJ(PT,) = Ry, in zato y, <y, Preslikava v je
torej res monotona. Prav tako dokaZemo, da Je monotona inverzna preshkava 7
zato velja: y je urejenostni izomorfizem.

Raz8irimo zdaj definicijsko obmocje preslikave y na vse polje P! Po-
stavimo: ¢e je x <0, bodi p (x}) = — w (— x)! OCitno tako razsirjena preslikava
~ostane povratno enoli¢na. Pa tudi urejenostni izomofrizem je Se vedno. Kar
vzemimo poljubna elementa x,,x, € P, ki sta v relaciji x, < x,! Postavimo
() = Yy WI(x,) =vy,! Primer, ko sta x, in x, strogo pozitivha, smo Ze
obravnavali. Vzemimo, da velja x; <0< x,. Tudi zdaj bo y, < y., saj je y,
negativen, y, pa pozitiven. Bodita konéno x; in x, negativna! Ker sta —x; in
— x, pozitivna in ker velja —x, < —x,, je — Y, = W (—x.,) Sy (—x,) = —y,,
torej je spet y, < 7,. Enako se prepritamo, da je monotona inverzna preslikava,
Razsirjena preslikava v je torej res urejenostni izomorfizem:.

Konéno bomo ugotovili, da je v algebrai¢ni izomorfizem. Naj bosta x in y
strogo pozitivna elementa polja P! Ugotovili smo, da je supPery=x + y =
= sup (P; + P,). Ker je vy urejenostni izomorfizem, je tudi supy (Pz+y) =
= sup y (P; + Py). Leva stran te enadbe je enaka vy (x + y), desno stran pa lahko
izrazimo takole: supwy (Prz + Py) = sup ¢ (Ps + Py) = sup [¢p (P2) + ¢ (Py)] =
= sup[R, @ + R, ] = v () + v (y). Tako smo dobili identiteto o (x + 7) =
=y (x) + v (y), ki velja, ¢e sta x in y pozitivha. Za taka x in y dobimo é&isto
analogno Se v (xy) = v (x) v (y). Obe identiteti pa veljata tudi v splodnem pri-
mery, to je pri poljubno izbranih x,y € P. Naj bo npr. y <<0 <z, 0 < x + y!
Oznatimo z=xt+ y! Ker je 0<<—y in velja x=2z+ (—y), je y(x) =
=y Ty (—y) =ypE—yE ali ypE =yEty) =y +ypy). Na podo-
ben nadin dokaZemo veljavnost te formule v ostalih primerih. Tudi za formulo
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v (xy) = yw (x) w (1) dokaZemo brez teZave, da velja Cisto splosno. Preslikava
w: PR je tore] res urejenostni in algebraiéni izomorfizem in tako Je nas
izrek dokazan.

. : — ' 6. Realna Stevila

- Zdaj se pojavi vpraSanje, ¢e sploh eksistira kako urejeno pogojno polno
polje. Ce eksistira, potem je v bistvu samo eno, kot nam zagotavlja prejsnji
izrek. Oglejmo si polje racionalnih Stevill Hitro bomo videli, da to polje ni
pogojno polno. Oznadimo z E mnoZico vseh pozitivnih racionalnih $tevil, katerih
kvadrat je manjsi od 2! Ker je a*>—b2 = (a + b) (a-mb) velja za pozitivni
Stevili ¢ in b relacija b® < «® tedaj in le tedaj, ko je b < a. MnoZica E je zato
navzgor omejena, saj je ze 22 > 2. Ce je @ pogojno polna mreZa, mora eksisti-
rati x = sup E. Ker x* == 2 — dokaz, da kvadrat nobenega racionalnega Stevila ni
enak 2, je zelo znan in ga tukaj ne bomo ponavljali — mora biti x? < 2 ali x* > 2.
Vzemimo najprej, da je x> <2! Postavimoy = 2—x?) 6! Ker jex < 2iny <2
je 2x +y<<{6. Zato je y(2x + y)<<2—zx% Tako dobimo (x + y)* = x? ~E~
+y @2 x + y) <2 To pomeni, da je x + y € E, potem pa x ne more biti zgornja
meja mnoZice E. Do protislovija pridemo tudi, e vzamemo, da je 2 < z*: ugoto-
vimo lahko, da pri z = (x*—2) 6 velja (x — 2)* > 2; tudi Stevilo x—2z, ki je
manjsSe od x je torej zgornja meja mnozice E, zato x ne more biti najmanjSa
zgornja meja. Polje @ zato ni pogojno polno.

Pa poskusimo polje racionalnih 8tevil dopolniti z novimi elementl tako,
“da bomo dobili urejeno pogojno polno polje! Postopek je znan, to je obitajna
konstrukeija realnih S8tevil z Dedekindovimi preseki, zato homo pot samo na-
kazali.

Naj bo P poljubno urejeno pogojno polno polje! MnoZico vseh strogo
pozitivnih racionalnih elementov polja oznaéimo s P{ .! Videli smo, da imamo
povratno enoliéno korespondenco med strogo pozitivhimi elementi x € P in
mnoZicami Py = {a € P{ . : a < x}. Poskusimo dobiti kakino drugo karakteri-
zacijo mnoZice P, ki bo izraZena samo z lastnostmi racionalnih elementov, nic
pa z elementom x! Naj bo A poljubna navzgor omejena podmnoZica mnoZice
Pi ! Oznad¢imo z A mnoZico vseh racionalnih zgornjih mej mnozice 4, z A’
pa mnozico vseh strogo pozitivnih racionalnih spodnjih mej mnoZice A (slednja
je lahko prazna)! MnozZica ASt = (A5)¢ je torej mnoZica vseh elementov mno-
Zice P ., ki so pod vsako racionalno zgornjo mejo mnoZice A. O&itno je
A < ASt, Za nekatere mnozice A pa je A = AS. Take mnoZice A bomo imeno-
vali razrede mnozice P{ . Hitro se lahko prepri¢amo, da je pri poljubni na-
vzgor omejeni mnoZici A — Pl . mnoZ¥ica AS razred, in sicer je to najmanjsi
razred, ki vsebuje mnoZico A.

Vsak razred je navzgor omejena mnozica, zato ima v polju P najmanjSo
zgornjo mejo. Brez tefave lahko ugotovimo: ée je A razred in je x = sup 4,
je A = P, Velja tudi obratno: za vsak strogo pozitiven x € P je mnoZica P,
razred. To pomeni da eksistira povratno enoli¢na korespondenca med razredi
mno¥ice P} . in mno%ico strogo pozitivnih elementov polja P. To nam da idejo,
kako konstruirati razsiritev polja ¢, ki jo potrebujemo.

Oznatimo s T mnoZico-vseh razredov mnozice @, . strogo pozitivnih ra-
cionalnih &tevil! V mno#zici T lahko definiramo operaciji seStevanja in mno-
zenja. Naj bosta A in B poljubna razreda v @, .! Oznadimo kot prej: A + B =
= {a+b aeA, beB}, AB= [ab:ae A, beB]! MnoZica A+ B sicer ni
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razred, je pa navzgor omejena, zato lahko tvorimo mnoZico (A + B)%, ki je
razired. Ta razred bomo imenovali vsoto razredov A in B. Da bomo fo vsoto,
to je vsoto razredov A in B kot elementov mnoZice T, razlikovali od mnoZice
A + B, jo bomo oznatili z A@ B. Po definiciji je torej A (2 B = (4 + B)si,
Analogno definiramo produkt razredov A in B, ki ga bomo oznatili A«B: AvB =
= (AB)%!, Takoj se bomo prepric¢ali, da sta ti definiciji smiselni. Vzemimo po-
Ijuben element x € @..! MnoZica @; = {a € @, . :a< 2} je, kot vemo, razred
in velja x==sup @, Pa tudi obratno drZi: ¢ée za nek razred A eksistira
"sup A = x, je A = Q. Zato nam predpis x— @, definira povratno enoli¢no pre-
slikavo mnozice @. 1 na mnoZico tistih razredov, ki imajo najmanj$o zgornjo
mejo. Zato smemo mnoZzico @, , Stetl za podmnozico mnozice T. Pa vzemimo
dve racionalni $tevili x,y € @, in izraéunajmo @, D@, = (@, + @,)%! Kot
smo Ze pre jdokazali, je x + y = sup (@« + ®,). Zato velja (Q: + @,) C Qx4
Ker se Q;+y razred, (@, + @,)% pa je najmanj$i razred, ki vsebuje mnoZico
Qe T Qy, velja @, + QyC(Q: + Q) C Qs +Qy. Ker pa je sup(Q. T+ Q.y) =
= SUp @z +y = x + y, velja tudi x + y = sup (@ + @)*". Zato je (@ + @) =
= @1y in velja @: P Q, = Qs+, Podobno dobimo @Q,0Q, = Quy. SeStevanje
in mnoZenje v T se torej na racionalnih razredih, to je na razredih, ki so
zastopniki racionalnih Stevil v T, ujema z obifajnim seStevanjem in mno-
Zenjem v Q. Ker za poljubna razreda A in B velja A+ B=B + A, AB = BA
itd., sta seStevanje in mnoZenje v T asociativni in komutativni operaciji in
prav tako velja zanju distributivnostni zakon. Razred @, je ofitno enota za
mnozenje v T, razred (AS)=! — {a"1: a € Ag} pa je inverzen razredu A.

Zdaj pa tvorimo najmanjsi kolobar, ki vsebuje mnoZico T! Ta kolobar
konstruiramo prav tako, kot smo izhajajo¢ iz naravnih Stevil konstruirali ko-
- lobar celih §tevil: oznadimo S = {-+,—}, izberimo Se nek poseben element 0
in definirajmo: R = (S X T) J {0}! Ce na smiseln na&in razSirimo. seStevanje
in mnoZenje na vso mnoZico R, dobimo ne le kolobar, ampak celo polje. Ime-
nujemo ga polje realnih Stevil. Polje R linearno uredimo, ¢e vzamemo mnoZico
T U {0} za mnoZico pozitivnih elementov. DokaZemo lahko, da je za to uredi-
- tev polje R pogojno polno. Kot smo povedali Ze pri delno urejenih grupah,
zadostuje, ¢e pokaZemo, da ima vsaka navzgor omejena mnoZica pozitivnih
elementov najmanjSo zgornjo mejo. Vzemimo dva razreda A in B! Ce je A <B,
potem po definiciji urejenosti v R eksistira tak razred C, da je B= A@C =
= (A + C)st, Ker pa v mnoZici A -+ C eksistira vsaj en element, ki je vetji
od vsakega elementa mnoZice 4, je oditno, da je Ac B in A== B. Ker pa za
dva razreda A in B vedno velja AcCB ali BC 4, je urejenost, ki jo v T
inducira urejenost polja R, identi¢na z urejenostjo razredov po vkljuéitvi. Pa
vzemimo poljubno mnoZico razredov {A: ¢ T: & € 5}, ki je navzgor omejena:
eksistira razred B, da velja A:C B za vsak £ Tedaj je A =|J A:C B in eksi-

. ez :
stira Ast, Ker je A najmanjSa mnoZica, ki vsebuje vse mnoZice A:, A% pa je
najmanjsi razred, ki vsebuje mnoZico A, je A% najmanjsi razred, ki je nad
vsemi razredi A:, torej je ASt = sup A;.

Realna 3tevila tvorijo urejeno pogojno polno polje. To trditev smo zdaj
dokazali, lahko pa bi jo vzeli tudi za definicijo realnih &tevil, saj smo dokazali,
da eksistira eno samo (do izomorfizma) urejeno pogojno polno polje. Tako bi
mogli realna Stevila definirati direktno. Racionalna, cela in naravna S§tevila
lahko potem definiramo takole: @ je najmanjSe podpolje polja R, Z najmanjsi
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podkolobar, ki vsebuje enoto 1, naravna 3tevila pa so strogo pozitivni elementi
kolobarja Z (za ureditev, ki jo inducira urejenost polja R). Ta definicija ima to
pomanjkljivost, da ne znamo dokazati, da polje R sploh eksistira. Prej smo to
sicer dokazali, vendar tako, da smo zaporedoma konstruirali cela, racionalna im
realna S$tevila. Dokaza za eksistenco urejenega pogojno polnega polja, ki bi bii
neodvisen od omenjene konstrukcije realnih &tevil, ne poznamo, zato nam tm
konstrukcija ostane osnovna, pravzaprav edina pot pri definiciji Stevil.



SIMETRIJA IN OHRANITVENI ZAKONI*
E. P. WIGNER

Ni dvoma, da so vpraSanja simetrije in invariantnosti, posebno pa ochra-
nitveni zakoni igrali vazno vlogo v misljenju fizikov od dasov Galileija, Newtona
in morda Ze prej. Toda tem vpraSanjem. niso pripisovali posebnega pomena,
poredko so jih izrekli in Se takrat samo za posebne primere. Newtonov zakon
ni vezan na kak izbran koordinaini sistem, zato pusti vse totke in vse smeri
v prostoru enakovredne. Danes pravimo, da je ta zakon invariantien proti
premikom in zavrtitvam. Isto velja za Newtonov gravitacijski zakon. Tako ni
bilo potrebe, da bi se kdo ukvarjal z moZnosimi zakonov z nizjo simetrijo.
Znano pa je, da so intuitivno spoznali in uporabljali zakon o ohranitvi mehanske
energije celo pred Galileijem.?

Zakonov o ohranitvi gibalne in vrtilne kolitine v splo$ni obliki niso
uporabljali, ¢eprav je zakon o ohranitvi vrtilne koli¢ine v posebnem primeru
centralnega gibanja eden od Keplerjevih zakonov. Vetina knjig za mehaniko
ob prelomu stoletja ali celo pozneje ne omenja splofnega zakona o vrtilni
koli¢ini.? V resnici pa so morali ta zakon poznati tudi v splodni obliki, saj so ga
pri refevanju problema ireh teles uporabljali kot samo po sebi umevnega, le
da mu niso posvedali nobene pozornosti. ' | -

Odnos do vprasanj o invariantnosti enacb se je bistveno spremenil zaradi
Einsteinovih teorij. Einstein je jasno izrazil postulata o simeriti prostora, to je
o enakovrednosti vseh to¢k in vseh smeri v prostoru.? V nekoliko spremenjeni
obliki je ponovno dokazal tudi enakovrednost mir ugomh in enakomerno se
gibajotih koordinatnih sistemov.

- Pomen ohranitvenih zakonov je p»ostal Se bolj omtan ko je Bohru z upo-
rabo zakona o ohranitvi vrtilne koli¢ine uspel model atoma. Zivel sem v tistih
dneh in se spominjam, kako se je povedalo zaupanje do tega zakona in do
drugih ohranitvenih zakonov. To zaupanje ni bilo neosnovano, saj je Hamel Ze
1904 dokazal zvezo med chranitvenimi zakoni in osnovnimi simetrijami prostora
in casa.? Velina fizikov njegovega dela ni poznala, chranitvenim zakonom
pa je le zaupala, kot da bi vedela za ta dokaz. To je Se en zgled, da je
Tizikov nagon moénejsi od njegovega znanja.

Od preloma stoletja do danes se je stalifée do chranitvenih zakonowv po-

polnoma spremenilo. Danes izide malo ¢&lankov o osnovnih vpraSanjih fizike,
v katerih se ne sklicujejo na postulate invariantnosti. Povezavo med ohranitve-

* Clanek »Symetry and Conservation Laws«, ki je izSel v maréni Stevilki revije
Physics Today (175, 34 (No. 3, 1964)), je posnet po predavanju ocktobra 1963 ob stoletnici
ameriSke DrZavne akademije znanosti. Zahvaljujemo se profesoriu Wignerju in
urednistvu revije Physics Today, ki sta ljubeznivo dovolila prevod. S podobno tema-
tiko se uvkvarjata §e dva Wignerjeva élanka. Prvi — »Events, Laws of Nature, and
Invaniance Principles«, Science 145, 995 (1964), je posnet po predavaniu ob svecani
podelitvi Nobelove nagrade, drugi — »Invarignzprinzipien in der Naturphilosophiec,
Physikalische Blitter 20, 393 (1964), pa po pn:=eld;ava.n]u ob desetletnici letne sode
v Varenni. Clanek »Sam=etmja in ohranitveni zakoni« je prevedel J. Strnad
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nimi zakoni in nadeli invariantnosti so sprejeli morda celo nekoliko preveé
splogno.® Poleg tega so pojma simetrije in invariantnosti razsirili na novo
podrodje, kjer so njune korenine manj povezane z neposrednimi izkusnjami kot
na klasi¢tnem podrodju simetrije prostora in ¢asa. Zato ne bo napak, ¢e najprej
omenimo medseboino povezavo pojavov, zakonov narave in nacel invariantnosti.
Ta povezava ni disto enaka pri klasiénih nadelih invariantnosti — imenowvali
jih bomo geomelriécna — in pri novih, ki jih bomo imenovali dinamicna.
Nekoliko bolj elementarno, kot je v navadi, bi rad omenil e povezavo med
ohranitvenimi zakoni in naceli invariantnosti. |

Pojavi, zakoni narave, nacela invariantnosti (simetrije)

Problem povezave teh pojmov ni nov in je Ze dolgo zaposloval ljudi,
sprva skoraj podzavestno. Zanimivo pa je razpravljati o njem ob nasih veéjih
izkusnjah in — upajmo — zrelejSem razumevanju.

Z abstrakinega glediS¢a sta povezava med zakoni narave in pojavi na prvi
in povezava med naceli simetrije in zakoni narave na drugi strani zelo podobni.
Zatnimo s prvo povezavo, to je s povezavo med zakoni narave in pojavi!

Ce bi poznali lego planeta ob vsakem ¢asu, zakoni fizike o gibanju tega
planeta ne bi imeli ve¢ &esa povedati. To velja tudi bolj splogno: ¢e bi z go-
tovostio poznali vse pojave na svetu povsod in ob vsakem &asu, ne bi imeli kaj
poceti z zakoni fizike ali sploh s katerckoli drugo znanostjo. Pri tem zastopamo
razumljivo stalis¢e, da so zakoni narave korisini zato, ker bi brez njih vedeli
o svetu e manj. Ce bi poznali lego planeta za vsak irenutek, bi bile matema-
tidne zveze, ki jih dajo zakoni o gibanju planetov za lege, nekoristne. Navzlic
temu bi nas te zveze utegnile zanimati. Morda bi nas razmisljanje o njih navdalo
z zadovoljstvom ali celo z zatudenjem, ¢eprav ne bi dale nobene nove informa-
cije. Nekomu, ki bi o legi planeta trdil kaj drugega, bi lahko bolj utemeljeno
oporekali, ¢e se njegove trditve ne bi skladale z zakoni o gibanju planetov
(Ce zaupamo zakonom narave, ki so osnova za zakone o gibanju planetow). |

Posvetimo se zdaj povezavi med nadeli simetrije ali invariantnosti in
zakoni narave! Ce poznamo zakon narave, npr. enabe elektrodinamike, podatek
o kaki posebni lastnosti teh enaéb ne prispeva nicesar k njihovi vsebini. Za-
nimivo je npr., da so korelacije, ki jih enac¢be napovedujejo med pojavi, iste
za mirujoCega ali enakomerno se gibajodega opazovalca. Toda vse korelacije
med pojavi so vsebovane Ze v enadbah samih in omenjena ugotovitev o inva-
riantnosti enacb ne poveda Stevila korelacij in ne spremeni njihovega znacaja,
Bolj splo$no: &e bi poznali vse zakone narave ali univerzalni zakon, lastnosti
invariantnosti teh zakonov ne bi dale novih informacij. Lahko da bi nas navdale.
z zadovoljstvom ali celo z zadudenjem, ko bi o njih razmigljali, a prispevale ne
bi nobene nove informacije. Nekomu, ki bi predlozil drugaden zakon narave,
bi lahko bolj utemeljeno oporekali, ¢e ta zakon ne bi bil v skladu z naceli
invariantnosii (ob predpostavki, da zaupamo na¢elom invariantnosti).

Seveda je zgornja primerjava nekoliko povrina. O tem bi se dalo popisati
zelo mnogo strani. Kolikor pa lahko presodim, novi pogledi, ki bi se pri tem
odprli, ne bi ovrgli podobnosti med obema povezavama, to je med povezavo
zakonov narave s pojavi ter povezavo natel invariantnosti z zakoni narave.
Nasprotno, potrdili bi, da so nacela invariantnosti ogrodje zakonov narave,
ravno tako kot so zakoni narave ogrodje mnoZice pojavov.
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Geometriécna in dinamiéna nacela invariantnosti

Kako se razlikujejo stara in dognana geometriéna nacela od novih dina-
miénih nacel invariantnosti? Geometri¢na nacéela invariantnosti so sicer ogrodje
zakonov narave, a izraZamo jih s pojavi samimi. Tako pravi neka oblika
invariantnosti proti izbiri ¢asovnega zacletka npr.: korelacija med pojavi je
odvisna samo od ¢éasovnih intervalov med njimi, ne pa od ¢asa, ko se je zgodil
prvi pojav. Ce so Pj, Ps, Py lege planeta v ¢asih t1, s, t3, bi bile lahko to
tudi lege v ¢asih ¢y + ¢, t2 -+ 1, t3 + 1, kjer je t prece] poljuben. Nasprotno pa so
‘nova dinami¢na nadela, invariantnosti izraZena z zakoni narave in se nanagajo
na posamezne interakeije, ne pa na korelacije med pojavi. Pravimo, da je
elektromagnetna interakeija invariantna proti gradientni tramsformaciji in se
pri tem sklicujemo na znani zakon, ki doloca elekiromagnetno polje nabojev
in vpliv elektromagnetnega polja na gibanje nabojev.

Dinamié¢na nacela invariantnosti so torej vezana na. obstoj raznih interakcij.
Pred dolgi mcéasom so upali, da se bodo vse interakcije dale prevesti na me-
hansko .Nato so ob zacetku stoletja menili, da je elektmomagnetna interakcija
vzrok vseh drugih interakecij. Se pozneje je bilo treba upostevati gravitacijsko
interakcijo in tudi to je precej dobro uspelo. Danes pa razlocujemo Stiri ali
pet interakcij: gravitacijsko, elekiromagnetno, eno ali dve mocéni (jedrski) ter
sibko interakcijo, ki povzro¢a razpad f, razpad miona in $e nekatere podobne
pojave. Vsaj zatasno smo torej opustili upanje, da obstoji ena sama osnovna
interakcija. Vsaki interakeciji ustreza dinamid¢na grupa finvariantnosti, mnpr.
gradientna grupa elektromagnetni interakeciji.

S tem je omejen obseg maSega znanja. Ne smemo pa pozabiti, da problem
interakeij Se ni reSen. Utiyama® je zadel plodno raziskovanje, ki je pokazalo,
kako lahko sklepamo na interakcijo, ¢e poznamo njeno grupo. Ni pa nacina,
s kiaterim bi mogli najti, koliko je takih grup, torej koliko je razliénih
interakeij. Grupe, ki karakierizirajo posamezne interakcije, so razlicne in med
njimi ni nobene povezave, prav takoe ni nobene povezave tudi med temi grupami
~ in dobro znano in definirano grupo geometri¢ne simetrije. -

Geometriéna nacela in ohranitveni zakoni

Priporotljive je, da ostanemo ¢im dalje pri znanih stvareh, zato zadnimo
z geometritnimi naéeli invariantnosti! Ustrezno grupo je prvi spoznal Poincare,
zato jo imenujemo Poincaréjevo grupo.” Njen polni pomen in vaznost je ugotovil
Sele Einstein v specialni teoriji relativiosti, Ta grupa vsebuje: prvi¢ — premike
v prostoru in ¢asu. To pomeni, da so korelacije med pojavi enake povsod in
ob vseh ¢asih; zakoni narave, ki so zbirke korelacij, so isti ne glede na to
kje in kdaj jih uporabimo. Ce bi ne bilo tako, sploh ne bi mogli ,osdkmta zakonov
narave.

Tu velja po&udarlu da se zakoni simetrije nanasa;]o na zakone narave (lm
izrazajo korelacije med pojavi), in ne na pojave same. Pojavi so seveda lahko
od tocke do tofke razlitni, ¢e opazujemc npr. lege kamna, ki smo ga vrgli
v zrak, v treh zaporednih trenutkih, pa pridemo do zveze med legami, ki bo
enaka povsod na Zemlji.

Drugi¢. — in ta simetrija ni tako ofitma kot prva: predpostavl]a enako-
vrednost vseh smeri. Preden jo sprejmemo, moramo uvideti, da je privlatna
sila Zemlje vzrok za razliko med spodaj in zgoraj. Drugace povedano: zakoni
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narave ne vzpostavijo zveze med tremi legami kamna, ampak med tremi legami
kamna glede na Zemljo.

Zadnia simetrija — neodvisnost zakonov narave od enakomernega gibanja
— pa Ze sploh ni ocitna.® Iz nje sledi, da zakoni narave ne dolotajo hitrosti,
ampak pospedek telesa. Hitrost je namre¢ razliéna v koordinainih sistemih, ki
se gibljejo z razlitnimi hitrostmi, pospesek pa je enak, Ce je le gibanje sistemowv
drugega proti drugemu enakomerno. Natela o enakovrednosti enakomerno se
gibajotih in mirujotih koordinainih sistemov seveda mniso mogli poznati pred
Newtonovim zakonom. Cim pa je Newton odkril ta zakon, je takoj spoznal
tudi omenjenc nacelo. Temu nacelu nekaj ¢asa niso zaupali zaradi nekaterih
elekiromagnetnih pojavov, dokler ga ni Emstem ponovngo dokazal v nekoliko
spremenjeni cbliki.

Omenili smo, da so ohranitveni za,kfom za energijo, ter vrtilno in gibalno
koli¢ino neposredne posledice na$tetih simetrij. NajlaZe se da to uvideti
v kvantni mehaniki, kjer zadostuje za izpeljavo kinematika in se ni ireba
sklicevati na kak dinami¢en zakon, npr. na Schridingerjevo enacbo. O tem
pozneje. — V klasi¢ni teoriji je polozaj dosti bolj zapleten. Najpreprostejsi dokaz
sloni tu ravno na ugotovitvi, da je klasi¢na teorija mejni primer kvantne. Zato
velja vsaka enac¢ba kvantne teorije za katero koli vrednost Planckove konstante
h in tudi v limiti h = 0. Elementarno pa izpeljemo ohranitvene zakone z uporabo
enacb gibanja, to je Newtonovega zakoma, ob predpostaviki, da imajo sile
potencial, ki je odvisen samo od medsebojne razdalje delcev. Pojem potenciala
je v tej zvezi nekoliko tuj, zato naredijo obicajno drugace. Tako je npr. Mach
predpostavil, da deluje na delec rezultanta, ki je vsota sil med tem delcem in
med vsemi drugimi delci.’ Ta predpostavka vsebuje implicitno zalkon o vza-
jemnem ucéinku, v nasprotnem primeru bi namred¢ nasprotne sile ne imele
nobenega smisla. Ta ali kaka sorodna predpostavka je v klasiéni teoriji zares
potrebna. Ob omenjenih predpostavkah sledi ohranitveni zakon za gibalno
kolidino naravnost iz zakona o vzajemnem udinku. Ta zakon pa je tudi potreben
za veljavnost ohranitve gibalne koli¢ine. Vse to je ugotovil Zze Newton.

Pomen izotropije prostora za zakon o ohranitvi vrtilne koli¢ine, ki so ga
60 let po Newtonovih prinecipih odkrili Euler, Bernoulli in d’Arcy, je lahko
razumeti. Ce bi namre¢ smer sile med dvema delcema leZala izven njune
zveznice, ne bi bilo invariantnosti proti vrtenju okoli zveznice. Zato so pri
sprejetih predpostavkah dopustne samo centralne sile. Navor takih sil je nié,
Ce so sile med seboj nasprotno enake, tako da sledi od tod zakon o vrtilni
koli¢ini. Ta zakon pa ne bi sledil, ¢e bi bile sile odvisne od leg ireh ali ved
delcev. _

V kvantni mehaniki izpeljemo ohranitvene zakone z uporabo osnovnih
kinematiénih pojmov. Stanjem ustrezajo tu vektorji v abstrakinem prostoru,
fizikalnim koli¢inam (npr. legi, gibalni koli¢ini) pa operatorji, ki delujejo
na te vektorje. Iz invariantnostip rotiz avrtitvam sledi npr. tole: ¢e je ¢ neko
dano stanje, obstoji drugo stanje g,. Stanje ¢,maj bo v sistemu koondinat, ki
ga dobimo po zavrtlitvi za kot ¢ okoli csi z, enako kol stanje ¢ (v prvotnem
koordinatnem sistemu); ¢, = Z, . Nadalje naj bo H, ¢ stanje.; v katerega preide
po casu 7 stanje ¢ (shema na sl 1), Zaradi invariantnosti proti zavrtitvam
preide v istem Casu ¢, v H; ¢., ki je v zavrtenem koordinatnem sistemu enako
kot H, ¢ (v prvoinem koordinatnem sistemu). Zato lahko dobimo stanje H, ¢
s transformacijo Z,

Hoop,=HZ,p =2Z,H, ¢
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To velja za vsako stanje ¢, tako da je tudi
H,Z, = Z,H,
Operator Z, torej komutira s H,, kar je poguoj, da je ustrezna ko»liéina kon-

stanta gibanja. V resnici je opera"tor vrtilne koli¢ine ckoli osi z lzmlta —(Z,~ 1),
a

de gre ¢ proti ni¢. VaZno je, da igrajo operatorji transformacij dm:mjn-o vlogo:
ustrezajo tudi koli¢inam, ki se ohranijo.

S tem zakljudujemo razpravljanje o geometmamh nacelih invariantnosti.
Pri tem nismo omenili zrealjenja, ki privede npr. do vpeljave partnosti, ker ga
mislimo omeniti na koncu. Prav tako nismo omenili bolj splosnega nacela
invariantnosti, ki je osnova splogni teoriji relativnosti. To pa zato, ker menim,
da gre pri vtem za dinamifno in ne geometriéno nadelo.

Dinamifna nacela invariantnosti

Pri razpravljanju o dinamiénih nadelih invariantnosti smo vedidel na Se
neznanem podrodju. Navzlic temu bi nekaj pripomb ne Skodovalo, saj so
nekateri poskusi, da bi razvili ta nacela, bistroumni in tudi uspes$ni ter je pred-
met v sredi$éu pozornosti. Zatnimo z elekromagne‘cno interakcijo, ki je na;;]Jaze
umlea . .

Za opis interakeije nabojev z elektmmagnetmm poljem, moramo n,ajprr"ej
vpeljati elekromagnetna potenciala, s katerima opiSemo elektromagnetno polje.
Iz potencialov se da izractunati komponente elektromagnetnega polja, ne pa
obratno. Se veé: polje ne dolo¢a enolitno potencialov, nekateri potenciali (tisti,
ki se razlikujejo za gradient neke koli¢ine) dajo isto polje. Zato potenciali ne
morejo biti merljivi, ampak so merljave samo koli¢ine, ki so invariantne proti
transformacijam v zvezi z nedoloCenostjo potencialov., Ta invariantnost je
umeina. Na podobno invariantmost bi naleteli, ¢e bi vpeljali v kako enad¢bo
koordinate neke prikazni. Ena¢ba bi morala biti potem invariantna proti spre-
membam koordinat te pr&kazm Jasno je, da uvedba koordinat prikazni prav

ni¢ ne koristi. |

Podobno je z nadomestitvijo hompoment polja s potemc:laloma dc)iklecr
ostane vse drugo nespremenjenc. Toda potem storimo odlodilni korak: vsak
prehod od niza potencialov h kakemu drugemu, ki da isto elektromagnetno
polje, povezemo z neko transformacijo polja delcev. Skupnost teh dveh trans-
formacij: prve — na elekiromagnetnih potencialih in druge — na poljih delcev
se imenuje gradientna transformacija (angl. gauge transformation).” Ta trans-
formacija pusca fizikalni polozaj nespremenjen, zato morajo biti proti njej
invariantne elekiromagnetine enac¢be. To pa seveda ne velja za nespremenjene
enatbe gibanja. Ce bi namred¢ enatbe gibanja pustii nespremenjene, bi imele
nesmiselno lastnost, da se dve situaciji, ki sta popolnoma enaki, s ¢asom razvijeta
v dve razlitni situaciji. Zato pa je treba prilagoditi tudi enadbe gibanja. To
storimo najpreprosieje z ratunskim prijemom, ki se mu pravi prilagoditev

# Transformacija na elektromagnetnih potencialih je, zapi-sana v Stiridimenzio-
nalni obliki, A - A4 + (1/e,) [] «. transformacija polja delcev, to je valovne funkcije
pa @ >y, wz Pri tem je A Vekter Cetverec A = (A, iD/c), pri ¢emer sta A vektorski
in @ skalarni potencial, (] = (V/,i0/cdt), « skalarna funkcija kraja in dasa in Z
naboj delca v osnovnih nabojih e, (op. prev.).
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Lagrangeve funkcije. NajpreprostejSa prilagoditev, ki ustreza =zahtevi po
invariantnosti, privede do znanih in preizkufenih enach elektrodinamike.

Ne da bi navajal podrobnosti, naj povem, da je podoben postopek moZen pri
gravitacijski interakciji. Namig o tem je Ze v delu Utiyame.® V tem primerui
je treba vpeljati generalizirane koordinate, ki privedejo podobno kat potenciali
do nepotrebnih zapletljajev. Enacébe pa morajo potem biti invariantne proti
vsem transformacijam splofne teorije relativhosti. To ne spremeni vsebine
teorije, paC pa predstavlja vpeljavo bolj gibénega izraZanja, v katerem je
moznih ve¢ enakovrednih opisov iste fizikalne situacije. Predpostaviti je treba
tudi, da se dejansko polje transformira kot metriéno polje in prilagoditi enathe,
da bi ohranili njihovo invariantnost. Najpreprostejéa prilagodiiev ali vsaj ena
od najpreprostejsSih prilagoditev vodi do Einsteinovih enadb.

Zgornja interpretacija invariantnosti splosne teorije relativnosti kaze, da
pri tem ne gre za geometri¢no invariantnost. To je prvi opazil ruski fizik
Fock.l® Nekoliko poenostavljeno lahko trdimo: gecmetriéna invariantnost pred-
postavlja, da se dve fizikalno razliéni situaciji (kot na sl. 1) s ¢asom razvijeta
v situaciji, ki se razlikujeta tako kot zadetni. Pri sploSni teoriji relativnosti pa
je drugade: predpostavimo samo, da se dva razli¢na opisa iste situacije s Casom
razvijeta v dva cpisa, ki tudi dasta isto fizikalne situacijo. Tu je «otitna podob-
nost z elektromagnetnimi potenciali.

- Na mesredo je poloZaj prid rugih interakcijah popolnoma razlicen. O &b~
keisi od obeh motnih interakcij (tako imenovani zmermo mocni) vemo Se zelo
malo. Mo¢nejsa od obeh modnih interakcij in Sibka interakcija pa imata grupi,
ki sta predvsem dosti manjsi od grupe gradientnih transformacij ali grupe
sploSnih koordinatnih transformacij.!! Namesto neskoncénega $tevila generatorjev
obeh nazadnje navedenih grup imata grupi moc¢ne in §ibke interakcije samo
kontno Stevil (osem) generatorjev. Ti pa zares v veliki meri doloc¢ajo inferakcijo
in dovoljujejo izpeljavo nekaterih podobnih izrekov kot v spekiroskopiji. Le-ti
dajo priblizne zveze med hitrostmi reakeij in med energijami, torej tudi med
masami. Slika 2 kaZe oktet tezkih mas. Njegovi ¢lani so med seboj povezani
z najpreprostejio nelrivialno reprezentacijo ustrezne grupe, ki se ujema s kom-
pleksno konjungirano.

Med grupama simetrije elekiromagnetizma in gravitacije na eni in grupo
motne interakcije na drugi strani pa je e neka razlika. Operacije prvih ostanejo
operacije simetrije, Celudi upostevamo druge interakdije. Simetrija mocne
interakcije pa se porusi zaradi drugih interakcij. Redi holemo, da so operacije
grupe mocnih interakeij operacije simetrije le, ¢e lahko druge interakcije za-
nemarimo. Grupa simetrije omogodi v vsakem primeru dolotitev operatorjev
interakcije. Toda medtem ko so vse interakcije invariantme proti grupi elektro-
magnetne ali gravitacijske interakcije, je mod¢na interakeija invariantna samo
proti grupl te interakcije.

Uvideli smo, da so operacije grupe geometriéne simetrije v tesni zvezi
z ohranitvenimi zakoni. Ali velja to tudi pri operaciji grup dinamic¢ne simetrije?
Kaze, da je pri tem razlika med posameznimi grupami dinamic¢ne invariantnosti.
Prevladuje mnenje, da je zakon o ohranitvi elektridnega maboja posledica
gradientne invariantnosti, to je grupe elektromagnetne interakcije. O ohra-
nitvenih zakonih, ki ustrezajo grupi sploSne teorije relativnosti, je moZno za
zdaj samo ugibati. Nekaj je morda tudi na predpostavki, da se da ohranitvene
zakone za Stevilo barionov in leptonov izpeljati iz grup mocéne in Sibke inter-
akcije.!' Ce pa bi bilo to res, bi se morali sprijazniti z destvom, da pravih grup
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teh interakcij 8e ne poznamo. V prid tej trditvi lahko navedemo dvoje: Prvié: za -
zda] se ohramitvenih zakonov!® Se ni posretilo izpeljati iz lastnosti simetrije
teh interakcij in ni verjetno, da se bo to posredilo.!? Drugi¢: te lastnosti sime-
trije ne veljajo strogo, saj jih poruijo druge interakcije. Kako bi lahko strogi
ohranitveni zakoni sledili iz pribliZnih simetrij, ‘pa ni razumljivo, in vse kaze,
da veljata chranitvena zakoma za S$tevilo barionov in leptonov strogo.!® Pri-
pomnimo haj Se to, da predstave o dinamiénih mnadcelih invariantnosti niso niti
priblizno tako dognamne kot pri geometriénih macelih.

- Na koncu naj omenim nacelo, ki ga brez oklevanja stejem k nacelom
simelrije in ki tvori prehod med geometrié¢nimi in dinamidnimi naceli. To so
prekriZane zveze (angl. crossing relations), ki se nanaSajo na amphtude za
reakcije. Vzem1m0 reakcqo

A+B+...-X+Y+... : (3)

Amplituda je funkcija invariant, ki jih lahko tvorimo iz vektorjev éetvercev
gibalnih koli¢in za vpadle i nizhajajote delce. Eno od nadel zrealjenja, »inva-
riantnost proti obratu ¢asa«, trdi, da amplituda za (3) na zelo preprost nacéin
doloCa amplitudo za obrnjenc reakcijo

X+Y+...~A+B+... @

Ce namreé obrnemo smeri hitrosti in zamenjamo prihodnost s preteklostjo
(to je ravno definicija ¢asovnega obrata), preide (4) v (3), tako da sta amplitudi
za obe reakciji v bistvu enaki. Tudi amplituda za reakcijo

A+B+.. -X+Y+... | (5)

(pri ¢emer smo s Criicami Zaznahlowa]i ahtidelce) je dana =z amplitudo za (3),
ker dobimo (5) iz (3) (po interpretaciji LeeJa in Yanga) po zrcalgenju prostora.
Podobno dobimo amplitudo za reakcijo

X+Y+...54+B+... @

Zveze med amplitudami za reakeije od '(3) do '(6) slone na geometriénih nagelih
invariantnosti. Iz amplitude za reakcijo (3) pa je moZno sklepati tudi na
amplitudo za reakcijo

| X+B+...-A+Y+. . | _f (M)

Vendar pri tem niti radun niti rezultat (prekrizana zveza) nista ve¢ preprosta.
Treba je vzeti odvisnost amplitude za (3) kot analitiéno funkcijo invariant iz
gibalnih koli¢in delcev v (3) in razsiriti to analitiéno funkeijo k vrednostim spre-
menljivk, ki nimajo fizikalnega pomena za reakcijo (3), a dajo amplitudo za (7).
Podobno dobimo z analiti¢nim nadaljevanjem amplitude za (3) ali za kako drugo
reakcijo Se amplitudo za nekatere druge reakcije. Namesto A in X bi lahko
v (7) zamenjali 4 in Y.

PrekriZane zveze imajo dve lastnosti geometriénih madel invariantnosti:
ne nanasajo se na kako izbrano interakeijo in velina fizikov meni, da veljajo
sploino. A Ceprav jih lahko izrazimo s pojavi, temelji njihova formulacija na
posebnem zakonu narave, namre¢ na matemati¢nem (amalitiénem) izrazu za
reakecijsko amplitudo ene izmed omenjenih rTeakecij. Upamo, da bodo lahko

prekrizane zveze koristile pri iskanju povezave med geometri¢nimi in dmam:lc--
nimi naceli invarantnosti, ki so za zdaj loc¢ena.
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NOVICE

NOV USPEH V FIZIKI DELCEV?

Uvod. Obzornik je v glavnih potezah zasledoval napredek pri raziskovanju
- delcev v moéni interakeiji, to je mezonov in barionov (= hadronov). Eden
izmed najveéjih uspehov je bila wunitarna simetrija (osmerna pot, SU (3)).1:*
Pred kratkim so napravili Se korak dalje. V kratkem opisu ne moremo slediti
zapletenim teoretskim prijemom. Lahko samo pribliZno nakaZemo misli, ki so
privedle do tega, in-nastejemo nekatere rezultate. |

Vsakemu ohranitvenemu zakonu ustreza invariantnost enacb gibanja za
delce proti kaki transformaciji.? Zakon o ohranitvi naboja spravimo v zvezo
z invariantnostjo proti mnoZenju valovne funkcije za delec z exp (iaZ), pri
cemer je a konstanta in Z naboj delca v osnovnih nabojih: enac¢be gibanja so
invariantne proti transformacijam, ki tvorijo v enodimenzionalnem abstraktnem
prostoru grupo U (1). — Pri moéni interakciji se ochrani izospin. V zvezi s tem
je invariantnost proti transformacijam, ki tvorijo grupo SU (2).* Po izospinu
razvrstimo hadrone v izospinske multiplete, znotraj katerih razlo¢ujemo delce
- po tretji komponenti izospina (I:). Zaradi elektromagnetne interakcije, pri ka-
teri se izospin ne ohrani, vsi ¢lani istega izospinskega multipleta nimajo enake
mirovne energije. — Pri mo¢ni interakeiji se ohrani Se hipernaboj. To spravijo
v zvezo z invariantnostjo proti transformacijam, ki tvorijo grupo SU (3). Toda
invariantnost proti SU(3) je samo pribliZna; ¢e bi bila namret natanéna, bi se
moral ohraniti unitarni spin — koli¢ina z osmimi komponentami. Tri kom-
ponente unitarnega spina so istovetne s tremi komponentami izospina in ena
s hipernabojem. PokaZe se, da se preostale §tiri komponente celo v okviru
moéne interakcije ne ohranijo. Hadrone uredijo v unitarnospinske (unitarne)
multiplete, ki imajo po 1, 8, 10... ¢lanov. Ker je invariantnost proti SU (3)
prekriena, imajo ¢lani istega unitarnospinskega multipleta — razloéujemo jih
. npr. po ‘hipernaboju in I, razlitne mirovne energije in so te razlike znatno
vetje od razlik zaradi elektromagnetne interakcije. Vsi ¢lani istega unitarno-
spinskega multipleta -pa imajo enako barionsko S§tevilo (so ali barioni, ali
antibarioni ali mezoni), enako (notranjo) parnost in enak spin.

SU (6). V unitarni simetriji nastopa spin kot zunanji parameter. Morda
bi lahko neposredno vkljuéili spin, ¢e bi predpostavili invariantnost proti
iransformacijam, ki tvorijo grupo v abstrakinem prostoru z vetjo dimenzijo?
Taka razsiritev se je obnesla Ze v prejSnjih primerih. Matematiéni formalizem
za spin se ne razlikuje od formalizma za izospin, za katerega smo ugotovili, da
mu ustreza grupa SU (2). Z zdruZitvijo SU (3) (unitarna simetrija) in SU (2)
(za spin)-so‘prisli do SU (6). Vendar je invariantnost proti SU (6) lahko samo
priblizna. Stroga invariantnost bi pomenila, da interakcija med dvema hadro-
noma ni ni¢ odvisna od spina delcev, da torej ni tenzorskih sil in sklopitve -
spin-tir. Poleg tega je priblizna Ze sama unitarna simetrija, ki smo jo
predpostavili. - |

V resnici so vpeljali SU (6) nekoliko drugale in z izdatnejSimi teoretskimi
opravi¢ili. Pri tem so izhajali od nekdanje Wignerjeve predpostavke?, da so

* QU (2) pomeni specialng (unimodularna, to je z absolutno vrednostjo deter--
minante 1) unitarna (prostor je kompleksen) grupa. V Q‘klepaju je navedena dimenzija
prostora. . -

i
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v najniZzjem priblizku sile med pari nukleonov neodvisne od spina in izospina.
V tem primeru je enactha gibanja za nukleone v jedru invariantna proti frans-—
formacijam, Ki se tiCejo spina in izospina ter tvorijo grupo SU (4). Na podlagi
te grupe je mozna klasifikacija stanj nukleonov na neki lupini, ki jo dolota
tirno ‘kvantno Stevilo 1. Zaradi motnje, ki je odvisna od spina (in tudi od
izospina), pa imajo stanja na isti lupini nekoliko razlieno energijo. Seveda je
ta model dober priblizek samo za stanja blizu osnovnega stanja, ko sklopitev
spin-tir ni bistvena. |

Pri prehodu od nukleonov k ¢udnim delcem je treba upostevati Se hiper—
naboj. Ce izvedejo to posploditev in poleg spina in izospina vkljuéijo tudi hiper—
naboj, preide SU (4) v SU (6).

| Supermultlipleti. Ve¢ fizikov si je prizadevalo za posploditev unitarne si-
metrije. KaZe, da je to v zadovoljivi obliki uspelo Glrseju, Radicatiju in
Paisu®7; neodvisno od njih pa Se Sakiti®*, Grupnoteoretska razglabljanja na
podlagi invariantnosti SU (6) privedejo do razvrstitve hadronov na veéje sku-
pine — supermultiplete. Barionsko Ztevilo in parnost &lanov isfega super-
multipleta sta enaki. Toda spin za ¢lane istega supermultipleta ni enak; nasto-
pijo tudi vsa moZina spinska stanja. Ce ima namred delec spin s, je glede na
neko prednostno smer moznih 2 s-+ 1 orientacij. Tabela 1 kaZe celotno 3tevilo

Celotno stevilo Stevilo stanj Spin Celotno stevilo.
stanj © z enakim spinom S spinskih stanj

1 1 0 1

6 3 1/2 6

15 6 0 6

{ : 1 ;

20 8 1/2 | 16

{ 1 3/2 4

21 3 0 3

| { | 6 1 18

35 | 8 0 8

g 1 1 3

_ 1 R

56 8 1/2 16

{ 10 3/2 40

70 ‘ 1 1/2 - 2

8 1/2 16

10 1/2 20

8 - 3/2 32

Tabela 1. Supermultipleti SU(6) in njihov sestav. Stevilo stanj z enakim spinom

v drugem stolpcu se ujema s §tevilom ¢lanov v unitarnospinskih multipletih. Celotno

Stevilo spinskih stanj v zadnjem stolpcu dobimo tako, da Stevilo stanj z enakim
spinom iz drugega stolpca pomnoZimo s pripadajoto vrednostjo 2s 4+ 1.

#* Pri Sakiti ima osnovni supermultiplet mezonov 20 stanj, kar je privedlo do
nekaterih tezav. '

41



.y e

stanj v najniZjih supermultipletih SU (6) in njihov sestav. Navedeno je Stevilo
deleev z enakim spinom (ti delei tvorijo Ze znane unitarnospinske multiplete),
pripadajoéi spin in Stevilo spinskih stanj.

Pri unifarni simetriji doslej v naravi niso zasledili teoretsko dopustnega
tripleta kvarkov.! Kaze, da tudi vsi supermultiplett SU (6) ne mnastopajo
v naravi. Zanimiva sta predvsem supermultipleta s 35 in 56 stanji. Prvega
sestavijajo unitarnospenski oktet s spinom 0, unitarnospinski singlet
s spinom 1 in unitarnospinski oktet s spinom 1. Na ta mesta neprisiljeno
razvrstimo znane mezone (z barionskim Stevilom 0) z negativno parnostjo —

oktet s spinom™ 0: K, K% =™, 2%, n—; #; K, K-, singlet s spinom 1 ¢ in oktet

s spinom 1: K#%, K*0; o, Q", 0~ w; K7 ° K*=. Supermultiplet s 56 stanji sestav-
ljata unitarnospinski oktet s spino»m 1/2 in unitarnospinski dekuplet s spi-
nom 3/2. Na ta mesta neprisilijeno razvrstimo znane barione (barionsko Ste-
vilo 1) s pozitivno parnostjo — oktet s spinom 1/2: p, n; 2, 2‘9, 2 A :0, =
in dekuplet s spinom 3/2: A++, At A9 A4—; Z*t, IF0 }3‘ ; 2 F¥ O, Pri
tej razvrstitvi, ki v bistvu ni ni¢ novega, je spin delcev dolocen vnaprej,
Z njim je doloCena tudi absolutna vrednost barionskega stevila — mezoni imajo
celosteviléen, barioni pa poloviten spin. Zadostuje, da poznajo parnost enega
samega razvriCenega delca, pa je doloCena parnost vseh stanj supermultipleta.

Preostalih znanih delcev ne moremo tako zlahka razvrstiti na druge
supermultiplete, &esar so delno krivi najbrZz tudi nepopolni eksperimentalni
podatki. Barionski supermultiplet s 70 stanji vsebuje unitarnospinski singlet
s spinom 1/2, unitarnospinski oktet s spinom 1/2, unitarnospinski dekuplet s spi-
nom 1/2 in unitarnospinski oktet s spinoin 3/2. Znana resonanca / (1405) bi
utegnila biti ta unitarnospinski singlet, ¢e je njen spin zares 1/2. Njena parnost
bl morala biti po podatkih od reakecij delcev K~ na protonih negativna. S tem
bi bila doloena parnost za ves supermultiplet. Nepopolni oktet N (1512),
A1 (15207?), X (1660), & (18107) bo morda zasedel prosto mesto okteta s spinom 3/2.
Sode¢ po nekaterih eksperimentih, imata N in 4 verjetno spin in parnost 3/2-,
za X pa to ni izkljuCeno. O delcih, ki bi pripadali napovedanemu oktetu 1/2—
in napovedanemu dekupletu 1/2-, ni podatkov.®

Zveze med mirovnimi energijami (masne formule). Najveéja opora uni-
tarne simetrije so bile zveze med mirovnimi energijami za delce istega
unitarnospinskega multipleta. Tudi v okviru invariantnosti proti SU (6) izpeljejo
take zveze, kjer nastopajo stanja istega supermultipleta.

Ena izmed zvez za mezonski supermultiplet s 35 stanji je®

)
mpm — mng

Ta zveza je izpolnjena z natantnostjo, s katero je doloena mirovna energlga
mezona o. Druga zveza je!?

mwz ‘?‘!’Z.(‘t,‘q == % (mnﬂ -+ m,r{;1=2 —_ 'm,[;i) '(3 m-[{=f=2 _ 'mp2 + 7?11{2 — mng) —
— & (4 mg+® — mp% (6 mgs® — m? + m,? — mi® — 2 m,? — 2 m,?).

Tudi ta zveza je izpolnjena z zadovoljive natanénostjo. Pojasnili so tudi, zakaj
se .izmerjena mirovna energija mezona o ni ujemala z napovedjo unitarne

¥ Delce zaznamujemo po starem (resonance po velini z zvezdicami). Le v pri-
merih, pri katerih bi lahko nastal dvom, je simbolu pripisan oklepaj z mirovno
energijo delca v MeV ali s spinom in parnostjo ali z obojim.**
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simetrije.!! Pokazalo se je, da sta valovni funkciji resniénih mezonov ¢ in
meSanici dveh stanj o in e, ki nastopata v raé¢unih:t%10

Vo= (e + 12 113 0y = (V2 e+ yur) /3.

To nas ne preseneca, saj se oba delca ujemata v hipernaboju in I; in sta ¢lana
istega supermuliipleta. Nekaj podobnega so ugotovili tudi pri tistih delcih, ki
so Clani unitarnospinskega okteta 1/2— in unitarnospinskega dekupleta 1/2-
v barionskem supermultipletu s 70 ¢lani in se ujemajo v hipernaboju in I.1* 1
' Za dekuplet v barionskem supermultipletu s 56 stanji so izratunali za
razliko mirovnih energij med sosednjimi izospinskimi multipleti okoli 130 MeV.
Izmerjena vrednost 145 MeV se z izra¢unano prece] dobro ujema. Za dekuplet
v ‘barionskem supermultipletu s 70 ¢lani pa naj bi ustrezna razlika bila
—60 MeV. Negativni znak pomer}i da naj bi imel od vseh desetih ¢lanov
najnizjo mirovno energijo delec £~ (1/27).5 Poleg tega so izpeljali Se vel zvez
med mirovnimi energijami za delce tega dekupleta.!>s1¥ Seveda pa ni podatkov,
da bite zveze lahko preverili. |
| V okviru invariantnosti proti SU (6) so upostevali tudi elektromagnetno
interakcijo in dobili v karionskem supermultipletu s 56 stanji zveze med mi-
 rovnimi energijami ¢lanov istega izospinskega multipleta,!® 15 npr.:

Mge — Mg = My=r — Mixse = My — My — ‘}’)’L‘g'_q- M 5o,
Mzie— Moo = NMge— Mgo0 = Mye-— Nl = Mz—— Mzv = 1txr-— Mixe
Eksperlmentalno so znane tele razlike: (m, —m,;) ¢ = —1,3 MeV,
(My+ —mygo)c? = —2,9 MeV, (mz-— mzi)c* =06 MeV in (m v~ — Mmys) ¢> = 5 MeV.

Ceprav ujemanje po zgornjih enacbah ni najboljSe, je Se vedno zadovoljivo.

Drugi rezultati. V okviru. invariantnosti proti SU (6) so preiskali tudi
‘stanja s hipernabojem 2, to je resonance dveh barionov.! Take resonance tvorijo
lahko dva supermultiplefa s 490 in s 1050 stanji. Ugotovili so, da imajo najbrz
¢lani prvega supermultipleta manjso mirovno energijo in jih bo laze odkriti.
Za Sest stanj s ¢udnostjo 0 so ugotovili podatke, ki so zbrani v tabeli 2.

Spin Izospin Sestav Mirovna eﬁergija
0 ] n—Pp 1880 MeV devteron

0 1 1 ' sipalno stanje

2 1 } nukleon — /I - 2160 ] p 4 p = (NAW - =2°

1 2 I o404 am

3 0 ] 4—4 2350 { P - p = (A - 7t

G 3 f p_}_p,_,},(d]/:j)-i*-i"i"i‘ +
+a -+ a

Tabela 2. Barionska stanja s h1pe1nabojem 2 in ¢udnostio 0. V zadnjem stolpcu sta
Za Prvi dve stanji navedeni imeni, za resonance pa zgled za reakcijo, pri kateri
: bi 3111 mogli odkriti.

Prvi dve stanji sta Ze dolgo znani, tretje so Ze zasledili neodvisno od
napovedi, a v njeno potrditev, o preostalih treh pa Se ni ni¢ znanega. '
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" Poleg tega so ugotovili, da sta reakciji
n*’rN%—N-I—nanqo_in N-I-f\mf——:»n:fr'—lwpm
manj verjetni kot reakeiji |
n+N~—>N+nn-¥-w in N+ N—nax + o,
medtem ko sta reakciji |
_K“-i—‘p—;-zl-{-nnﬁ—(p in K+p—d+nz+aw

pribliZno enako verjetni.” Poskusi ta rezultat potrjujejo (za zadnji reakeiji

glej sl. 2 na s. 136°1). . ,
o S, podobnim prijemom kot razliko mirovnih energij zaradi elektro-

magnetne interakcije so izraunali e razmerje med magnetnima momentoma
dveh barionov iz supermultipleta s 56 ¢lani. Tako so dobili za razmerje med
magnetnim momentom nevtrona in protona =—2/3, medtem ko je razmerje
izmerjenih vrednosti —0,684. Magnetni momenti drugih barionov so izmerjeni
preve¢ nezanesljivo ali sploh niso izmerjeni, tako da ni moZnih vel pri-
merjav.7,15 |

Lupinski model barionov. Nekatere fizike je uporabnost SU (6) navedla na
- misel, da bi bil tudi za delce uporaben nekak lupinski model: Osnovni grad-
niki delcev naj bi bili- kvarki. Ker kaZe, da kvarki niso resniéni delei,
gre pri tem za tvegana wugibanja. Poleg tega je treba sprejeti Se dodatne
nenavadne predpostavke, da se dobijo delno zadovoljivi rezultati. Treba je
privzeti, da so osnovni gradniki delcev ¢lani unitarnospinskega tripleta s spi-
nom 1/2 in naboji 2/3 e,, —eo/3, —e,/3 ter imajo barionsko 3tevilo 1/3 ali 1/9.
V prvem primeru sestavlja barion trojica teh delcev (kvarkov), v drugem pa
devetorica (barionetov).l® Alternativna predpostavka je, da imajo osnovni grad-
niki delcev barionsko $tevilo 1/3, a nimajo spina 1/2, tako da imajo valovne
funkcije, ki ustrezajo tem delcem (parakvarkom), posebne lastnosti.t®

Omejitve SU (6). Z invariantnostjo proti SU (6) neposredno ne morejo
obseéi barionskih stanj s spinom, veéjim od 5/2. Veé&ji spini delcev so vsekakor
znak sklopitve spin-tir. Tako sklopitev prid¢akujejo pri delcih z mirovnimi
energijami nad 2000 MeV. Pri teh energijah je uporaba SU (6) moéno oteZko-
¢ena, podobno kot uporabnost SU (4) pri jedrskih stanjih visoko nad osnovnim
stanjem. Toda e je slika Rileya in Kycie® (glej sl. 1 na s.135% pravilna, je
mozno, da zaradi sklopitve spin-tir nastopita supermultipleta barionov s 56 in
70 stanji z za 2 zvelanim celotnim spinom. Oktet s spinom 1/2 naj b1 tedaj
nastopil Se enkrat s spinom 5/2.8

Visje simetrije. Dosedanji razvoj vzpodbuja Se nadaljnjo razSiritev si-
metrije’ za hadrone, se pravi iskanje Se veljih multipletov in novih masnih
-~ formul. Med grupami, ki so jih v ta namen preiskovali, je treba omeniti grupo,
ki je direktni produkt dve unitarnih grup U (6).2%2! Po tej grupi zdruzZujejo

I. multiplet: oktet 0, singlet 1, oktet 1~ skupaj supermultiplet s 35 sta-
nji), singlet 0, singlet 0, oktet 0%, singlet 1%, oktet 1, |

I1. multiplet: t11p1et &+ (kvarki), |

III. multiplet: oktet %7, dekuplet 4T (skupaj supermultlplet s 06 stanii),
singlet 37, oktet 37, oktet l+ dekuplet 3% (skupaj supermultiplet s 70 stanji).
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V 1. multiplet lahko razvrstimoe znane mezonske unitarnospinske maulti-
plete: oktet 0—, singlet 1~ in oktet 1-. Zasedba preostalih mest je dvomljiva,’
mezon 7 (960) se ponuja za singlet 0—, mezon B (tudi = (1220)) bi bil lahko
¢lan okteta 1+, mezon » (752) pa &lan okteta 0F. Pri III. multipletu barionov so
teZave s parnostjo. Medtem ko kaZejo eksperimentalni podatki, da je parnost
supermultipleta s 70 stanji negativna, je po tej shemi pozitivna. To nasprotje
tolmadijo takole: ¢e bi bila nova simetrija natanéno izpelnjena, bi bila masa
vseh barionov ni¢, v resnici pa se zaradi prekrSene simetrije mirovna energija
supermultipleta s 56 c¢lani poveda, supermultipleta s 70 stanji pa zmanjsa,
se pravi: postane negativna. Mirovno energijo na novo definirajo kot pozitivno,
pri Cemer pa morajo parnost privzeti kot negativno.

Za barione so v novi simetriji Ze izracéunali tri nove masne formule:

'm,: — My = Mg — M '

= (1810, 27 = (1620, Y
Mgy My — Mg — Mg = Ny n0s 10y -+ my, a5z, 80 2 Mg ass, 1y
My — 1, =4[m, ares, -0 7 2 Mg qear, 1-r) T

T M 1696, -1 M 2405, 1) A (1663, -

Te formule so kar dobro izpolnjene. Ce jih pomnoZimo s c?, dobimo na
levi strani in na desni strani po vrsti: 130 MeV, 150 MeV; 315 MeV, 329 MeV;
75 MeV, 82 MeV. V prvi formuli nastopajo delci, ki so jim dolo¢ili mirovno
energijo z merjenjem, v drugi in tretji pa so mirovne energije nekaterih Se
neugotovljenih delcev izrafunane iz SU (6) (to je posebej oznaceno 7 vpra-
Sajem).

Druga grupa, ki so ji posvetili nekaj pozornosti, je U (12).22 Tu nastopijo
velji multlipleti s 143, 364,...stanji. Ti po vrsti ustrezajo supermultipletom
SU (6) s 35, 56...stanji. S to grupo, ki jo imajo za relativistitno posplositev
SU (6), so izradunali absolutno vrednost magnetnega momenta protona, kar se
s SU (6) ni posretilo. Dobili so wp = (1 + 2m) u;, pri ¢emer je m povpretna
masa okteta mezonov s spinom 1. Ce vzamejo mc? = 1000 MeV, kar ni dale¢
od izmerjene vrednosti, dobijo za magnetni moment protona nekaj vet kot
2,8 jedrskih magnetov, to je izmerjeno vrednost.

Medtem ko je uspeh unitarne simeirije, to je SU (3), splosno priznan in ni
mozno zatajifli vsaj delnega uspeha SU (8), je uvedba novih simetrij naletela
pri nekaterih fizikih na dvom. Pocakati bo treba, da se bo poloZaj razjasnil in
bo moZno dokontno soditi o teh simetrijah.

| J. Strnad
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PRIPOMOCEK ZA POSKUSE 17 OPTIKE

Prakti¢ne vaje iz fizike na gimnaziji so se zadnje leto kar dobro uvelja-
vile. Po zacletnih tezavah s prostori in ucili so sedaj Ze skoraj vse gimnazije
uredile ucilnice za fizikalne vaje ter izpo%olnile zbirko udil. Vendar tezave se
Se pojavljajo. Odpravljati jih skuSamo tako, da na eksperimentalnih gimna-
zijah — to so tiste Sole, kjer preizkuSajo nov uéni nacrt iz fizike s predpisanimi
vajami — uvajamo nove metode dela. |

V eksperimentalnem razredu na gimnaziji v Celju, kjer uc¢i prof. Ivanka
Habe, dela v utilnici za prakti¢ne vaje iz fizike istocasno 30 dijakov 15 raz-
litnih eksperimentov. Pri optiki so nastopile teZave, ker je bhilo treba za-
femniti uéilnico pri nekaterih eksperimentih, to pa je motilo ostale eksperi-
mentatorje, ki so potrebovali osvetljeno uéilnico. Problem so res$ili tako, da so
napravili nekaj kabin, kakor jih prikazujemo na sliki. Vsaka kabina je dolga
120, Ziroka 75 in visoka 90 cm. Tri stene kabine so iz vezanih plos¢ in prav
tako tudi strop. Sprednja stena pa je iz ¢rnega blaga, ki je nekoliko nabrano

in daljSe od sprednje stene. Za njim se skrije eksperimentator nekako tako,
kakor so jto delali prvi fotografi. Na prvi fotografiji vidite postavljeno
kabino in (na desni strani) Ze skoraj spravljeno. Druga pa prikazuje notranjost
kabine s pripravljenim eksperimentom.
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Kabine so v lanskem golskem letu Ze uporabljali na gimnazijgi v Celju |
ter ugotovili, da so zelo primerne za eksperimentalno delo. Se posebno raz-
veseljivo je to, da se dajo zelo lahko razstaviti in spravljene zavzemajo zelo'

malo prostora
: Stanko Ur§ic

- VPRASANJE
| Vesoljska postaja, ki miruje v breztefnem prostoru, ima obliko tankega
cbroa z maso 500 ton in radijem 10 m. Kako se bo gibala postaja, ko' zatne
delovati raketni motor na obodu? V motorju nastane vsako sekundo 5 kg
. izpuSnih plinov, ki izhajajo v tangentni smeri in imajo glede na motor

hitrost 3 km/s. -
_ J. S.

NOVE KNJIGE NA DOMACEM TRGU

 Pri Mladinski knpgl sta iz8li nadaljnji dve knjigi iz matemati¢ne zbzrke
»SIGMA«: -

10. Ra]ko Jammk Uvod v teon]o mformacu 1965. 1200 (1400) din.
11. Ivan Vidav: Stevila in matemati¢ne teorije. 1965. 880 (1100) din.

Clani Druftva matematikov, fizikov in astronomov lahko dobijo ti knjigi,
kakor tudi druge knjige zbirke »SIGMA«, z 20- odstotmm pOpustom v matema-

tiéni kl’l]lZI’llCl Ljubljana, Trg I‘EVOthl]e 11,
Ciril Velkov_*rh ‘
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Zveza Drustev matematikov in fizikov FLRJ izdaja Casopis:

Naro¢nina je za ¢lane vseh republiskih drustev matematikov in fizikov
300 din, za ostale narotnike, $ole. in biblioteke 400 din. Naroéila in naro¢nino
poiljajte na Ziro rafun Nastave 101-701-5-1262 z oznako »za Nastavu«,

Drustvo matematikov in fizikov NRS izdaja

atidara i

Letno izide v dveh dvojnih Stevilkah, letna naroénina je 400 din, Naro¢nino
posiljajte na ¢ek. rac¢un 101-707-3-119 Drudtvu matematicara i fizicara NRS pad
oznatbo »Za Vesnik«. Dopise poSiljajte na naslov dru§tva Beograd post. fah 791.

o W

za ufence srednjih Sol. Letnik ima §tiri Stevilke. med poditnicami ne izhaja.
Letna naroénina je 400 din, posamezna Stevilka 100 din.

Profesorji srednjih Sol, priporoéajte list dijakom! Narocdila in naroénino
posiljajte na naslov:

Matematicko-fizic¢ki list, Zagreb, llica 16/111, p. p. 165 ali na ¢éekovni rafun
5t. 400-181-608-324.

Narotnina znaSa 600 din, za redne d¢lane Drustva 300din, za
ustanove 1000 din. Casopis narofite pri administraciji Glasnika:
Hrvatsko prirodoslovno drustvo, Zagreb, Ilica §t. 16-III. Cekovni
ratun 400-21-3-323 za DruStvo matematicara i fizicara NRH.

Obzornik za matematiko in fiziko izhaja vsak tretii mesec. lzdaja ga Drustvo
matematikov in fizikov SRS. Urejujejo ga: R. Bline, Z. Bohte, P. Gosar, F. Krizanic,
I, Kusler, A, Moljk, N, Prijatelj, J. Strnad, S. Urgi¢, L. Vidav., Odgovorni in tehniéni
urednik: F. Kvaternik. Upraveo vodi F. Kvaiernik. -— Tiska tiskarna CZP Ljudska
pravica v Ljubljani, — Naro¢nina je: za Studente 400 din, za zasebnike 500 din,
za Sole 1000 din, za ustanove in podjetja 2000 din in za inozemstve 1500 din, Cekovni
Tatun Obzornika je 600-14-608-314. _

Dopise posiljajte in list narocajte na naslov:
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