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"> OBIORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKD & % o

REVOLUCIJA V MATEMATIKI
MARSHALL STONE — prevedel F.Sustersit

Clove§tvo prezivlja hudo krizo duha, ki povsod po svetu sega Ze globoko
v vzgojo. Nastala je vzporedno z razvojem znanosti, ko je ¢lovek pri svojem
misljenju in delu ubral znanstveno pot. Ta napetost ne bo popustila vse dotlej,
dokler znanosti ne bomo jemali kot bistveno vaznega in tvornega sestavnega
dela naSe izobrazbe, ne samo v materialnem oziru, temveé¢ tudi na podrodju
intelektualnega Zivljenja in vzgoje. Ta kriza se je tako naglo razvila in s takimi
posledicami, da moramo v njej videti Ze znalilne znake premika v é&loveski
kulturi nasploh. Ziva domigljija ne more naslikati spremenjene druzbe, ki bo
iz§la iz teh sprememb, in le medlo si moremo predstavljati, kako temeljito se bo
Ze v prihodnjih generacijah izpremenilo zZivljenje. Toda Ze danes lahko vidimo,
kako moéno razvijajota se znanost — v misli in dejanju vpliva na é&lovekov
odnos do sveta. Njegovo razmerje do naravnega okolja, do ¢asa in prostora, do
sebe samega in druzbe, v kateri zivi, pa tudi kraljestvo duha — vse gledamo in
obravnavamo danes pod novimi vidiki, ker smo v znanosti odkrili novo sredstvo
za spoznavanje in razumevanje pogojev nasega lastnega Zivljenja. Ze dosedanje
izpremembe, ki jih je rodila razvijajoa se znanost, nakazujejo razvojno pot
vzgojnega sistema. Ko se poraja nov svet, Zivo ¢utimo, da smo dolZni napeti
vse sile, da spravimo izobraZevanje na sodobno raven in ga po najbolj§ih modeh
usmerimo v bliznjo bodo¢nost, ki se bo povsem razlikovala od sedanjosti. Ziv-
ljenje sdmo terja od nas, da temeljito premislimo dosedanje vzgojne zasnove,
da iS¢emo resnico o nas samih in o svetu, ki v njem Zivimo, ter da sku$amo to
resnico uveljaviti v vsebini in naéinu naSega- pouka.

RAZVOJ MATEMATIKE V DVAJSETEM STOLETJU

Ko kriti¢no motrimo ideje, na katerih sloni na$a dosedanja vzgojna praksa,
moramo nujno pretehtati revolucijo, ki jo je dozivela matematika v naSem &asu,
ter oceniti vse njene silne in nove moZnosti za napredek na vseh tistih podroéjih,
kjer igrata glavno vlogo razum in znanstveno misljenje. Matematikom danes ni
treba poudarjati, kako odlicno mesto je med humanistiénimi predmeti zavze-
mala pri vzgoji matematika skoz 2500 let, pa¢ pa je treba jasno in preprié¢ljivo
pokazati na silen razvoj, ki ga je doZivela matematika v 20. stoletju, opozcriti
je treba na njeno tesno povezavo z drugimi znanstvenimi vejami, in razloZiti
vzroke, ki nas dobesedno silijo, da bi modernizirali pouk matematike in ji pri-
borili pri vzgoji in izobrazbi vaZnejSe mesto. Vsakdo, ki se zanima za vzgojo,
mora danes radunati s tem, da se je znatno izprémenila narava matematike
kot take, da se je mo¢no razsiril njen okvir in da smo v znanstvenem in teh-
ni¢nem napredku z dneva v dan bolj odvisno od nje. In zares, vsak dan postaja
bolj jasno, da moramo matematiko smatrati za vogelni kamen vsega znanstve-
nega misljenja, zato pa tudi vse, tesno povezane in tehni¢no napredne druzbe,
ki jo ustvarjamo. Lahko pri¢akujemo, da se bodo Ze v bliZznji bodo¢nosti zlile —
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znanost, logika in matematika, kar se je npr. Ze zgodilo v matemati¢ni fiziki.
Verjetno se bo zgodilo tako tudi na drugih znanstvenih podroéjih, ko se bomo
vanje bolj poglobili in dojeli njihove odnose: Med $tevilnimi spremembami, ki
jih je po letu 1900 doZivelo naSe pojmovanje matematike, oziroma na$ poglad
nanjo — je pravcato revolucijo pvzrotilo odkritje, da je matematika popolnoma
neodvisna od fiziénega sveta. Bolj natanéno: matematika je danes — brez vsakih
vezi s fizi¢nim svetom, ¢e ne upo$tevamo dejstva, da se prav naSe misli porajajo
v moZganih. Brez pretiravanja lahko re¢emo, da to ugotovitev lahko primerjamo
z najvedjimi odkritji v zgodovini &lovestva, kot je bilo npr. spoznanje starih
Grkov, da prakti¢na geometrijska dejstva spadajo v logien okvir in da jih je
mogote povezati tako, da celota tvori logi¢no zgradbo, naslanjajo¢o se na ome-
jeno $tevilo aksiomov. S tem globokim in modernim pogledom v bistvo ma-
tematike so v neposredni zvezi $e druga odkritja 20. stoletja. Tako je bilo povsem
mogode doloditi vezi med matematiko in logiko in ugotoviti vsebino matematike
v tako &irokih in preprostih izrazih, da nam skoraj nudijo dokoncen odgovor
na vpraSanje »Kaj je matematika«.

Tako je bilo mogode spoznati, da so posamezna podro¢ja matematike po-
vezana v izpozantno celoto, in uévrstiti vezi, ki jih veZejo v celotni zgradbi.
Tako je bilo mogode povzpeti se na novo gledice, s katerega motrimo silen
napredek v matematiki zadnjih 60 let kot uvod v Se vecje uspehe v bodo¢nosti.
Ce primerjamo danagnjo matematiko z ono ob koncu 19. stoletja, se moramo
Suditi, s koliko naglico je matemati¢na znanost rasla v Sirino in globino, hkrati
pa moramo ugotoviti, da je ves ta razvoj spremljal mocan poudarek na abstrakt-
nosti in prizadevanju ,da bi vse matemati¢ne pojme ¢m bolje dojeli in raz8irili.
Vidimo tudi, da je ta nova usmeritev, ki jo je omogotila Sele lo¢itev matematike
od neposredne uporabnosti, postala pravi vir njene Zivljenjske sile in rasti v se-
danjem stoletju. Nenehno spoznavamo, da moramo to pot v abstraktnost nujno
nadalejvati, podprti z uspehi, ki jo potrjujejo. Ko so matematiki ubirali to pot
in svojo pozornost posvedali bolj in bolj poglabljanju in preucevanju abstraktnih
pojmov, so vedno bolj spoznavali nasprotje pogledov na teoreti¢no zgradbo
matematike in njeno uporabnost, ki se ¢esto zdi neizmerno vaZna in je zato naj-
vedja skrb uditeljev matematike. Globlje razumevanje in oceno tega nasprotja
so nedavno omogotile nekatere zanimive §tudije v moderni logiki, po katerih
jo je mogode zgraditi &isto mehani¢no z uporabo matemati¢nih simbolov. Jasno
pa je, da ta nov pogled in napredek, ki pomenita pravo revolucijo v matematiki,
postavljata uéitelja pred precej tezke probleme. Ze ‘'samo vkljuéiti v matema-
tiéni pouk bistvene elemente sodobne matematike, je res teZka naloga, toda, da
jo prikaZemo kot nekaj abstraktnega, kar je postala, in vskladimo njena na-
videzna nasprotja ,pomeni — zadeti na e hujse teZave, ko skusamo pouk mate-
matike spraviti na tako raven, ki jo terja na$ ¢as. Zato moramo malo podrobneje
pretehtati nekatere faktorje, ki smo se jih v teh uvodnih opombah zgolj
dotaknili.

MATEMATIKA — ABSTRAKTNA ZNANOST

Filozof Bertrand Russel je abstraktno naravo matematike oznaéil takole:
»Matematika je nekaj, v ¢emer ne vemo, o ¢em pravzaprav govorimo in, ali je
to res, kar govorimo.« S tem trdi, da je matematika povsem abstraktna in da je
pojem matemati¢ne resnice — &isto formalen. Ta Russelov izrek po eni strani
podértava neodvisnost matematike od sveta, ki ga zaznavamo, po drugi strani pa
ne definira vsebine matematike. Sodobni matematik bi raj$i imel pozitivno
oznadbo svojega predmeta kot Studijo abstrakinih sistemov nasploh, ki vsak zase
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predstavlja zgradbo iz posebnih abstraktnih elementov, zgrajeno sicer iz poljub-
nih, toda med seboj neprotislovnih odnosov. S preucevanjem posameznih ma-
temati¢nih sistemov ne namerava le preudariti bistvenih lastnosti posameznih
sistemov, temve¢ tudi primerjati strukture razli¢nih sistemov. Rad bi pokazal,
da niti ti sistemi niti sredstva, ki nam jih daje logika za §tudij njihove zgradbe,
nimajo nikakr$nih neposrednih niti nujnih vezi s fizi¢nim svetom. Hkrati skuga
dojeti, da taki matemati¢ni sistemi morejo &esto koristiti kot modeli posameznih
delov realnosti, tvored¢ osnovo za teoreti®no matematiéno analizo odnosov
realnega sveta. Dognati bi hotel, da je ta slu¢ajna in v neki meri samovoljna
povezanost med delom realnosti in nekim matemati¢nim sistemom e veékrat
vodila do abstraktnega obrisa slednjega. Seveda, ta na$ pogled na matematiko,
ki se tako temeljito razlikuje od onega starih Grkov in sploh vseh matematikov
prav do devetnajstega stoletja, se ni izoblikoval na mah, ampak se je razvijal
zelo dolgo, skoz velika razdobja. Odkritje, po katerem je na$ sodobni pogled
na matematiko postal povsem abstrakten, strogo logien in docela neodvisen,
je odkritje neevklidne ravninske geometrije po Bolyaju, Gaussu in Lobadevskem
v zafetku devetnajstega stoletja. Gauss si je Zivo prizadeval, da bi z eksperimen-
tom dognal, ali se prostorska geometrija prilega bolj Evklidovemu ali Lobadev-
skijevemu modelu, in sklepal, da tega vprasanja ne more regiti, ne da bi izvrsil
mnogo bolj preciznih merjenj, kakrina je zmogel. Tako sta oba bistveno pra-
vilna, medseboj pa neskladna matemati¢na sistema hkrati bila veljavna za opis
fizikalne geometrije. Ni si bilo mogole predstavljati, da bi kateri koli od njiju
utegnil imeti kako nujno vez z realnim svetom — na $kodo drugemu. Zato je
prav tako bilo nemogo¢e — zlasti v tistih ¢asih — izbirati med njima na podagi
fiziénih razlogov. Nadaljnji razvoj Se drugih abstraktnih geometrij je pospesil
izoblikovanje takega modernega pogleda nanjo, kakrénega tukaj opisujemo. Na-
slednji impulz v to smer je prisel iz algebre, kjer je polagoma postalo jasno,
da matematika ne more radunati z enim samim, temved z nedtetimi $tevilskimi
sistemi, ki sicer imajo mnogo skupnih potez, hkrati pa tudi individualnih P>
sebnosti. Tretji faktor, ki je pomogel k temu odkritju, je razvoj novih prijemov
in zasnov v logiki v drugi polovici 19. stoletja in na pragu 20. stoletja, s &imer
je postalo mogode pojasniti razmerje med matematiko in logiko in opraviditi
sodobno opredelitev matematike, kakrino skusamo podati tu.

MATEMATIKA IN LOGIKA

Dejansko smo prisli tako daleé, da moremo matematiko istovetiti z logiko.
Glavna dejstva, na podlagi katerih je bila ta identifikacija mogoda, sta podala
Russel in Whitehead v svoji sloviti razpravi »Principia mathematica«, objavljeni
leta 1911. To znamenito delo lahko smatramo kot vrhunec cele vrste briljantnih
Studijskih naporov 19. stoletja ki so iskali zveze med matematiko in logiko.
Se posebej kaZe opozoriti na obravnavo logike v simbolih (Boole, Schroeder in
Peano), na teorijo mnoZic in transfinitnih $tevil (Cantor) in na logi¢no analizo
sistemov realnih Stevil (Dedekind in Frege). Kakor so morali Grki razviti logiko,
da so mogli raziskati vezi, ki spajajo z izku$njami pridobljena dejstva v geome-
triji, tako so morali tudi matematiki 19. stoletja — iti $e globlje, da bi mogli
obravnavati matematiko dovolj pravilno in natanéno. Tako so morali v prejs$nji
logiki napraviti ve¢ izboljSav in razsirjav ter dojeti smisel in naravo funkcije.
Jasen dokaz velikih naporov pri oblikovanju tega pojma so razliéna imena zanjo,
imena, ki nakazujejo ve¢ znaédilnih smeri v sodobni matematiki. Morda z majhno
povrSnostjo lahko refemo, da je samo analizo tega vaZnega pojma bilo treba
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dodati logiki Aristotela in sholastikov, da bi jo mogli prilagoditi vprasanjem
sodobne matematike. Russel in Whitehead sta prva pokazala, da je pod temi
pogoji mogoce celotno matematiko izraziti z izrazi formalne logike. Tako moremo
matematiko smatrati kot del logike. Leibnitzov sen, da bi logiko izrazili v obliki
simboli¢nega radunstva so postopoma uresni¢ili Boole, Whitehead, Peano, Russel
in drugi. Potemtakem pa moremo in moramo logiko smatrati kot posebno po-
glavje algebre in s tem matematike nasploh. Zlivanje matematike in logike
potrjuje sklep, da je matematika povsem abstraktna disciplina, in vzbuja zani-
mivo vpraSanje, v koliki meri jo moremo izpopolnjevati z uporabo sistemov
posebnih simbolov in v koliko se mora naslanjati na neposredne ali samo intuitivne
poglede na njeno notranjo zgradbo. Matematiko lahko primerjamo z igro — ali
bolje reteno — z mnoZico iger, v katerih so figure in poteze nepomembne, paé
pa je vaZno dojeti in izkoristiti vse moZnosti igre, ki jo dopusc¢ajo njena pravila.
Ce pa gledamo matematiko v tej luéi, se nam nujno vsiljuje vpraSanje, ali je
potek ene ali druge izmed teh iger mogoce dognati tako daleé, da ne dopusca vec
nobene domiselnosti niti intuicije. Ce naj matematiko motrimo z obeh vidikov,
morajo biti naa razmisljanja ostrejSa, hkrati pa zadobi istovetnost med mate-
matiko in logiko Se vecdji pomen.

ENOTNOST MATEMATIKE

Dejstvo, da je matematika $tudij sistemov, ki vsebujejo dolocene abstraktne
elemente in dolo¢ene zveze med njimi, jasno pri¢a o enotnosti matematike.
Zadnji uspehi najnovejsih raziskav so odkrili notranje vezi v zgradbi posameznih
podrodij matematike. V zadnjih 50 ali 60 letih je bilo mnogo prizadevanj, da
bi se vskladili in vzporedili matemati¢ni sistemi, ki jih obravnavamo v algebri,
teoriji §tevil, geometriji in analizi. Izid teh prizadevanj je bil presenetljiv v dveh
smereh: Dejstvo, da moremo nekatere, nam dobro poznane matematic¢ne sisteme,
analizirati, nas je privedlo do spoznanja, da vse izhaja iz treh enostavnih
sistemov — iz algebre, urejenih sistemov in topoloskih prostorov. Hkrati pa smo
odkrili $tevilne postopke, s katerimi se je posreéilo mnoge od znanih sistemov
zdruZiti v nove in te globlje dojeti. Res, marsikateri nam dobro poznani sistem
moremo dobro oznaéditi, ée zdruZimo enostavne algebrajske ali topoloske lastnosti.
Zato pa tista podrod¢ja matematike, ki jih vedji del poznamo, leZe tesno zaprta
med dolo¢enimi znanimi mejniki, medtem ko so vsa tista podroé¢ja, ki jih Se
nismo raziskali, najbrZ precej drugaéna od onih, na katerih se po¢utimo doma.
Ceprav ne moremo zanesljivo sklepati, da bodo bodode matemati¢ne raziskave
gle po poti, ki jo ubira sedanja matematika, vendar lahko pri¢akujemo, da bo
tudi nova matematika, pa naj bo $e toliko razli¢na od sedanje, vendarle vse-
bovana v definiciji, ki smo jo tu postavili. Dejansko je ta definicija tako Siroka
in dopusda toliko stopnjo abstrakcije, da meja, ki jih postavlja, skoraj ne bo
mogode potiskati nazaj. Zato pa upraviceno pri¢akujemo, da bodo morebitne
izpremembe v pojmovanju matematike nujno odvisne od razvoja v logiki, raz-
voja, ki bo prinesel nove prijeme in nove poglede, ki se bodo porodili iz obilnih
izkuSenj bodo¢ih matematikov.

ABSTRAKTNOST IN UPORABA

Res ¢udno se zdi, da v trenutku, ko je bila matematika potisnjena v po-
polno abstraktnost, njena uporabnost narasc¢a v izredni meri. Nedvomno je ena
1zmed najbolj vzpodbudnih potez v intelektualnem Zivljenju 20. stoletja pro-
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diranje matematike v vsa znanstvena podroéja, ne samo prirodoslovna, ampak
-tudi tista, ki so posvedena Zivljenju ¢loveka samega. S tem pa dobivamo oblast
nad stanjem, ki se je doslej izmikalo teoreti¢ni obravnavi, obenem tudi do-
bivamo prve in jasnejSe pojme, kako dale¢ in kako globoko utegne poseci
matematika. Matematika nam odklepa — nov svet misli in razumevanja. Cetudi
se zdi zveza med obema, na videz nasprotnima smerema v razvoju matematike,
presenetljiva, moremo prav v njej gledati resnico o matematiki kot taki. Ma-
tematika se je namreé osvobodila vseh spon, ki so jo morda kdaj v preteklosti
vezale, in je postala izredno elastiéno in moc¢no sredstvo, s katerim si moremo
utirati pot na tista podrodja, ki so nam’ danes 3e neznana. Primerov za to
trditev je Ze nesteto in jih bo v drugi polovici naSega stoletja vedno vec.
Omenimo le moderen razvoj komplicirane matemati¢ne teorije v genetiki, novo
teorijo iger s posebno uporabo v ekonomiki in v §tevilnih drugih podroé¢jih, dalje
najnovej$o matematiéno teorijo prometa itd. Mnoga tezka podro¢ja v teoreti¢ni
fiziki postanejo s pomod&jo matematike preprostejSa in mnogo manj teoreti¢na.
Zelo verjetno je, da se bo matemati¢na tehnika vedno bolj razvijala, z njo pa
se bo §irila tudi njena uporabnost. Po pravici lahko prerokujemo, da bo prav
matematika doprinesla k razvoju tistih znanstvenih podroéij, v katerih trenutno
nimamo drugega kot nekoliko nedognanih formulacij in prav malo matemati¢nih
nadel. Ko skuSamo podati verno sliko tega, kar se danes odigrava v matematiki,
se pad¢ ne moremo omejiti nha sploSnosti, temve¢ se moramo ozreti tudi na
izreden tehni¢ni napredek, ki smo ga dosegli v 20. stoletju. V nobenem zgodo-
vinskem obdobju ne moremo ugotoviti tako plodne matemati¢ne dejavnosti kot
v prvi polovici naega stoletja. Ta dejavnost pa nenehno raste in se $e poglablja.
Ce sodimo po $tevilu objavljenih del, lahko ugotovimo, da se je $tevilo aktivnih
matematikov v-zadnjih treh letih — podvojilo. Pa tudi ¢e je ta preprosta sta-
tistika premalo prepri¢ljiva, je ¢ mnogo mo¢nih dokazov o silni rasti matema-
ti¢ne vede. Morda o tem najbolj pri¢ajo Stevilne nove ideje in tehniéni prijemt,
ki jih uvajamo v matematiko. Cetudi je teZko storiti kaj veé kot samo nakazati
ta silni napredek, ki smo mu prica, storimo to vendarle, Ceprav z neizbeZnim
ob¢utkom slabosti.

SODOBNA ALGEBRA

Poglejmo najprej v algebro! S pojmom algebre ali algebrajskega sistema
dandanes pojmujemo matemati¢en sistem, ki vsebuje dolofene matemati¢ne
abstraktne elemente in dolo¢ene specifi¢ne operacije, ki se dajo v njem uporab-
ljati. V bistvu moremo operacijo istovetiti s funkcionalno odvisnostjo. Ta je
konéna, ée je neki odnos med konénim §tevilom elementov. Zato razli¢ni Stevilski
sistemi, ki jih obravnavamo v elementarni algebri, predstavljajo algebro z dvema
osnovnima operacijama — adicijo in multiplikacijo. NaSe modernc pojmovanje
algebre, ki je zraslo iz preuc¢evanja teh posebnih sistemov, z uporabo abstrakcije
in posploSevanja, ki je zdaj doseglo svoje meje: ¢e se namre¢ ukvarjamo z
odnosi, kjer ni $tevilo operacij ve¢ omejeno, se znajdemo ob matemati¢nih
sistemih v najsploSnejSem pomenu besede in izgubimo zvezo z vodilnimi értami,
ki so nam jih dali primeri, s katerimi — smo zadeli. Silen razvoj v &tudiju
algebrajskih sistemov nas sili, da moramo temeljito pretehtati in preusmeriti
podajanje znanja iz algebre ravno na osnovni stopnji pouka. Odve¢ je trditi, da
so sodobni kurzi iz elementarne algebre povsem drugaéni od tistih izpred 25 let!
Prav tako prodorni in plodonosni so bili stiki algebre z drugimi matematiénimi
podroé¢ji. Danes nam je prav lahko razumeti, zakaj igra algebra tako vazno
vlogo v drugih vejah matematike, zgodovina pa nas uéi, da so matematiki to kaj
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teZko dojemali in tega niso znali koristno uporabiti. Vsako matemati¢no podrocéje
obravnava obicajno predvsem objekte, ki ga zanimajo, in ustrezne operacije.
Vsi matematiéni sistemi, ki jih preu¢ujemo, so Ze po svoji naravi vezani na neki
algebrajski sistem. Ce take povezave smotrno izberemo in analiziramo v luéi
splosnih algebrajskih principov, lahko pridobimo vaZne poglede in koristne na-
potke. Tako so se npr. Ze stari Grki éutili primorane, preudevati lastnosti dolo-
¢enih operacij, in Ze beZen pogled v Evklidove »Elemente« nam pri¢a, da so se
mocno trudili, da bi nekatere algebrajske probleme resili na geometriden naéin.
Ker pa so jim manjkala najpreprostej$a algebrajska sredstva in ker niso $e bili
kos potrebnim abstrakcijam, so nujno zadeli na te¥ave in zapletljaje, ki so
izginili Sele v sedemnajstem stoletju, ko je Descartes dal algebri pravo vlogo.
Obseg, do katerega algebra lahko pomore matemati¢ni analizi, smo zapazili
Sele v najnovejSem ¢asu, tj. v naSem stoletju. Mnogi tezki problemi, ki jih mo-
trimo zdaj z gledi¢a algebre, so postali jasnej§i in — laZji. Prav tako je for-
malna logika — kakor smo Ze prej enkrat omenili — postala del algebre, ker
pa¢ uporablja operacije s simboli.'Se vaZnej$o vlogo kot v logiki igra dandanes
algebra v geometriji in analizi. Danes je &sto nemogode, da bi matematik
obvladal geometrijo ali analizo brez temeljitega poznavanja osnov algebre, posebno
teorije grup in linearne algebre. Geometrija se tako moéno naslanja na ti dve
podrogji, da ju ni mogole loditi od nje. Se bolj je pa to vidno na podroZju
topologije, kjer smo pri¢a krasnega napredka. Neizbe?no je povezava teh dveh
matemati¢nih podro¢ij morala uéinkovati tudi na algebro samo. Postopki, ki 30
se izkazali kot koristni v kombinatorni toplogiji, so presli tudi v algebro in tako
je nastala nova disciplina z imenom — homologka algebra.

Nujno je torej, da se bo narasajo¢a vaZnost algebre v drugih matemati¢nih
podro¢jih zrcalila kmalu povsod, kjer se uporablja matematika. Stiki med
algebro in uporabno matematiko pa so vedno bolj neposredni, kajti desto je
treba problem uporabne matematike izraziti — izhajajoé¢ iz algebrajskih pojmov.
(Npr. v teoriji polja, v linearnem programiranju, v teoriji iger itd.) Potemtakem
mora danes ne samo matematik, ki se ukvarja s teoreti¢no matematiko, proznati
¢vrste temelje algebre, zlasti teorijo grup in linearno algebro, temveé¢ prav tako
matematik, ki se ukvarja z uporabno matematiko.

Posebna veja matematike, ki je tako é&vrsto povezana z algebro, da jo
moramo smatrati kot njen sestavni del, je teorija stevil. Studij se§tevanja, mno-
Zenja in drugih algebrajskih lastnosti je bil vedno zelo privlaten. Mnogo pro-
blemov iz teorije $tevil moremo zelo preprosto izraziti in razumeti brez posebne
matemati¢ne priprave. Med njimi je ved nerefenih problemov iz celotne mate-
matike. Taki problemi ne privladijo le resnih matematikov, temve¢ tudi ne-
strokovnjake in ljudi, ki hlastajo za zanimivostmi. Kdo ne bi rad re&l Gold-
bachovega problema, da je vsako naravno Stevilo vsota konénega Stevila
prastevil? Problemi iz teorije $tevil pa niso ostali omejeni zgolj na naravna
$tevila, ampak so vodili do posplositev in analogij v drugih algebraijskih sistemih.
To dejstvo je vodilo do mnogih novih algebraiskih pojmov in smeri. Prevedba
nekaterih problemov iz teorije Stevil na probleme analize je to v nemajhni
meri poglobila. Uspehi analititne metode, ki sicer v nekaterih zanimivih in
teZkih problemih ni rodila popolnega uspeha, so v zadnjih letih spro#ili mnogo
pobud k iskanju in odkrivanju novih prijemov. Mnogo pridobitev, kot npr.
elementarni dokaz tako imenovanega problema prastevil, se je posreéilo v zad-
njih desetletjih. Teorija Stevil sicer ni povsem nezanimiva za uporabno ma-
tematiko, vendar ostaja domena teoretiéne matematike. Ce nekatere analiti¢ne
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probleme, kakor tudi probleme iz uporabne algebre zdruzimo s teorijo Stevil,
seveda doseZemo velike koristi, toda zato je potreben temeljit Studij teorije
gtevil. Po drugi strani pa, ¢e v matemati¢ni program vklju¢imo elementarni
kurz teorije §tevil — bodisi iz tehni¢énih bodisi iz ¢isto izobrazbenih razlogov,
nikakor nismo storili ni¢ napaénega!

RAZVOJNA POT GEOMETRIJE

V na$i bezni razpravi o algebri smo Ze omenili, kako globoko so v geome-
trijo prodrli algebrajski pojmi in metode. Nekatera poglavja iz geometrije se
sploh povsem naslanjajo na algebro. Tako se je npr. Studij geometrijskih mest,
definiranih 'z algebrajskimi ena¢bami, sprva naslanjal izkljuéno na sistem
realnih in kompleksnih $tevil, zdaj pa se, oli§¢en vseh analiti¢nih tendenc, opira
zgolj na algebrajske metode, ki se prilegajo splosnim algebrajskim sistemom kot
obema Kklasi¢nima sistemoma. Zato pa je algebrajska geometrija dobesedno del
algebre. Podobno se kombinatorna topologija mo¢no prilagaja algebrajski cbrav-
navi in je zato nedavno skoraj utonila v algebri, pri tem pa je — kakor Ze
redeno — udinkovala tudi ona nanjo. Dejstvo, da se geometrija ukvarja z last-
nostmi, ki so &esto kaj malo pripravne za algebrajsko obravnavo, je obvarovalo
to staro vejo matematike, da je ni popolnoma nadvladala sodobna algebra. Tako
mnogo geometrijskih poglavij sploh ni oplazila algebrajska tehnika. Ker pa
imajo najvaznejsi problemi na teh geometrijskih podro¢jih desto analiti¢en videz,
se nagibljejo nujno k — analizi. To tendenco kaZeta — tako diferencialna
geometrija kot splosna topologija. V diferencialni geometriji so npr. vezi s kla-
si¢no analizo silno tesne in ve¢ina njenih problemov vodi neposredno k teoriji
diferencialnih ena¢b. Geometrijo so dolgo in nasilno vlekli v dve, navidez na-
sprotni, smeri in se je véasih Ze zdelo, da jo bodo raztrgali na dvoje. V novejSem
dasu pa je poglobljeni $tudij osnov diferencialne geometrije pripeljal do zopetne
zdruZitve algebrajskega in analiti¢nega vidika, kar je bilo tem laZje, ker so
zadeli vlogo algebre in topologije v analizi vedno bolj upo$tevati in ceniti.
Zadnje ¢ase so matematiki tipali za ustrezno potjo do zdruZitve in po mnogih
znakih sode¢ — je to prizadevanje vendarle uspelo. Zdaj je upanje na lep in
uspeSen razvoj geometrije povsem upraviéeno in realno. Ta okoli$¢ina sama pa
odpira hud problem v matemati¢nem pouku, kaj namre¢ vse naj storimo, da
bodo bododi matematiki ta napredek v tako obetajoto smer najprej sami dobro
dojeli in ga nato pojasnjevali drugim. Tega pa — Zal — Se do danes ne vemo. ..

MATEMATICNA ANALIZA

Ker ima matemati¢na analiza, kakor tudi geometrija, opraviti s primeri,
kjer imajo glavno vlogo zvezne spremembe in mejni procesi, se je tega abstrakt-
nega problema lotila od dveh strani. Tako se je pojavil pojem topoloskega pro-
stora kot matemati¢nega sistema, sestojecega iz abstraktnih elementov, imeno-
vanih — tocke. Zgodovinsko je vpeljava tega pojma bila povezana z variacijskim
ra¢unom, pa ima zato bolj analiti¢no kot geometriéno ozadje. Nadaljnji razvoj
splofne topologije — tj. teorije topoloskih prostorov, ter funkcionalne ali
abstraktne analize predstavlja znaéilno in vaZno pridobitev 20. stoletja. To od-
kritje je prineslo mnogo jasnosti — tako v obe geometriji, kakor tudi v analizo,
vendar danes splo$no topologijo smatramo rajsi kot del geometrije kakor
analize, ker imajo njeni glavni problemi znatno vedji pomen v geometriji.
Matemati¢ni sistemi, ki jih sredujemo, so povezali algebrajske in topoloske last-
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nosti tako, da jih ne moremo ve¢ obravnavati samo v okviru splo$ne topologije.
Dejansko bi bilo mogoce definirati moderno abstraktno analizo kot S$tudij
topoloske algebre. Velik del klasi¢ne analize je pred kratkim preSel v tesno
zvezo s teorijo topoloSke algebre in mnogo klasi¢nih problemov je moglo biti
tako osvetljenih v novi luéi in pribliZzanih resitvi. Tako je $tudij diferencialnih
enacb bil formuliran z izrazi topolo§kih linearnih prostorov (ali vektorske
algebre), harmoni¢na analiza pa je bila vpletena v teorijo komutativnih topolo-
Skih grup. Marsikateri sedanji korak naprej v teoriji parcialnih diferencialnih
ena¢b je napravljen z uporabo metod, ki jih daje teorija topoloskih linearnih
prostorov. Po drugi strani pa se je izkazalo kot mogoce, da nekatere topoloske
algebre opifemo z izrazi klasi¢ne analize. Najvidnej$i tak uspeh je bila nedvomno
re§itev petega Hilbertovega problema, da se dajo operacije topologke grupe izra-
ziti s pojmi analiti¢énih funkcij. Pa éeprav je moderna matematika moéno vplivala
s svojimi abstraktnimi nagnjenji na analizo, je ta vendarle ohranila svojo
zivljenjsko vaZnost v razliénih posebnih problemih, posebnih funkecijah in po>-
sebnih funkcionalnih enaébah, zlasti takih, ki se nanasajo na kako uporabo. Zato
pa moramo temu matemati¢nemu podroéju posvecati posebno skrb, s tem da
mu dajemo dol?ni poudarek tako v tradicionalnem kot modernem pogledu.

UPORABNA MATEMATIKA

Vzporedno z uporabnostjo analize je vznikla potreba, da bi se &m bolj
uveljavilo uporabno raéunstvo, brez katerega bi bilo nemogode preiti od teorije
k praksi. V tej potrebi po moé¢nih in uspe$nih raéunskih pomagalih je bil
storjen velik korak naprej z odkritjem in izpopolnitvijo izredno hitrih, zmoglji-
vih in splos$no uporabnih strojev. Ti so prinesli v prakti¢no ra¢unstvo pravcato
revolucijo. Izra¢une, ki bi jim Se pred nekaj leti ne bili kos, moremo opraviti
zdaj v nekaj tednih ali dneh, ¢ée Ze ne celo v — nekaj urah. Vse praktiéne
tezave in omejitve pri dosedanjih ra¢unskih strojih pa bodo poéasi in zanesljivo
odpadle, ko bomo izpopolnili elektronske in druge fizikalno-tehni¢ne stroje.
Z uvedbo teh silnih pomagal pa matematikom ne bo veé treba iskati takih
reSitev, ki jih je mogode ugnati s preprostim ra¢unom ali s skromnim rac¢unskim
strojem, njih naloga bo le: poiskati reSitve z bliskovitim elektronskim racunal-
nikom. Ze se razvija v matematiki nova in posebna veja, ki teoreti¢no in prak-
ti¢no pripravlja programe za moderne raéunalnike. Ta zahteva poznavanje prak-
tiéne ractunske tehnike in njenih logi¢nih vezi, saj je oditno v tesni zvezi s for-
malno logiko. Celoten razvoj metod pri uporabi sodobnih raéunskih strojev
v praktiénem radunstvu sta omogoéila dva va’na napredka — Russelovo in
Whiteheadovo odkritje, da je mogole matematiko spraviti v kalup formalne
logike, in iznajdba vakuumske cevi. Tesne vezi med praktiéno matematiko in
logiko nikakor niso sluéajne, pa bodo s ¢asom Se tesnejSe in globlje. Izredna
zmogljivost sedanjih ra¢unskih strojev ne omogocéa le matemati¢nih in logi¢nih
analiz, kakr$nih Se pred nekaj leti ne bi tvegal nihée, temveé nas tudi Zivo
opozarja na nasprotje med ra¢unsko prakso in miselnim dojemanjem. Ce se vpra-
Sujemo, koliko zmorejo racunski stroji, se moramo vpraSati, ali je mogode
napovedati, koliko zmorejo nasi mozgani, in — ali so tudi na$i mozgani — stroj.
Poraja se $e novo vpraSanje, ali je mogoce, vso matematiko in logiko vskladiti
z nekim programom ustreznih simbolov in njih uporabe. Najnovejsi Studij
logike nam pravi, da je treba na to vpraSanje odgovoriti — negativno. Ugotoviti
je le treba, kaj je mogofe dosedi s Cisto mehaniénimi postopki. Imamo Ze
stroje, ki lahko zastavljajo in dokazujejo preproste matemati¢ne teoreme in
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takoreko¢ igrajo vlogo ¢lovekovega nasprotnika v preprosti igri, nadzornika,
ki ga udi, kako naj bi se iz izkuSenj izogibal starim napakam. Ni torej ¢udno,
¢eprav presenetljivo, da moderen racunski stroj pomaga celo sociologu razisko-
vati ¢loveske lastnosti, primerjajo¢ reakcije posameznikov z drugimi —
v skladu z domnevnimi principi, ki jih je treba preizkusiti. Kakor pri mnogih
drugih uporabah ra¢unskih strojev je tudi tukaj bistveno vazna njihova izredna
sposobnost, da morejo v najkrajSem ¢asu opraviti neverjetno mnogo racunskih
operacij, kajti samo tako je mogole raziskati izpreminjanje velikega Stevila
spremenljivk in parametrov. Prav to dejstvo opravi¢uje uporabo matematié¢nih
rad¢unalnikov zlasti v tistih problemih, v katerih nastopa preve¢ spremenlijivk
in parametrov, da bi jih mogli reSevati z obi¢ajnimi formulami, ki pa spet niso
veliki tako, da bi jih asimptotiéno ocenili. Tako bi prakti¢no resevanje $tevilnih
problemov - iz gospodarske matematike in linearnega programiranja bilo ne-
mogote brez sodobnih ra¢unskih strojev, ne zato, ker je matemati¢na pot do
re§itve tezka in zapletena, temveé zato, ker je §tevilo neznank, ki se pojavlja,
tako veliko.

- RAZVOJ V SODOBNI LOGIKI

‘Ko smo pravkar pokazali na odnose med tehni¢no matematiko in logiko,
se morda le ne bomo preve¢ oddaljili od obravnavane vsebine, ¢e si ogledamo
razvoj v sodobni logiki. Ko smo se ze ustavili ob fundamentalnih znanstvenih
prispevkih Russela in Whiteheada, se moramo poslej drzati Hilbertove smeri,
ki je med slavne probleme, ki jih je bil nacel, vpletel leta 1900 tudi vprasanje,
ali je mogocée dokazati, da obstaja vsaj eno popolno in zakljuéeno matemati¢no
podroéje. Trideset let nato je Godel iznenadil ves matemati¢en svet z briljant-
nim dokazom, da — ¢e obstaja k sistem, ki vsebuje tako imenovani funkcionalni
logi¢ni radun in aritmeti¢ne aksiome — potem mora biti nepopoln v tem smislu,
da je v njem kak aritmeti¢en izrek, ki ga v njem sicer lahko formuliramo,
dokazati ga pa ne moremo — niti ne pobiti. Prav tako razburljivo odkritje sta
doprinesla Church in Turing, da namre¢ ni mogole predpisati sistemati¢nega
postopka, po katerem bi bilo mogoce dolociti, ali je mogole posamezne izreke
v teh sistemih dokazati ali ne. Da bi te svoje izsledke izrazil na precizen in
prepri¢ujo¢ naédin, se je Turing odlo¢il — opisati neki zamisljen in ustrezen
stroj. Tako je kot prvi pokazal na zvezo med osnovnimi problemi logike in
teorijo ra¢unskih strojev. Church in Turing sta torej bila prva, ki sta namignila,
da logike in matematike ne moremo spraviti v $ablonski naért operacij s sim-
boli, da so torej stvari, ki jih zmore ¢loveski razum — ne pa noben radunski
stroj. To nasprotje, ki smo ga Ze poudarili pri obravnavanju zunanjih simbolov
in notranjega dojemanja, je najbrz tudi v zvezi z logi¢nimi pojavi, ki sta jih
odkrila Church in Turing, ter utegne biti dejansko zakoreninjeno v razliki med
razumom in strojem.

VERJETNOST IN STATISTIKA

Kakor je logika nastala iz preudevanja deduktivnega razmisljanja, sta se
teorija verjetnosti in statistika zaceli s poiskusi, da bi izrazili procese induk-
tivne povezanosti. Ta teorija se zadenja Ze v 16. stoletju, ko so napravili prve
matematiéne analize iger na srefo, mo¢no se je pa razvila proti koncu 19. sto-
letja. Zelo uspe$no so jo nato uporabili v teoriji napak pri merjenju, v teoriji
plinov ter v $tevilnih biologkih in aktuarskih (zavarovalnih) problemih. Dvajseto
stoletje je mocno razsirilo tehniéni razvoj teorije verjetnosti in statistike, kakor
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tudi posplos$ilo njuno uporabnost. Kot &isto matemati¢ni teoriji ju moremo danes
upravideno smatrati za sestavna dela teorije merjenja ali pa integracije. Kot
veji uporabne matematike pa sta se moéno razrasli in pridobili na vaZnosti.
Njun silen pomen smo dojeli Sele v sedanjem stoletju, ko smo spoznali njuno
fundamentalno vlogo pri dojemanju fizi¢nega sveta. Miselni kalupi. v katere
skuSamo vkljuditi ¢loveka in naravo, so povsem statisti¢ni. Prav deterministi¢na
pojmovanja, ki so se ohranila iz klasiéne fizike, danes lahko smatramo kot
pribliznostne poenostavitve mnogo bolj realnih statisti¢nih pojmovanj. Zato
mora vsakdo, ki §tudira katero izmed fizikalnih, bioloSkih ali psiholoskih zna-
nosti, kar dobro poznati elemente teorije verjetnosti in statistike. Po pravici se
vpraSujemo, kako naj bi vpeljali teorijo verjetnosti in statistiko v pouk mate-
matike. Vedno bolj se poudarja potreba, da bi ju vpeljali éimprej, da bi se
Studentje Se zgodaj seznanili z osnovnimi nadeli statistike, ki je danes postala
tako vazna skoraj na vseh podroé¢jih &loveSkega misljenja.

BeZen in kratek pregled nad zgodovino matematike, ki smo ga skufali
podati, pa¢ ne more dostojno prikazati razvoja v moderni matematiki, vendar
utegne opozoriti bralca o revolucionarnem in intelektualnem pomenu razvoja
in mu dati koristno podlago o njegovih vzgojnih posledicah. Ob malo povr$nem
pregledu najvaznej$ih smeri v moderni matematiki in napredku v njenih
razliénih podroéjih kot npr. algebri, teoriji Stevil, geometriji, analizi, uporabni
matematiki, logiki, teoriji verjetnosti in v statistiki, smo najbrZ le nakazali
duha in vsebino silnih izprememb, ki se nam takoreko¢ vsiljujejo v sodobni
pouk matematike.

OSREDNJI PROBLEM MATEMATIKE V IZOBRAZBI

Kot smo Ze omenili, matematika danes ne i§¢e bistveno novega mesta pri
izobraZevanju, saj je vselej in povsod zavzemala vaZno in éastno mesto, tako
na humanisti¢cnem kakor tudi na prakti¢no znanstvenih podro¢jih. Matematika
dandanes sama skuSa prilagoditi svoje mesto v izobraZevanju, skladno z njeno
naraS€ajoco vaznostjo v intelektualnem Zivljenju sedanjih dni. Zdaj je treba
tofno opredeliti novo vsebino, ki naj vsebuje vodilne misli in osnovne prijeme
v moderni matematiki, pouk te vsebine je pa treba organizirati v obliki dobro
razdeljenega programa ter ga smotrno osvetliti z lu&jo sodobne psihologije
na intelektualni razvoj, na oblikovanje pojmov in ves uéni proces. Sicer pod-
rejeno temu problemu, vendar zato ni¢ manj vaZno je vpraSanje, kako naj
okrog tega osrednjega jedra oz. vsebine razvrstimo $e druga posebna podrodja
matemati¢na znanja, ki teZijo k svojemu posebnemu cilju kot npr. pripravi
za poulevanje, k nadaljevanju $tudija vi§je matematike ali k udejstvovanju
na posebnih podroéjih praktiéne matematike. Se drug in pere¢ problem se nam
odpira pri pouku c¢iste matematike, katere jedro obdajajo $tevilna specialna
podrocja. Zdi se, da bomo temu problemu, ki je v fiziki doZivel %e hudo kritiko,
morali v prihodnjih desetih letih posvetiti veliko skrb in pozornost. To vpra-
Sanje se zaostruje vedno bolj zaradi abstraktnih tendenc, ki jih vidimo v ma-
tematiki, pa tudi zaradi  vedno hujSega nasprotja med matematiéno prakso in
njeno miselno zgradbo.

Da naénem osrednji problem, naj navedem le tri znanstvene pesmi, ki
vse tri zavzemajo komaj eno vrstico:

E=mc, E=hy, a(Aad)=(Aa.

154



Kakor kitajske pesmi, ki jih moramo dojemati z ofmi in uSesi... Prva je
slavna enac¢ba med energijo in maso, ki je povzroéila pravo revolucijo v fiziki.
Odkril jo je Einstein na pragu tega stoletja kot osnovno nadelo relativnostne
teorije. Tudi druga predstavlja revolucionarno nacelo v moderni fiziki. Postavil
jo je Planck kot vogelni kamen kvantne teorije. Predstavlja pa zvezo med
energijo in frekvenco svetlobnega valovanja. Teh dveh pesmi ni mogode razu-
meti brez precej$njega poznavanja sodobne fizike. Ce bi uéitelj moral svojim
uéencem razloziti njun smisel in daljnoseznost, bi jim moral posredovati obilico
znanja. Prav tako pa je tretja pesem samo izvledek iz obSirnega dela, ki ga
moremo smatrati kot uvod v moderno matematiko. Celo za matematika je ta
izraz nejasen vse dotlej, dokler mu ne namignemo, da ta enacba simboli¢no
predstavlja Stokesov teorem. Tedaj bo pa tudi zaéutil, koliko algebre, geome-
trije, topologije in analize mu je treba poznati, da bi mogel temeljito dojeti
pomen te enacbe. Videti je, da ta enacba izraza neki abstraktni asociativni
zakon, podoben tistemu, ki bi veljal, ¢e bi ti trije znaki predstavljali kardinalna
$tevila. Ce pa tem znakom prisodimo drugaéno tolmadenje, predstavlja ista
enacba Stokesov izrek.

Ni¢ ni vazno, na kak nacin sku$amo odrtati vsebinsko jedro matematié-
nega izobraZevanja. Na$§ cilj je slej ko prej isti: Prisluhniti moramo vsebini vseh
tistih matematiénih podroé¢ij, ki jih' smatramo za dovolj vazna in pomembna
tako, da ne sme iti mimo njih nihée, ki resno namerava obvladati bistvene
elemente in tehniko sodobne matematike. Taka podrodja bi po sedanjih izkus-
njah utegnila biti naslednja: iz algebre — linearna algebra in teorija grup
(s posebnim ozirom na teorijo kolobarjev in obsegov, ter elementarna teorija stevil;
iz geometrije — obravnava Evklidove, analitiéne, projektivne in diferencialne
geometrije z uvodom v elementarno topologijo; iz analize — infinitezimalni ra¢un
uvod v teorijo diferencialnih enacb, elementi teorije analiti¢énih funkecij ene kom-
pleksne spremenljivke in uvod v funkcionalno analizo; s podro&ja uporabne
matematike — teoretski in praktiéni elementi numeriéne analize, priblizno
numeri¢no reSevanje problemov v linearni algebri; iz logike — algebra logike
(Booleova algebra) in uvod v simboliéno ali matematiéno logiko; iz teorije
verjetnosti in statistike — osnovni principi statistinega radunstva, verjetnostne
distribucije in njihov odnos do teorije merjenja ter uporaba statistike. Da bi
mogli resiti vse te naloge in ustredi vsem potrebam, bo treba S mnogo $tudija
in razpravljanja. Bilo bi proti duhu moderne matematike, ¢e bi prikrivali
notranjo enotnost v vsebini razliénih matematiénih podrodij. Na§ cilj mora
biti, da pokaZemo to celovitost, saj se vsa matemati¢na podro&ja stikajo in
prepletajo. Seveda, zgoraj navedena poglavja oz. podrodja so razliéno vasna za
razliéne Studente — za bodode uditelje, bodode poklicne matematike in bodode
specializirane znanstvenike. Niti ni treba, da bi vse, kar sodi v vsebinsko jedro
matemati¢nega pouka, bilo vselej in povsod enako poudarjeno. Za posebne
interese posebnih smeri moramo poskrbeti tako, da v posebnih kurzih k ustrez-
nemu uvodu v razliéna podrodja matematike s posebnim poudarkom dodamo
prav to, kar Studente najbolj zanima. Cesto pa je zelo tezko reéi, kaj spada
v neobhodno poirebno matemati¢no jedro in kaj v specialno podrodje.

NALOGE UPRAVE NA VISOKI SOLI

Posvetimo nekoliko misli specifiénim problemom, s katerimi se bo prav
gotovo in Ze v bliZznji bodo¢nosti srecal uditelj na vi§ji stopnji! Dotakniti se
hocemo samo tistih problemov, ki bodo nujno vzniknili iz napredka v matema-
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tiki, ne oziraje se na tiste, ki bodo nastali iz drugih vzrokov. Na osnovi naSega
dosedanjega razmigljanja je od¢itno, da bo med najvaznejSe probleme sodilo
naslednje: Prvi¢ — katera poglavja iz osrednjega vsebinskega jedra je treba
poudevati na vigji stopnji in kako jih smotrno vplesti v uéni naért; drugic,
katera poglavja naj se dodajo $olam s poudarkom na matemati¢nem pouku;
in konéno — na kak na¢in vskladiti pouk matematike v oddelkih s poudarkom
na matematiki in onimi, ki imajo poudarek na drugih uénih disciplinah. U¢itelji
matematike, ki se Zivo zanimajo za njen razvoj in napredek, prav dobro vedo,
kaj vse tvori trenutno jedro matematiénega pouka, vendar tega — Zal -—
&esto ne bodo nadli v u¢nih nadrtih svojih $ol. Lahko reéemo, da je bilo zadnja
leta dobro ¢&utiti potrebo, da se temeljito izpremene uéni programi matematike
na vseh treh stopnjah, in da so bili tudi Ze storjeni prvi koraki v to smer.
NaSa visoka Sola je sicer ¢utila ta problem, vendar so ofitno samo srednje Sole
naredile korak naprej. Pouk matematike je tako vaZen, da visoka §ola 1. stopnje
dobro éuti, kako vplivajo nanjo spremembe od zgoraj in od spodaj. Praktié¢en
uc¢inek teh sprememb je v tem, da potiskamo precejs$nji del uénega gradiva iz
matematike — navzdol. Dejansko Sole druge vi§je stopnje pritiskajo na visoko
$olo prve stopnje, da bi nudila Studentom zahtevnejsi program, skratka del
snovi, ki se predava na vi$ji stopnji, tako da bi njihovi $tudentje zadenjali
svoj $tudij na viji stopnji bolje pripravljeni in da bi se hitreje dokopali do
bolj odmaknjenih poglavij moderne matematike. Po drugi strani pa so se
srednje Sole zadele ozirati po poglavijih, za katera se je Ze nekako iz navade
smatralo, da jih je mogode obdelati na vi§ji stopnji. Tako so npr. nekatere
srednje Sole poucevale infinitezimalni raéun skozi veé let. Zdi se, da jim bodo
v kratkem sledile $e druge. Zato so vodstva vi§jih 8ol prisiliena dvigati uéni
naért matematike in iskati vigje kvalificirane uditelje. Recimo, da se bo Ze
v prvem letu visoke Sole strogo obravnaval diferencialni in integralni radun,
v katerega bodo uvedeni dijaki Ze na srednji %oli, potem lahko ¢isto resno
sklepamo, da bo mnogo nasih vi§jih $ol Ze na prvi stopnji nudilo svojim dijakom
kar dober uvod v teorijo analitiénih funkcij ene kompleksne spremenljivke,
v sodobno diferencialno geometrijo in v funkcionalno analizo, kakor to delajo
zdaj vi§je Sole na drugi stopnji. Ce matemati¢nemu pouku na prvi vigji stopnji
utegnemo postaviti zgornje in spodnje meje na ta nacin, potem moramo teme-
ljito pripraviti program za $tudij, ki si ga zamiSljamo na tej stopnji. Tu nas
¢aka mnogo dela, vsekakor pa bo treba nasloniti §tudij na to, kar se je dalo
dijakom v srednji Soli. To omenjamo zato, ker problem pouka moderne algebre
na prvi stopnji vi§je Sole ostaja nereSen in naj bi ga zato uditelji na tej stopnji
temeljito pretehtali. Na§i napori, da bi modernizirali pouk algebre v srednji
Soli, Se ne pomenijo, da bi se na tej stopnji poudevalo mnogo moderne algebre,
ker je veé&ji del algebre, ki se Ze zdaj poucuje na srednji Soli, ¢isto moderna
algebra. Odlocitev, kaj naj bi se iz geometrije poucevalo na 1. stopnji visje
Sole, je problem, ki Se dolgo ne bo reSen. Pri¢akovati pa je, da bodo nase ideje
o tem problemu Ze v naslednjem desetletju marsikaj odrinile, upostevajoé velik
napredek na tem’ podroéju. Jasno je tudi, da bo mogla vi§ja Sola osvojiti
bogatej§i in naprednej$i uéni program samo tedaj, ¢e se bo hotela in znala
otresti silne navlake v svojem Ze tradicionalnem programu. Saj je v njem
marsikaj, kar sodi bodisi v srednjo Solo bodisi — ven. Ker pa je Se marsikaj
takega v programu teh Sol, bi bilo treba zadeti reformo tako, da bi najprej
to pometali iz njega. Sele potem bo mogode dati tej $oli res sodoben program
in jo dvigniti na vi§jo raven.

156



Kar pa se tide posebnega programa, ki se bo dodajal osrednjemu pro-
gramskemu jedru, se bodo Sole najbrZz precej razlikovale med seboj. K temu
bodo gotovo prispevali interesi §tudentov samih kakor tudi usposobljenost
uciteljev. Prav lahko je nasteti nekoliko poglavij, ki si jih lahko zamiSljamo
na prvi stopnji teh $ol, kot so npr.: numeri¢na analiza in prakti¢no racunstvo,
mehanika in uved v matemati¢no fiziko, logika, teorija iger, linearno progra-
miranje itd. Le malo teh Sol pa si bo moglo privo§¢iti prav vse, kar bi teore-
tiéno bilo mogode. Tudi bi bilo nesmiselno tukaj razmisljati, zakaj nobena Sola
tega e ne poizkuSa. Interesi $tudentov pa gotovo terjajo, da bi jim omogotili
tak uéni program bodisi v posebnih matematiénih oddelkih bodisi v drugih
kurzih, na katerih bi se obravnavala praktiéna matematika. Zato pa naj bi
vodstva takih %ol, ki se zavedajo silnega razvoja v matematiki, pa tudi njenih
velikih koristi, zadela pogumno in prizadevno tehtati, kako bi bilo mogoce
z razpolozljivimi sredstvi vpeljati pouk nekaterih specialnih matemati¢nih
podrocij.

Vsekakor pa je — kot smo Ze omenili — ta problem tesno povezan s pro-
blemom koordinacije pouka, ¢emur se vodstvo nobene Sole ne more izmikati.
Za to da bi dve interesni podroé&ji spravili v posreeno zvezo, pa je esto treba
Ze nekaj ve¢ kot samo pogum. IzkuSnja nas udi, da je tesno in trajno sodelo-
vanje na dveh podroédjih le tezko obdrzati, ¢e ni ustrezne zunanje sile. Danes je
%e ve¢ podroédij, na katerih so zunanje okolis¢ine neverjetno ugodne za skupne
napore, da bi se uspesno vskladili uéni naérti doloéenih podro¢ij. To nedvomno
velja za matematiko in fiziko. Ce pa se nudijo take moZnosti in koristi, potem
je vodstvo Sole prvo poklicano, da zgrabi za delo. Jasno je, da bo vsak uspeh,
ki ga bo mogode dosedi s koordinacijo pouka, dejansko pomenil napredek Sole
kot take. Problem koordinacije ni posebno teZak in sredstva za njegovo reSitev
so kar na dlani. Najve&ja ovira pri tem je &loveska slabost, da zaradi razli¢nih
gledi§¢ le neradi delamo skupaj. Da bi se izgladile te razlike, se utegnejo po-
srediti prvi koraki k sodelovanju ravno v matematiki in tistih podro&jih, ki so
ji sluajno blizu. Namesto da bi zadeli neposredno preudarjati, na kak nadin naj
bi se lotili dveh razli¢nih uénih podrodij, je mnogo boljse, ¢e zastopniki obeh
disciplin skupno in z obeh gledi¢ pretehtajo njune osnove. Najveckrat je glavna
razlika mnenj v razliénih pogledih na konkretnost in abstraktnost, oziroma
v nasprotju med prakso in teorijo. Odkar pa so abstrakcije zacele igrati oditno
in vaZno vlogo pri preudevanju narave, so se matematiki oklenili tako teore-
ti¢ne kot praktiéne smeri, kajti Sele obe skupaj nam prinaSata najveé koristi.
Matematik ne sme nikoli zavredi praktiéne strani svojega predmeta kakor tudi
ne sme zahtevati, da bi se tisti, ki se ukvarjajo z uporabno matematiko, po-
glabljali v posplofevanja in preciznosti — kakor on sam. Lep dokaz, da je
mogode priti do vzajemnega sporazuma obeh gledié¢, je sodobni pouk matema-
tike, ki poteka v prav ugodnem vzdusju. Matemati¢na Sola stori najboljse, kar
sploh storiti more, ¢e primerne teme zastavlja o pravem ¢asu, in se vedno
ozira tudi na prakso, ki jo nenehno spremlja. Vsa druga podrocja, v katera
matematika posega, naj bi si prizadevala, da bi vedno bolj izkoris¢ala pre-
koristna sredstva, ki jim jih nudi matematika, hkrati pa naj bi bila moralno
dol?na, nuditi svojim $tudentom moznost, da bi se urili v spoznavanju matema-
tiénih principov in tehnike. Seveda, taka koordinacija zahteva mnogo trdega
in potrpeZljivega dela. Teda ni mogote dosedi kar ¢ez noc. in brez dobre volje,
kakor tudi ne brez predanosti temu lepemu in vaZnemu cilju naSe vzgoje in
jzobrazbe, da bi vskladili misli vseh 1judi...

157



OSNOVNI POJMI ABSTRAKTNE TEORIJE AVTOMATOV
JOZE VRABEC

1. Uvod

Abstraktna teorija avtomatov je nova veja matematike, ki je kot marsikako
drugo moderno poglavije zelo abstraktna — po metodah, ki jih uporablja, bi 10
lahko $teli za del moderne algebre — hkrati pa je mo¢no uporabna, namreé pri
konstrukeiji vseh velikih elektronskih digitalnih strojev. V tem sestavku se
bomo spoznali z nekaterimi osnovnimi pojmi te teorije. Upam, da je napisan
tako, da bo lahko sledil tudi bralec, ki se e ni ukvarjal zmoderno algebro. Za
boljSo predstavo si’ bomo pomagali z zgledom. Zal pa so primeri, v katerih se
uporablja abstraktna teorija avtomatov, v splo§nem tako tezko dostopni, da bi
komaj mogli razloZiti, za kaj pri problemu sploh gre. Zato se bomo morali
zadovoljiti z zgledom, ki ne bo posebno konkreten.

Vzemimo, da je treba sestaviti avtomat, ki bo po doloéenem pravilu reagiral
na signale, ki jih sprejema. Po vsakem signalu, ki ga sprejme, naj sam odda nek
signal. Kaksnega, pa ne bo odvisno samo od zadnjega sprejetega signala, ampak
tudi od vseh vhodnih signalov, ki jih je avtomat sprejel prej. Avtomat si mora
torej vse te signale nekako zapisovati ali si jih kako drugade »zapomniti«. Tak
spomin ustvarimo z notranjimi stanji avtomata. V vsakem trenutku je avtomat
v nekem stanju (to stanje je dolofeno s stanji posebnih elektriénih elementov
v avtomatu. Z njihovo tehni¢no realizacijo se ne bomo ukvarjali). Vsak vhodni
signal povzro¢i nastop izhodnega signala, ki je odvisen od vhodnega signala in
trenutnega stanja avtomata. Obenem pa vhodni signal prevrze avtomat v nzko
novo stanje; v katero, je pa spet odvisno od vhodnega signala in trenutnega
stanja.

Najsplo$nejsi naéin za organizacijo notranjih stanj bi bil takle: V avtomatu
bi imeli zaporedje celic. Prvi signal, ki bi priSel v avtomat, bi zapisali v prvo
celico, drugi signal v drugo itd. Stanje avtomata bi dolo¢ala skupnost vseh stanj
posameznih celic. Ta naéin pa je prekompliciran in tudi neskonéno mnogo celic
bi v sploSnem potrebovali. Navadno ni nié¢ teZko najti kakSne boljSe moZnosti.

Recimo, da je na$ avtomat se$tevalnik. Vanj vodimo drugo za drugo cifre
obeh sumandov, iz avtomata pa prihajajo zaporedne cifre vsote. Za vhodni signal
bi vzeli tu dvojico Stevil, od katerih je prvo n-ta cifra prvega sumanda, drugo
pa n-ta cifra drugega sumanda. Ustrezni izhodni signal bi bila n-ta cifra vsote.
Oc¢itno lahko tu vzamemo, da je stanje avtomata dolodeno kar z velikostjo seste-
valnega prenosa z n-1 na n-to mesto, in nam ni treba shranjevati vseh cifer obeh
sumandov.

V tem sestavku se bomo nauéili, kako je mogode za izvrSevanje dane naloge
poiskati najenostavnejsi avtomat, to je avtomat z najmanj stanji.

2. Osnovne definicije!

Z izrazom (Mealyjev) avtomat oznalimo objekt A, ki je podan s petimi
podatki: A=A (4, X, Y, 9, 1); A, X in Y so tri neprazne mnoZice, 4 in 1 pa sta
funkciji. Elemente mnoZice A imenujemo stanja avtomata, elemente mnozice X
vhodne signale in elementom mnoZice Y pravimo izhodni signali. Ce so vse tri
mnoZice konéne, pravimo avtomatu konéni avtomat. Funkcija 6 nam podaja

! Za lazje razumevanje glej primer na koncu sestavka!
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preslikavo direktnega produkta A4 X X v mnoZico A. To se pravi, da je § predpis,
ki enoli¢no priredi vsakemu paru (a, x), kjer je ¢ € A2 in x € X, neko novo
stanje, ki ga imenujemo npr. a,. To zapiSemo: J (a, ) = a, € A. Funkcija 1 nam
daje preslikavo direktnega produkta A X X v mnoZico Y. To pomeni, da je
predpis, ki vsakemu stanju a in vsakemu vhodnemu signalu a enoli¢no priredi
nek izhodni signal y: 1 (@, ) = ¥y € Y. Funkcijo 6 imenujemo funkcijo prehodov,
A pa je funkcija izhodov avtomata. Obe funkciji lahko smatramo za notranji
operaciji v avtomatu, zato lahko definiramo homomorfizem avtomatov.

Vzemimo, da imamo dva avtomata: A (4, X,Y,d,4) in A, (4, X,,Y,, 0;, 4,)-
Naj bo vy, preslikava mnoZzice A v mnozico A,! To pomeni: naj bo dan nek
predpis (imenujemo ga v,), ki vsakemu elementu mnoZice A enoli¢no priredi nek
element mnoZice A,. Element a, € A,, ki je pri tem prirejen elementu a € A4,
imenujemo sliko elementa a in ga oznafimo kot pri navadnih Stevilskih funk-
cijah s v, (a): y, (@) = a,. Naj bo B poljubna podmnoZica mnozZice A: B c A 3!
MnoZico slik vseh elementov mnozZice B imenujemo sliko mnoZice B v mnozici
A, in jo oznadimo s v, (B). To je neka podmnoZica mnoZice A,: vy, (B) C A,.
V splo$nem se lahko po veé elementov mnozice A preslika v isti element
mnoZice A, in vsak element mnoZice A, ni nujno slika kakega elementa iz A.
V splos$nem je torej v, (4) 5 A4, in je le y, (A) c A,. Dejstvo, da je y, preslikava
mnozice V v mnozico A4,, zapiSemo: v, : 4 — A,.

Naj bosta poleg te preslikave dani Se preslikavi y, in v, y,: X—X,,
1, Y—>Y,. Skupnost vseh treh preslikav oznadimo s y: g = (v, ¥,, w,) in jo
imenujemo preslikavo avtomata A v avtomat A,: y:A—>A. To preslikavo
imenujemo homomorfizem, ¢e komutira s funkcijama J in 4, to je, ¢e sta pri
poljubnem a € A in poljubnem x € X izpolnjena naslednja pogoja:

Y1 (6 (2, ) = 6, (v, (a), w, () (6))
Y5 (4 (a, ) = 41 (y1 (@), ¥, (%)) )]

Homomorfizem v, pri katerem so izpolnjeni pogoji: y, (4) = 4, v, (X) = X,
y, (Y) = Y,, imenujemo epimorfizem. Tu je torej vsak element mnoZice A,
(oziroma X,,Y,) slika vsaj enega elementa mnoZice A (oziroma X,Y). Homo-
morfizem, pri katerem je vsak element mnozice A, (oziroma X,,Y,) slika enega
in samo enega elementa mnozice A (oziroma X,Y), pa imenujemo izomorfizem.

Ce eksistira kak izomorfizem avtomata A na avtomat A,, pravimo, da sta
A in A, izomorfna. Ker se pri abstraktni teoriji avtomatov ne zanimamo za
tehni¢no realizacijo stanj in signalov v posameznih avtomatih, ampak le za
odvisnost izhodnih signalov in prehodov stanj od vhodnih signalov in stanj, nam
dveh izomorfnih avtomatov ni treba lo¢evati, ampak ju lahko identificiramo.
O tem se lahko vsak bralec s kratkim premislekom sam preprica.

Izberimo poljubno n elementov iz mnozice X: x;, x,,...,2x € X (ni treba,
da so vsi med seboj razliéni)! Urejeno kombinacijo x, x, . ..x, bomo imenovali
besedo. Mnozico vseh moZnih besed, tj. mnoZico vseh moZnih konénih
urejenih kombinacij elementov iz mnozice X, oznac¢imo z F (X). Besede smo
imenovali urejene kombinacije. S tem hodemo povedati, da nam je bistven tudi
vrstni red elementov, to je, dve besedi Stejemo za enaki tedaj in le tedaj, ko sta

® Zapis a € A pomeni: a je element mnoZice A.
3 Zapis B < A pomeni: mnoZica B je vsebovana v mnozici 4, mnoZica A vklju-
¢uje mnozico B.
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sestavljeni iz enakih elementov in so ti postavljeni obakrat v istem vrstnem redu.
Elemente mnozice X, iz katerih so besede sestavljene, imenujemo vhodne érke,
mnozico X pa vhodno abecedo. Stevilo érk v besedi imenujemo dolZino besede.
Mnozici F (X) bomo prikljué¢ili e en element, ki ga bomo oznadili z e in ga
imenovali prazno besedo. To je beseda, ki ne vsebuje nobene ¢érke, torej beseda
z dolZino nié.

V mnozici F (X) bomo definirali notranjo ra¢unsko operacijo, ki jo bomo
imenovali mnoZenje. Naj bosta p in g dve poljubni besedi. Produkt besede p
z besedo ¢ — zapiSemo ga pq — je beseda, ki jo dobimo, ¢e besedi p enostavno
pritaknemo besedo q. Ce je torej p = x;xj...xx in @ = X1 Tm...Tn, je pq =
=X Xj... Tk XL Tm . .. Ly Posebej definiramo produkt s prazno besedo e. Ce je p
poljubna beseda, je pe = ep = p. Prazna beseda je torej enota za mnozZenje v
F (X) (kot $tevilo 1 pri §tevilih).

Ce so p, q, r tri poljubne besede, je otitno (pg) r = p (gr). MnoZenje je torej
asociativno. Komutativno pa ni, ker je v sploSnem pq == gp.

MnoZico F (X) s tako definiranim mnoZenjem imenujemo prosto polgrupo,
generiranc z mnozico X.* V nadaljnjem jo bomo imenovali kar vhodno pol-
grupo. Cisto analogno je definirana izhodna polgrupe F (Y). To je prosta pol-
grupa, generirana z mnozico Y. Vpeljimo $e nov izraz izhodna abeceda za mno-
Zico Y, njeni elementi pa bodo izhodne ¢rke.

Razsirili bomo definicijsko obmoéje funkcij é in 1 na direktni produkt
A X F (X). To se pravi, da bomo definirali pomen izrazov ¢ (a, p) in 1 (a. p). kjer
je a poljubno stanje avtomata, p == x, x, ... 2, pa poljubna vhodna beseda. Izra-
¢unajmo najprej d (a, z,)! To je neko novo stanje, ki ga ozna¢imo z a,. Podobno
naj bo 1 (a,x,) =y, € Y. Ratunamo dalje:

d(a,x) =a, € A Ala, o) =9y, €Y
0 (axx;) =a, € A Alayx;) =ys € Y
O (An—pxp) =an € A A@p—y, Xn) =Yn € Y

Zdaj pa definirajmo: é (a,p) = an, 1 (@, 2) = Y1 Y ... Yn € F (Y). Vrednost funk-
cije 6 (a, p) je torej spet stanje, 1 (a, p) pa ni ve¢ izhodna ¢rka, ampak izhodna
beseda. Posebej definiramo J (a,e) = a in 1 (@, e) = e. RazSiritev definicije obzh
funkcij lahko kratko podamo z rekurzivno formulo. Naj bo x poljubna vhodna
&rka, p poljubna vhodna beseda, a poljubno stanje. Rekurzivni formuli se glasita:

6 (a, px) = 6 (0 (a, p), x) 3)
A (a, px) = 1 (a,p) 2 (6 (2, P), x) (4)

To lahko zapiSemo $e malo sploSneje. Naj bosta p in g dve poljubni vhodni be-
sedi, ¢ pa poljubno stanje. Tedaj je

é(a,pq) =3 (6 (a,p),q) (5)
4 (a,pq) =2 (a,p) 4 (6 (a, ), Q) (6)

¢ Izraz polgrupa pomeni poljubno mnoZico, v kateri smo na kakrSenkoli nadin
definirali mnoZenje elementov, za katero velja asociativnostni zakon.
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3. Ekvivalenca avtomatov

Vzemimo poljuben avtomat A (4, X,Y, d, 2)! RazSirjena funkcija izhodov
4 pri fiksnem elementu a € A vsaki vhodni besedi enoli¢no priredi neko izhodno
besedo, definira torej neko preslikavo vhodne polgrupe v izhodno. Preslikavo
@o : F (X)— F (Y), ki je definirana takole: ¢ (p) = 4 (a, p), imenujemo pre-
slikavo, inducirano s stanjem a. Preslikavi, ki ju inducirata dve razli¢ni stanji
avtomata, nista nujno razli¢ni. Postavimo naslednjo definicijo:

Stanje a € A je ekvivalentno stanju b € A, v znakih a ~ b, ¢ée obe stanji
inducirata isto preslikavo vhodne polgrupe v izhodno, to je, ée je ¢, = @y, ali
drugace, ¢e za vsak p € F (X) velja 4 (a, p) = 1 (b, p). ,

Tako definirana ekvivalenca je 1) refleksivna: a ~ a; 2) simetriéna: ée je
a~Dbin b~c, je tudi a ~c. Zato je to res prava ekvivalen¢na relacija.’

Popolnoma enako je definirana ekvivalenca stanj dveh razliénih avto-
matov, ki imata isto vhodno in izhodno abecedo. Naj bosta dana avtomata
AAXY,0,1), A, (A, X,Y,0,,4,)! Stanji a € A in a, € A, sta ekvivalentni, &e
za vsak p € F (X) velja 4 (a, p) = 4, (a, D).

Mnozico vseh paroma razliénih preslikav, ki jih inducirajo vsa stanja
avtomata A, imenujemo druZino preslikav, inducirano z avtomatom A. S po-
modjo tega pojma bomo definirali Se ekvivalenco avtomatov:

Avtomat A (4, X, Y, 0, 1) je ekvivalenten avtomatu A, (4,, X, Y, d,, 1,) (spet
moramo vzeti avtomata, ki imata isto vhodno in izhodno abecedo), ée oba avto-
mata inducira isto druZino preslikav vhodne polgrupe v izhodno. Dejstvo,
da je avtomat A ekvivalenten avtomatu A,, zapiSemo: A ~ A,.

Oc¢itno je tudi ta ekvivalenca refleksivna, simetriéna in tranzitivna.

Navedli bomo nekaj izrekov o ekvivalentnih avtomatih.

Izrek 1. Avtomate A in B sta ekvivalentna tedaj in le tedaj, ko lahko
vsakemu stanju avtomata A poiséemo ekvivalentno stanje v avtomaiu B, in
obratno.

Veljavnost tega izreka je ocitna.

Izrek 2. Ce eksistira epimorfizem v avtomata A (4, X, Y, 6, ) na
avtomat A, (A,,X,Y,d,,4,), sta A in A, ekvivalentna. Pri poljubnem stanju
a ¢ A sta stanji a in y (a) € A, ekvivalentni. "

‘Tu sta preslikavi o, in y, homomorfizma y kar identiteti: ¢, (x) == = za
vsak x € X in v, (y) =y za vsak y € Y. Zato edino netrivialno preslikavo 1,
oznac¢imo kar s .

Dokaz: Vzemimo poljubno stanje a € A in oznatimo yw(a) =b € A,!
Najprej bomo dokazali drugi del izreka, da je namre¢ a ~ b. Vzemimo poljubno
vhodno besedo: p = x; %, ... %s (g, Xy, . . ., Xn € X), in oznadimo:

ar = 8(a, T, 5 .. . TK)
k=12...,n
bz = 8y (b, Xy T3+« = XE)
Po definiciji razsirjene funkcije prehodov avtomata J je
ar = 6 (@x—, Tr) bx = 0, (br—,, Tx) (k=23:..4un)

® Glej: N. Prijatelj, O relacijah; OMF VIII, §t. 4 (1961)
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Iz enadbe (1) pri definiciji homomorfizma sledijo naslednje enakosti:

v (a) = v (6 (a, 7)) = 6, (v (@), ) = 6, (b, ;) = b,

L (ay) = (3 (ay, 2,)) = 0, (v (@), x,) = 6, (by, X)) = b,

Y (@n) = Y (8 (@n—y, Tn)) = 01 (¥ (@n—1), Tn) = 83 (Dn—y, Tn) = ba

Zdaj pa oznadimo Se: ¢ =1(a,0) =¥ Y,..-Yo in ' =2(0,0) =¥, Y ...Yn
S pomotjo pravkar dobljenih enacb ter enacb (2) in (4) dobimo enakosti:

Y =4 (b: x) =24 (w(@),x) =24(x) =1,

Yo =2y (by, 2,) = 4, (¥ (2)), ) = 4 (@, &) = Y,

Yn =21 Bn—y, Tn) = A1 (W(An—y), Tn) = 4 (@n—y, Tn) = Yn

Torej je ¢ =q ali A (a,p) = 4, (b, p). Ker je bila p poljubna beseda, je
po definiciji ekvivalence stanj a ~ b.

Vsakemu stanju a € A lahko torej poi§¢emo ekvivalentno stanje y (a) € A,.
Ker pa je yw epimorfizem, lahko tudi vsakemu stanju b € A, pois€emo vsaj eno
stanje a € A, da je v (a) = b in zato a ~ b. Zaradi tega sta po izreku 1. avto-
mata A in A, ekvivalentna. Izrek je dokazan.

Zaradi tranzitivnosti ekvivalence lahko iz veljavnosti izreka 2. sklepamo
na veljavnost naslednje trditve: Ce lahko za avtomata A in B, ki imata isto
vhodno in izhodno abecedo, poiséemo tak avtomat C. (tudi z isto vhodno in
izhodno abecedo), da eksistirata epimorfizma A—C in B—C, sta avtomata
A in B ekvivalentna.

Obrat te trditve je podan z naslednjim izrekom:

Izrek 3. M maj bo mnoZica avtomatov, ki jo sestavljajo poljuben avto-
mat A (4, X,Y, 9, 1) in vsi temu avtomatu ekvivalentni avtomati. V taki mnozici
M eksistira nek tak avtomat B, da za vwsak avtomat C € M lahko pciséemo
epimorfizem C— B. Avtomat B nima paroma ekvivalentnih- stanj. Noben
dvtomat v M nima manj stanj kot B (zaradi te lastnosti lahko imenujemo avto-
mat B minimalni avtomat mnoZice M). Vsak avtomat iz mnoZice M, ki ima tudi
pravkar navedene lastnosti avtomata B, je z B izomorfen, za nas sta torej ia
avtomat in avtomat B toliko kot identi¢na.

Dokaz: Vzemimo avtomat A! Med njegovimi stanji so v sploSnem tudi
stanja, ki so si med seboj ekvivalentna. Razbijmo zdaj mnozZico stanj A na
ekvivalenéne razrede, tj. na podmnozice, katerih vsaka vsebuje vsa med seboj
ekvivalentna stanja! To¢neje povedano: ¢e nek ekvivalenéni razred R € A vse-
buje stanje a, potem sestoji iz vseh tistih in samo tistih stanj, ki so ekviva-
lentna a. Vsako stanje naj pride v nek razred, nobeno naj ne ostane! Vsak razred
naj vsebuje vsaj en element!
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Razredi se med seboj ne sekajo, to je, so brez skupnih elementov, ali drugade,
vsako stanje pripada samo enemu razredu. Recimo, da se nahaja stanje ¢ v dveh
razredih R, in R,. Razred R, vsebuje element a in zato po definiciji ekviva-
lenénih razredov tudi vsa njemu ekvivalentna stanja, torej tudi vsa stanja, ki
pripadajo razredu R,. To pomeni, da je R, ¢ R,. Na enak naédin ugotovimo, da
je R, c R,. Torej je R, = R,.

MnoZico vseh ekvivalenénih razredov oznadimo z B! Konstruirajmo avto-
mat B, ki ima mnoZico B za mnoZico stanj: B (B, X, Y, d,,4,)! (Morda bi bilo
laZe razumljivo, ¢e bi namesto navedene definicije postavili malo drugacno:
V vsakem razredu si poljubno izberemo neko stanje za predstavnika tega raz-
reda in mnoZico vseh izbranih predstavnikov oznad¢imo z B. Avtomat B ima
potem za svoja stanja predstavnike ekvivalenénih razredov stanj avtomata A.
V bistvu je to isto kot prej. Bralec, ki mu ta drugi naéin bolj ugaja, lahko brez
skrbi povsod v nadaljnjem tekstu zamenja izraz razred z izrazom predstavnik
razreda. Tako naj npr. namesto: razred, ki vsebuje stanje a, postavi: predstavnik
razreda, v katerem je element a.)

Da bo avtomat B doloten, moramo definirati $e funkeciji 8, in A,. Za dani
razred b € B dolo¢imo 1, (b, x) pri poljubnem x € X takole: V razredu b izbe-
remo poljuben element a € A in postavimo 4, (b,x) = A (a,x). S tem je funk-
cija 1, enoli¢no definirana. Ce bi si namre¢ namesto a izbrali kako drugo stanje
a, € b, postavili bi torej 1, (b,x) = 1 (a,, x), bi dobili isto, ker zaradi ekviva-
lentnosti stanj a in @, velja 4 (a, x) = 2 (a,, x).

Se definicija funkcije 8,. Spet izberimo v danem razredu b poljubno sta-
nje a in definirajmo: 4, (b, ) naj bo tisti razred, ki vsebuje stanje & (e, x)!
Dokazati moramo e, da je ta definicija enoli¢na, to je, da dobimo isti razred,
e izberemo kako drugo stanje a, € b in zahtevamo, da je d, (b, x) tisti razred,
ki vsebuje ¢ (a,, x). Dokazati je treba torej, da spadata stanji d (g, ) in 8 (a,, )
v isti ekvivalenéni razred, to je da sta ekvivalentni. V ta namen- vzemimo po-

ljubno vhodno érko x in poljubno vhodno besedo p! Ker sta stanji a in «,
ekvivalentni, je

2 (a, zp) = 1 (a,, xp).
Ce na obeh straneh te enaébe uporabimo énakost (6), dobimo:
2 (a,x) 4 (6 (a, x), p) = 2 (a,, x) 2 (8 (ay, x), D).
Po definiciji enakosti dveh besed mora biti
A (a (a': 1‘), p) =2 (a ((11, x); p)-
To pa nam Ze da, kar hotemo. Ker je bila beseda p poljubna, sledi iz zadnje
enacbe neposredno, da je 4 (a, x) ~ 6 (a,, x).

S tem je avtomat B tofno doloden. Dokazali bomo, da je to prav tisti
avtomat B, o katerem govori izrek. Najprej je treba dokazati, da je B sploh
v mnozici M. Definirajmo preslikavo w: A—> B na naslednji nadin: mnozici X
in Y naj se identi¢no preslikata sami vase, preslikava mno#ice 4 v mnoico B
pa naj bo dolo¢ena takole: & je a poljubno stanje avtomata A, naj bo  (a) = b,

kjer je b e B razred, kateremu pripada stanje a. Ker nobeno stanje ne pripada
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dvema razli¢nima razredoma, je preslikava y enoliéna. Naj bo torej b razred,
ki mu pripada dani element a € A. Iz definicije funkcij o, in 4, sledi:

v (0 (2, 7)) = 6, (b, x) = 0, (14 (a), x)
Y3 (a: .’l‘) == }-1 (b: .TL‘) == 11 ('l/) (a)’ .13)

Ti dve enacbi nam povesta, da je y homomorfizem. Vsak ekvivalenéni razred
vsebuje vsaj eno stanje avtomata A. Z drugo besedo, za vsak b € B lahko
dobimo vsaj en a .€ A, da je b'= v (a). Homomorfizem v je torej epimorfizem.
Ce je a € b, je torej po izreku 2. @ ~ b; avtomat B je ekvivalenten avtomatu A
in zato pripada mnoZici M.

Avtomat B nima paroma ekvivalentnih stanj. Vzemimo dve peljubni stanji
avtomata B: b,b, € B! Ce je a € A poljubno stanje, ki pripada razredu b,
je a ~ b, in e je a, poljuben element razreda b,, je a, ~ b;. Ce je b ~ b,, je
zaradi tranzitivnosti ekvivalence a ~ a,. Stanji a in a, spadata zato v isti
ekvivalenc¢ni razred, torej je b = b,.

Vzemimo zdaj poljuben avtomat C € M: C(C, X,Y,d,,1,)! Aviomata B
in C sta ekvivalentna, zato lahko po izreku 1. dobimo vsakemu stanju avto-
mata C ekvivalentno stanje v avtomatu B. Ker pa avtomat B nima paroma
ekvivalentnih stanj, je-v B samo po eno stanje ekvivalentno vsakem stanju
avtomata C. Zato je preslikava y': C— B, ki je definirana s predpisom: v (c) =
=b,ejeb~c (b € B, c € C), enoliétna. Naj bosta elementa b € Bin ce C
ekvivalentna. Iz definicije ekvivalence stanj dobimo, da sta pri poljubni érki
x € X in poljubni besedi p € F (X) izpolnjeni enadbi:

Ay (e, x) = 4, (b, x) = 4, (v’ (), @) M
45 (¢, xp) = A, (b, xp)
Iz druge enacbe dobimo z uporabo enacbe (6):
A, (e, x) 4, (6, (c, x), P) = 4, (b, x) 1, (6, (b, &), P)

25 (3, (¢, ), p) = 4, (8, (b, 7), D).

mn od tod:

Ta enac¢ba nam pove, da je 4, (b, x) ~ 4, (c, x), torej je
0, (@' (¢), @) = 9, (b, x) = 9’ (3, (c, x)). (®

Enacbi (7) in (8) nam povesta, da je preslikava y’: C—> B, ki je dolodena s pre-
slikavo y’: C— B, homomortfizem. Zaradi ekvivalence avtomatov B in C lahko
pri poljubnem b € B poi§¢emo tak ¢ € C, da je b ~ c in zato ¢’ (¢c) = b. Vidimo,
da je y’ epimorfizem.. Res je torej mogode vsak avtomat iz M epimorfno pre-
slikati na B.

Naj bo B, € M poljuben tak avtomat, da je nanj mogode epimorfno pre-
slikati vsak avtomat iz M! Eksistiral bo torej tudi epimorffizem v”: B—B,. Ce
vzamemo poljubne stanje b, avtomata B,, lahko dobimo neko tako stanje
b e B, da je b, = ¢” (b). Ce je b" € B poljubno nadaljnje stanje, torej b’ ==b,
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je v” (b)==b,. Ce bi namreé¢ bilo v” (b") = b,, bi obenem veljali ekvivalenci
b, ~ b, b, ~ b, zaradi &esar bi bilo b ~ b’, kar pa ni mogoée. Vidimo, da je
vsako stanje avtomata B, slika enega in samo enega’ stanja avtomata B; y” je
torej izomorfizem. Tako smo dokazali vse trditve, ki jih vsebuje izrek 3.

Avtomat, ki ne vsebuje paroma ekvivalentnih stanj (npr. pravkar obrav-
navani avtomat B), imenujemo reducirani avtomat. Ce dani avtomat zame-
njamo z ekvivalentnim reduciranim avtomatom, pravimo, da smo prvotni
avtomat reducirali.

4. Primer

Zdaj, ko smo prikazali majhen del abstraktne teorije avtomatov, bomo
poizkusili to, kar smo izvedeli, uporabiti na konkretnem primeru (ki pa ne bo
zelo konkreten, kot je bilo Ze redeno).

Vzemimo dva med seboj ekvivalentna avtomata! Naj se v nekem trenutku
prvi nahaja v poljubnem stanju, drugi pa v nekem stanju, ki je onemu ekvi-
valentno. Ce vodimo v oba avtomata poljubni enaki zaporedji signalov, bosta
po definiciji ekvivalence avtomatov zaporedji izhodnih signalov, ki jih oddajata
avtomata, med seboj enaki. To pa pomeni, da opravljata dva ekvivalentna
avtomata popolnoma isto delo. Odgovor na vpraSanje, ki smo si ga zastavili
v_zadetku, namreé, kako poiskati najmanjs$i avtomat, ki bo zmozZen opravljati
dano nalogo, nam daje torej izrek 3. '

Recimo, da nam je uspelo konstruirati avtomat A, ki bi lahko opravljal
dano nalogo. Avtomat je podan spodaj z razpredelnico. Ima Sestnajst stanj, ki
so oznacena s ¢rkami od b do t (izpustili smo a, ki ga bomo prihranili za oznako
sploS$nega stanja, ter e, p in g, ker smo te prej redno uporabljali za oznako
besed). Vhodna mnozica X in izhodna mnoZica Y vsebujeta le-vsaka dva signaln,
ki ju oznac¢imo z 0 in 1. Delovanje avtomata A podaja naslednja tabela:

a 3(a,0) | 3(a,1) | A(a,0) | A(a,1) a 8(a,0) | 3(a,1) | A (a,0) | A(a,1)
b j o 0 1 k o T 1 0
c b s 1 0 1 g ¢ 1 0
d i j 1 0 m i c 1 0
f t k 0 1 n g d 0 1
g f d 0 1 o n 1 0 1
h t h 1 0. T b h 1 0
i C i 0 1 S n s 1 0
j i h 1 0 t o l 0 1

- Treba je poiskati minimalni ekvivalentni avtomat, ali z drugo besedo,
reducirati avtomat A. SploSen princip redukcije dobimo v dokazu izreka 3.
Mnozico A stanj avtomata A je treba razbiti na ekvivalenéne razrede. Poiskati
je treba torej vse skupine med seboj ekvivalentnih stanj. Kako pa bomo to
napravili? Poizkusimo direktno po definiciji ekvivalence! To se pravi, napiSimo
za vsako stanje tabelo, v kateri bo pri vsaki vhodni besedi navedena ustrezna

165



izhodna beseda! Nato poglejmo, katera stanja dajo pri enakih vhodnih besedah
enake izhodne besede, in razdelimo mnozico A na ekvivalenéne razrede!

Ne bo &lo! Ceprav sta vhodna signala le dva, je vhodnih besed neskonéno
mnogo in naért je neizvedljiv. Poizkusimo drugaée! Razbijmo najprej mnozico A
na tako imenovane ekvivalenéne razrede prvega reda! Stanji e in a, sodita
v isti ekvivalen¢ni razred prvega reda tedaj in le tedaj, ko vsako vhodno
besedo z dolZino 1 prevedeta obe stanji v isto izhodno besedo, ko torej pri po-
Ijubnem x ¢ X velja 1 (a, x) = 4 (a,, x). Nato razdelimo mno%ico A na ekvivalentne
razrede drugega reda, pri ¢emer damo stanji a in a, v isti razred tedaj in le
tedaj, ko prevedeta vsako vhodno besedo z dol%ino 2 obe stanji v isto izhodno
besedo. Zatem tvorimo ekvivalenéne razrede tretjega reda itd. Splogna defini-
cija: stanji a in a, pripadata istemu ekvivalenénemu razredu k-tega reda’ tednj
in le tedaj, ko je pri poljubno izbranih x,, x,,..., 2z € X

Ala, 2y, 208) = A {aycyx,...x8); k=1,238,...

Domenimo se, da bomo dejstvo, da sta a in a, v.istem ekvivalenénem razredu
k-tega reda, zapisali: a ~ a, (k)!

Vzemimo poljubno stanje a! Po enadbi (6) je pri poljubno izbranih
Xy Lyyoo X € X

Ala, ) T o0 o @8) = 4 (@35 Bpess wh—g)h (B (G501 Lg 4 510 Thsy)y Tk)
Ala,xy 2, ...28) = A(a, ) 2 (6 (a, x,), x, . . . Tx).
Ce naj bo a ~ a, (k), mora torej veljati:
2@, 2500 v h—) A (0 (@521 i oo Tf—y), Tp) =
=2A(ay, xy...X6—) A (0 (ay, 2, . . .Tx—y), Zz),
Aa,2,) A (6 (a,xy), 2y 0. k) = A (ay, 22,) A (S (@), ), 5 . o . ).
Ti dve enacbi sta izpolnjeni tedaj in le tedaj, ko hkrati veljata enaébi:
A, 2,...25—) =2 (A, 2,2, . . . Tp—,) 9)
A0 (@, 2,); %y 5o« Tr) = (0 @y, T); Ty + « TH) (10)

Iz enacbe (9) sledi: @ ~ a, (k—1), iz enaébe (10) pa J (a, x,) ~ & (al,-xl) (k —1).
Dognali smo torej pravilo:

a ~ a, (k) tedaj in le tedaj, ko je hkrati

a~a,(k—1)in 6 (a,x) ~ 6 (e, x) (k—1) za vsak x € X 11)

166



Dve stanji, ki v razcepitvi na razrede dolofenega reda pripadata dvema razlié-
nima razredoma, ne bosta torej nikdar pri§li v isti razred kakega viSjega reda;
vedno dobimo ekvivalen¢éne razrede viSjega reda s cepitvijo razredov niZjega
reda. Zato lahko redemo, da dve stanji, ki sta v istem ekvivalenénem razredu
k-tega reda, preslikata dve enaki vhodni besedi, ki imata dolZzino manjSo ali
enako k, v enaki izhodni besedi.

Vzemimo zdaj, da pri nekem n ekvivalenéni razredi reda n sovpadajo z
razredi reda n — 1. Vzemimo dve poljubni stanji a, a, € A, tako da je ¢ ~ a, (n).
Po pravilu (11) mora pri poljubnem x € X veljati 6 (a, x) ~ d (a,, *) (n —1). Ker
pa po privzetku razredi reda m sovpadajo z razredi reda n—1, je tudi
d(a,x) ~d6(a,x)(n). Iz a ~a, (n) in J(a,x) ~ 0 (a,, x) (n) pa spet po pravilu
(11) sledi, da je a ~ a, (n + 1). Na isti nadin bi dalje dokazali, da je a ~ a, (n +
+ 2) itd. Torej je a ~ a, (k) za k> n—1. To pa oitno pomeni, da je a ~ a,.
Ekvivalenc¢ni razredi reda n—1 so torej Ze kar pravi ekvivalenc¢ni razredi.

Problem bi bil torej reSen. Toda, ali lahko v vsakem primeru dobimo
tak m, da razredi reda n sovpadajo z razredi reda n—1? Zal je odgovor nega-
tiven. Proces cepljenja ekvivalenénih razredov se v sploSnem lahko nadaljuje
v nedogled in nikdar ne sovpadajo razredi dveh zaporednih redov. Pa¢ pa
lahko pri kon¢nih avtomatih (in na§ avtomat A je tak) poiS¢emo ekvivalenéae
razrede po navedenem postopku. Razredi se namreé cepijo kveéjemu toliko éasa,
da dobimo razrede, ki vsebujejo le po en element.

Lotimo se avtomata A! Ekvivalen¢éna razreda prvega reda sta dva:
1. razred 2. razred
b,f,gimn0t c;d, b g, k1, m, T 8
Stanji @ in a, prideta po pravilu (11) v isti razred drugega reda, e so izpolnjeni
naslednji trije pogoji: 1) a in @, sta v istem razredu prvega reda; 2) J (a, 0) je

v istem razredu prvega reda kot d (a,, 0); 3) J (a, 1) je v istem razredu prvega
reda kot J (a, 1). Napravimo si takole tabelo:

1. razred 2. razred
x: bfginot cdhjklmrs
6 (a, 0) 2112111 1 0 e K0 L e [ g 1 |
0 (a, 1) IN2+201:2:2 1 222222222

Stevilke pod &érkami, ki zaznamujejo posamezna stanja, pomenijo vrstno Ste-
vilko ekvivalenénega razreda prvega reda, v katerega spada levo zapisana vred-
nost funkcije § (¢e namesto a vstavimo stanje, zapisano nad Stevilko). Tako npr.
preberemo iz tabele, da spada & (g,0) v 1. razred, 6 (k,1) pa v 2. razred. Na
osnovi te tabele lahko takoj napiSemo ekvivalenéne razrede drugega reda in
obenem napravimo tabelo, s pomoc¢jo katere bomo razdelili stanja na razrede
tretjega reda. Pomen Stevilk je isti kot prej.
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1. razred 2. razred 3. razred
¢ b fgnot cdhjklmrs
4 (a, 0) 33 22 2.2 2 122122112
d(a,1) 2 2 3 3.3 33 333333333

Enako nadaljujemo z razredi tretjega reda:

1. razred 2. razred 3. razred 4. razred

- bi fgnot cjimr dhkls
d(a,0) 33 22 2 2 2 1111 22 22 2
d(a,1) 22 4 4 4 4 4 4 4 34 34334

Razredi Cetrtega reda:
1. razred | 2. razred | 3. razred |4. 'razred' 5. razred | 6. razred

¢ b i fgnot ¢iT m d Lkl h s

d (a,0) 33 22222 111 1 22 2 2 2
4 (a,1) 2 2 55555 6 6 6 3 333 6 6

Vidimo, da bodo razredi petega reda sovpadali z razredi Cetrtega reda.
V zadnji tabeli so torej stanja Ze razdeljena na prave ekvivalenéne razrede.
Mnozico stanj reduciranega avtomata, imenovali ga bomo B, bodo sestavljali
ekvivalen¢éni razredi stanj avtomata A, oziroma predstavniki teh razredowv.
Izberimo npr. stanja b, c, d, f, h, m na predstavnike razredov. Funkciji d, in 4,
za. avtomat B dolo¢imo, kot je navedeno v dokazu izreka 3. Tako dobimo za
delovanje avtomata B tabelo:

a | 6:(a,0) | 6:(a,1) | 2:(a,0) | 44(a,1) a | 61(a,0) | 3,(a,1) | 4:(a,0) | 4 (a,1)
b c f 1 f f d 0 1
(o b h h f h 0
d f ¢ ‘ 0 m b ¢ 0

S tem kondéamo. Dokonéna izdelava projekta za avtcmat je stvar matema-
ti¢ne logike in elektrotehnike.

Literatura: B. M. I'mymkob: AGcrpakrHag teopuga abromatob. YMH. 1. XVI, bun 5
(101), str. 3—62.
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POVEZAVA TEORIJE ALGORITMOYV S TEORIJO
AVTOMATSKIH RACUNALNIKOV

MARI VENCELJ

Pojem algoritma spada med osnovne matemati¢ne pojme. Pomeni predpis,
ki nataéno doloda sistem operacij in njihov vrstni red pri reSevanju poljubne
naloge danega tipa. To seveda ni stroga matemati¢na definicija pojma algoritem,
ampak le pojasnjuje pomen same besede. Vendar je ta razlaga matematikua
domada in razumljiva, ker se v njej zrcalita osnovni pomen in uporaba tega’
pojma v matematiki.

Sestavljanje algoritma za dani tip nalog, kadar ga je sploh mogoce dobiti,
je v splo$nem izredno zahtevno delo. Kakor hitro pa algoritem poznamo, postane
regevanje, kot pravimo, ¢isto mehani¢no. To delo lahko opravi ¢lovek, ki naloge
sploh ne razume, da je le zmoZen slediti opisanemu algoritmu in obvlada tistih
nekaj osnovnih operacij, ki jih algoritem predpisuje. V zadnjem ¢asu takega
hipoteti¢nega radunarja ¥e uspe$no zamenjujejo avtomatski ra¢unalniki. V njih
je mogode v principu realizirati vse doslej znane algoritme, kakor tudi vse,
ki jih danes lahko predvidevamo. Z druge plati pa lahko vsak proces, ki poteka
v radunskem stroju, opiSemo z algoritmom. Predzadnja trditev potrebuje po-
jasnilo. Algoritem more biti namre¢ po potrebi poljubno dolg in tudi Stevilo
informacij, s katerimi operira, je lahko izredno veliko. Spomin sodobnih strojev
pa je omejen. Tako se lahko izkaZe realizacija algoritma pri dolotenih pogojih
prakti¢no neizvedljiva. Zato tedaj, ko govorimo o moZnosti realizacije algoritma
v racunalniku, predvidevamo potencialno moZnost neomejene povecave spomina
v stroju.

Ogledali si bomo, kako nam omenjena zveza med algoritmom in avtomat-
skim radunalnikom s potencialno neomejenim spominom omogofa razjasniti
pojem algoritma.

A. POTREBA PO STROGI DEFINICIJI ALGORITMA

Strogo matemati¢no definicijo pojma algoritem so formulirali Sele v
30.letih naSega stoletja. Vzrok tolik$ni zamudi je preprost. Do nedavnega so
namreé izraz algoritem sredavali v matematiki le v zvezi z iskanjem konkretnih
algoritmov. Vsako trditev, da algoritem za reSevanje nalog danega tipa eksistira,
so dokazali z njegovim dejanskim opisom. Tako potreba po strogi definiciji
algoritma pravzaprav ni vznikla in je zado$¢ala domaca, ¢eprav nejasna razlaga.

7 razvojem matematike pa se je stanje korenito spremenilo. Matematiki
so iskali vedno splo$nej$e algoritme, ki naj bi reSevali ¢im SirSe razrede nalog.
Oglejmo si primer takega stopnjevanja!

1. Sestavi algoritem za radunanje kvadratnega korena!

2. Sestavi algoritem za ra¢unanje korena poljubne stopnje!

3. Sestavi algoritem, po katerem bi resili poljubno enacbo oblike a, x* -+
+ a1t + ...+ a,x + a, =0, kjer je n poljubno naravno stevilo!

Seveda zadnja naloga e ne predstavlja limite, preko katere ne gre. Ce bi
nadaljevali s $irjenjem razreda nalog, za katere bi radi imeli enoten algoritem,
bi neizogibno prisli do naslednjega problema:

Sestavi algoritem, ki bo omogo¢il resiti poljubno matemati¢no nalogo!

Vsekakor drzen poziv vsej matematiki.
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Problem ima. svojo zgodovino. Ze Leibniz je sanjal o splo$ni metodi,
s katero bi resili poljubno nalogo. Ceprav sam takega splosnega algoritma ni
nasel, je menil, da se bo to nekod zgodilo in tedaj bo mogo¢e vsak spor med
matematiki re$iti avtomatsko v skladu s tem algoritmom.

Kasneje je problem dobil nekoliko manj splo§no obliko v enem vaZnejsih
problemov matemati¢ne logike, tako imenovanem problemu odlo¢itve. Kot vemo,
je bistvo aksiomatiéne metode v matematiki v tem, da vse izreke dane teorije
dobimo s formalno logi¢nimi zakljuc¢ki iz nekaj aksiomov, ki jih v dani teoriji
privzamemo brez dokaza. Problem odlo¢itve pa imenujemo naslednjo nalogo: za
dani sistem aksiomov je tréba najti tak sploSen algoritem, na &gar osnovi vedno
lahko odlo¢imo, ali je trditev, formulirana le s pojmi tega sistema, v okviru
tega sistema dokazljiva ali ne. O¢itno bi tvorba takega algoritma omogocila
dobiti enotno reSevalno metodo za vse naloge iz vseh matemati¢nih teorij, ki so
tvorjene aksiomati¢no.

Prav gotovo je naloga sestaviti »vsesploSni« algoritem privlatna. Toda
dolgi in vztrajni poskusi velikih matematikov so ostali brezuspe$ni. Nepre-
magljive teZave so se pojavile celo %e pri iskanju nekaterih konkretnih
algoritmov (npr. Hilbertov problem o Diofantovih enacbah). Stevilni brezuspesni
poskusi najti take algoritme so pokazali, da obstajajo principialne teZave, in to
je privedlo do prepriéanja, da Se zdale¢ ni mogode dobiti algoritma za vsak
razred nalog.

Ce redemo, da je nek razred nalog algoritmiéno nerazresljiv, ni to le pre-
prosto priznanje, da takega algoritma ni doslej Se nihée nasel, ampak predstavlja
tudi prognozo, da to nme bo nikoli nikomur uspelo. Tako trditev pa moramo
utemeljiti z matemati¢nim dokazom. Toda vsako dokazovanje je brez pomena,
dokler nimamo to¢ne definicije pojma algoritem, ker v nasprotnem primeru ni
jasno, za katero stvar moramo dokazati, da je ni.

Naj omenim, da so bili #e zgodaj znani taki problemi, za katere je bilo
ugotovljeno, da niso resljivi s sredstvi, s katerimi so jih posku$ali ugnati. Taka
primera sta npr. problem trisekcije kota z ravnilom in Sestilom in reSevanje
algebrai¢nih enacb z radikali. V obeh primerih sta bila dokaza, da nista nalogi
resljivi v vsakem primeru, moZna, ker je bilo to¢no definirano, kaj je konstrukcija
s Sestilom in ravnilom in kaj pomeni reSevanje enacb z radikali.

Medtem pa za sploSen pojem algoritma do nedavnega nismo imeli to¢ne
definicije in je njena izdelava postala vaZna naloga sodobne matematike. Vendar
formulacije definicije algoritma ne smemo razumeti kot poljubno soglasje
matematikov o enakem pojmovanju termina algoritem. Definicija mora zajeti
tisti pomen tega pojma, ki so mu ga pripisovali Ze prej, éeprav v nejasni
obliki. V 30. letih 20. stoletja se je zadela vrsta raziskovanj. Na razli¢nih tehniénih
in logi¢nih osnovah so razliéni avtorji oblikovali nekaj definicij, za katere se je
izkazalo, da so med seboj ekvivalentne. Ogledali si bomo definicijo, ki je v zvezi
s procesi v avtomatskih rad¢unalnikih.

Najprej potrebujemo neko standardno shemo s &im preprostejSo logi¢no
strukturo, ki naj prikaZze delovanje stroja. Prvi je to naredil angleski matematik
Turing, ki je predlozil najpreprostej$o in najsplosnej$o koncepcijo radunalnika.
To je bilo leta 1937, torej pred sodobnimi radunskimi stroji. Mi se njegovih
izvajanj ne bomo strogo drzali, ampak bomo privzeli splo$ne principe dela
sodobnih elektronskih ra¢unalnikov.
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B. TURINGOV STROJ

Turingov stroj se od obi¢ajnih elektronskih radunalnikov razlikuje pred-
vsem v dveh vaZnih lastnostih:

1. Proces je razclenjen na enostavnejSe operacije v nekem smislu do
limitne mozZnosti. Tako je npr. seitevanje, ki je v elektronskem radunskem
stroju elementarna operacija, v Turingovem stroju razélenjeno v verigo $e bolj
preprostih operacij.

2. Del spomina (zunanji spomin) ima obliko na obe strani neomejenega
traku, ki je razdeljen na celice. Seveda noben resni¢en stroj ne more imeti
neskonénega spomina in v tem oziru je Turingov stroj idealizacija, ki cdraza
potencialno moZnost neomejene poveéave spomina v ra¢unalniku.

Podroben opis Turingovega stroja:

1. Stroj razpolaga s kon¢nim Stevilom znakov (¢rk)
Sy Sy« ¢ oy Sk,

ki tvorijo tako imenovano zunanjo abecedo. V to abecedo je ugodno uvesti tudi
prazen znak. Zapis te ¢rke v katerokoli celico traku briSe vsebino celice in jo
ohranja prazno. Prazna celica hrani prazen znak. V danem trenutku more
posamezna celica hraniti kveéjemu en znak. V zunanji abecedi so kodirane vse
(zacetne, vmesne in kon¢ne)) informacije v stroju. Vsako informacijo predstavlja
konc¢en nabor od praznega znaka razli¢nih érk zunanje abecede (beseda v tej
abecedi). Preden pri¢ne stroj z delom, je na traku zadetna informacija. Delo
poteka v taktih, v katerih stroj predeluje zacetno informacijo v vmesne infor-
macije. Skupnost znakov na traku ob koncu vsakega takta predstavlja pripada-
jo¢o vmesno informacijo. Glede na zacetno informacijo U lo¢imo dva primera:

a) Po kon¢énem stevilu taktov se stroj ustavi in odda poseben signal
o ustavitvi. Pri tem dobimo na traku neko informacijo B. V takem primeru
pravimo, da stroj ustreza zafetni informaciji U in da jo je predelal v konéno
informacijo B.

b) Stroj se nikoli ne ustavi. Pravimo, da stroj zaéetni informaciji U ne
ustreza.

Nadalje pravimo; da stroj resi nek razred nalog, ¢e vedno ustreza informa-
ciji, ki v dolo¢enem kodu predstavlja pogoje poljubne naloge tega razreda, in jo
pretvori v informacijo, ki v istem kodu predstavlja reSitev te naloge.

2. Sodobne racunalnike lo¢imo po zgradbi ukazov na enonaslovne do §tiri-
naslovne. Turingov stroj je $e posebej poenostavljen enonaslovni radunalnik.
" Pri enonaslovnih ra¢unalnikih nastopa v posameznem taktu ena sama celica spo-
mina. Da bomo laZe govorili, jo imenujmo opazovana celica. Sistem osnovnih
operacij v Turingovem stroju je posebno enostaven. V posameznem taktu pred-
pisuje ukaz le zameno znaka s; v opazovani celici s poljubnim drugim znakom
zunanje abacede s;. Za j =i se vsebina opazovane celice ne spremeni. Druga
poenostavitev pa je v tem, da se moreta naslova opazovanih celic v dveh za-
porednih taktih razlikovati kveéjemu za eno. V danem taktu torej lahko opazu-
jemo isto celico kot v prej$njem taktu ali pa njeno sosedo na desni ali levi.
Ce hotemo tedaj najti vsebino poljubne doloene celice na traku, moramo
zapored kontrolirati vse celice, dokler ne pridemo do iskane celice. Seveda to
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precej podaljSa proces. Zato pa se lahko v ukazih programa omejimo le na
uporabo treh standardnih naslovov, ki jih ozna¢imo s posebnimi znaki:

D — prehod k sosednji celici na desni,
L — prehod k sosednji celici na levi,

O — naslov opazovane celice se ne izpremeni.

3. Kot vemo, poteka v obidajnih radunalnikih predelava informacij v
aritmeti¢ni enoti, ki je lahko v enem izmed konénega $tevila stanj: seStevanje,
odstevanje itd. V aritmeti¢no enoto ne tedejo le informacije, ki naj jih stroj
predela, ampak tudi signali, ki uglasijo aritmeti¢no enoto na pravo operacijo.

V Turingovem stroju prevzame vlogo aritmeti¢ne enote logi¢na enota L,
ki je prav tako lahko v enem izmed konénega §tevila stanj. Naj bodo

g, q2’ ¢ E TR am

posebni znaki, s katerimi ozna¢imo ta stanja. Skupno z D, L, O tvorijo notranjo
abecedo stroja. Logi¢éna enota ima dva vhoda. Skozi enega pride vanjo vsebina
opazovane celice, skozi drugega pa znak q;, ki pove, katero stanje naj logi¢na
enota v naslednjem taktu zavzame. Posamezni ukazi imajo torej obliko

Dq;, Lg;, Oqz  (1=1,2,...,m),

kjer prvi znak zamenja naslov opazovane celice, drugi pa doloda stanje logi¢ne
enote.

Nadalje ima logi¢na enota tri izhodne kanale. Po enem posilja v opazovano
celico predelano vsebino, po drugih dveh pa v upravno enoto oba znaka nasled-
njega ukaza. Turingov stroj ima namreé $e to posebnost, da logi¢na enota v vsa-
kem taktu izdela tudi ukaz, ki bo $el v upravno enoto v za¢etku naslednjega takta.

Izhodna trojica znakov s;, R, q; (R je znak poljubnega premika) je odvisaa
le od tega, kakSen par s;, q, (teh je k.m) je bil na vhodu v zacdetku takta. To
pomeni, da logi¢na enota realizira funkcijo, ki priredi vsakemu paru s;, g, trojico
znakov s;, R, q;. To logiéno funkcijo stroja normalno upodobimo v tablici, ki jo
imenujemo funkcionalna shema Turingovega stroja. Stolpce oznalimo z znaki
stanj logi¢ne enote, vrstice s ¢rkami zunanje abecede, v posamezne kvadratke
tabele pa zapiSemo ustrezajofo izhodno trojico. Na sliki 1 je primer take
funkcionalne sheme.

Z logi¢no funkcijo je delo Turingovega stroja natanéno dolo¢eno. Ker nas
zanima le delo strojev, dveh Turingovih strojev s skupno funkcionalno shemo
ne loéimo.

Da si bomo laZe predstavljali, kako poteka delo v Turingovem stroju, si
oglejmo strukturno shemo Turingovega stroja na sliki 2. V shemi sta notranji
in zunanji spomin lo¢ena. Zunanji spomin je na brezkonénem traku, notranjega
pa tvorita dve celici, ki hranita zaporedne ukaze: @ hrani znak stanja logi¢ne
enote, R znak premika. Celici zadrzita znaka, ki sta prisla iz logi¢ne enocte, do
zacetka naslednjega takta, ko vstopita v upravno enoto. Delo upravne enote je
v_Turingovem stroju zelo skréeno. Upravna enota skrbi le $e za premik traku
v skladu z znakom, ki je priSel iz celice R. Znak q; namre¢ lahko po$ljemo iz @
naravnost v L brez ovinka preko upravne enote.
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Delo samo poteka takole:

Najprej zapiSemo na trak zadetno informacijo. Nato dolo¢imo zacetno
opazovano celico in uvedemo v @ in R znaka zacetnega stanja in zacetnega
premika. Vse nadaljnje delo poteka avtomatsko v skladu s pripadajo¢o funk-
cionalno shemo. '

Kaj npr. nastane, ¢e je dana funkcionalna shema na sliki 1? Zacetna
informacija in zadetna celica naj bosta isti kot na sliki 2, zacetno stanje g, in
zaletni premik O. '

T I

v upravno e.

Q| 9] a a.] al

ADau|ALgs|A Daj A Qa4 A Ogs I:’
204q2/A0qs| ! Dgl! Las|! Ogs )
*1.g4|% Dgy| | L,asA Dgslex Oqd L\"L j

Slika 1. Slika 2.

> ([=I>

Kljub temu, da stroja nimamo, lahko odgovorimo na to vpraSanje. V skladu
s funkcionalno shemo more namre¢ delati tudi radunar. Zanj je funkcionalna
shema algoritem za preobrazovanje zacetnih informacij v konc¢ne. Pri tem si
pomaga z zapisovanjem vmesnih informacij. Ker si bomo tudi mi tako pomagali,
uvedimo pojem konfiguracije. k-ta konfiguracija naj pomeni sliko traku v Tu-
ringovem stroju v zacetku k-tega takta, pri éemer bomo pod opazovano celico
napisali znak stanja logi¢ne enote v zacetku tega takta. Na sliki 3 je prvih nekaj
konfiguracij naSe naloge.

[ Mllillll [T T

lllllalllllllllI a: | a2 | qgs| qu

A | Dags| Lagsl Dal ¢

Illllalllllllll | [otqe[® q Daf L

oL D |!L |AD

| llllalfslllllll l id. nly | plht [ID
Slika 3. Slika 4.

Stroj se bo ustavil le pri pogoju, ¢e bo logi¢na enota zavzela stanje q,. To
je konéno stanje, ki ga navadno oznacimo s »!«. Stanje g, namre¢ ohranja po-
ljuben znak v opazovani celici, ohranja se pa tudi stanje logi¢ne enote. Od
takta, v katerem je prvi¢ nastopilo stanje g,, naprej so torej vse konfiguracije
med seboj enake.
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Omenim naj $e, da navadno piSemo funkcionalno shemo v enostavnejsi
obliki. V izhodni trojki s;, R, q; izpu3amo s; in q;, &e se ne razlikujeta od
pripadajo¢ih vhodnih znakov. Redno tudi izpu$¢amo znak premlka O. Na sliki 4
je poenostavljena shema s slike 1.

C. REALIZACIJA EVKLIDOVEGA ALGORITMA V TURINGOVEM STROJU

Oglejmo si, kako sestavimo Turingov stroj, ki realizira enostaven aritme-
tiéni algoritem in kako tefe v stroju realizacija tega algoritma. Pri tem bomo
pod konstrukcijo Turingovega stroja razumeli konstrukcijo funkcionalne sheme
njegove logi¢ne enote.

Kot Ze naslov pove, se bomo ukvarjali z Evklidovim algoritmom. Ogledali
bi si ga za primer iskanja najveéjega skupnega delitelja dveh naravnih Stevil
a in b.

Nalogo navadno reSujemo tako, da tvorimo padajode zaporedje Stevil. Prva
dva ¢lena zaporedja sta Stevili @ in b (veéje na prvem mestu), tretji je ostanek
deljenja prvega Stevila z drugim, ¢etrti ostanek deljenja drugega Stevila s tretjim
itd., dokler se deljenje ne izide. Zadnji delitelj je najvedja skupna mera
Stevil a in b.

Ker lahko deljenje prevedemo na zaporedno odstevanje, bi mogli formu-
lirati Evklidov algoritem tudi takole:

1. Opazuj stevili a@ in b! Prehod k naslednjemu ukazu.

2. Primeraj opazovani §tevili! Prehod k naslednjemu ukazu.

3. Ce sta $tevili enaki, je vsako zase rezultat. Stoj! Ce nista enaki, pojdi
k naslednjemu ukazu!

4. Ce je prvo opazovano 3tevilo manj$e od drugega, ju zamenjaj! Prehod
k naslednJemu ukazu.

5. Odstej drugo Stevilo od prvega in opazuj subtrahend in razliko! Prehod
k drugemu ukazu.

Ta oblika je tudi osnova za konstrukcijo funkcionalne sheme Turingovega
stroja, ki realizira Evklidov algoritem.

Za kodiranje informacij desetiski kod e zdaleé ni najboljsi. Ker so zadetni
in vmesni podatki ter rezultat naravna S$tevila, si raje izberemo bolj naraven
kod: poljubno naravno §tevilo n naj predstavlja nabor n értic (znak !), po ena
v n zaporednih celicah spomina. S takim kodiranjem skréimo zunanjo abecedo
stroja le na $tiri érke

Al e, B
kjer je A prazen znak.

Ni se tezko prepricati, da je funkcionalna shema na sliki 4 tista, ki jo
iéemo. Ce hodemo, da bo v skladu z njo delo v redu potekalo, moramo zadetni
Stevili @ in b zapisati na trak eno za drugim, ne da bi ju lo&ili s kako celico.
Pri tem moramo za zadetno celico izbrati skrajno desno celico levega §tevila,
za zaCetno stanje pa q,. Brez posebnega truda bi mogli funkcionalno shemo
toliko spremeniti, da bi omogo¢ila pravilen potek dela, éetudi bi med obe Stevili
vtaknili kak$en znak, npr. zvezdico.

. Delo sestavljajo.izmenoma cikli primerjanja (stanji ¢, in q.) in cikli
odstevanja (q,, q,). Najprej zamenja stroj zadnjo értico prvega $tevila z e in
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prvo drugega Stevila z f, nato predzadnjo prvega $tevila z ¢ in drugo drugega
Stevila z g itd., dokler ni na eni strani zaloga értic izérpana. Nato izbrise Stevilo,
ki se je pri primerjanju izkazalo manjSe, drugo pa zapiSe spet s samimi
érticami. Pri tem preide logi¢na enota nazaj v stanje q,, opazovana celica pa
se preseli za toliko celic v drugo S$tevilo, kolikor je bila vrednost manjSega
Stevila. Nato se proces ponavlja, dokler ne nastopi konéno stanje, pri katerem
dobimo na traku rezultat v obliki ustrezajofega nabora ¢rtic. Na sliki 5 je
nekaj vaZznejsih konfiguracij za primer a = 4, b = 6.

C. OSNOVNA HIPOTEZA TEORIJE ALGORITMOV
Omenim naj, da je mogole pri sestavljanju novih funkcionalnih shem

uporabiti Ze prej dobljene sheme. To gre v primeru, ko je algoritem, &igar
funkcionalno shemo i$¢emo, sestavljen iz algoritmov, katerih sheme Ze imamo.
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Slika 5.

Novo funkcionalno shemo dobimo s pametno sestavo prej$njih. Tako lahko
s komponiranjem dobimo funkcionalno shemo za poljuben aritmeti¢en algoritem,
ker moremo brez teZave sestaviti funkcionalne sheme za osnovne §tiri aritme-
tiéne operacije.

Konstrukcija funkcionalnih shem pa ni omejena le na aritmeti¢ne algo-
ritme. Z njimi so formulirali tudi Ze druge algoritme, ki ]1h navadno dajemo
s stavénim predpisom ali s posebnimi formulami. Nastopi vprasanje, ali gre to
pri vseh algoritmih, ali je formulacija algoritma s funkcionalno shemo
univerzalna.

Sodobna teorija algoritmov odgovarja na to vpraSanje z naslednjo hipotezo:

Vsak algoritem lahko posredujemo s Turingovo funkcionalno shemo in ga
realiziramo v pripadajofem Turingovem stroju.
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Pojavita se dve vprasanji:

1. KakSen pomen ima ta hipoteza za teorijo algoritmov?

2. Kaj jo utemeljuje?

Predvsem naj opozorim na naslednjo znadilnost dane hipoteze. Na eni
strani govorimo o vsakem algoritmu, to je o sploSnem pojmu algoritma, ki, kot
sem Ze veCkrat poudarila, ni strog matematiéen pojem, na drugi pa o tako
natanénem matematiénem pojmu, kot je Turingova funkcionalna shema. V tem
pa je tudi pomen naSe hipoteze, ker dolo¢a sploSen nejasen pojem »vsakega
algoritma« z bolj specialnim in natanénim pojmom Turingove sheme. S to
hipotezo postanejo smiselna tudi vpraSanja, ali je mogoée najti algoritem za
naloge tega ali onega tipa. Tako vprasanje moremo namreé sedaj pojmovati kot
vprasanje o eksistenci Turingovega stroja s potrebnimi lastnostmi.

In utemeljitev hipoteze? Najprej naj pripomnim, da ne more biti govora
o tem, da bi to hipotezo dokazali tako, kot navadno dokazujemo v matematiki
izreke. Hipoteza sploh nima znadaja izreka, ker trdi nekaj o splo$nem pojmu
algoritma, ki ni toéen matematiéen pojem in tudi ne more biti predmet strogih
matemati¢nih sodb.

Prepri¢anje o pravilnosti hipoteze temelji v glavnem na izku$njah. Vse
znane algoritme moremo namreé posredovati s funkcionalnimi shemami. Res je,
da se hipoteza ne obracda le v preteklost, ampak ima oc¢itno tudi znacaj prognoze
za bodocnost: kadarkoli bo v prihodnosti kakrSenkoli predpis dan z algoritmom,
ga bo moZno posredovati s Turingovo funkcionalno shemo, neodvisno od tega,
v kak3ni obliki in s kak$nimi sredstvi bo najprej izrazen. V tem smislu lahko
osnovno hipotezo enaéimo s fizikalnim zakonom, npr. z zakonom o ohranitvi
energije, na ¢igar osnovi tudi delamo napovedi za prihodnost. Ogromne izkusnje
v preteklosti so zadostna podlaga za podobne prognoze.

Obstajajo tudi druge razlage, ki potrjujejo pravilncst osnovne hipoteze.
Spomnim naj le na okoli$¢ino, ki sem jo omenila Ze na koncu prvega poglavja.
Razen s funkcionalnimi shemami so splofen algoritem definirali tudi drugace.
Vse dobljene definicije pa so se izkazale kot ekvivalentne, kar prav gotovo ni
sludaj, ampak le $e dopolnilni dokaz o veljavnosti nasSe hipoteze.

Omenim naj $e, da se v sami teoriji algoritmov pri dokazovanju izrekov
nikjer ne sklicujejo na osnovno hipotezo. Tako bi ¢lovek, ki te hipoteze ne pozna
ali je ne prizna, ne srec¢al nobenih ovir v teoriji algoritmov.

D. UNIVERZALEN TURINGOV STROJ

Doslej smo razliéne algoritme realizirali v razliénih Turingovih strojih, ki
so se razlikovali med seboj po funkcionalnih shemah logi¢ne enote. MoZno pa
je sestaviti univerzalen Turingov stroj, ki zmore v doloéenem smislu deld
poljubnega Turingovega stroja.

Clovek, ki je seznanjen s principom dela Turingovega stroja, lahko po-
snema delo stroja. Zadostujeta mu zacetna konfiguracija in funkcionalna shema
stroja, pa bo pridelal isto konéno konfiguracijo kot stroj. Tako smo npr. ravnali
pri Evklidovem algoritmu. Toda tudi ¢lovek, ki Turingovega stroja splch ne
pozna, bi mogel uspeSno posnemati proces v stroju, ¢e bi sledil naslednjemu
algoritmu posnemanja:

1. Opazuj v dani konfiguraciji celico, pod katero je ¢rka!
2. Pois¢i v funkcionalni shemi stolpec, oznacen s to ¢rko!
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3. V tem stolpcu poiséi trojko ¢rk, ki je na preseéiséu z vrstico, oznadeno
s tisto ¢érko, ki je v opazovani celici!

4. Zamenjaj ¢rko v opazovani celici s prvo érko trojke!

5. Ce je druga érka trojke »!«, prenehaj z delom!

6. Ce je druga érka trojke O, zamenjaj érko pod celico s tretjo érko trojke!

7. Ce je druga érka L, zbrisi érko pod opazovano celico in zapisi levo od
nje tretjo ¢rko trojke!

8. Ce je druga ¢rka D, zbrisi érko pod opazovano celico in zapisi desno
od nje tretjo érko trojke!

9. Prehod k ukazu 1.

IzkaZe se, da takega ¢loveka lahko zamenja Turingov stroj. da torej
algoritem posnemanja spet lahko posredujemo z neko Turingovo funkcionalno
shemo. Strog dokaz tega dejstva, ki je Se ena potrditev pravilnosti osnovne
hipoteze, je za obseg tega ¢&lanka preobSiren. Omejili bi se na nekatere po-
sameznosti, ki bodo ilustrirale samo delo.

Pri algoritmu posnemanja tvorita zadetno informacijo funkcionalna shema
posnemanega stroja in zacetna konfiguracija. Te informacije pa ne moremo
podati neposredno na trak univerzalnega stroja. Funkcionalno shemo smo
namre¢ doslej dajali v obliki dvodimenzionalnih tablic in tudi konfiguracije niso
bile razporejene v eni vrsti, ker smo pod opazovano celico podpisovali znak
stanja logi¢ne enote, trak pa more sprejeti le enodimenzionalno informacijo.

Druga tezava je v tem, da razpolaga univerzalni kot vsak drug Turingov
stroj le s fiksno konéno abecedo. Ta mora biti primerna za kodiranje vseh
moznih shem in konfiguracij, v katerih sreéamo ¢rke razliénih abeced.

Prvo tezavo odpravimo tako, da namesto tabele s k vrsticami in m stolpci
zapiSemo zapored m .k petork ¢rk, tako da prvi simbol pove stolpec, drugi
vrstico tablice, zadnji trije za trojko iz sheme. Analogno ravnamo pri konfigu-
racijah. Znak stanja zapiSemo neposredno levo od opazovane ¢érke, V obeh
primerih je ofitno preslikava povratno enoli¢na.

Za znacaj funkcionalne sheme in konfiguracij nikakor niso bistveni simboli
zunanje abecede in abecede stanj. VazZno je le, da razliéna stanja in razliéne
predmete razliéno oznadimo in da loéimo med seboj érke cbeh abeced. Tako
priredimo v univerzalnem Turingovem stroju vsaki ¢érki neko kodirno skupino
— zaporedje niéel in enic; razliéne ¢érke zamenjamo z razlitnimi dvojiskimi
Stevili.

Naj preide pri taki zamenjavi vrstica 2 v vrslico Q'. Da bo preslikava
med 2 in Q° povratno enolina, mora na¢in kodiranja ustrezati naslednjim
pogojem:

1. ' se da enoli¢no razbiti na posamezne kodirane skupine.

2. Lociti moramo kodirane skupine stanj od kodirnih skupin zunanje
abecede in vedeti, katere pripadajo simbolom premika.

Tema dvema pogojema ustreza naslednji nacin kodiranja:

1. Vsaka kodirna skupina ima obliko 100...01 (med dvema enojkama
same nicle).
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2. Posameznim ¢rkam pripadajo naslednje kodirne skupine:

¢rka kodirna skupina
L 101
(0] 1001
D 10001
Sy 100001
S, 10000001
zunanja abeceda (. = ........ od dve veéje sodo
N A R A Stevilo nicel
Sk 100...01
q; 1000001 liho $tevilo nidel,
b 1 ¢je od tri
abscads Bt 2 10000000 vecje od tri
B 1000...01

Zaporedje nicel in enic, ki pripada dani funkcionalni shemi ali konfiguraciji,
imenujemo Sifro funkcionalne sheme oziroma Sifro konfiguracije.

Seveda ima pri takem kodiranju algoritem posnemanja, ki predela §ifro
funkcionalne sheme posnemanega stroja in §ifro zadetne konfiguracije v &ifro
konéne konfiguracije, druga¢no obliko kot ukazi 1—9. Tako npr. preide 1. ukaz
v naslednjega:

1". Opazuj v $ifri konfiguracije kodirno skupino, ki neposredno sledi kodirni
skupini z lihim $tevilom niéel.

Podobno bi lahko popravili ves algoritem posnemanja. Nadaljnja obdelava
tega algoritma bi konéno privedla vsako operacijo med kodirnimi skupinami
k verigi standardnih operacij, ki jih realizira Turingov stroj. Tako bi res lahko
algoritem posnemanja opisali z neko Turingovo funkcionalno shemo — shemo
univerzalnega Turingovega stroja.

ZAKLJUCEK

Videli smo, da moremo vsako vprasanje o algoritmiéni razresljivosti nekega
razreda nalog.pojmovati kot vprasanje o eksistenci Turingovega stroja, ki resi
dani razred nalog. V ‘teoriji algoritmov dobimo na to vpraSanje v Stevilnih
primerih negativen odgovor. Enega prvih takih rezultatov je dobil ameriski
matematik Church za problem odlo¢itve. Churchov izrek trdi, da je problem
odloditve algoritmiéno nerazre§ljiv.

Izreki, da je ta ali oni razred nalog algoritmiéno nerazregljiv, nas ne smejo
prestrasiti. Tak izrek se namre¢ ti¢e vsega razreda nalog in trdi le, da vseh nalog
tega razreda ne moremo re§iti z enotno metodo.. V takem primeru poskuSamo
najti algoritme, s katerimi bi reSevali ¢im S§irSe podrazrede nalog danega tipa.

Izreki o algoritmic¢ni nerazre§ljivosti tudi pri¢ajo, da ne bo delo v matema-
tiki nikoli povsem avtomatizirano. Torej so razli¢ne trditve, da bo stroj nekoé
¢loveka popolnoma zamenjal, nesmiselne.

Literatura: B. A. TpaxTeHOpOT: ANrOpUTMb! U Malliy HHOE pelieHue 3apay, Mockba 1957.
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POLPREVODNISKI STEVEC S POVRSINSKO
ZAPORNO PLASTJO
ZVONKO TRONTELJ

(Institut za matematiko, fiziko in mehaniko)

UVOD

Polprevodniske Stevce so prvié¢ uporabili za Stetje delcev a Ze leta 1949.1
Toda znatno so jih izpopolnili Sele v zadnjih nekaj letih vzporedno z razvojem
tehnologije polprevodnikov. Danes je moZno dobiti silicij izredne éistole (spe-
cifi¢na upornost nad 5000 2 cm pri siliciju tipa m), ki je potreben za izdelo-
vanje visokokvalitetnih polprevodnigkih §tevcev. Zato se je uporaba polprevod-
nigkih §tevcev v zadnjih letih moéno raz$irila in ti Stevci zaradi dobre energijske
lo¢ljivosti veckrat uspe$no nadomes$éajo magnetne spektrometre. :

Polprevodnigki $tevec je v bistvu silicijeva ali germanijeva dioda in ga
lahko razmeroma preprosto izdelamo. Obéutljivi prostor Stevca predstavlja
obmodje v bliZini stika n —p.

Ker v polprevodniskem §tevcu prakti¢no ni pomnoZevanja parov elektron-
vrzel, je delovanje tega $tevca podobno delovanju ionizacijske celice.

" Ce se ustavi elekiriéno nabit delec v obéutljivem prostoru $tevca, je na
elektrodah $tevea zbrani naboj sorazmeren energiji delca.

Za tvorbo enega para elektron — vrzel v siliciju je potrebno 3,6 eV, kar je
8-krat manj kot je treba za ionizacijo argona, ki ga obiajno rabimo v plinskih
ionizacijskih celicah. Zato je energijska lo¢ljivost podprevodnikih dtevecev zaradi
statistike V8—kra1: bolj$a kot pri ionizacijskih celicah in se za delce ¢ pribliZa
lo¢ljivosti magnetnih spektrometrov. Vendar pa izredna loc¢ljivost polprevodni-
gkih Stevcev pri dalj§ih meritvah ne pride do izraza zaradi nestabilnosti
elektronskih aparatur. Dosedanje elektronske aparature so bile namreé¢ grajene
za Stevce z bistveno slabSo lo¢ljivostjo in je bila njih stabilncst zadovoljiva.

DELOVANJE POLPREVODNISKEGA STEVCA S POVRSINSKO
ZAPORNO PLASTJO

Inverzna plast, povrSinska zaporna plast in obdéutljivi prostor Stevca. In-
verzno plast imenujemo tenko povrSinsko plast polprevodnika, ki je nasprot-
nega tipa kot primarni polprevodnik. Tako plast lahko dobimo z difuzijo neéisto¢
tipa p v polprevodnik tipa n in obratno. Inverzno plast na polprevodniku
tipa n dobimo lahko Se bolj enostavno na nacin, ki si ga bomo natanéneje
ogledali.

Polprevodniki imajo lahko zaradi adsorpcije dolo¢enih plinov na povrsini
povrsinske naboje, ki povzroce nastanek dvojne plasti.?2 Zaradi adsorpcije kisika
na siliciju n se nabere na siliciju negativni povrSinski naboj, ki odbije
proste elektrone v prevodnem pasu in pritegne vrzeli valenénega pasu (sl 1).
V plasti tik pod povrsino kristala je tako preseZek vrzeli; zato ima ta plast
enake lastnosti kot polprevodnik tipa p.

Porazdelitev elektronov in vrzeli kot jo kaZe sl. 1 predstavlja dvojno plast.
Elektri¢éno polje dvojne plasti preprecuje difuzijo elektronov in vrzeli v tej
plasti. Zato se ohrani stanje, ki je nastalo zaradi povrsSinskega naboja.
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V plasti tik pod povrsino ni prostih elektronov, ker jih je odbil negativni
povrsinski naboj. Ta prostor imenujemo zaporna plast in predstavlja obcutljivi
prostor Stevca.

Izra¢unajmo debelino zaporné plasti!® Polje dvojne plasti povzroca pro-
storski naboj ioniziranih donorskih atomov v zaporni plasti. Zveza med po-
tencialom in prostorskim nabojem je podana s Poissonovo enacbo:

2
oo Y M
d x? gg

kjer je N $tevil ioniziranih donorskih atomov na prostorsko'enoto v zaporni
plasti, ¢ je dielektri¢ na konstanta silicija (¢ ='12), ¢, je influen¢na konstanta,
e pa osnovni naboj. Poissonovo ena¢bo smo napisali enodimenzionalno, ker so
dimenzije $tevca velike v primeri z debelino zaporne plasti. Koordinata x kaze
pravokotno od povrsine Stevca proti notranjosti Stevca.
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Slika 1. Slika 2.

Ce upostevamo robne pogoje U = 0 pri x = 0 in dU/dx = 0 pri x = d, do-
bimo iz enaébe (1): - -
R @

Ako je med totkama x = 0 in x = d potencialna razlika U, sledi iz enacbe (2)
za debelino zaporne plasti:

d=1/22%0 ®)

Elektri¢na poljska jakost v iaporni plasti je:

PO L L% T )]

dx £&

Iz enacdbe (4) vidimo, da ima elektriéno polje maksimalno vrednost na zacetku
zaporne plasti.

Ce priklju¢imo na $tevec napetost v zaporni smeri, to je negativni pol
na obmodje p in pozitivni pol na obmoéje n, se potencialna razlika med obema
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obmodjema poveca. Istoasno se poveda tudi debelina obéutljivega $tevnega pro-
stora. Tako lahko z razlinimi pritisnjenimi napetostmi poljubno spreminjamo
debelino Stevnega prostora. d izradunamo ravno tako kot prej iz enacbe (3),
le da moramo namesto U, vstaviti vsoto iz U, in napetosti na Steveu U. Ker je
potencialna razlika na zaporni plasti U, kadar ni napetosti na $tevcu, majhna
(do 0,5V), jo lahko najvetkrat zanemarimo in upo$tevamo samo napetost na
Steveu U (od 10 do 100 V).

5880 g (5)
Ne

d= |/

Spreminjanje debeline obéutljivega prostora z napetostjo na Stevcu lahko
opazimo, ¢e merimo linearnost viSine impulzov v odvisnosti od energije delcev.

naparjeno
zlato

médagipustq
pleksi ohije
[plodtica

4

T e

a b - e
Slika 3.

Kapaciteta Stevca je zaradi njegove geometrije dana z izrazom:

=182, o ®

kjer je S povrsina Stevca. Za meritve so ugodni $tevci z majhno kapaciteto, ker
imajo majhen Sum.

Nabiti delci v polprevodnikih. Nabit delec sodeluje pri prehodu skozi snov
z elektroni in se ustavlja. Pri trkih pridobijo elektroni dovolj energije, da
pridejo iz valencnega pasu in iz energijsko niZjih zasedenih pasov v vigji ne-
zasedeni pas (sl.2a). Elektroni se pojavijo v nezasedenem pasu, vrzeli pa
v zasedenih pasovih. Tako stanje traja pribliZno 10~!2 sekunde. Zaradi sodelo-
vanja med elektroni in fononi nastane stanje, kot ga kaZe sl. 2 b: Elektroni so le
v spodnjem delu nezasedenega pasu, to je prevodnega pasu, vrzeli pa v zgornjem
delu najviSe leZetega zasedenega pasu, to je valenénega pasu.

V siliciju je treba za tvorbo enega para elektron-vrzel v povpredju
3,6 £ 0,3eV.* NajmanjSa potrebna energija za tvorbo para je enaka Sirini
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prepovedanega pasu in je pri 5111c1]u 1,1eV. Ostalo energijo odda elektron
kristalni mreZi.’

Mnozina energije, ki jo porabi primarni delec za tvorbo para elektron-vrzel,
je neodvisna od vrste in energije primarnega delca.

Potovanje nosilcev naboja v zaporni plasti. Elektri¢no polje v polprevodni-
Skem $§tevcu vpliva na elektrone in vrzeli, ki jih ustvari primarni delec v pol-
prevodniku, podobno kot na ione in elektrone v plinski ionizacijski celicl.
Elektroni se gibljejo proti pozitivni, vrzeli pa proti negativni elektrodi.

Nosilec naboja pride od roba zaporne plasti do nekega mesta x v casu t:

x x x
_ (8 _ (= _ _ &5 [ dr _ &% md_x, )
v uE uNe J d—x  uNe d
o o o

kjer je » hitrost nosilca naboja, ¢ pa njegova gibljivost. Upostevali smo enacbo
(4) in privzeli, da je u# konstanta.

Izradunajmo sedaj, kako se spreminja s ¢asom tokovni impulz na izhodu
§tevca zaradi gibanja enega nosilca naboja. Nosilec naboja ¢rpa iz elekiri¢nega
polja v Steveu moé: _
Ui=evE, (8)

kjer je i tok zaradi gibanja enega nosilca naboja. Ena¢bo (8) lahko zapiSemo:

e uE?
e SHH )
U
Ce upostevamo enaébo (4), preide enaéba (9) v:
4 (Ne)?
- (—3] (d — x)? (10)
U \eg
Iz enacbe (7) dobimo:
e 11)
d—x=de"” (

Konéno dobimo za potek tokovnega impulza v odvisnosti od ¢asa naslednji izraz:

2uNe t

d)2 e -
1= = [Ne ] e = fﬂ_ Epuz @ 5 (12
U \e¢g U

kjer je v &as naraitanja tokovnega impulza in je enak:

d (13)
2 U [ Enax l

V siliciju je gibljivost elektronov pri sobni temperaturi u, = 1200 cm?®/V sek,
gibljivost vrzeli pa u, = 500 cm?/V sek. ¢ Pri elektriéni poljski jakosti velikost-
nega reda 103 V/em in debelini zaporne plasti 10~2 cm, kar so obicajne delovne
razmere Stevca, je éas naraSCanja tokovnega impluza priblizno 10-%sek. To je
veliko manj kot pri ionizacijski celici z enako ustavljalno sposobnostjo predvsem
zato, ker prepotujejo nosilci naboja v polprevodniskih Steveih znatno krajSo pot.

182



IZDELAVA STEVCEV S POVRSINSKO ZAPORNO PLASTJO

S polprevodnis$kimi §tevei se ukvarjajo tudi na Nuklearnem inStitutu
»Jozef Stefan« v Ljubljani in v naslednjih vrsticah bomo opisali izdelavo $tevea
in meritve njegove lo¢ljivosti.

Priprava silicijevih kristalov za $tevce poteka po postopkih, ki so obidajni
v tehnologiji polprevodnikov. Silicijevi monokristali so naprodaj v obliki palic
razliénih premerov. VzdolZna os palice je paralelna s kristalografsko osjo [1, 1, 1].
S posebno Zago razzagamo palico v rezine, pravokotne na os. Rezine lahko
razzagamo Se na manjsSe dele, ki jih nato brusimo z razliénimi vrstami brusilnih
praskov toliko ¢asa, da dobimo fino, toda nezrcalno povrsino.

Nato kristal ocistimo v vreli solitrni kislini in ga jedkamo 5 do 10 minut
v raztopini CP—4 A (2 volumska dela koncentrirane solitrne kisline, 1 vo-
lumski del 40 %o fluorovodikove kisline, 1 volumski del ledene ocetne kisline),
da dobimo povrsino silicija zrcalno gladko.

Po jedkanju speremo kristal z deionizirano vodo in pazimo, da ne pride
med spiranjem v stik z zrakom. Kristal osu§imo na ¢&istem filtrirnem papirju ali
v curku kisika.

Na tako pripravljen kristal naparimo zlato. Pred naparevanjem pripravimo
sljudno masko, ki definira obéutljivo povrSino $teveca in prepreéi naparevanje
zlata na robovih kristala (sl. 3 a). Zlato naparimo tako, da dobimo na kristalu
polprozoren film, kar ustreza priblizno debelini 30 do 60 ug/cm?2. Kristal spra-
vimo na é&isto in suho miesto ter po¢akamo nekaj dni, da se na njegovi povrsini
formira oksidna plast. Oksidacija se izvr$i skozi tenko plast zlata.

Kristal nalepimo z zadnjo stranjo na kovinski nosilec, ki predstavlja
hkrati spodnji kontakt (sl 3 b). Ta kontakt naj bo ¢imbolj ohmski, da se zmanjsa
Sum Stevca.” Za lepilo uporabljamo umetno smolo z dodatkom srebra, ki naredi
lepilo prevodno. ManjSe Stevce zalijemo z aralditom v medeninasto ohisje. Je-
zi¢ek v sljudni maski je tu podaljSan do ohi§ja, kot kaZe slika 3 c. Vedje Stevce
smo montirali na ploséico iz pleksija. Pri njih smo naredili zgornji kontakt
s tenko zlato Zi¢ko, ki smo jo prilepili na enem koncu na jeziéek zlate povrsine,
drugi konec pa prilotali na kovinski nastavek v pleksi ploscici (sl. 3b). Tako
narejen Stevec moramo segrevati eno uro pri temperaturi 90°C, da se strdi
lepilo.

Ko imamo narejen §tevec, moremo ugotoviti njegovo kvaliteto precej dobro
z merjenjem toka, ki teée skozi $tevec, kadar je nanj prikljucena napetost v za-
porni smeri. Izgleda namreé, da je Sum $tevca sorazmeren toku v zaporni smeri.
S skrbno izdelavo Stevca lahko doseZemo, da je tok v zaporni smeri tako
majhen (pod 1 nA), da postane Sum $tevea manjsi, kot je Sum predojacevalnika
in ojacevalnika.

MERJENJE LOCLJIVOSTI STEVCA IN SPEKTRA DELCEV a IZVORA Bi22

Bi%2 je eden razpadnih produktov torijeve druZine (Th2??8) in preide z raz-
padom o v TI28, Spekter delcev o je értast. Crti z energijama 6,086 MeV
in 6,047 MeV so do sedaj lo¢ili le z magnetnimi spektrometri. Ce ju hodemo
lo¢iti s polprevodniskim $tevcem, mora biti lo¢ljivost elektronskih aparatur in
Stevea boljsa kot 40 KeV.

Kolimiran izvor delcev a— Bi?2 in Stevec smo postavili v medeninast
cilinder, kjer je bil tlak pod 0,01 mm Hg. Meritev naredimo pri niZjem tlaku
zato, da zmanjSamo sipanje delcev a v zraku.
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Impulze iz S$tevca smo vodili preko predojadevalnika (charge sensitive
preamplifier) in linearnega jadevalnika na 256 kanalni analizator, ki jih je
sortiral po velikosti. Spekter, ki smo ga dobili, kaZe sl. 4. Meritev je bila narejena
pri sobni temperaturi. Locljivost bi lahko rahlo izboljsali, ¢e bi ohladili $tevec
na temperaturo tekotega dusika. : o

Najboljsa energijska lo¢ljivost, ki so jo dosegli v tujini s polprevodniskimi
stevei, je 15 KeV pri 5,477 MeV8; vendar moramo upostevati, da je bil Stevee,
ki je imel tako locljivost, izbran iz velikega Stevila primerkov. Tudi elektronske
aparature, ki so jih uporabljali, so bile zelo izpopolnjene.

UPORABA POLPREVODNISKIH STEVCEV V JEDRSKI FIZIKI

Zaradi zelo dobre energijske lo¢ljivosti polprevodniske S§tevce lahko
uporabljamo namesto magnetnih spektrometrov pri spektroskopiji delcev a,
protonov, devteronov in drugih teZjih, nabitih delcev.

Ker imajo ti Stevei visoko razmerje med signalom in Sumom, lahko
zaznamo z njimi tudi delce z nizko energijo (nad 50 KeV). Merili so ogljikove
ione z energijo 200 KeV.? .

Polprevodniski Stevei so le malo obcutljivi za nevtrone in Zarke y ter so
zato bolj primerni detektorji za nabite delce kot scintilacijski $tevci. To je po-
sebno vazno pri polarizacijskih eksperimentih, kjer dobimo po. sipanju le malo
delcev, ozadje — predvsem Zarki y — pa je veliko.

Zaradi kratkega ¢asa nara$¢anja tokovnega impulza so ti Stevei odliéni za
merjenje koincidenc.

Ker je polprevodniski Stevec zelo majhen, ga lahko pribliZamo taréi in
s tem povedamo prostorski kot, v katerem padajo delci na Stevec.

Ce naparimo tenko plast U5 oksida na zlato povr§ino S$teveca, lahko
registriramo cepitvene produkte, ki nastanejo po obstreljevanju U5 s termid-
nimi nevtroni.

Za spektroskopijo hitrih nevtronov rabimo dva $tevea, vmes pa namestimo
tenko plast Li®F. Hitre nevtrone zaznamo po parih o + T, ki nastopajo v re-
akciji Li® (n, @) T. Namesto Li®F lahko vzamemo tudi kako snov, ki vsebuje
vodik, in registriramo hitre nevtrone z merjenjem odrivnih proatonov.

Treba je omeniti tudi nizko ceno polprevodniskih Stevcev in jih zato pri
meritvah kotnih porazdelitev delcev lahko hkrati uporabljamo vedje Stevilo.
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DVOJE RAZLICNIH VRST NEVTRINOV
JANEZ STRNAD

V razpredelnici osnovnih delcev! najdemo za nevtrino tele podatke: Stejeio
ga med leptone (lahke delce), nima niti mirovne mase niti naboja niti magnet-
nega momenta; njegov spin je 3. Nevtrinov antidelec je antinevtrino. Oba delca
se razlotujeta po tem, da je pri nevtrinu. spin zmeraj antiparalelen s smerjo
gibanja (nevtrino se »vrti« kot levi vijak), pri antinevtrinu pa paralelen (anti-
nevtrino se »vrti« kot desni vijak). To opiSemo z vijac¢nostjo (angl. helicity),
tj. z dvakratno projekcijo spina na smer gibalne koli¢ine. Nevtrino ima potem-
takem vijaénost —1, antinevtrino pa vijaénost 1. — Kadar ne govorimo posebej
o nevtrinu in antinevtrinu, se rabi izraz nevtrino kot skupno ime za nevtrino
in antinevtrino.

Ker je nevtrino lepton brez naboja, je z drugimi delci samo v Sibki
interakciji, ki je nekako 10'4-krat $ibkejSa od moéne (jedrske) in nekako 10'*-krat
Sibkej$a od elektromagnetne.! Zaradi tega so reakcije nevtrinov z-drugimi delci
izredno redke in jih je skrajno tezko zaznati. V tem je tudi vzrok za pozno
eksperimentalno. odkritje nevtrina:?

Nevtrino (v) nastane pri radloaktlvnem razpadu 1 in pri zajetju elektrona,

antinevtrino (v) pa: pri razpadu j—:

p——> n+e++v;, (1a)
pte — ntw, - (1a)
n— > p+te + v (1b)

Vse te enacdbe so si sorodne, saj sledijo druga iz druge, ¢e upostevamo pravilo?!,
da smemo delec prenesti na drugo stran enacbe, ¢e ga obenem spremenimo v
antidelec.

Nevtrini nastanejo tudi pri razpadu pionov (mezonov ):

HE /’L+ = Z.,u: ‘ (2 a)

m—> g+, (2b)
Nastali mioni (delci u) razpadejo Se dalje, in sicer takole:

ut— et + v+, (32)

w —> e~ + v, + v, (3b)

Nobenih apriornih razlogov ni, da bi morali biti nevtrini, ki nastanejo
obenem z elektroni pri razpadu 8 (1), enaki kot nevtrini, ki se pojavljajo skupaj
z mioni ob razpadu pionov (2). Iz previdnosti smo obe vrsti Ze lo¢ili z indeksi.
Pri razpadu miona pa smo upo$tevali, da mora nastati po en nevtrino vsake
vrste, ¢ée razloéek med obojimi nevtrini zares obstaja. — TeZko pa si je bilo
predstavljati, v éem naj bi bil razloéek med obema vrstama nevtrinov, ko imajo
vendar oboji iste na zafetku navedene lastnosti. Zato je spocetka obveljalo
mnenje, da obeh vrst nevtrinov ni treba razloCevati.

V zadnjem ¢asu pa se je mnenje o nelo¢ljivosti omajalo. K temu je do-
prineslo brezuspe$no iskanje fotonskega razpada miona

U ——>efF+y. (4)

Teorija dovoljuje oceno, da bi moral biti razpad (4) desettiso¢krat redkejsi kot
razpad (3), ¢e se obe vrsti nevirinov ne bi razlodevali. Ze dalj ¢asa pa je pre-

186



senedalo, da niso opazili nobenega razpada (4); novejSa merjenja so celo ne-
dvoumno pokazala, da je razpad (4) vsaj 108-krat redkejsi kot razpad (3).% % To
pomeni, da je razpad (4) na neki naéin prepovedan. Na podlagi tega dopusca
teorija sklep, da navedena razlika obstaja, torej da imamo dvoje nevtrinov in
dvoje antinevtrinov, v celoti torej &tiri razli¢ne delce: ve, v, Ve, ¥u. '

Ker temelji ta teorija na nekaterih nepreverjenih predpostavkah, so Ze
dalj ¢asa iskali mozZnost za bolj neposredno potrditev domneve o razli¢nosti
obojih nevtrinov, Pri tem bi se mogli opreti na naslednje moZne nevtrinske
reakcije:

p+v.—>n+tet, (5a)

ntyve—>p+e, (5Db)
ki sta sorodni z (1), in

p+v,—>n+put, (62)

n-+v,—>p + u-, (6Db)

ki sta sorodni s (5).8 Ce ne bi bilo razlike med obojimi nevtrini, tako da bi bili
indeksi v ena¢bah (5) in (6) odveé, bi katerikoli nevtrino, ée ima le dovolj visoko
energijo, lahko reagiral po obeh ustreznih enaébah (po (52a) in (6a) ali po (5b)
in (6b)). Nevtrino mora imeti veliko energijo zato, ker mora s svojo energijo
kriti mirovno energijo nastalega delca (m, c¢* = 100 MeV pri mionu) in $e odriv-
no energijo. Razen tega se z nadaljnjim porastom energije nevtrinov znatno
poveéa presek za reakcije (5) in (6). Nasprotno bi v primeru, da obstaja razlika,
nevtrini prve vrste reagirali samo po ustrezni reakciji (5), nevtrini druge vrste
pa samo po ustrezni reakciji (6).

To se da preskusiti, ée vzamejo nevtrine z veliko energijo, ki nastanejo
pri razpadu zélo hitrih pionov. Ce obstaja dvoje razli¢nih vrst nevtrinov, bo
prislo samo do reakcij (6), to se pravi, da bodo nastali samo mioni, elektroni pa
ne. TakSen »nevtrinski« poskus leZi na meji danas$njih eksperimentalnih moz-
nosti, saj pride pri dosegljivi energiji in gostoti nevtrinskih tokov v toni snovi
komaj do kakih desetih reakeij na dan.

" Pred meseci pa so objavili presenetljivo novico, da se je poskus posreéil
in dal pri¢akovani odgovor.® Napravili so ga v Brookhavhu s tamkaj$njim
protonskim sinkrociklotronom za 30 GeV, ki je sluzil kot izvir hitrih pionov.
Poskus so pripravljali dve leti, izvedba pa je trajala pol leta.

V sinkrociklotronu obstreljujejo tar¢o s protoni priblizno vsaki dve sekundi.

Tedaj prileti nanjo v razmakih po 0,2 us okoli sto po 0,02 us trajajoc¢ih proton-
skih plazov. V vsakem plazu je nekaj milijard protonov z energijo 15 GeV. Ti
protoni v interakeiji z nukleoni v debeli berilijevi taréi rode pione. Tarda je
names$cena v ravnem delu pospeSevalne cevi, kjer ni magnetnega polja. Curek
pionov obojega znaka leti zato v smeri vpadlega protonskega curka in zapusti
pospeSevalno cev. Najprej preleti po zraku pot 21 m. V éasu, ki je potreben za
prelet, vedina pionov razpade na mione in nevtrine (2). Pri zelo velikih energijah
odletita pri razpadu oba nastala delca v smeri gibanja piona. Tako je curek
sestavljen v veliki meri iz visokoenergijskih mionov in nevtrinov, ko zadene
na 13,5 m debel jeklen S¢it.
' V 8&itu obti¢e vsi preostali pioni, pretezni del mionov pa se zaustavi in
razpade po enadébah (3). Nastali elektroni obtie v §¢itu; nastali nevtrini ga sicer
neovirano prelete, vendar imajo premajhno energijo, da bi lahko reagirali po
enac¢bah (6). Uporabljeni §&¢it ne dopuséa, da bi bila energija protonov veéja kot
15 GeV, ker bi tedaj uhajalo skozenj prevec¢ mionov.
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Curek névtrinov z veliko ‘energijo nemoteno preleti §¢it in naleti na de-
tektor, v tem primeru na skupino iskrnih celic, kjer nevtrini povzro¢ajo reakcije
(6), ki jih Zelijo opazovati.

Iskrno celico™ ® sestavlja niz vzporednih kovinskih plo$¢, od katerih so
povezane lihe med seboj in sode med seboj, med njimi pa je Zlahten plin. Nabit

-
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Sl. 1. Shema poskusne naprave. Lok na shemi je odsek pospesevalne cevi protonskega

sinkrociklotrona. Crtkano je naznadena smer curka. J je jekleni §¢it, B betonski in

S svinfeni zaS¢itni zid, P parafinski vloZek (za upotasnitev hitrih nevtronov) in
) ) I iskrne celice

delec ob preletu ionizira atome in pusti za seboj nevidno sled ionskih parov.
Posebna naprava pritisne v primernem trenutku na plo$¢i visokonapetostni
sunek, zaradi katerega med plo§¢ami po sledi delca preskoéijo iskre. Te iskre
- posname filmska kamera. Okoli

N e ) celice razporejeni scintilacijski
o Stevei v koincidenéni in'antiko-
inciden¢ni vezavi omogoéijo, da
deléc, ki preleti celico v izbrani
smeri, sam sprozi visokonapetost-
ni sunek. Med plosée je priklju-
¢ena Se stalna nekoliko niZja na-
petost, zaradi katere odteéejo na-
stali ionski pari v kaki mikro-
sekundi na plo3¢e in ne povzrodée
isker pri naslednjih sproZenjih.
Pri nevtrinskem poskusu so
uporabili skupino 10 velikih tes-
no drugo ob drugo naloZenih

iskrnih celic. Vsako celico sestav-
Sl. 2. Razpored iskrnih celic (1 do 10) v she- . Wty = % N
matskem stranskem preseku. Z A so zaznamo- 1].3‘ 9 alurmnlgastlh plos¢ z debe.
vane dvojne plasti koincidentnih, z B, C in D lino 2,5cm in presekom nekaj
pa plasti antikoinciden¢nih $tevcev. S posevnimi veé kot 1m?2 v razmiku 1,8 em.
Crticami in s pikami sta oznatena dodatna 5¢ita ygaka celica vsebuje 1 tono alu-

minija. V celoti se niso mogli za-

dovoljiti z manj kot 10 tonami aluminija, ker bi bile reakcije drugace preredke.
Skupino iskrnih celic opazujejo 4 stereoskopsko nameséene filmske kamere.
Spredaj, zadaj in zgoraj obdaja skupino celic 50 antikoinciden¢énih $tevcev, razen
tega sta na zadnji strani vsake celice po dve plasti — v celoti 40 — koincidenénih
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Stevcev. Pred $¢itom je v curek pionov postavljen Se Stevec Cerenkova, ki
naznani pribliZno po 0,02 us trajajote plazove pionov. Visokonapetostni sunki se
sproZijo na vseh celicah hkrati, kadar v hitri koincidenci reagirajo: vsaj dva
koinciden¢na Stevca in §tevec Cerenkova, antikoincidenéni $tevci pa ne.

Tako dosezeJo, da ne zaznavajo delcev, ki preletijo skupino celic, to je
v glavnem mionov iz §¢ita in kozmiénih Zarkov. Pa¢ pa zaznavajo samo nabite

S1. 3. Trije tipi¢ni posnetki mionov, ki so jih v iskrnih celicah rodili nevtrini z veliko
energijo

delce, ki so jih v celicah rodili nenabiti delci v pravem prenutku po tem, ko je
udaril protonski curek na tarco. -

Se dodatno so izmed fotografiranih reakcij izbrali samo tiste, ki se niso
pripetile preblizu zunanjih sten skupine celic in pri katerih tiri delcev niso
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oklepali s smerjo curka veéjega kota kot 60° V 700 urah delovanja protonskega
sinkrociklotrona se je nabralo samo 113 ustreznih posnetkov. Pri tem so nasli

1. na 49 posnetkih kratke enojne-sledi, po vsej verjetnosti mionov s kine-
ti¢no energijo manj$o od priblizno 200 MeV,
’ 2. na 34 posnetkih dolge enojne sledi mionov s kinetiéno energijo vecjo
kot 200 MeV,"
3. na 22 posnetkih sledi, izvirajoe iz ene tofke z veliko skupno energijo
delcev in
4. na 8 posnetkih zapletene in bolj nedolotene sledi. |

Reakcija iz prve in zadnje.skupine so povzrodili vedinoma nenabiti delci
in tisti nabiti delci iz ozadja, ki so u$li mimo antikoincidenénega sistema. V prvi
skupini je morda tudi nekaj reakcij, ki so jih povzrolili nevtrini z majhno
energijo, v zadnji pa morda nekaj nevtronskih reakcij. Proti koncu poskusa, ko
so izpopolnili §¢it, je bilo reakcij v obeh teh skupinah dosti manj.

Reakcije v tretji skupini so najbrz bolj zapletene nevtrinske reakcije. V oZjo
presojo pridejo tako samo reakcije v drugi skupini, pri katerih so nastali brez
dvoma mioni po reakcijah (6). Med. posnetki povsem pogreSajo take, ki bi kazali
nastanek elektronov (5) s kineti¢no energijo nad 400 MeV, kar pri njih ustreza
isti energiji nevtrinov kot kineti¢na energija 200 MeV pri mionih. Elektroni
s tako veliko energijo bi morali v celicah sproziti znacilne kaskade, o ¢emer so
se prepricali, ko so iskrne celice. izpostavili' curku elektronov-iz elektronskega
sinkrociklotrona. Ce bi bili reakciji (5) pribliZno enako pogostni kot reakciji (6),
bi pri¢akovali vsaj nekaj desetin taksnih kaskad, kar nikakor ne bi moglo ostati
neopazeno.

Upravicenost Vseh trditev so ekspenmentatorp sprot1 ugotavl]ah z dodat~
nimi merjenji in kontrolnimi poskusi. Zaradi tega so preprlcanl da se obe vrsti
nevtrinov zares razhkuJeta ;

Pokazalo se je tudi, da'se izmerjeni presek za reakeiji (6) prlbhzno ujema
z napovedanim. Se: celo razmere med presekoma za reakciji (6), pri katerih na-
stane samo po en mion, in nevtrinskimi reakcijami, pri katerih nastane po veé
delcev, torej razmerje med Stevilom posnetkov iz druge in iz tretje skupine, lezi
v okviru teoreti¢nih napovedi, Seveda pa ]e reakcu premalo da bi mogli na-
tanéneje dolotiti preseke zanje. ./ .

Posebno zanimivi so nekateri poshetki reakcu 1z tretJe skupme Lahko, da
je na petih izmed njih posnet nastanek in razpad vmesnega bozona. Tako imenu-
jejo hipoteti¢en, vsekakor zelo kratkoZiv delec s celostevilénim spinom, ki naj bi
posredoval Sibko interakcijo, podobno kot pioni z izmenjavo posredujejo moéno
interakcijo, npr. med nukleoni, fotoni' pa elektromagnetno' med nabitimi delci.
Podobno kot nastanejo pri trkih nukleonov prosti pioni Sele, ko je energija
nukleonov dovolj velika, lahko pri¢akujemo nastanek prostih vmesnih bozonov
Sele pri dovolj velikih energijah nevtrinov. O tem, kdaj je energija dovolj
velika, odlota masa delca, ki nastane med reakcijo. Domnevajo, da je masa
vmesnega bozona m; manjs$a kot masa protona m,. Pri pogojih opisanega nevtrin-
skega poskusa bi v celoti pri¢akovali kaka dva posnetka nastanka vmesnih
bozonov, ¢e bi veljalo mp = m,, oziroma kakih dvajset takih posnetkov, de bi
veljalo mp = 0,6 m,. Locljivost iskrnih celic pa je zaenkrat Zal $e preslaba, da
bi glede tega mogli narediti kak dokondéen sklep.

Nekateri teoretiki so Ze pred leti predvideli moznost, da obstaja dvoje raz-
liénih vrst nevtrinov. Nishijima® je ugotovil, da bi s preprostimi predpostav-
kami, ki bi imele za posledico razli¢nost obojih nevtrinov, mogli neprisiljeno
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razloZiti prepovedanost nekaterih reakcij, med njimi fotonskega razpada
miona (4). V tem primeru bi morali poostriti tako imenovani zakon o ohranitvi
$tevila leptonov.® Ta zakon pove, da se celotno Stevilo leptonov pri nobeni
reakciji med delci ne more spremeniti, ¢e Stejemo leptone tako, da pripiSemo
vsakemu delcu (e~, u~, ») leptonsko $tevilo 1 in vsakemu antidelcu (et, u*, »)
leptonsko Stevilo —1. Izku$nje s precej$njo gotovostjo kaZejo, da ta zakon zares
velja, saj $e niso opazili reakcij, ki bi ga krsile (npr. dvojnega razpada f). 1z
Nishijimine teorije in iz nekaterih drugih podobnih teorij'* pa sledi, da mora
veljati posebej zakon o ohranitvi Stevila elektronov in njim pridruZenih

kA N (e-) — N (e*) + N (ve) — N (v) = konstantno )
in posebe zakon o ohrahitvi $tevila mionov in njim pridruZenih nevtrinov
Nw)—N@") +N@,)—N (;,,) = konstantno. (8)

Bralec se lahko sam prepri¢a, da sta zakona izpolnjena pri reakcijah (1),
(2), (3), (5) in (6). Fotonski razpad miona (4) pa bi zakona prekrsil in je zato
prepovedan. Tudi reakcije, kakrine so zaman iskali pri nevtrinskem poskusu, npr-.

p+;yeen+e+, (9)

so po teh zakonih prepovedane.
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DOMACE VESTI

OBCNI ZBOR DRUSTVA MATEMATIKOV IN FIZIKOV LRS

Dne 26. oktobra je bil v Ljubljani v prostorih Zavoda za napredek Solstva
redni obéni zbor Drustva matematikov in fizikov LRS. To je bilo ravno v dasu
seminarja za matematiko in fiziko; zato je bila tudi udelezba izredno visoka —
preko 100 ¢lanov iz vse Slovenije, kar je prav gotovo najve¢, odkar obstoja
Drustvo. Ob¢énemu zboru je prisostvoval tudi zastopnik sekretariata sveta za
Solstvo tov. J. Stante, ter dopisnik Tedenske tribune tov. A. Mahkota.

Po otvoritvi in izvolitvi delovnega predsedstva je najprej tov. predsednik
dr. A. Vadnal poro¢al o delovanju Drustva v pretekli poslovni dobi Pokazal je
na aktivnost Drustva pri vzgoji matemati¢nega in fizikalnega naras$faja, ko je
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organiziralo matematiéne in fizikalne kroZke za srednjegolce, prirejalo republiska
in zvezna tekmovanja matematikov, izdajalo strokovno glasilo »Obzornik za
matematiko in fiziko« ter knjiZnico »Sigma«. Dalje se je dotaknil nekaterih
aktualnih problemov naSega $olstva, in sicer: poskusa nekaterih strokovnih $ol,
da bi reducirale Stevilo ur matematike ter da bi izrinile matematiko iz zakljud-
nega razreda, kar je bilo povod sklicanju izredne seje drustvenega odbora,
menda prve, odkar Zivi naSe Dru$tvo; ter dejstva, da je pouk matematike
v vi§jih razredih osnovnih $ol poveéini v rokah nekvalificiranih ljudi, kar je
za nadaljnjo matematiéno izobrazbo udencev velikokrat usodna $koda. Prva
zadeva je bila zadovoljivo reSena posebno Se zato, ker je z akcijo Drustva so-
vpadlo »Priporo¢ilo Odbora Zveznega izvrSnega sveta za prosveto in kulturo
o ukrepih za napredek matemati¢ne izobrazbe« (Obz. za mat. in fiz. IX/3 §t),
medtem ko bo treba drugemu problemu in s tem v zvezi problemu vzgoje stro-
kovnih kadrov posvetiti vso pozornost v naslednjih letih.

Poro¢ilu predsednika so sledila podrobnej$a porocila tajnika F. Sustersica,
blagajnika V. Sladi¢a, referenta za popularizacijo matematike in fizike S. Ursica,
referenta za dvig pouka in predavanja tov. M. Potiskove, tehni¢nega urednika
»Obzornika« F.Kvaternika ter porotilo zastopnika iz kranjskega okraja tov.
Petrad¢a. Iz vseh porogil je bila razvidna velika delavnost Drustva tako v Ljub-
jani kakor po podruZnicah. Prav tej dejavnosti gre zasluga za to, da nastaja
pri nas mlad naras¢aj, ki bo — tako upamo — kos naglemu tehniénemu razvoju,
kateremu sta podlaga ravno matematika in fizika.

V porocilu tov. tajnika je bila posebej izraZzena zahvala tistim sodelavcem,
ki niso bili v upravnem odboru, pa so vendar ob vsaki priliki na povabilo tajnika
prisli na sejo ter pomagali pri organizaciji krozkov, seminarjev in kjerkoli se je
pokazala potreba.

Tehni¢ni urednik »Obzornika« je posebej poudaril razveseljivo opaZanje,
da se §iri ne samo $tevilo tistih, ki na$ list radi berejo, ampak tudi tistih, ki vanj
dopisujejo. Tako letos ni ve¢ toliko problemov z rokopisi, kakor je bilo lansko
leto. Paé¢ pa je Se teZava z denarjem. Naronina namreé ne pokrije niti ene
Stevilke, ki stane okrog 350.000 din. Letos smo sicer dobili od Sveta za prosveto
in kulturo subvencijo 800.000 din; toda to ne bo zadostovalo za 4 &tevilke, ko-
likorkrat izide na$ Casopis letno, zato bo treba prositi Se za dodatno subvencijc.

Obcni zbor je izrekel Svetu za prosveto in kulturo iskreno zahvalo za
velikodusno podporo »Obzorniku« kakor tudi Drustvu, saj brez te pomo¢i ne bi
bilo mogoce razsirjati tolike aktivnosti niti v organizaciji matemati¢no fizikalnih
krozkov niti v izdajanju »Obzornikax.

Po silno Zivahni diskusiji okrog odborni$kih poroéil ter posebno okrog
gimnazijske mature, ki v svoji dananji obliki nikakor ne ustreza, je tov. Stalec
v imenu revizijskega odbora izrekel dosedanjemu upravnemu odboru razrefnico
s pohvalo. Zato je bil tako; nato ponovno izvoljen dosedanji upravni odbor s to
razliko, da je bil tov. UrSi¢u dodeljen v pomoé¢ tov. Marjan Vagaja.

Novi upravni odbor je torej takole sestavljen: dr. V. Vadnal, predsednik;
J. Povsi¢, podpredsednik; F. Suster$i¢, tajnik; V. Sladi¢, blagajnik: S. Ur&ié¢ in
M. Vagaja, sekcija za popularizacijo matematike in fizike; M. Potisek, sekcija
za dvig pouka in predavanj; F. Kvaternik, Obzornik za matematiko in fiziko. —
Po potrebi se lahko pritegnejo za pomo¢ upravnemu odbor tudi dosedanji
svetovalci ter zastopniki $tudentov in podruZnic.

V revizijskem odboru so ostali: M. Lenaréi¢, V. Pilgram in I. Stalec; v ¢ast-

nem razsodii¢u pa: F. CemaZar, L. Molinaro in dr. A. Vakselj. F. Koaternik
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.. SPOROCILO UPRAVE

Prosimo vse sodelavce »Obzornika«, ki so dolZni imeti Ziro ra¢un, da nam
posljejo Stevilko racuna. Tisti pa, ki jim ni treba imeti Ziro ra¢una, naj nam

dostavijo izjavo, glase¢o se takole:

IZJAVA

Podpisani

zaposlen v (pri) e

izjavljam, da nisem ‘dolzan imeti Ziro ra¢una, ker moj honorarni dohodek ne

doseZe predpisane viine.

(Bivalite, datum) ..o,

Podpis AR S S

Novi sodelavei lahko priloZijo Stevilko raduna oziroma izjavo rokopisu, ki

ga posljejo urednistvu.

OBRACUN DRUSTVA MATEMATIKOV IN FIZIKOV LRS
za poslovno dobo od 14. dec. 1961 do 26. okt. 1962

(Objava v smislu zakona o tisku I. pogl., 2., 33. ¢len, Ur. list FLRJ §t. 95/80)

Prejemki: din
Saldo 14. XII. 1961 . 1,136.775
Dotacija Drustvu 380.000
Dotacija »Obzornikuc« . 700.000
Naro¢nina za »Obzornik« 131.810
2,348.585
Saldo 26. okt. 1962 . 365.554

Izdatki: din
Matematicéni in fizik. krozki
v Ljubljani . 448.800
Matemati¢ni in fizik. krozki
v Kranju . . . 31.200
Visoko$olska sekcija 5.412
Tisk in vezava »Obzornika« 1,141.171
Honorarji in uprava »Obz.« . 288.723
Uprava Drustva . 53.500
Banéni stroski . . 14.225
1.983.031

UREDNISTVO JE PREJELO V ZAMENO
Bulletin de la Société mathématique de France, Paris 1962, T. 90, No. 2.

Elektrotehnigki vestnik, -Ljubljana 1961,
Matemati¢ko fizi¢ki list, Zagreb 1962/63,
Proteus, Ljubljana 1962/63, st. 1, 2.

§t. 8-10.
st. 1.

Studii si cercetari de matematica, Cluj 1961, T. XII., No. 1.

Ukrainskij matematiceskij zurnal, Kijev 1962, T. XIV, No. 2, 3.

Uspehi matematiéeskih nauk, Moskva 1962, T. XVII, Vyp. 4.

Vestnik moskovskogo universiteta, Moskva 1962, Serija I, No. 1, 2, 3, 4.



Zveza Drustev matematikov in fizikov FLRJ izdaja ¢asopis:

Nastava matematike i fizike

Naro¢nina je za ¢lane vseh republiskih drt.i_étev matematikov in fizikov
300 din, za ostale naro¢nike, Sole in biblioteke 400 din. Naro¢ila in naroénino
posiljajte na Ziro ra¢un Nastave 101-701-5-1262 z oznako »za Nastavu«.

Drugtvo matematikov in fizikov NRS izdaja

Vesnik Drustva matematic¢ara i fizi¢ara NRS

Letno izide v dveh dvojnih §tevilkah, letna naro¢nina je 400 din. Naro¢nino
posiljajte na éek. raéun 101-707-3-119 Drustvu matematicara i fizi¢ara NRS poad
oznatbo »Za Vesnik«. Dopise poSiljajte na naslov dru$tva Beograd post. fah 791.

Drustvo matematikov in fizikov NRH izdaja za vso drZavo

MATEMATICKO-FIZICKI LIST

za ucence srednjih Sol. Letnik ima S§tiri Stevilke, med poéitnicami ne izhaja.
Letna naro¢nina je 300 din, posamezna $tevilka 75 din.

Profesorji srednjih $ol, priporoéajte list dijakom! Naroéila in naroénino
posiljajte na naslov:

Matematicko-fizic¢ki list, Zagreb, Ilica 16/III, p. p. 165 ali na ¢ekovni raéun
st. 400-21-5-883.

Drustvo matematikov in fizikov LR Hrvatske izdaja ¢&asopis

Glasnik
matemati¢ko-fiziéki i astronomski

Naroé¢nina znaSa 600 din, za redne é¢lane Drustva 300 din, za
ustanove 1000 din. Casopis narotite pri administraciji Glasnika:
Hrvatsko prirodoslovno drustvo, Zagreb, Ilica 3t. 16-ITI. Cekovni
racun 400-21-3-323 za Dru$tvo matematicara i fizicara NRH.

Obzornik za matematiko in fiziko izhaja vsak tretji mesec. Izdaja ga Drustvo
matematikov in fizikov LRS. Urejujejo ga: R. Bline, P. Gosar, F. Krizani¢,
1. Kuscer, A. Moljk, N. Prijatelj, S. Ursi¢, I. Vidav. Odgovorni in tehniéni urednik:
F. Kvaternik. Upravo vodi F. Kvaternik. — Tiska tiskarna CZP »Ljudska pravica«
v Ljubljani. — Naroénina je 400 din, za podjetja in ustanove, ki pla¢ajo po racunu,
in za naroénike, ki placajo po terjatvi, pa 450 din. Posamezna $tevilka 120 din. Na-
ro¢nino nakazite na ¢ekovni ra¢un 600-14-3-207.

Dopise posiljajte in list narodajte na naslov:
Obzornik za matematiko in fiziko, Ljubljana, postni predal 227.



