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5" > OBIORNIK ZA MATEMATIKD IN FIZIKD e

~/O AKSIOMATICNI UTEMELJITVI VERJETNOSTNEGA
RACUNA z §

s 5,-3 .'-_'L}E ;
RAJKO JAMNIK )

V Obzorniku je bila Ze nekajkrat beseda o aksiomatié¢ni utemeljitvi te ali
one matematicne discipline.! 'V citiranih sestavkih gre za sploSna razglabljanja,
ob katerih se avitor ne utegne podrobneje ukvarjati s kakSnim posebnim pri-
merom, ce ne Stejemo sem sklicevanja na evklidsko geometrijo. Pri tej je
aksiomati¢na pot znana vsakemu bravcu. Vendar se nam zdi, da ne bo odveé,
Ce jo pokaZemo Se pri verjetnostnem racunu, torej na primeru, ki je, deprav
ne dosti, vendar nekoliko manj vsakdanji od geometrije. V tem smislu je vse-
bina prid¢ujodega ¢lanka ilustracija usfreznih izvajanj v omenjenih prispevkih
dr. N. Prijatelja. Obenem pa pomeni dopolnilo sestavka dr. A. Vadnala »O defi-
nicijah matematic¢ne verjetnosti«.?

Pot, ki jo bomo ubirali pri aksiomati¢ni utemeljitvi verjetnostnega raduna,
je povsem analogna z ustreznim ravnanjem v geometriji. Za to so dobri razlogi.
Kot geometrija operira tudi verjetnostni rac¢un s pojmi, prevzetimi iz izkustva.
Teh pojmov ne bomo definirali eksplicitno, ampak s primerno izbranimi
povezavami med njimi. Teh vezi pa si ne bomo mogli izmigljati svojevoljno,
ampak nam jih bo sugeriralo izkustvo. V iskanju osnovnih povezav bo pogla-
vitno naSe delo. Na koncu sestavka bomo Se pregledali, kaksno podobo dobe
v aksiomati¢ni kocepciji najvaznejSe tvorbe verjetnostnega racuna.

1.

Osnovna -objekta verjetnostnega racuna sta poskus in dogodek. V vsakda-
njem govoru obe besedi, tako kot veéina drugih, nimata toéno dolofenega
pomena. Priblizno bi ju lahko opisali takole: Naj bo K mnoZica dejstev, ki
zmeraj nastopajo hkrati. Vsaka realizacija mnoZice K je poskus, recimo a. Ce
eksistira Se kakSno dejstvo A, ki hkrati z mnoZico K lahko nastopi ali ne
nastopi, je A dogodek. S tem dokaj meglenim opisom se bomo zaenkrat za-
dovoljili, v nadaljnjem pa se bomo precej ubadali prav s tem, da bomo natanéno
opredelili pomen besed »poskus« in »dogodek« v verjetnostnem rac¢unu

Zac¢nimo kar z dogodki! Med dogodki definiramo nekaj relacij. Ker sodimo,
da so te relacije bravcu poveclini znane, jih bomo nasteli, ne da bi navajali kaj
dosti primerov; pa¢ pa bomo povsod zabeleZili lastnosti relacij.

1. Ce sta dogodka A in B taka, da se vselej obenem z dogodkom A zgodi
tudi dogodek B, pravimo, da je dogodek A nacdin dogodka B, in zapiSemo

ACB = (1)
! Dr. N. Prijatelj, Nicolas Bourbaki, Obzornik VII/4, 1960, str. 145—150; O rela-

cijah, Obzornik VIII/4, 1961, str. 155—161.
? Obzornik IV/3, 1955-56, str. 97—104.



Binarna relacija »nacin« je ofitno refleksivna:

[REF[ RO AcA
in tranzitivna:
iz AC B, Bc(C sledi ACC

2. Ce je dogodek A nac¢in dogodka B, Se ni redeno, da se zgodita A in B
zmeraj hkrati, saj ni nujno, da je tudi B € A. Ce pa sta dogodka A in B taka,
da je AC B in B € A, pravimo, da sta dogodka A in B ekvivalentna. Pri do-
godkih nas bo zanimalo le to, kolikokrat se zgode. S tega glediS¢a pa je
razlikovanje med ekvivalentnimi dogodki nepotrebno, saj se zmeraj zgode
hkrati. Zato bomo smatrali ekvivalentne dogodke za med seboj enake; tore]

iz AcB, Bc A sledi A=B (2)

Relacija enakosti je seve refleksivna, simetriéna in tranzitivna. Cbenem pa
pomeni dogovor (2), da je relacija »nacin« antisimetri¢na.

3. Med dogodki ima posebno mesto tisti, ki se zgodi v vsakem poskusu;
reCemo mu gotov dogodek. Vsi gotovi dogodki so med seboj enaki, zato bomo
vsak gotov dogodek oznadili z istim znakom, in sicer z U. Podobno je z dogod-
kom, ki se ne zgodi v nobenem poskusu in ga zato oznadujemo zmeraj z V.
Dogodek, ki ni niti gotov niti nemogoc, je slucajen. Ocitnc velja za vsak slu-
C¢ajen dogodek A relacija

VCACU

4. Vpeljimo med dogodki dve rac¢unski operaciji!

A. Dogodek, da se od dogodkov A in B zgodi vsaj eden, imenujemo vsnto
dogodkov A in B; oznad¢imo ga z znakom

AUB (3)
Analogno je A, U A, U... UA4, dogodek, da se zgodi od dogodkov 4., A.....,
Ay, vsaj eden.
B. Dogodku, da se zgodita dogodka A in B hkrati, reCemo predukt do-
godkov A in B; zanj uporabljamo znak
Prav tako je 4, N A, N ... NA, dogodek, da se zgode dogodki A4,, A.,..., A,
hkrati. |

Za vsoto in produkt od¢itno veljata komutativnostni in asociativnostni
zakon:

AUB=BUA ANB=BnNnA (9)

(AUB)UC = AU (BT C) (ANB)NC = A4AN{BNC) (6)



Asociativnostni zakon smo potihem Ze upostevali pri oznadevanju vsote in pro-
dukta ve¢ kot dveh dogodkov; zaradi njega so namre¢ cklepaji odveé. Nekoliko
manj na dlani je dejstvo, da veljata kar dva distributivnostna zakona-

(AUB)NC = (ANC)U(BNC) (7)
(ANB)UC = (AUC)N(BUC) (8)

PokaZzimo za primer, da velja zakon (7)! Njegova leva stran je dogodek,
da se hkrati zgodita dogodka 4 UB in C. V sploSnem se lahko zgodi na ftri
nacine: tako, da se zgodita dogodka A in C hkrati; tako, da se hkrati zgodita
dogodka B in C; in koné¢no tako, da se zgode hkrati vsi trije dogodki A, B in C.
Zadnji nain pride v poStev seve le tedaj, kadar se moreta zgoditi dogodka A
in B hkrati. Desna stran zakona (7) pa je dogodek, da se zgodi vsaj eden od
dogodkov A N C in B N C. Ta dogodek se oCitno zgodi na iste tri nadine kot
dogodek na levi strani zakona (7). Torej se zgodita dogodka na levi in na desni
strani zmeraj obenem in sta zato enaka. Na podoben nadin se preskusi zakon (8).

Nadalje je o¢itno, da

iz ACB sledi AUB=B, AnB-=4

Ce je B = A, sledi od tod
AUA=A4 AN A=A

9. Dogodka A in B imenujemo nezdruzljiva, ¢e se ne moreta zgoditi hkrati,

to se pravi, Ce je
ARE=Y (9)
Ce je razen tega Se
AUB=1, (10)

pravimo, da sta si dogodka A in B nasprotna ali da je dogodek B negacija do-

godka A. Negacijo dogodka A bomo v bodode oznadevali z znakom A.

Obe relaciji (nezdruZljivosti in nasprotnosti) sta simetri¢ni in irefleksivni.
Nadalje velja

(AUB)=AnB (11)

(ANB)=AUB (12)

Za vzorec preverimo formulo (11)! A U B je dogodek, da se zgodi VSaj
eden od dogodkov A in B. Njegova negacija je torej dogodek, da se ne _z_gcrdi

niti A niti B. To pa ni ni¢ drugega kot dogodek, da se zgodita obenem A in B.
6. Dogodek A je sestavljen, ¢e je mogoce najti taka nezdruzljiva dogodka
B in C, da je
A=BUC

Za dogodek, ki ni sestavljen, retemo, da je elementaren.
1. Za bodoco rabo definirajmo Se dve mnoZici dogodkov. V prvi mnozici

S—={4,4,... 4,"
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naj bodo dogodki taki, da se v vsakem poskusu zgodi natancno eden od njih;
to se pravi, da je

Aﬁ' N AJ’:V (i:jr_':l??-'}*'*:n‘; ?’:1:.?)
Al UAE U..QUA?;:U

Tako mnozZico imenujemo popoln sistem dogodkov.
Mnozici O dogodkov A, B, C, ... pa predpisimo takole strukturo:
I.iz A eO sledi A €O ;

II. iz A, BeO sledi ANBeO.
Za mno¥ico O s to strukturo reéemo, da je obseg dogodkov.

Br? vidimo, da spadata v O zmeraj dogodka V in U.

Res: Naj bo A € O ; tedaj je zaradi I tudi AcOinzaradiII §e AN A =
=V € O ; od tod sledi zaradi I se V=UceO.

Prav tako iz 4, B € O sledi, da je A UB € O. |

Po I namre¢ dobimo 'Z,_é e O, od tod po I ANBeO in po formuli (11)
(A U B) e O. Upostevajmo Se enkrat zahtevo I, pa' dobimo iz zadnjega re-
zultata A U B € O, tako kot smo trdili.

Naj bo S = { A A, ..., A, "} popoln sistem dogodkov. Sistemu dodajmo
Ye vse mogode vsote dogodkov iz S in nemogoé¢ dogodek! Tako dobimo obseg
Os, ki vsebuje popoln sistem: S. V obsegu Ogs je toliko dogodkov, kolikor je
vseh podmnoZic mnoZice S, torej 2" Na opisani nadin najpreprosteje pridemo
do obsega dogodkov. Vzemimo za primer najmanj$i popoln .sistem S5; tega
sestavljata le dva dogodka, namre¢ dogodek A in njegova negacija A. Edina
mozna vsota je potem A U A = U, zato sestavljajo obseg Oy le §tirje dogodki:

V, A, A in U. Omenimo $e trivialni primer obsega, namrel obseg, v katerem
sta le dogodka U in V; le-ta je prakti¢no nepomemben.

Za verjetnostni radun so pomembne samo naStete relacije med dogodki,
njihova individualna narava pa prav ni¢. Aksiomati¢no vzeto so tore} dogodki
definirani prav s temi relacijami. Ni se teZko prepric¢ati, da veljajo navedene
relacije med podmnozicami poljubne mnozice U. V ta namen moramo samo
prevesti pojme v zvezi z dogodki v jezik teorije mnoZic, pa bo postala trditev
neposredno razvidna. Sestavimo torej ta slovar!

Pri dogodkih: Pri podmmnoZicah:
Gotov dogodek U Vsa mnoZica U
Nemogoc¢ dogodek V Prazna mnoZzica V
Dogodek A je nacin dogodka B PodmnoZica A je podmnoZica podmno-
Zice B
Dogodka A in B sta enaka PodmnoZici A in B sta enaki
Vsota dogodkov A in B Unija podmnozic A in B
Produkt dogodkov A in B Presek podmnozic A in B
Nezdruzljiva dogodka A in B Med seboj tuji podmnozici A in B
Nasprotna dogodka A in B Komplementarni pidmnozici A in B
Elementarni dogodek FElement mnozice U
Popoln sistem dogodkov Sistem razredov mnoZice U
Obseg dogodkov Obseg podmnoZic mnozice U
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Ni re¢eno, da predstavljajo podmnozice poljubne mnozice U edini model
za mnozico dogodkov; toda zelo koristno je, ¢e se odlo¢imo prav zanj, tako kot je
v geometriji zelo ploden aritmetiéni model, torej analiti¢na geometrija. V bodoce
nam bodo zato dogodki podmnoZice neke abstraktne mnozice U.

Urediti moramo Se vprasanje: Ali so dogodki vse podmnozice mnozice U
ali samo nekatere? Ce je mnozica U koné¢na, ni posebnih teZav, ¢e vzamemo za
dogodke vse njene podmnoZice. Pri neskonc¢ni mnozici U pa bi bilo dostikrat
nerodno, pa tudi nepotrebno, obravnavati kot dogodke vse podmnozice. Zato
se v takem primeru pogosto omejimo na primerno izbran del podmnoZic. Seve
morajo tvoriti izbrane podmnoZice obseg, da jih lahko nemoteno sestevamo in
mnoZimo. Se veé¢ zahtevamo: Izbrani obseg B podmnoZic mora biti tak, da

iz A, A,, A,,...€B sledi A, nNA, N An...eB

S to zahtevo smo poostrili pogoj II iz definicije obsega. V obsegu B je tore]
neomejeno izvedljiva operacija Stevno mnogo presekov in zato tudi operacija
$tevno mnogo unij. Obsegu B s to lastnostjo bomo rekli Borelov obseg. Vsak
obseg podmnoZic kon¢ne mnozZice imamo lahko za Borelov obseg, saj nas v njem
Stevni presek gotovo ne privede iz obsega.

Zdaj pa Ze lahko natan¢no povemo, kaj so dogodki:

Dana naj bo abstrekina mnoZica U in neki Borelov obseg B njenih pod-
mnoic. MnoZica U je gotov dogodek, njeni elementi e so elementarni dogodki,
elementi obsega B pa dogodki.

| Kadar torej v aksiomati¢ni koncepciji govorimo o dogodkih, nam je zmera]
pred oémi mnoZica U in Borelov obseg B njenih podmnozic. Zats je smotrno
zdruziti oba podatka v skupno tvorbo (U, B); tej tvorbi re¢emo merljiv prostor.

2.
Zdaj, ko vemo, kaj so dogodki, si vzemimo na piko njihovo verjetnost.
Zanjo sta znani dve definiciji:
1. klasi¢na: Ce je dogodek A vsota r dogodkov iz popolnega sistema, v ka-
terem je s dogodkov, je verjetnost p (A) dogodka A enaka

P
p(A) = — (13)

S
2. statisti¢na: Ce se v n enakih poskusih zgodi dogodek A m-krat, je

verjetnost dogodka A

p (A) = lim — (14)

1 ~—> % T

Iz definicij (13) oziroma (14) se zlahka dobe naslednje lastnosti verjetnosti:

0<Lp(4) L1 (15)

Sl p(V)=0 p(U) =1 (16)
' p(AUB)=p(4) +p(B)—p(A N B) (17)

p (A) =1—p (A) (18)
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Formula (17)) je posebno preprosta, ¢e sta dogodka A in B nezdruZljiva; tedaj
je namrec -

p(A UB) =p(4) + p(B) (19)

NaStete lastnosti verjetnosti so braveu gotovo znane, zato se ne bomo mudili
z njihovim dokazovanjem. -

Preden definiramo verjetnost aksiomati¢no, razmislimo, kaj je pravzaprav
naloga verjetnostnega racuna! Osnovno nalogo lahko na kratko oértamo takole:
Znane so verjetnosti dogodkov A, B, C, ... Iz njih je treba izra¢unati verjetnosti
dogodkov, ki so z dogodki A, B,C,... v zvezi. Poudarek je torej na racunanju
z danimi verjetnostmi, ne pa na dolo¢anju le-teh. Zato je za verjetnostni racun
kot matemati¢no disciplino brez pomena, kako so nastale izhodne verjetnosti;
vazno je le, kako se vedejo pri rac¢unanju. Za verjetnost, definirano klasi¢no ali
statisticno, nam to kazejo formule (15) do (19). Iz teh formul pa obenem raz-
beremo pot za aksiomati¢no definicijo verjetnosti: -

Dan naj bo merljiv prostor (U, B), Vsakemu dogodiu A € B priredimo
Stevilo p (A), ki naj ustreza pogojem

I. p(A) 20 za vsak A ¢ B
III. Ce sta dogodka A in B mnezdrusljiva, je p (A U B) = p (4) + p (B).
S‘tevilo p (4) s temi lastnostmi je verjetnost dogodka A.

To je aksiomati¢na definicija verjetnosti, kakrsno je dal leta 1933 A. N.
Kolmogorov.?

Pri tej definiciji nas najprej zbode v ofi dejstvo, da je sistem aksiomov
I—III zelo skromen, saj smo od lastnosti (15) do (19) uporabili le majhen del.

Vendar se ni tezko prepricati, da iz aksiomov I—III slede vse lastnosti (15)
do (19).

Storimo to! Najprej pokaZimo, da
iz A cB sledi p (A) £ p (B) (20)

Res, ¢ce je A € B, lahko najdemo tak dogodek C, da je AN C =V in
A U C = B. Po aksiomu III je tedaj p (4) + p (C) = p (B) in

p (4) = p (B) —p (C)

Po aksiomu I je p (C) > 0 in zato p (4) £ p (B), tako kot smo trdili.

Iz lastnosti (20) dobimo takoj drugi del ocene (15), namret p (A) L 1 za
vsak A € B. Treba nam je le upostevati, da je A ¢ U za vsak A € B.

Tudi zvezo p (V) = 0 bomo brZ dokazali. O¢itno lahko pifemo

=0U0UV

* A. N. Kolmogorov, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Berlin 1933.
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Tu je desna stran vsota dveh nezdruZljivih dogodkov, zato je po aksiomu III

p (U) =p (U) + p (V),
torej p (V) = 0.

Kako je s formulo (18)? Iz zveze
U=AUA
sledi po aksiomih II in III

1=p(U) =p (4 + p(4);
to pa je Ze formula (18).

Dokazimo Se veljavnost formule (17)! Naj bosta A in B poljubna dogodka.
Izrazimo dogodka A U B in B takole:

AUB=AU(AN B)
B = (A NB)U(AN B)

_Dog_cadka Ain A N B sta nezdruZljiva, prav to pa velja tudi za dogodka A nB
in A N B. Zato je po aksiomu III

p (AUB) =p(4) + p(An B)
p(B) =p(AnB) +p(AnB)

Odstejmo drugo enac¢bo od prve:
p(AUB)—p(B) =p(4)—p(ANn B)

pa smo pri relaciji (17).
Torej res iz aksiomov I—III slede vse lastnosti (15) do (19).

Pri sistemu aksiomov nas navadno skrbe tri redi: prvig, ali so aksiomi med
seboj neodvisni; drugic, ali je sistem neprotisloven; in tretji¢, ali je sistem
popoln. Kako je v tem pogledu s sistemom aksiomov Kolmogorova? Hitro se
vidi, da so aksiomi med seboj neodvisni. Vzemimo obseg, ki ga sestavljajo
dogodki V, A, A in U ter postavimo p(V) =p(4) = p (4) =0,1 in p (U) = 1;
prva dva aksioma sta v tem primeru izpolnjena, tretji pa ne, ker » (4) + p (4) ==
=+ p (U). Ce pa vzamemo p (V) = 0, p (4) = p (Z) = 0,25 in p (U) = 0,5, sta izpol-
njena prvi in tretji aksiom, drugi pa ne. In konéno ustrezajo Stevila p (V) = 0,
p(Ad) = —1, p(A) = 2, p(U) =.1 drugemu in tretjemu aksiomu, prvemu pa ne.
Da sistem ni protisloven, razberemo iz dejstva, da mu ustreza verjetnost, de-
finirana na klasi¢ni ali na statistiéni nadin. Pa¢ pa sistem ni popoln, saj lahko
dan merljiv prostor (U, B) na razliche nadine opremimo z verjetnostmi. Da :o
uvidimo, vzemimo, da je U =4 e,, e,,...,e, } in B sistem vseh podmnoZic mno-
zice U. Izberimo si poljubna nenegativna Stevila p,, p,, . . ., Pn, ki ustrezajo pogoju

pl_l_pﬂ‘—:f_...—i—pn:].
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in postavimo
pi=ple) (=12..,n);

za A = { e, e, ..,ei, ! panaj bo
PplA) = Disy, = D T .u. T Dy

V vsakem takem primeru (in oditno jih je neskonéno mnogo) so izpolnjeni vsi
aksiomi Kolmogorova. Pogosto imamo nepopolnost sistema za lepotno napako,
tu pa je prav narobe: V uporabah se sreamo z nalogami, pri katerih je treba
obravnavati isti merljivi prostor (U, B), toda z razli¢nimi porazdelitvami vei-
jetnosti; v takih primerih nam pride nepopolnost sistema aksiomov kar prav.

Z aksiomi I—III prav lepo shajamo, ¢e je mnoZica U koné¢na. Ce pa je U
neskonéna mnoZica, si navadno delo olajSamo tako, da sistem aksiomov po-
ostrimo. To storimo s tem, da aksiom III zamenjamo z zelo utemeljenim
aksiomom. o zveznosti:

Ce je zaporedje dogodkov B,, B,,B,, ... padajocte:
B, O.B, 2 B, D .
in je produkt teh dogodkov nemogoé dogodek:

Blntntn-..:V,
Je |
Iimp (B =0

N3

Z aksiomom o zveznosti torej zahtevamo nekako tole: Ce se dogodek
zadosti malo »razlikuje« od nemogocega dogodka, mora biti tudi njegova ver-
jetnost tako malo razlitna od verjetnosti nemogocega dogodka, kot le ho¢emo.
Ocitno je ta zahteva kaj naravna.

Izkaze se, da je aksiomu o zveznosti ekvivalentna naslednja lastnost
verjetnosti:

Ce so dogodki A,, A,, 4,, ... paroma nezdruljivi, je
p(A, U AU A U..)=p(4) +p(d) +pd,) +... (21)

Dokazu te trditve se bomo odrekli.

Relacija (21) je zelo sorodna z aksiomom III, le nekoliko ostrejSa je. Ker
je tako podobna aksiomu III, bomo ta aksiom nadomestili prav z njo. Ce je
torej mnozica U neskonéna, priredimo v merljivem prostoru (U, B) vsakemu
dogodku A tako Stevilo p (4), da je |

I. p(4A) >0 za vsak A ¢ B
I, pill) =1

IlTa. p(AtUA,UA,U..)=p(4) + p(4,) +p (4, + ... za poljubne pa-
roma nezdruzljive dogodke A, A,, 4.,... iz B.
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Tako smo vsakemu elementu iz obsega B priredili neko realno gtevilo
p (4). Kolicina p (A) je potemiakem enoli¢cna realna funkcija z definicijskim
obmoc¢jem B. Seve ne gre za povsem navadno funkcijo: Argument funkcije
v (A) ni Stevilo ali, geometrijsko govorjeno, tocka, ampak neka mnozica; zato
tudi reCemo, da je p (4) funkcija mnozice. Ta funkcija je zaradi aksioma I
nenegativna; ker usfreza aksiomu IIl a, pravimo, da je totalno aditivna. Ne-
negativno in totalno aditivno funkcijo mnoZice imenujemo na kratko mero. Ce
ustreza mera Se pogoju II, reCemo, da je normirana. V tej terminologiji lahko
prav na kratko povemo, kaj je verjetnost:

Verjetnost p je normirana mera, definirana na merljivem prostoru (U, B).

Merljivemu prostoru (U, B), v katerem je definirana mera p, reemo
prostor z mero in ga oznaéimo z znakom (U, B, p); s tem nakaZemo vsa dolo-
Cila prostora. Prostor z mero, v katerem je mera verjetnost, pa imenujemo ver-
jetnostni prostor. Ker je verjetnost mera, ima vse lastnosti, ki odlikujejo mere
nasploh. Te lastnosti so dokaj dobro proucene. Zato korist od opisanega nacina
aksiomatizacije verjetnostnega raduna ni le nadéelna, namre¢ v dejstvu, da je
z njo verjetnostni racun solidno utemeljen, ampak tudi prakti¢na: tako aksio-
matizirani teoriji verjetnosti so postala s tem dostopna vsa sredstva teoriie
mere. To pa ne pomeni tako malo.

Dolzni smo Se odgovor na vprasanje, kaj je v aksiomati¢ni koncepciji
poskus. Preden odgovorimo nanj, pomislimo, kaj nas pri poskusu pravzaprav
zanima. Dve stvari sta to: kateri dogodki se morejo pri poskusu zgoditi in kako
je porrazdeljena verjetnost po moznih dogodkih. Na prvo vpraSanje odgovorimo
tako, da navedemo popoln sistem U elementarnih dogodkov (izidov) za dan
poskus in da Stejemo za dogodke vse elemente nekega Borelovega obsega B
podmnozic mnozice U. Na drugo vpraSanje pa nam daje odgovor verjetnostna
mera p (4), definirana na obsegu B. Skratka, vsak poskus a nam dolo¢a neki
verjetnostni prostor (U, B, p). Velja pa tudi obratno: Vsak verjetnostni prostor
imamo lahko za agregat podatkov o nekem poskusu. Z aksiomatiCnega glediSca
je zato razlikovanje med poskusi in verjetnostnimi prostori odved. Torej lahko
recemao:

Poskus je verjetnostni prostor.

S tem je definiran tudi drugi osnovni objekt verjetnostnega racuna.

3.

V tem razdelku bomo na kratko opisali, kako opredelimo v aksiomati¢ni
koncepciji druge pomembne objekte verjetnostnega racuna.

Pri poskusu so izidi pogosto oznaceni s Stevili. Mnozico vseh izidov imamo
lahko za zalogo vrednosti neke spremenljivke. Katero vrednost ta spremenljivka
zavzame, je odvisno od sludaja; zato retemo tej spremenljivki sluéajne spre-
menljivka. Zanjo vemo, katere vrednosti lahko zavzame in kako je po teh
vrednostih porazdeljena verjetnost. Drugace refeno, slucajna spremenljivka je
dolo¢ena z zalogo vrednosti in s porazdelitvenim zakonom. |

Ce je zaloga vrednosti slucajne spremenljivke a kveéjemu Stevna mno-
zica{ a,, @, @4, ... [, je porazdelitveni zakon podan najbolj naravno, ¢e na-
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vedemo verjetnost px za to, da zavzame sludajna spremenljivka a vrednost «j
(=123 50

pr = p (ax) = p (o = ag) (22)

Kadar pa je zaloga vrednosti neStevna mnozica, ni mogoce zapisati porazdelitve-
nega zakona v obliki (22). Pri takih sludajnih spremenljivkah & se zadovoljimo
s tem, da za vsako realno Stevilo x povemo, kolika je verjetnost za to, da je
& < z. Vsakemu realnemu Stevilu x je s tem prirejeno Stevilo

F(z) =p (¢ <a) (23)

Funkcija F (x) je tako imenovana porazdelitvena funkcija sluéajne spremen-
ljivke & Razume se, da je mogoce dobiti porazdelitveno funkcijo tudi iz za-
kona (22): njeno vrednost pri danem x izradunamo tako, da seStejemo vse
tiste pg, za katere je ar << x. ‘

Poskuse je najlaZe obravnavati, ¢e so izidi oznadeni s $tevili. V takem
primeru se delo reducira na proucevanje slucajne spremenljivke, ki poskus
popisuje, torej na obravnavanje neke mnozice Stevil. Seveda lahko vsak poskus
prevedemo v tako obliko: treba nam je le vsak izid poskusa na primeren nadin
oznaciti s §tevilom. Natanéneje povedano: Naj bo poskus (U, B, p); vsakemu
e € U priredimo realno stevilo f (¢). Da bomo dobili slu¢ajno spremenljivko, mora
biti predpis tak, da je mogocfe za vsako realno Stevilo x povedati, kolika je
verjetnost mnozice A, tistih e, za katere je f (e) <x. Drugace receno, za vsako
realno Stevilo x mora biti definirana porazdelitvena funkcija

F(x)y=p(As) =p(e:f(e) <x) (24)

Ker imajo verjetnost natan¢no vse mnozice iz obsega B, lahko to zahtevo for-
muliramo tudi tako, da reéemo: Za vsako realno §tevilo x mora biti

A, e€eB (29)

- S predpisom, ki prireja vsakemu e € U §tevilo f (e), je definirana na mno-
zici U enoli¢na realna funkcija. Za razliko od funkcije p (4) je f(e) funkcija
toCke, saj je njen argument zmeraj element mnoZice U, ne pa kaks$na druga
njena podmnozica. Ker ustreza funkcija f(e) zahtevi (24) oziroma (25), pra-
vimo, da je funkcija merljiva. In na dlani je, da je f (e) sluéajna spremenljivka,
saj je znana njena zaloga vrednosti in porazdelitvena funkcija. V nad kon-
cepciji je torej slufajna spremenljivka merljiva funkecija, definirana na mno-
zici U.

Pri sluéajnih spremenljivkah imajo poseben pomen nekatere njihove
Stevilske karakteristike: matematiéno upanje, disperzija itn. Kot je znano, je
matematiéno upanje M (&) sluéajne spremenljivke &, ki lahko zavzame vrednosti
Xy, Xy, - « o T Z Verjetnostmi py, p,, . . ., Py, definirano s predpisom

M (&) = X xxpx (26)
k=1

Slu¢ajno spremenljivko &, ki zavzame le n vrednosti, imamo lahko za
»stopnicasto« funkcijo f (e), definirano na mnoZici U. To se pravi, mnoZico U
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je mogole razcepiti v sistem razredov A, A,,... A, tako, da je za vsak k
od 1 don |

fle) =xr (e € Ag)

p (Ax) = pr

Izraz na desni strani relacije (26) nas po obliki zelo spominja na doloCeni
integral stopnicaste funkcije.* Razlika je le v tem, da je vlogo dolZine prevzela
mera p. Ker je dolZina tudi mera, ta razlika ni tako velika, kot bi se utegnilo
zdeti na prvi pogled. Zato bomo imenovali izraz

n
> Xk Dk
K =1

integral stopnicaste funkcije & = f (e) na mnozici U po meri p.

Za poljubno omejeno merljivo funkcijo f (e) pa definiramo integral takole:
Naj boa £ f (e) < b za vsak e € U; razdelimo interval a £ x £ b's to¢kami

a=$g<$1<x2<...<$ﬁﬂb (27)
1n oznacimo
pr=pAr) =pe:xr—1 < f(e) <xx)

Zdaj tverimo vsoti

5 ==
K

L1 Pk

n
= 1

n
SZZ Xk Pk
k=1

Vsoto s imenujemo spodnjo, vsoto S pa zgornjo. Kot pri Riemannovem integralu
se izkaZe tudi tu, da je mnozica spodnjih vsot, tvorjenih pri vseh mogocih
delitvah (27), navzgor omejena, mnoZica vseh zgornjih vsot pa navzdol omeiena
in da je sup s =infS. To skupno vrednost imenujemo Lebesguov integral
funkcije f (e) na mnoZici U po meri p; oznacujemo ga z znakom

[ fadp (23)
U

V kaksSni zvezi je integral (28) z matemati¢nim upanjem slucajne spre-
menljivke & = f (e)? Spodnja vsota s je ofitno matemati¢no upanje stopnicaste
slu¢ajne spremenljivke, ki ni nikjer ve€ja od &, zgornja vsota S pa matemati¢no
upanje stopnidaste sluéajne spremenljivke, ki ni nikjer manjSa od & Torej je
za vsako delitev (27)

sLME LS

* Prim.dr. I, Vidav, O definiciji doloCenega integrala, OCbzornk VIII/2, 1961,
str. 49—54.
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To pa pomeni, da je za poljubno omejeno slu¢ajno spremenljivko & = f (e)

M@= [ f)dp (29)
U

Razdirimo definicijo Lebesguovega integrala Se na neomejene merljive
funkcije f(e)}! Ravnajmo takole: Izberimo si poljubni realni Stevili ¢ in b fer
stvorimo funkeijo-

fle), a<f(e)<b

fav () =
0 drugod

Funkcija fus () je omejena in merljiva, zato ima Lebesguov integral. Ce eksi-

stira kon¢na limita tega integrala pri pogoju @ -—— o0, b— ¢, jo vzamemo za

integral merljive funkcije f (e):

[f@dp= lim [ fu(e)dp
2 ol
Ta integral spet ni ni¢ drugega kot matematiéno upanje sludajne spremenljivke
& = f (e). Torej velja splosno:
Matemati¢no upanje slu¢ajne spremenljivke & = f (e) je Lebesguov integral
funkcije f (e) na mnozici U po meri p.
Podobno velja za druge Stevilske karakteristike slucajne spremenljivke
§ = f (e). Tako je disperzija |

/

D@ = [ ) —M©Pdp

U

in moment reda n glede na vrednost a:

pn (@) = [ If () —a]* dp
U

Koncéno si oglejmo Se, kaj je v. aksiomatiéni koncepciji trenutno najbolj
aktualna tvorba verjetnostnega ratuna — slu¢ajni proces. Slucajni proces & (t)
je funkcija realne spremenljivke ¢, in sicer taka, da je pri vsakem moZnem 1
»vrednost« funkcije neka slucéajna spremenljivka. Torej lahko tudi reéemo, da
je sluCajni proces enoparametri¢na familija slué¢ajnih spremenljivk. V uporabah
je ta parameter navadno ¢as in sludajni proces sludajna spremenljivka, ki se
s ¢asom spreminja.

Videli smo Ze, da je slu¢ajna spremenljivka v na8i koncepciji merljiva
funkcija, definirana na mnozici U, Potemtakem je sludajni proces & (t) funkcija
dveh spremenljivk: e in ¢,

$(t) =7 (et),

in sicer taka, da je pri vsakem moZnem ¢, funkcija f (e, t,) merljiva z mero p.
Ce namesto ¢ fiksiramo spremenljivko e, dobimo realno funkcijo realne spre-
menljivke f (e, t), tako imenovano realizacijo sludajnega procesa. Tej funkeiji
ne predpisujemo nobenih posebnih lastnosti, vendar je, vsaj v uporabah, precej
pohlevna.
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/O POSLEDNJEM FERMATOVEM PROBLEMU
ANTON SUBHADOQOLC

Naloga, re§iti enaébo
o gyt =gl (1)

kjer je n > 2, x, Yy, z pa cela pozitivna, med seboj tuja si 3levila, je znana pod
irnenom poslednji Fermatov problem. Matematik P. Fermat je namre¢ na rob
neke knjige zapisal, da je naSel ¢udovit dokaz za trditev, da naloga ni resljiva.
Mnogo matematikov vse do danasnjih dni se je ukvarjalo s tem problemom,
vendar ga dosle] Se nihée ni resil. Znano je npr., da je naloga neresljiva za
eksponente n, ki so prastevila, manjsa od 253 747 889, ¢e noben > od §tevil x, v, z
ni deljivo z eksponentom n. V primeru, da je eno izmed $tevil x, ¥, z deljivo Z 1,
naloga gotovo ni resljiva za prastevila << 4002.1

Dandanes, v ¢asu hitrih elektronskih rac¢unalnikov, se nam ponuja misel,
morda bi numeric¢no, s poskuSanjem, uspeli najti kaksny reSitev enacbe (1), Ce
jo ta sploh ima. Glede na dosedanje raziskave in delne uspehe se to ne zdi
verjetno. Pa tudi, ¢e je enacba (1) resljiva pri kakSnem n, so resitve tako velika
Stevila, da jih niti s poskuSanjem niti s strojem ne bo mogoée najti. To si bomeo
v naslednjem natancneje ogledali. |

Vzemimo, da ima enacdba (1) res reSitev xz,y,z pri nekem eksponentu »;
privzeti smemo, da velja x <<y <z. Enakost je povsod izkljucena, ker smo
zahtevali, da so si x,y,z med seboj tuji. Postavimo: z=y +u, u=1, in
vstavimo to v enacbo (1):

(y + w)" = 2" = y" + "

Na levi uporabimo binomski izrek in dobimo

y" + [";’] gty 4 .. F ['”’] Ut = i + yn
n

Od tod sledi x> ny™?lu. Ker je y >x in w>1, imamo x® = nx™! in p>
delitvi z 2”1 dobimo x > n, potem pa tudi y > n ter z > n.

Z besedami povemo to ugotovitev takole: V eventualni reSitvi enacbe (1)
so x, Y,z vsi ve¢ji od n. To elementarno oceno je mogoce Se bistven » izboljsati,
kot je pokazal madzarski matematik R. Oblath v [1]. V tem ¢lanku je dokazal
avtor naslednji izrek:

Izrek 1. Ce so x,y, z refitve enacbe (1), n pradtevilo > 3, veljajo za x,vy, 2
tele ocene:

1. Ce nobeno od S§tevil x,y, z ni deljivo z n, x <<y <<z, velja
x=4n2+ 1, Yy & 2(4n4 1), 2 2210w+ 1)

2. Ce je eno od §tevil x,y, 2z deljivo z n, potem je vsaj eno od ostalih dveh
Stevil veéje od 3z n3 "1,

Ce v tem izreku upoStevamo citirane ugotovitve Vandiverja in zakoncev
Lehmer, dobimo tele Steviléne ocene:

i Prvo trditev sta dokazala zakoneca D. H. in Emma Lehmer: On the first case
of Fermat’s Last Theorem, Bull. Amer. Math. Soc. .447, drugo pa Selfridge, Nicol,

Vandiver: Proof of Fermat’s Last Theorem for all prime exponents less than 4 002,
Proc. Nat. Acad. Sci. USA 441 (1955).
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Izrek 2. V primeru 1 velja x™ >> 104410, V primeru 2 je vsaj eno od Stevil
x, Y,z vetje od 1043 200,

Za boljSo predstavo velikosti Stevil pripominja avtor, da bi rabili samo za
zapis $tevila 2 v primeru 1 veé¢ kot 210 let, ¢e bi pisali s hitrostjo 2 Stevilki na
sekundo in pri tem porabili 6 700 km dolg trak, ¢e zavzame vsaka stevilka 5§ mm
prostora. Racunu s tako velikimi Stevili tudi danasnji racunalniki niso kos.

Izrek 1, ali vsaj njegova prva polovica, se da elementarno dokazati. Za to
potrebujemo nekaj predhodnih rezultatov.

Lema 1. u in v naj bosta tuji si pozitivni ali megativni celi Stevili,
u -+ v) == 0, p prastevilo. Tedaj velja: V enacbi.

gp =Pl
uP + P = ——————— (u + v) = Q (u + v),
L . U T v |
pri cemer je
Q = uPl —yP2ov + .., — 0P

sta si faktorja @ in u + v ali tuja ali pa imata skupni delitelj p. V primeru, da
imata skupni delitelj p, p* ne deli Q.
Postavimo u + v = ¢, tedaj v = t — u, v zgornjo identiteto. Dobimo

() = 18— [?]tp“iu—l—...--— (p] P + uPl/ t =
\Pp

- pip—1)
2

= (P~ — ... t uP—2 + pup?

Naj bo r skupni prafaktor Stevil @ in u + v = {. r deli torej levo stran zgornje
identitete in vse ¢lene na desni strani, razen morda zadnjega, ker ti vsebujejo
z r deljivi faktor t. Tedaj pa mora biti z r deljiv tudi zadnji ¢len pu?~i. To
zapiSemo s simbolom takole: r/puP—1 in &éitamo »r deli pu?P—1«. (Dejstvo, da neko
Stevilo a ni deljivo s Stevilom p, zapiSemo simboli¢no p t a.) Najprej ugotovimo,
da r ne more deliti u?, ker bi tedaj r kot prafaktor delil tudi v in ker r deli
u + v, bi r delil e v, kar je po predpostavki izkljudeno. Tedaj r deli p in imamo
dve moznosti: r =p ali r=1. V primeru r =p pokaZimo, da p? ne deli Q.
Vzemimo nasprotno, da p?/@Q. Ker p deli ¢, so v enacbi

pp—1)
2

Q@ =1P 1 —ptP2qy + ... tuP—2 + puP-1

vsi ¢leni razen predzadnjih dveh deljivi s t2 in zato tudi s p2% Predzadnji &len
ima faktor p v koeficientu in Se s t je deljiv, torej je deljiv tudi s p? Zato mora
biti tudi zadnji élen puP-—1 deljiv s p?, p?/ puP—1 ali p/uPL. Torej p deli u, potem
pa tudi v, ker p déli u + v. To je zopet protislovje s predpostavko, da sta u in v
tuja. Nas pomozni izrek je tako v celoti dokazan.

V naslednjem pomozZznem izreku bomo rabili pojem kongruence. Ponovimo
na kratko definicijo in nekaj lastnosti kongruenc! Reemo, da sta celi Stevili a
in b kongruentni po Stevilu p, v znakih a = b (p), ¢e je razlika a — b deljiva s ».
V primeru, da je p prastevilo, veljajo za enacbe s kongruencami podobni ra-
cunski zakoni kot za navadne enacbe. V posebnem velja, da smemo enacbo
ax + b = 0 (p) mnoZiti s poljubnim celim §tevilom in deliti s celim &tevilom,
ki ni deljivo s p.

L
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DokaZimo Se naslednji

Lema 2. Naj bosta p in r prasdtevili, p > 2, u in v pozitivni ali negativni
celi Stewili. |

a) Ce v/ (u?P + vP) = (u + ) Q
in rt(u+v), torej r/Q,

\

tedaj je r oblike r = kp + 1 ali r = 1 (p).
b) Ce 7'/ (pP2 -+ vP2)
in 1t (uP + vP),
je r oblike r = kp?® + 1, to je r = 1 (p?).

Ugotovimo najprej, da r t v. V nasprotnem primeru bi »/v?; ker r/(uP + vP),
bi tedaj 7 delil tudi v in zato w + v, kar po predpostavki ni mogoc¢e. Dolodimo

k Stevilu v celo Stevilo w tako, da bo vw = — 1 (r) ali, kar je isto, vw = r— 1 (7).
Tako stevilo w res eksistira, ker so cela Stevila v,2v,3v,..., (r—1) v med seboj
po modulu 7 razlicna in so zato kongruentna Stevilom 1, 2, ..., r— 1 v nekem

vrstnem redu. w je potemtakem eden izmed faktorjev 1,2,...r—1 v zgornjih
produktih in zato ni deljivo z r. MnoZimo enachi pod a) z wP oziroma u. Tako
dobimo

r/[(uw)? + (vw)?] in 7} (uw + vw)

Resni¢nost druge trditve uvidimo s protislovjem. Naj bo uw -+ vw deljivo z 7.
Tedaj je ali u + v deljivo z r, ali w. Obe mozZnosti po predpostavki oziroma po
konstrukeiji stevila w odpadeta.

Dejstvo r/[(uw)? + (vw)P] zapiSemo tudi tako: (uw)? = — (vw)?, (r). Zaradi
vw=—1, (r) je tudi (vw)? =—1, (r) in potem (uw)? = 1, (r). Odnos 71 (uw +
+ vw) pa zapifemo takole: uw ZI=z—ow, (r) in zaradi vw= —1,(r) velja

uw == 1, (7). ‘
Iz relacij (uw)? =1, (r) in uw == 1, (r) sklepamo, da mora biti p delitelj
Stevila » — 1. Pri tem se opiramo na naslednji znani izrek iz teorije stevil:

Ce je T prastevilo in celo §tevilo a ni deljivo z r, potem je
g™l =1 ()

Ce sta si Stevili @ in b tuji, je mozno najti celi &tevili x in y tako, da je ax +
+ by = 1. Zdaj sklepamo takole: Ce p ne bi delil r— 1, bi si bila p in r—1
tuja in bl potem mogli najti Stevili x in y tako, da je px + (r—1) y = 1. Gd tod
dobimo
(uw)! = (Uw)P* T (MDY = (yw)PT(yw)™-V Y = 1 (1)

ker je (uw)? =1 in tudi (uw)™*! =1, (r). To je v nasprotju z uw ==1 in je zato
p res delitelj Stevila » — 1. To pomeni, da je r—1 = kp ali r = kp + 1, kar smo
hoteli dokazati.
| Dokaz druge polovice pomoZnega izreka poteka podobno in ga zato
opustimo.

Uporabimo dosedanje ugotovitve na enacbi (1), le da jo piS§imo v sime-
tri¢ni obliki

x™ + y" + 2 = (2)

kjer so x, ¥,z med seboj tuja si pozitivna ali negativna cela $tevila.
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Enacbo moremo pisati tudi takole

n 4 yn
— 2" = ;t:n~l—yn--Q(3: )+ 3 = Al

(x + )
r Ty

Naj res eksistira refitev enacbe (2), nobeno od §tevil x, y, 2 pa naj ne bo deljivo
z n. Eksponent n bodi prastevilo.? Tedaj tudi @ (x, ¥) in x + y nimata skupnega
faktorja, torej morata biti vsak zase n-ta potenca (glej 1. lema). Zato je

Q(xvy)=a" xt+y=D>bm z = a,b;, @, in b, sta si tuja.

Zaradi simetrije veljajo analogna dejstva - za y in z ter 2 in x:

Q@Yy,2) =a" ytz=>5b" —x=auab, a, in b, sta si tuja,

(3)

Q@(zx)=a", z+x=b", —y=ab, a; in b, sta st tuja.

Sedaj Ze lahko dokaZemo izrek, ki ga pripisujejo matemati¢arki Sofiji St.
Germain. (Bila je sodobnica slavnega matematika C. F. Gaussa.)

Lema 3. Ce v reditvi enadbe (2) nobeno od $tevil x, y, z ni deljivo z n, so vsi
prafaktorji Stevil Q@ (x,y), @ (¥,2) in Q (2, x) oblike kn? + 1.

Naj bo prastevilo r faktor v @. Ker je @ {(x, y) = a,", mora r deliti ze n,
in zaradi —z = a,b, deli r tudi z. Ce seStejemo zadnji dve enacbi v (3), dobimo

+y+2z=58"~+ b

Ker r deli z, moremo to ena¢bo zapisati takole: x + y = b,® + b,™, (7). Ce uposte-
vamo, da je x + y = b,” (prva ena¢ba v (3)), dobimo b,” + b, = b, (r). Vemo
tudi, da sta ¢, in b, tuJa ker r deli a,, r ne more deliti b,. Takc} moremo zadnjo
enacbo zapisati v O'bliki |

b,” + b, ==0, (1) (4)

Iz enacbe (3) izraCunajmo Se
b b = (g - 2t [+ gt =
=gl gty o, gtk nat by e 420

Ker smo vzeli, da so x, ¥y, z reSitve enacbe (2), je am + y*» = — 2z Ce to uposte-
vamo v zgornji enacbi, vidimo, da so vsi ¢leni na skrajni desni deljivi z z in
zato tudi z r. To pa pomeni.

b,» + b, =0, ()

Ta enacba in neenactba (4) kaZeta, da so izpolnjeni pogoji pomoZnega izreka 2,
dela b. Prastevilo r ima tedaj obliko » = kn? + 1, kar sm Zeleli dokazati. Zaradi
simetrije velja isto za delitelje @ (y,2) in @ (2, x).

Povrnimo se na ocenjevanje morebitnih re§itev ena¢be (1), n naj bo spet
prastevilo > 3. Smemo se omejiti na primer x < y << z. Naj ne bo nobeno izmed

stevil x, y, 2 deljivo z n. Ker je
Zn — yn |
g 2yt = — (&—1),
2—Y

* Omejiti se smemo pri resevanju enadbe (1) oz. (2) na eksponente, ki so
prasStevila. Velja namreé izrek: Ce enacha (1) ni resljiva za prastevilske ekspoﬂenbe n,
tudi za ostale eksponente ni resljiva.
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nam lema 3 pove, da ima vsak prafaktor v (z” — y™)/(z — y) oblik> kn? + 1. Ker
je kn? — 1 prafaktor, torej prastevilo > 3, mora biti kn? sodo stevilo. Ker je n
prastevilo > 3, je tedaj k sodo Stevilo, k = 2 a. Prafaktor ima tedaj obliko
2an?® + 1, a = 1. Vendar a ne more biti 1, ker je v tem primeru Stevilo 2 n2 + 1
deljivy s 3, o ¢emer se prepricamo s poskusom. Torej je ¢ = 2 in x ima vsaj
prafaktor 4 n% + 1, ¢e ne celo vecjega. Seveda velja x = 4n2? + 1.

Ker x in y nista enaka, ¥y in 2z pa tudi ne, je zaradi dogovora x <’ Y <<
razlika z—y = 2. Iz pomoZnega izreka 1 vemo, da sta si v enacbi y

zn-—xn . . . A : *
= (z— x) faktorja tuja in zato vsak zase Ze n-ta potenca. To pomeni,

Z—up -
da iz z—x = 2 sledi z— x = 2™ Prafaktor v prvem faktorju ima zopet obliko
2an? + 1 in najmanjsi delitelj prvega faktorja je najmanj 4n? + 1. Stevilo y
ima torej najmanj delitelja 4 n? -+ 1 in 2 ter je zato y = 2 (4 n2 + 1).

Podobno ugotovimo, da ima z delitelj oblike 2an? + 1. Za x smo nasli,
da ima v najslabSsem primeru faktor 4 n% + 1, y pa tega faktorja ne more imeti,
ker sta si x in y tuja. Zato ima y v najslabSem primeru faktor 6 n* - 1. MozZnost,

n Ff/
da bi bil v produktu y” = § £ (z—x) prvi faktor enak 1, je izkljudena, ker
x—z
smo v zatetku dokazali, da sta x in 2 > n in zato prvi faktor 2" -+ zn—2 x +
+ ...+ 2" 1> n" Podobno mora imeti torej z v najslabSem primeru faktor
8 n2 4 1, vendar tega ne more imeti, ker je 8 n? -+ 1 deljivo s 3, ¢e je n prastevilo
> 3, o Cemer se s preizkusom takoj prepricamo. Zato ima z v najslabSem pri-
meru celo faktor 10 n? + 1. V identiteti

2" == — (x T ) (5)

je zaradi x>n in y>n tudi x Ty >2n in tedaj x + y = 2% Od tod sledi,
da velja z=2 (10702 + 1). S tem je dokaz prvega dela izreka 1 zakljucen.

Drugega dela tega ireka ni mogocde tako preprosto dokazati. Opreti se
moramo na izsledek Vandiverja (glej [2]), ki pravi: Ce je v enadbi (1) eno od
Stevil x, y, 2z deljivo z n, je to Stevilo deljivo najmanj z n3.

- Vzemimo, da je z deljiv z n. Po pravkar citiranem izsledku je z deljiv
tudi z n3. V identiteti (5) sta po pomozZznem izreku 1 oba faktorja deljiva z =,
vendar prvi faktor z n? ni deliiv. Ker je leva stran enacbe (5) deljiva z n®", prvi
faktor na desni le z n, mora biti drugi faktor na desni deljiv najmanj z n®7*1,
torej x + y = n3"1. Od tod sledi, da je vsaj eno od §tevil x, y vetje od 3 n? ”—1
Ce pa je npr. v re§itvi enacbe (1) x deljiv z n, dobimo na podoben nac¢in oceno,
da je z celo vedji od n3n1,

Tako je dokazan tudi drugi del izreka 1.
Na koncu naj omenimo, da je Inkeri z mocénejsimi pripomocki iz teorije
Stevil dokazal tole: Ce so x,y, z refitve ena¢be (1) in nobeno od teh $tevil ni

deljivo z eksponentom mn, velja ocena x> n (30n2 -+ 1)2 To stevilo je za
n > 253 747 889 tako ogromno, da si ga tezko predstavljamo.

Literatura:

"[1] R. Oblath: Untere Schranken fiir Losungen der Fermatschen Gleichung.
Portugaliae mathematica, 11, 1952,
[2] E. Landau: Vorlesungen iiber Zahlentheorie III.
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VTERMONUKLEARNA ENERGIJA*
RICHARD F. POST, University of California — Prevedla Majda Stanovnik

Ce bo &lovek mogel obvladati reakcije, pri katerih se atomska
jedra zlivajo namesto cepijo, bo imel skoraj neomejen vir energije.
Problema se zdaj lotevajo v laboratorijih po vsem svetu.

Prizadevanje, da bi »ukrotili« reakcijo vodikove bombe — da bi obvladali
energijo zlivanja jeder in jo mogli kontrolirano uporabljati — se ¢edalje bolj
uveljavlja v mnogih dezelah na svetu. Razvija se tiho, za zaveso uradne tajnosti,
vendar pa silovito in v precejsnjem obsegu. Vsi narodi spoznavajo, da utegne
biti to raziskovalno delo najpomembnejfe v vsej dloveski zgodovini. Koncéne
pridobitve bodo tolikSne — tako za posamezne drzave kakor za celotno ¢lovestvo
da se mnogi narodi Cedalje odloéneje in s ¢edalje veéjim obcéutkom nujnosti
lotevajo refevanja te naloge.

Razmah naSe industrijske civilizacije v prvi polovici dvajsetega stolatja
sloni na fosilnih gorivih — na premogu in na nafti. Toda mnoge deZele tega
dvojega nimajo, medtem ko celo tiste, ki ju imajo obilo, spoznavajo, da jim
zaloge hitro kopnijo. V tej zagati se je kot resilni up za prihodnost pokazal uran.
Iz, prvih jedrskih »cepitvenih« central Ze pmteka elektriéna energija. Anglija
pri¢akuje, da bo v nekaj desetletjih ve¢ino svojih energetskih potreb zadovolje-
vala s cepitvenimi gorivi, in tudi Stevilne druge deZele pripravljajo naérte za
enak preskok:; celo ZdruZene drzave Amerike, ki imajo velike zaloge premoga;
Jrtvujejo stotine milijonov dolarjev, da bi se v ne posebno daljni prihodnosti
pripravile za prehod k uporabi energije, ki se sprosSca pri cepljenju jeder.

- Radunajo, da je v svetovnih zalogah urana in torija pribliZno desetkrat
do stokrat vedja rezerva energije kakor v preostalem premogu. A kljub temu
so tudi cepitvena goriva izérpljiva. Pri hitrosti, s kakrino naraSéajo svetovne
potrebe po energiji (v ZdruZenih drzavah se potrebe po elektricni energiji vsakih
osem let podvojijo), se prakti¢no ves ekonomiéno pridobljivi uran kakor tudi
premog utegneta pribliZno v sto letih izérpati. S cepitveno energijo pa je e neka
neposrednejSa tezava: in sicer odlaganje radioaktivnih odpadkov. Ce bi vse
sedanje energetske potrebe ZdruZenih drZav zadovoljevali cepitveni reaktorji, bi
vsako leto morali spraviti v kraj toliko radioaktivnih cepitvenih produktov,
kolikor jih nastane pri eksploziji 200.000 atomskih bomb; leta 2000 bi bili
radioaktivni odpadki pri ustrezno narasli porabi energije toliksni kot pri osmih
milijonih razstreljenih atomskih bomb na leto! V prihajajotem obdobju ce-
pitvene energije bo vprasSanje varnega odlaganja radicaktivnega pepela in plinov
oCitno delalo se hude preglavice.

Po vsem tem laZze razumemo lov, ¢e ne Ze dirko za spoznanjem, ali se lahko
ukroti in uporabi termonuklearna energija. Ce bi s pomoé&jo kontrolirane termo-
nuklearne reakcije lahko pridobivali energijo, bi za zmeraj resili také vprasanje
goriva kakor tudi vprasanje radioaktivnih odpadkov. Osnovno termonuklearno
gorivo, devterij, je namre¢ enako neizérpno kakor oceani in pri.termonuklearni
reakciji nastaja prav malo radioaktivnih produktov.

Termonuklearna reakcija

Zlivanje jeder ni ravno nov pojav. Ze bilijone let ustvarja energijo na
Soncu in na drugih zvezdah, fiziki pa so v laboratoriju odkrili zlivanje jeder

* Originalni ¢lanek je bil tiskan v dec. §t. revije Scientific American, 1957. Prevod
je objavljen z dovoljenjem urednistva iste revije, ki se mu za to najlepSe zahvaljujemo.
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Se pred cepitvijo jeder. Toda sproziti in obvladati termonuklearno reakcijo na
Zemlji je ¢isto drugaden problem kakor voditi cepitev. Nedvomno je to najtezja
zamisel, ki so se z njo kdajkoli spoprijeli znanstveniki in inZenirji. Ta ¢lanszk
porota o dosedanjem razvoju, kolikor je o njem dovoljeno pisati za javnost.

V dvajsetih in tridesetih letih nasega stoletja so fiziki, ki so delali s pospe-
$evalniki, dognali, da lahko s pospeSevanjem protonov (vodikovih jeder) in
drugih lahkih jeder na dovolj moéne-energije (veC tiso¢ elektronskih voltov)
predrejo elektriéne odbojne sile jedra in prisilijo pospeSevane delce, da se zlijejo
z lahkimi jedri tarce. Zlitje sprosti energijo, ker se del mase zlivajo¢ih se jeder
glede na Einsteinovo slavno enacbo E = mec? spremeni v energijo. Toda pri
tovrstnem obstreljevanju je treba porabiti veliko energije, da se zlije le malo
jeder. Zlitje jeder ne more dati Cistega presezka energije. razen Ce reakcija tece
sama od sebe, kakor na primer v notranj$éini sonca.

Sl. 1. Fotografski posnetek vrode plazme (elektri¢no nevtralne zmesi pozitivnih ionov

in elektronov), dobljen s pomodjo slikovnega ojacevalca. Plin (kripton) so segreli in

stisnili s »stiskalnim efektom«, ki ga je povzroc¢il tok 8000 A. Pritisk plina je bil
2.407* atmosfer. Eksperiment so naredili v laboratoriju Los Alamos

Kaj je potrebno za sprozitev reakcije, ki te¢e sama od sebe? Primerjajmo
termonuklearnc reakcijo s cepitvijo! Cepitvena veriZzna reakcija je analogna
eksploziji TNT. Za sprozitev eksplozije TNT zadostuje mehani¢en udarec; zlom
nestabilnih molekul ustvari »udarni« val, ki zajema molekule drugo za drugo.
Podobno je pri cepitveni wverizni reakciji, kjer so sprozZilel verizne cepitve
nevtroni: vsaka cepitev sprosti nevtrone, ki napadajo druga cepljiva uranova
jedra. Skratka, pri verizni reakciji toplota oziroma kinetifna energija ne igra
nobene vloge.

Termonuklearna reakcija pa je, nasprotno, analogna znanemu procesu zgo-
revanja. Pri navadnem zgorevanju se molekule veZejo (npr. vodik s kisikom,
kar da vodo), njihova kemiéna reakcija pa spra$a energijo. Da se molekule
zvezejo ali zlijejo, morajo mocno trcifi, kar pomeni, da je treba snov segreti.
Da se kemicno gorivo vige in da se njegova toplota lahko izrabi za delo, so po-
trebni trije pogoji: 1. gorivo je treba toliko segreti, da postane vnetljivo; 2. mora
ga biti dovolj, da se lahko razvija kontinuirana reakcija; 3. sproS¢eno energijo
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4 MEV

3.25 MEV

17 6 MEV

18.3 MEY

Sl. 2. Shematiéen prikaz fuzijskih reakei J, ki pridejo v postev za produkcijo energije:

H? 4+ H? - H® + p-+ 4 MeV

H? + H* — He®+ n - 3.25 MeV
H*4+H* — He*-4n-t 17,6 MeV
H* | He® — He* 4 p + 18,3 MeV

Je treba odvajati kontrolirano, npr. tako, da segreva vodo ali da poganja bat.
Popolnoma enaki pogoji so potrebni tudi za sprozitev termonuklearne reakcije
In za njeno koristno izrabo. Velikanski razlodek pa je v tem, da je vnetisée pri
termonuklearni reakciji zelo visoko — stotine milijonov stopinj Celzija.
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Termonuklearno gorivo

Ze samo ta pogoj — za katerega do pred kratkim ni bilo niti misliti, da bi
ga na Zemlji lahko izpolnili — jasno razkriva vse naSe tezave. Iz njega izvira
cela vrsta zamotanih vpraSanj. Zal kaZe, da se z enim samim poskusom ne da
dognati, ali je problem sploh resljiv, medtem ko je bilo pri prvi cepitveni
verizni reakciji to mogoce. Treba bo opraviti dolgo vrsto poskusov in probleme
reSevati postopno. Veéinoma bomo imeli opraviti s kvantitativnimi vpraganji,
to je s Stevilkami. Nikoli Se ni bilo padrocja, na katerem bi bile stevilke odlo-
CilnejSe ali vaznejsSe.
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Sl. 3. Namisljen eksperiment, ki kaZe posledice segrevanja devterija. Ne levi zgcraj
imamo v posodi plin na sobni temperaturi in atmosferskem pritisku. Ko ga segrejemo
na 5000 °C (desno zgoraj), diatomske molekule razpadejo na atomarni devterij, pritisk
pa naraste na 400 atmosfer. Ko zvisamo temperaturo na 100.000 °C (spodaj levo), se
atomi ionizirajo in nastane plazma elektronov in devteronov. Pritisk je priblizno
13.000 atmosfer. Pri temperaturi 100 milijonov stopinj (in pri pritisku milijon in pel
atmosfer) pride do posameznh fuzijskih reakecij, pri katerih se sprosti energija.
Reakcija pa se vedno ne teée sama od sebe

NaSa prva skrb je gorivo. Najzanimivejsi kandidat je devterij, tezki izotop
vodika, ki ga imamo v navadni vodi. Jedro devterijevega atoma sestavljata en
proton in en nevtron. Kadar dve devterijevi jedri (devterona)) trdita dovolj
moc¢no, da se zlijeta, se eden izmed devteronov polasti bodisi protona bodisi
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nevitrona drugega devterona — verjetnost je 50:50. Ce se zlije s protonom (in
osvobodi nevtron), ustvari helij 3 in sprosti priblizno 3,25 milijona elektronskih
voltov energije. Ce se zveZe z nevtronom (in tako osvobodi partnerjev proton),
d4i priblizno 4 milijone elektronskih voltov in postane vodik 3 ali tritij, radio-
aktivni izotop vodika. Devteron in tritijevo jedro (friton) se zlijeta laZe kakor
dva devterona in ta reakcija sprosti ved¢ energije. Zato je tritij drugo potencialno
gorivo za termonuklearne reaktorje. Treba pa ga bo umetno izdelovati kakor
plutonij, kajti v naravi so le neznatne mnoZine tritija. Ena izmed mogocih metod
za pridobivanje tritija je izpostavljanje litija po¢asnim nevtronom: ko litij ujame
nevtron, se razcepi na tritij in helij 4.

10 —

15

10+

Barn

R
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10°?

20 40 60 80 100
Energija devterona (keV)

Sl. 4. 'Energij-ska odvisnost reakcijskih presekov za zlitje devterija in tritija (zgoraj),
devterija in devterija (v sredi) in devierija in helija 3 (spodaj), 1 barn = 107**cm®

~ Popoln »sezig« devteronov in njithovih produktov (tritija in helija 3) v
termonuklearnem ciklu bi ustvaril priblizno 7 MeV (milijonov elektronskih vcl-
tov) na zgoreli devteron. To ustreza 43 milijonom kilovatnih ur na funt goriva.
Za primerjavo: funt bencina, enega najboljSih kemiénih goriv, pa da priblizno
6 kilovatnih ur. Ceprav je v navadni vodi le-majhen del vodika devterija, ima
devterij, kolikor ga je v eni sami galoni navadne vode, toliko energije kakor
350 galon bencina! V oceanih je dovolj devterija, da bi oskrboval svet z gorivom
milijarde let, tudi ¢e bi se energetske potrebe v primeri s sedanjimi potisocerile.
Za potrebe svojega programa za atomsko energijo v ZdruZenih drZavah, kot
kaZejo objavljene Stevilke, Ze izdelujejo toliko devterija, kolikor bi ga zado&c¢alo
za vetkratno vsoto vseh drZavnih energetskih potreb, ¢e bi ga lahko uporabili
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kot gorivo. StroSki za ekstrahiranje devterija iz vode so dovolj majhni, tako
da bi bil devterij kot gorivo ve¢ kakor stokrat cenej§i od premoga. In koncéno:
jedrsko zgorevanje devterija in tritija ustvarja samo neaktivne pline, s ¢imer se
vprasanju odlaganja odpadkov sploh izognemo. |

Devterij naj bi bil torej »neprekosljivo gorivo«. Velikanske upe, ki nam jih
zbuja, pa hromi prav tako velikanska tezava — kako najti pot, da bi ga sezigali.

Nekontrolirano seZiganje termonuklearnega goriva se je posrecilo pri se
preve¢ dobro znanem primeru vodikove bombe. Vprasanje, kako doseéi kontro-
lirano termonuklearnc reakcijo, pa je fisto drugac¢no. Poglejmo, kak$ni so po-
trebni pogoji. Najbolje bo, ¢e v ta namen opravimo namisljen poskus.
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Sl 5. Odvisnost sprosS¢ene termonuklearne
energije od temperature plazme. Pritisk
v plazmi je desettiso¢inka atmosferskega
pritiska. Zgornja krivulja podaja rezultat
ra reakcijo devterij—tritij, spodnja pa za
reakcijo devterij—devieri]
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Sl 6. Odvisnost razmerja med sproséeno
termonuklearno energijo in izgubami za-
radi sevanja od temperature plazme. Tem-
peratura, pri kateri je to razmerje enako
ena, se imenuje vnetisce plazme. Zgornja
krivulja velja za reakcijo devierij—iritij,
spodnja pa za reakcijo devterij—devteri]

Plazma

Vzamemo liter devterijevega plina, zaprtega v posodi iz namisljene snovi,
kakr$na bi mogla zdrZzati neznanske temperature in pritiske, ki bi se razvili
med poskusom. Pri sobni temperaturi in pri normalnem atmosferskem pritisku
se devterijeve plinske molekule gibljejo v posodi s povprecno kineticno energijo
okrog ene petindvajsetinke elektronskega volta, oziroma s hitrostjo pribliZno
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3000 milj na uro. Termonuklearnih reakcij seveda ni. Zdaj segrejemo plin na
5000 °C. Pri tej temperaturi nimamo veé¢ molekul: zaradi silovitih medsebojnih
trkov se razbijejo v devterijeve atome. Pritisk naraste na priblizno 40 atmosier
(600 funtov na kvadratno indo), povpreéna hitrost atomov pa je priblizno
40.000 milj na uro. Vendar smo Se zmeraj zelo daleC¢ od hitrosti, ki je potrebna
za zlitje dveh jeder.

Nato sko¢imo na 100.000 °C. Izredne lastnosti namiSljene snovi, iz katere
smo si naredili posodo, so nam zdaj zelo potrebne, kajti vsaka resni¢na snhov bi
bila Ze zdavnaj shlapela. Atomi devterijevega plina se razbijejo na elektri¢no
nabita jedra (devterone) in elektrone: skratka, plin postane to, kar piznamo
kot plazmo. Pritisk plina naraste na 1500 atmosfer. Povpre¢na hitrost elektronov
je 10 milijonov milj na uro in celo dosti tezji devteroni se gibljejo z veliko
hitrastjo 170.000 milj na uro. Vendar devteroni Se vedno nimajo dovolj energije,
da bi premagali medsebojne elektrostaticne odbojne sile. Pri fej temperaturi
bi v litru plazme prislo povpreéno do enega samega zlitja komaj v pet sto letih!
Se zmeraj nas ¢aka dolga pot, da bi dosegli vnetiiée sistema devteronov.

Pri 1,000.000 °C bi bilo fuzijskih reakcij ve¢ kakor milijardo milijardokrat
ved, celotni energijski preseZek pa bi bil Se zmeraj premajhen, da bi ga zaznali —
komaj nekaj milijonink watta na kubiéni centimeter. Sele pri 100 milijonih sto-
pinj Celzija bi obseg reakcije postal res sposStovanja vreden. Pritisk bi vrtoglavo
narasel — na 1,5 milijona atmosfer. Elektroni bi se gibali s hitrostjo 90.000 milj
na sekundo, devteroni pa 1500 milj na sekundo (okrog sveta v 16 sekundah).
Domala vsi devteroni bi bliskovito reagirali drug z drugim (v delcu sekunde
in njihove reakcije b sprastale fantastiéne mnoZine energije — pribliZzno sto
milijonov kilovatov. Vendar Se zmeraj ne bi dosegli vnetiséa: da bi reakcijo
vzdrzevali, bi Se vedno morali dovajati veé energije, kakor bi se je sprascalo pri
zlivanju jeder. Sele nekako pri 350 milijonih stopinj bi »ogenj« (to je termo-
nuklearna reakcija) zagorel samostojno.

Ta namisljeni poskus opozarja na ve¢ vaznih zadev. Prvi¢, da so nam
potrebne izredno visoke temperature, éeprav tukaj z govorjenjem o visokih tem-
peraturah ne mislimo na toploto v navadnem pomenu besede, temve¢ na kine-
titno energijo plinskih delcev. Drugi¢, niti misliti ni, da bi gorivo uporabljali
pri navadnih plinskih koncentracijah. Ce naj bi obdrzali energijski preseZek in
plinski pritisk v obvladljivih mejah, bi morali zaceti z redkim plinom, dosti
redkejSim, kakor je pri atmosferskem pritisku -— nekako pri desettisofinki
atmosfere. Toda kako redko gorivo je to! V laboratoriju bi plin tolikine gostote
imeli prakti¢no za vakuum. |

Ena izmed zanimivih posledic uporabe zelo redkega plina bi bila fa, da bi
bila toplotna vsebnost plazme zelo majhna, ¢eprav bi bila plazma glede na
hitrost njenih delcev silno vroca. Liter devterijeve plazme bi pri gostoti, kakrsno
ima pri desettisofinki atmosfere, in pri temiperaturi 350 milijonov stopinj imel
toplotno vsebnost 18.000 kalorij — priblizno toliko, da bi z njo segreli sko-
delico kave.

- Da bi izradunali, kolikdna bo produkcija termonuklearne energije iz vrode
plazme, bi bilo treba samo poznati preseke za posamezne reakcije in jih vnesti
kot podatke v teorijo o termonuklearnih reakcijah v vrocem plinu {glej sliko 41).
Tovrstna preratunavanja so sicer vazna za dolofanje potrebnih fizikalnih po-
gojev, vendar prav ni¢ ne pojasnjujejo, kako bi plin segreli na termonuklearne
temperature, in ali je mogode Ze zadeto reakcijo pripraviti do tega, da stede sama
po sebi. Drugo vpraSanje je odvisno od tega, koliko energije se zgubi s sevanjam
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in z drugimi procesi. Na Soncu je energija, nakopi¢ena v njegovi velikanski pro-
stornini, zadostna za vzdrZevanje reakcij kljub izgubi zaradi sevanja na po-
vrsini. Ce bi mogli napraviti tolik$en. termonuklearni reaktor kot Luna, si nam
zaradl izgub energije ne bl bilo freba delati posebnih skrbi. Pri reaktorju
uresni¢ljive velikosti pa nam je to kljuéno vprasanje.

Najprej naj omenim izgube, ki se jim ni mogofe izogniti. To so izgube
zaradi sevanja plazme — predvsem v obliki zarkov X, ki nastanejo pri trkih
elektronov z jedri. Pri temperaturi sto milijonov stopinj Celzija bi vsak kubiéni
centimeter goste snovi izzareval neverjetno mnozZino energije — tri milijon mi-
lijon milijonov kilovatov! Na sreo pa sevanie zelo hitro upada, brz ko se
zmanjSa gostota snovi. Pri majhni gostoti, s kakrSno smo racunali, je izguba
zaradi sevanja sorazmerno majhna. MnoZina energije, dobljene pri termo-
nuklearnih reakecijah, hitro naraséa, ée se temperatura vzdiguje, in pri reakeiji
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Sl. 7. Nabiti delci, ki sestavljajo plazmo, Sl 8. Magnetno polje (pikéasto podrocje)

se v magnetnem polju gibljejo po vijac- preprec¢uje uhajanje nabitih delcev in

nicah. Ce gledamo v smeri polja, se ne- pomeni za plazmo skoraj nepropustno

gativno nabiti delci gibljejo v smeri uri- »steno«. Zunanje pustice kaZejo smer toka

nega kazalca, pozitivho nabiti delci pa v v tuljavi, pusSéice v notranjosti pa smeri
nasproltm smeri - gibanja delcev

devteron—triton preseze sevalne izgube pri temperaturi nad 50 milijonov stopninj,
pri reakciji devteron—devteron pa nad 370 milijonov stopinj. To sta torej vne-
tis¢l omenjenih dveh goriv. Plazma pa mora biti zelo &ista, kajti jedra visjih
elementov (nad vodikom in helijem) silno pospeSujejo sevanje. Presenetljivo
majhna koli¢ina neéisto¢ lahko zastrupi zelo veliko prostornino plazme. Kovinska
glavica bucike bi na primer, ¢e bi bila izparjena, popolnoma zadostovala za
zastrupilev ve¢ tovornjaskih cistern, polnih plazme. Jasno je, da bo pri vsakem
termonuklearnem reaktorju predvsem nujna ¢&istost.

Izmed energetskih izgub druge narave -— tistih, ki jih moremo in moramo
omejiti — je najresnejSe uhajanje energije delcev v reaktorjeve stene. Zaprt
prostor moramo imeti, da izklju€imo atmosfero in ohranimo plin redek. Ampak
pomislite na delce v tem plinu! V nasem skoraj-vakuumu so razprSeni tako na
redko, da vsak devieron prepotuje na svojih slepih blodnjah povpreéno tisote
milj, preden sreca drug devteron (ali triton). Dosti verjetneje je, da bo prej
zadel ob stene posode. Ce pa se to zgodi, mu bo trk takoj vzel energijo. Delcem
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plazme torej o¢itno ne smemo dovoliti, da se dotaknejo sten. V nasprotju
s splodnim mnenjem stvar ni potrebna zaradi tega, ker bi plazma izparila
stene (saj nima posebno dosti toplote), temveé preprosto zato, ker bi stik s ste-
nami plazmo takoi ohladil in bi se reakcija pretrgala.

Magnetna steklenica

Jedro problema je torej: kako zapreti zelo vro¢ plin v posodo (vsaj za
deléek sekunde), ne da bi dopustili, da bi kolickaj znatnejSa mnoZina plioa
dosegla stene posode. Tak6 zastavljeno vprasSanje zveni kot problem iz fanta-
stiéno-znanstvene literature, kot problem, ki je v vsakem stvarnem svetu
popolnoma nerefljiv. Toda zdaj je Ze sploSno znano, da se je priblizno pred
desetimi leti pokazala duhovita reSitev — namreé, da je plazmo mogoce zapr:2ti
v magnetno polje, ki deluje v posodi kot nekaksna nofranja pregrada in brani
delcem pristop k stenam.

Zamisel sloni predvsem na preprostem dejstvu, da bi mocno magnetﬁo
polje odvracalo nabite delce z ravne poti (glej sliko 7). Vroca, mocno stisnjena
plazma pa bi v primernih okoli¢inah lahko ustvarila lastno notranje magnetno
polje, ki bi bilo dovolj moéno, da bi kompenziralo zunanje polje. V taki plazmi
bi se delci torej gibali v ravnih ¢értah. Na meji plazme pa bi jih zavrnilo spet
nazaj vanjo zunanje magnetno polje (glej sliko 8). Moc¢ne magnetne silnice, ki
d«elu]ego kot elasti¢ni gumijasti trakovi, lahko kljubujejo precejSnjemu pritisku.
Ce bi bilo magnetno polje zadosti moéno, bi ustvarilo magnetno »steno«, ki bi
lahko zadrZevala mocan pritisk plazme, tako kakor jeklen cilinder zadrzuje
mocéno stisnjen plin. Glede na teoreti¢ne racune bi npr. polje, mocno 50. 000 gaus-
sov, lahko zadrZalo plazmo s pritiskom 100 atmosfer, desetkrat mocnejSe polje
(ki so ga v laboratorijih Ze ustvarili), pa bi zdrzalo pritisk 10.000 atmosfer.

Termonuklearna reakeija, ki bi tekla v taki magnetni steklenici, nikoli ne
bi mogla »uiti«, kakor se lahko zgodi z veriZno cepitvijo. Ce bi pritisk v plazmi
postal mo¢nej§i od magnetnega polja, bi predrl magnetnc steno in plazma bi se
dotaknila stene snovne posode, kar bi reakcijo takoj ustavilo. Termonuklearnega
reaktorja torej Ze po sami naravi stvari nikoli ne bi moglo raznesti: lahko bi
samo nehal delati.

Iz poenostavljenega orisa, ki smo ga podali, si ni treba razlagati, da bi bila
maghetna steklenica popolnoma neprepustna. Plazma in magnetno polje ki
v resnici postopoma prodirala drug v drugega ter bi se pomes3ala, in plazma bi
lahko celo vsa usla, &e je ne bi prilivali. To uhajanje bi bilo na sreco tako zelo
potasno, da bi teoreti¢no dopuscéalo ustvaritev termonuklearne reakcije, ki bi
tekla sama od sebe. Toda kot bomo videli, se magnetna steklenica ne vede
zmeraj tako, kakor napoveduje preprosta teorija. Interakcije med mocno segreto
plazmo in magnetnim poljem so tezak fizikalni problem in so dale pobudo za
razmah novega podroé¢ja raziskav, ki bi mu lahko rekli »eksperimentalna. astro-
fizika«.

Stiskalni efekt

Toliko o teoriji. Kako pa bi magnetno steklenico dejansko naredili? Mno-
gim raziskovalcem se je neodvisno zazdelo, da bi na to utegnil odgovoriti malo
znani elektri¢ni pojav, znan kot sstiskalni efekt«. Ta elekt, katerega obstoj so
eksperimentalno dokazali Sele pred kaks$nimi desetimi leti, terja zelo mocan
elektriéni tok. Kadar spustimo tak tok skozi prevodni- plin v cevi, ustvainl
magnetno polje, ki teXi za tem, da bi plin stisnilo in ga potegnilo stran od stene
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cevi (glej sliko 9'). Napete magnetne silnice plin ovijajo in ga stiskajo. Ker je
plazma izvrsten elektriéni prevodnik, se stiskalni efekt zdi mikavno in zelo
prikladno sredstvo za ustvaritev magnetne steklenice,

Teoreti¢ni ractuni kaZejo, da bi tok moral biti res zelo mocan -— milijone
amperov — ¢e naj bi zadrzal mofno segreto in hudo redko plazmo. Raziskc-

valcem ta okoliS¢ina ni vzela poguma in
v mnogih dezelah so naredili poskuse
s preprostimi stiskalnimi cevmi (glej sli-
ko 91). Na izolirano cev, napelnjeno z zelo
redkim plinom, so pritisnili viscko nape-
tost in plin razelektrili. Tako se je plin
ioniziral in potem je stekel mocan tok.

Eksperimentatorjem se je upanje izpol--

nilo in plazma se je res dramati¢no stis-
nila. Hkrati pa je njihove upe zadel tudi
udarec. Plazma je ostala stisnjena samo
kakS$no milijoninko sekunde; brz ko se
je steber plazme stisnil, se je Ze silovito
zvil in $inil k steni cevi. Se ve¢ — ¢im
mocneje se je stisnil, tem hitreje se je
spet razlezel.

Tega ni bilo tezko razumeti; prav-
zaprav bi bilo tak rezultat teoreti¢no mo-
gocCe ze napovedati. Razvijeta se lahko
dva razli¢na tipa nestabilnosti. V prvem
primeru se Se tako majhna upognjenost
stisnjenega stebra hitro poveca, ker je
‘magnetni pritisk mocnejsi na konkavni
strani upogiba (kjer so silnice gostejse)
kakor na konveksni strani {glej sliko 111).
Drugi wvzrok nestabilnosti je nekaksSen
»klobasicasti« efekt (slika 11). Plazma
tezi po tem, da bi se v eni ali v ved
toCkah stebra stisnila ali pretrgala.

Mimogrede — s tem pojavem je zve-
zana zanimiva Zzgodba, ki prica, kako
se na vaznem, toda neobdelanem razisko-
valnem podroc¢ju, kakrsSno je plazma,
lahko upi nepric¢akovano razcvetijo in
prav tako nepricakovano usahnejo. Ko
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Sl. 9. »Stiskalni efekt« nastopi, ¢e poslje-
mo mocan elektriéni tok skozi plazmo.
Krozne magnetne silnice stisnejo plazmo
v ozek »steber«. Ravna puséica kazZe

30 raziskovalci v devterijevem plinu prvic smer toka
ustvarili mocfne stiskalne -efekte, so z
veseljem zaznali curke nevtronov — dokaz termonuklearne reakcije v plazmi.

Mislili so, da so trenutno dosegli termonuklearne temperature. Po analizi pa so
dognali, da je samo neki malo znani elektri¢ni efekt, povezan z vehementnim
razpadom stisnjene plazme zaradi »klobasicaste« neobstojnosti, dal malostevilnim
devteronom zadostno energijo, da so se zlili.

Kako bi mogli stiskalni efekt stabilizirati? Teoreti¢ne raziskave, objav-
ljene v ZDA, v Angliji in v Z5SR, so nakazale mozZzno reSitev, niso pa pokazale,
kako bi ustvarili fizikalne pogoje, potrebne, da bi stvar stekla. Zamisel je
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takale: ustvariti je treba ne samo stiskalno magnetno polje okrog plazme,
temve¢ tudi mocfno longitudinalno magnetno polje v stebru plazme (glej sl. 121).
Notranje polje naj bi delovalo kot nekaksen stabilizator. Ce bi se steber zadel
upogibati, bi fo polje tezilo k zravnanju notranjih silnic in njihova elasti¢na
odpornost bi uklon zravnala. Ce bi steber hotel klobasi¢asto stisniti, bi se
notranje silnice temu prav tako upirale, ker bi se mocno stisnile in s tem
preprecile razpad stebra.

Steber plazme bi lahko unidil Se tretji tip nestabilnosti: namre¢ dolg, rahel
upogib stebra, ki bi se ¢edalje bolj krepil in potisnil steber k steni posode
(glej sliko 12!). To pa bi lahko prepreéili tako, da bi stene cevi naredili iz kakSne
prevodne snovi. Ker prevodniki delujejo na magnetno polje kot pregrada, bi se
magnetne silnice okrog stebra plazme nagnetle pred tisto steno, ki bi se ji
upognjeni steber pribliZeval. Sledil bi pritisk v nasprotno smer, ki bi potisnil
steber spet na sredo cevi.

/ ‘ ¢

AVAVAVAVAVANA ’

S1. 10. »Stiskalna cev krofaste oblike. Votel obro¢, poln plazme, ovijemo okoli jedra
transformatorja. Tok, ki tefe skozi primarno navitje, inducira moc¢an tok v plazmi, ki
predstavlja sekundarno navitje. Magnetno polje induciranega toka plazmo »stisne«

Pojasniti moram, da so tukaj prikazani ravni stisnjeni stebri poenostav-
ljeni sistemi, ki le kaZejo, za kaj gre. V praksi najbrz ne bi bilo zaZeleno, da bi
skusali ustvariti stabiliziran stiskalni efekt v ravni cevi, in to iz ved vzrokv:
med drugim bi elektrodi na obeh koncih cevi plazmo hladili, to pomeni, uniée-
vali. Stiskalni efekt so eksperimentalno ustvarili v posodah drugacne oblike.
Ena izmed njih je krofasta posoda, v kateri so inducirali tokove. Ti lahko kroZijo
v njej, ne da bi zadeli ob trdno povrSino. Viscka napetost, pritisnjena na navitje
velikega Zeleznega trasformatorskega jedra, razelektri plin v posodi. Ionizirani
plin potem deluje kot edini ovoj sekundarnega navitja transformatorja. Na ta
nacin je mogoce inducirati v plazmi zelo moc¢ne tokove. -

Razen stiskalnega efekta raziskujejo tudi druge metode za ustvaritev
magnetne steklenice, tako v ZDA kakor nedvomno tudi v drugih deZelah.
Sedanje raziskave na podro¢ju termonuklearne energije vedinoma vkljudujejo
poskuse z zelo zapletenimi elektromagnetnimi pojavi — kako se mo¢no segreta
plazma vede v magnetnih poljih razliénih oblik. To delo je izredno teZko in
napreza vsa sredstva nase sedanje tehnologije. Kakor sem Ze omenil, je le malo
verjetno, da bi se na lepem »odprla« kaksna bistveno preprostejSa resitev. Ker
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si bomo utrli pot le s §tevilnimi vzajemno dopolnjujodimi se raziskavami in
z razvijanjem novih, doslej Se nepoznanih tehnik, je oc¢itno, da bi napredovali
hitreje, ¢e bi se vsi razliéni narodi, ki se s tem ukvarjajo, povezali in bi si na
vseh raziskovalnih stopnjah pomagali z izmenjavo informacij.

Iskanje signala

Prvi¢ v zgodyvini fizike se moramo nauditi, kako ravnati in obvladovati
vrtoglavo ogromne mnoZine elektri¢ne energije in ustvariti velikanske, izredno
Ciste vakuumske sisteme. Ena izmed najtezjih nalog so meritve. Ze. to, da
plazmo dovolj segrejemo, je zelo teZavno, dognati, kaj se v njej godi, pa je
véasih e teZe. Razvili so precej novih merilnih tehnik. Za merjenje gostote
plazme imamo nov s»mikrovalovni interferometer«, ki uporablja milimetrske
radijske valove. Temperaturo plazme doloéajo z meritvami emisije Zarkov X,

T
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Sl. 11. »Stisnjena« plazma je Sl. 12. Dodatno longitudinalno magnetno polje
nestabilna do »upogiba« (levo) stabilizira »stisnjeno« plazmo. Napetost mag-
in »Klobasidaste stisnitvec netnih silnic longitudinalnega polja zravnava
(desno) supogibe«, odboj med silnicami pa prepreduje

sklobasicaste stisnitvec«

z meritvami radijskega »Suma« plazme in uhajajoc¢ih delcev oziroma reakcijskih
produktov. Nekoliko preseneca, da zelo vroca plazma oddaja le malo vidne
svetlobe. Mogoc¢e pa je s spekiroskopskimi metodami meriti hladnejSo plazmo,
v kateri atomi Se niso ob vse svoje elektrone. Te meritve ne pokazejo le tempe-
raturo plazme, ampak s pomocjo Dopplerjevega efekta tudi hitrost gibanja
plazme. S samim merjenjem sprememb magnetnega polja se lahko poucimo
o spremembah temperature, gostote, oblike in hitrosti plazme med poskusom.
Da spoznate, kako zapletene so meritve, si morate predstavljati prizorisée do-
godkov, ki jih obravnavamo. Poskuse z moc¢no segreto plazmo veéinoma delajo
v visoko-vakuumskih sistemih, obkrozenih s prevodniki, v katerih tedejo moéni
in hitri izmeni¢ni elektriéni tokovi. Mi pa naj bi dognali cbnasanje nevidnega,
kratkoZivega, skoraj neopazljivega signala nekje v drobu te priprave!

Odvajanje energije
Oditno bo minilo Se ved let, preden bo kak termonuklearni reaktor toliko
razvit, da se bomo lahko spoprijeli z zadnjim vpraSanjem -— z odvajanjem
energije. Seveda pa se tudi Ze o tem nekoliko premislja.
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Ce bi bilo gorivo meSanica devterija in tritija, potem leviji dele¥ (80 9/p)
energije, spros¢ene ob zlitju, pobere nevtron, ki nastane pri reakciji. To ener-
gijo naj bi odvedli tako, da bi ujeli hitre nevtrone in nastalo toploto spravili
v parni stroj, kjer bi jo po ustaljenem postopku spremenili v elektri¢no energijo.
Ker naj bi tak reaktor produciral tritij, bi nevtrone najbrZ lovili na litijevo
tarco, ki bi obdajala reaktor. Nekaj pridobljene elektri¢ne energije bi morali
odvesti spet v reaktor, da bi ohranili magnetno steklenico.

Ce bi bilo gorivo sam devterij, bi imeli mikavno prilo¥nost, da bi presezek
energije neposredno spremenili v elektriko. Pri zlitju devterona z devteronom se
66 %0 sproséene energije nakopi¢i v nabite reakeijske
produkte — v helijeva jedra in protone. Prav mo-
goce bi bilo ustvariti take pogoje, da bi vedina teh
delcev ostala ujeta v plazmi. V tem primeru bi raz-
greta In razSirjajoca se plazma butala ob magnetno
polje, to gibanje pa bi z uporabo primerno urejenih
stikov v principu lahko izrabili za produkcijo elek-
tricnega toka. Z drugimi besedami, razSirjajoc¢a se
plazma bi s pritiskanjem ob magnetno polje opra-
vila delo, kakr$no opravlja para, ki pritiska na bat
parnega stroja, Pri plazmi bi bila bat »stena« mag-
netnega polja, prenosne naprave, ki spreminjijo
energijo v koristno delo, pa bi bili namesto palic
in koles elektri¢ni stiki. Izkoristek tega stroja hi
utegnil biti mnogo veéji od izkoristka navadnih
parnih strojev, saj ga tu ne bi omejevali termo-
dinamski zakoni, ki omogoc¢ajo izkoristek navadnih
toplotnih motorjev.

Po zadnji analizi bi bila uporabnost termo-
nuklearne energije najbrz odvisna predvsem od ve-
likosti reaktorja. Prav verjetno bi morali mnoge
potencialno izvedljive reaktorske nacérte zavredi za-
radi tega, ker bi bili zami§ljeni reaktorji neuresnis-
ljivo veliki. Na drugi strani pa sZepne izdaje« ter-
monuklearnih reaktorjev teoretiéno sploh ne pridejo
v postev. Bododi termonuklearni reaktorji — ¢e bo-

o _ do sploh kdaj narejeni — bodo najverjetneje velike
SL 13. Zivljenjska pot »stis-  optrate g produkcijo elektri¢ne energije.
njene« plazne. Gornje tri e A . -
fotografije ka¥ejo nastanek Znanstveniki, ki se v ZDA ukvarjajo z nalrti
»stisnjenega stebra« plazme, 2za izkoriSc¢anje termonuklearne energije, trdno ver-
ko posljemo skozi plin elek-  jamejo, da bodo nazadnje premagali vse teZave,
triéni tok. Cetrta pa prika-  p.34i kljub vsej njihovi zapletenosti zdaj ne vidijo
zuje razpad »stebra«, kar je - . g :
posledica nestabilnosti do VEC ha poti h koncnemu uspehu nobene res bistvene

" supogibac ovire.

Rasto¢i upi

Rad bi omenil nekaj mejnikov, ki so Ze za nami — kolikor mi pa¢ dovo-
ljujejo omejitve zaradi tajnosti podatkov. Kolikor vemo, so v prvi skupini, ki
je pretehtavala moZnosti za pridobivanje termonuklearne energije s pomodjo
magnetne zajezitve vroce plazme, bili Enrico Fermi, Edward Teller, James Tuck
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in drugi v raziskovalnem laboratoriju v Los Alamosu. Ceprav so svoje zamisli
razvijali ze proti koncu druge svetovne vojne, se v ZDA eksperimentalno delo
sploh ni razmahnilo nekako vse do leta 1951. Tega leta sta zacela delati na
podroc¢ju termonuklearne energije Tuck v Los Alamosu in Lyman Spitzer na
Princetonu. Angleski znanstveniki so olitno opravili nekaj dela Ze dve ali tri
leta prej, v ZSSR pa so se ga utegnili lotiti tudi priblizno ob tistem casu.
Leta 1952 je bilo pod pokroviteljstvom Komisije za atomsko energijo ZDA
obsezno posvetovanje o kontroliranih termonuklearnih reakcijah. Istega leta je
zacel izvajati svoj program Herbert York v Radiation Laboratory kalifornijske
univerze v Livermoru. Potem so se lotili manjsih programov v National Labora-
tory v Oak Ridgeu in na newyorski univerzi. Zadnja leta se je zacelo delo
na dveh programih s podporo zasebnega kapitala: v General Atomics Laboratory
v San Diegu, Kalifornija, in v General Electric Research Laboratory v Scha-
nectadyju, New York. ;

Med drugimi dr¥avami, za. katere vemo, da se ukvarjajo z raziskovanjem
kontroliranega zlivanja jeder, so Francija, Neméija, Nizozemska in Svedska.
Nadvse ofitno je, da teZnje po termonuklearni energiji po vsem svetu jemljejo
resno. Narava problemov, s katerimi se je treba spoprijeti, ¢as, ki bo ne-
dvomno potreben za njihovo re$itev, in pomembnost cilja so faktorii, ki zbujajo
upe na.razmah mednarodnega sodelovanja pri raziskavah.

Ce bralcu tega ¢lanka ostaja vtis, da je teZnja po kontroliranem izkori-
S¢anju termonuklearne energije najbolj mamljivo, najteZje in mogoce tudi naj-
vaznejse raziskovalno delo, kar so si ga kdaj nalozili za potrebe mirnega d¢asa,
bo istega mnenja kakor mnogi znanstveniki, ki se zdaj ukvarjajo s tem wvpra-
Sanjem.

POPRAVEK

V ¢lanku »O lo¢ni dolZini gladkih krivulj in o povrsini gladkih ploskev«
(OMF IX, st. 1, str. 19) je zadnji odstavek pred »Zakljuckom« (str. 33) netocen.
Bralec, ki je poskusil slediti predlaganemu dokazu, je tolahko sam hitro spoznal.
Trditev, da je opisani funkcional zvezen, drzi Sele z nekoliko spremenjieno
definicijo zveznosti. Na strani 28 zgoraj bi morala biti takale definicija zveznosti:

Funkcional @ (r) je zvezen pri ploskvi r? (u, v), e ustreza vsakemu &> 0
tak 4 > 0, da velja

D) —D ) <ce
¢im so izpolnjeni tile pogoji:
D € D°
r(u,v)— 1% (u, v) |<<6 na D
rg Xoy—1r% X1% |<<é naD

o (DY—D) <4

F. KriZanié
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PARADOKS UR V TEORIJI RELATIVNOSTI
JANEZ STRNAD

Specialna teorija relativnosti je osnovana na spoznanju, da je hitrost
svetlobe v praznem prostoru naravna konstanta in ni nié¢ odvisna od gibanja
opazovalca. Opazovalec vselej izmeri za hitrost svetlobe ¢, ¢etudi se enakomerno
priblizuje ali oddaljuje od svetila. To spoznanje, ki je znano kot nacelo relativ-
nosti, nasprotuje izku$njam pri drugih vrstah valovanja. Pri vodnem valovanju
so za opazovalca, ki se enakomerno oddaljuje od kraja, kjer je padel v vodo
kamen, valovi pocCasnejsi kot za mirujotega opazovalca. |

Vzemimo, da sta gibajof¢i se in mirujoc¢i opazovalec skupaj v trenutku, ko
slednji spusti v vodo kamen. Oba naj opazujeta ¢elo nastalega valovanja! Za
mirujodega opazovalca bo valovno ¢elo naraséajo¢ krog, ki mu bo on v sredisZu.
Za gibajotega se opazovalca bo valovno ¢elo narascajoc krog, katerega sredisce pa
se bo vse bolj oddaljevalo. Nacelo relativnosti zagotavlja, da je pri svetlobi
Cisto drugade: valovno delo je krogla, ki se ji vefa radij s hitrostjo ¢ in ji
ostane opazovalec v sredid®u. To velja za opazovalca, ki je blisk oddal, in za
opazovalca, ki se proti prvemu giblje, ¢e sta bila opazovalca skupaj v trenutku,
ko je bil blisk izsevan.

Opazovalca_ tudi ne moreta trditi, da pride valovno ¢elo za oba do izbrane
tocke v istem cCasu. Nacelo relativnosti torej privede do tega, da je treba kriti¢no
razmisliti o pojmu socasnosti dveh pojavov in o merjenju ¢asa nasploh. Po
prejsnjem je jasno, da je soCasnost dveh pojavov odvisna od sistema, v katerem
pojava opazujemo, in da absolutne socasnosti ni. Sistemi, ki se enakomerno
gibljejo drug glede na drugega (tu je govora le o inercialnih, to je nepospegenih
sistemih), imajo torej vsak svoj lastni Cas. Lahko si predstavljamo, da je v vsa-
kem takem sistemu postavljena ura. Tudi e so te ure natanéno enako narejene,
se vsakemu opazovalcu zdi, da gredo ure v sistemih, ki se proti njegovemu
gibljejo, razli¢no hitro.

K tem trditvam je treba Se povedati nadelo, po katerem primerjamo hod
dveh ur, ki se gibljeta druga glede na drugo. Dogovorjeno je, da je za tak
namen ftreba izmenjavati signale s svetlobno hitrostjo. Prva ura naj tedaj, ko
kaze cas 0, odda svetlobni blisk; svetloba se Siri do druge ure, se tam na zrcalu
odbije in po ¢asu ¢ vrne do prve ure. Cas 3¢, to je povpretno vrednost &asov,
ki ju potrebuje svetloba za pot do druge ure in nazaj, je treba primerjati
s ¢asom, recimo t°, ki ga je kazala druga ura, ko jo je zadel svetlobni blisk.

Slikovito si to lahko ponazorimo z naslednjim poskusom. Predstavljajmo
si, da se od nas z veliko hitrostjo oddaljuje vesoljska ladja in da bi opazovalec
na njej rad primerjal svojo uro z uro na Zemlji! Tedaj, ko je bil opazovalec Se
na Zemlji, je seveda naravnal svojo uro po zemeljskih urah. Zdaj pa, npr. v tre-
nutku, ko kaZe njegova ura 12.00, radiotelegrafsko vprasa na Zemljo, koliko je
tam ura. V trenutku, ko kaZe njegova ura 13.00, prispe odgovor, da je bila na
Zemlji tedaj, ko so dobili vpraSanje in ko so takoj odposlali odgovor, ura 12.25.
Opazovalec sklepa, da kaZejo zemeljske ure za 5 minut premalo, kajti po nje-
govem je bila tedaj, ko je signal prisel do Zemlje, ura 12.30. (Opazovalec si sme
predstavljati, da miruje in da se Zemlja oddaljuje, torej da je signal potreboval
enak Cas za pot tja kot za pot nazaj.)

Omenili smo Ze, da gredo za cpazovalca ure, ki se proti njemu gibljejo,
razlitno hitro. Zdaj bi radi izvedeli Se, kolikokrat prehitre ali prepodasne so,
¢e jih opazovalec primerja z lastno uro. — Vzemimo inercialni sistem S, ki ima
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uro v izhodiS¢u in zrcalo v razdalji 2z, v smeri osi z. V ¢asu 0 naj odda ura
svetlobni blisk, ki se na zrcalu odbije in povrne do ure po ¢asu t = 2z,/c.
Sistem S naj se giblje proti inercialnemu sistemu S” s hitrostjo v-v smeri osi &/,
ki sovpada z osjo x. V sistemu S’ naj bosta dve med seboj naravnani uri, prva
v izhodis¢u in druga na abscisni osi. V trenutku, ko kaZe ura v S ¢as 0, naj
izhodis¢i obeh sistemov sovpadata in tedaj naravnajmo tudi uri v sistemu S’ na
¢as 0. V trenutku, ko se vrne svetlobni blisk do ure v sistemu S, naj se ta ura sreca
z uro na abscisni osi sistema S’. Ob tem srecanju kaZe ura S ¢as ¢, ura v S’ pa
¢as t’, ki ga ni tezko izradunati (sl. 1): t’ = (2,2 + (& vt)2)%/c. Razdalji 2, in 2,
sta pravokotni na smer gibanja, zato velja z, == 2,” in je

= (1—0v2c) Rt =9pt; y= (1 — v?/c®) . (1)

Lastni ¢as t je casovni razmak med dvema pojavoma (blisk in njegov po-
vratek) v isti to¢ki. Cas t’ ni lastni Cas, ker se ta dva pojava v sistemu S’ nista
pripetila v isti to¢ki. Za opazovalca v S bo ¢as t" daljsi od lastnega ¢asa. Ceprav
smo izvedli to za poseben
primer, velja izsledek c¢i-
sto splogno, torej mora 3% . .. L
biti tudi obratno res: za !
¢asovni razmak t° med \

dvema pojavoma, ki bi se - \

’.Z

v sistemu S’ pripetila v
isti tocki, bi izmerili v si-
stemu S, kjer se pojava ne |
bi pripetila v isti tocki, z. Z,
daljsi ¢as t = y t'. Cpazo- /
valcu se zdi, da gredo ena- /
komerno se gibajole ure |
pocasneje od njegove ure. :
Ta pojav imenujemo re- 'ﬁ_' /
lativisticno  podaljsanje J
¢asa. | AT O

Zvezo (1) so potrdili A M o~
poskusi.! Za povpredni Ziv-
ljenjski ¢as mionov (del- Sistem S Sistem S
cev i, kl Jib. napraxijo v Slika 1
laboratoriju in zaustavijo
v svincu, tako da razpa-
dejo v mirovanju (rojstvo in smrt teh mezonov sta skoraj na istem kraju, zato
je izmerjeni ¢as lastni c¢as), izmerijo priblizno v = 2,2 us. Za mione, ki jih rode
kozmi¢ni Zarki in s povpreéno kinetiéno energijo W = 3000 MeV letijo skozi
ozracje ter razpadejo v letu (rojstvo in smrt nista na istem kraju), pa so izmerili
nekako 30-krat daljsi povpreéni Zivljenjski ¢as 7". Med obema merskima rezul-
tatoma mora veljati zveza (1) v° = y 7. Vrednost za y lahko izractunamo iz izraza
za kineticno energijo W = (y — 1) m, ¢?, kjer je m, mirovna masa (za mion
pribliZzno m, = 207 elektronskih mas, torej pribliZzno m, ¢ = 100 MeV). Dobimo
v = W/me c? + 1~ 30, kar se ujema z izmerjenim rezultatom in tako potrjuje
veljavnost zveze (1).

-
'
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™
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~
<
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o
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Napravimo zdaj v mislih naslednji namisljeni poskus I. Vesocljska ladja S
naj sprva miruje na Zemlji (sistem S”). Na Zemlji in na ladji naj bosta uri, ki
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ju ob zacletku poskusa naravnamo na ¢as 0. Tedaj naj ladja S za kratek cas
vklju¢i motorje, ki jo pospesSijo, tako da se potem z enakomerno hitrostjo v
oddaljuje od Zemlje. Ko dospe ladja S do cilja potovanja, naj zopet za kratek
¢as vklju¢i motorje, tako da se potem z enakomerno hitrostjo » bliza Zemlji.
Konéno naj S Se tretji¢ vkljuéi motorje, ki naj jo zavrejo, tako da naposled
zopet miruje na Zemlji.

Zemlja se je ves Cas gibala nepospeseno, medtem ko smo ladjo S trikrat
pospesili. Privzemimo, da je potovanje za opazovalca na Zemlji trajalo zelo
dolgo, npr. nekaj let, vsa tri pospeSevanja skupaj pa ne ve¢ kot npr. kako uro.
Cas, ko je ladja S vkljué¢ila motorje, izvzemimo iz merjenja, tako da med po-
speSevanjem ustavimo uro na S. Ob ponovnem sre¢anju opazovalcev z S in §
bosta obe uri a priori navzkriz za ¢éas, ko druga ura ni tekla, vendar naj bo to
tako majhen odlomek celotnega potovalnega casa, da ga ni treba upostevati.

Pri tem poskusu sta na zacetku in na koncu oba opazovalca na istem kraju.,
Spomnimo pa se, da smemo specialno teorijo relativnosti uporabiti samo za
inercialne sisteme. Zato bomo na$ poskus opisali s stalis¢a Zemlje, to je si-
stema S’, ki je bil ves ¢as inercialen. Ura na Zemlji je namerila za trajanje
potovanja Cas' t’, ura na S pa €as t. Za opazovalca na Zemlji se je ura v S
v ¢asu t° enakomerno gibala s hitrostjo v (trenutke pospeSevanja smo izvzeli);
zato se mu zdi, da je ta ura tekla pocasneje, tako da je za trajanje potovanja

namerila krajsi cas t=tly=10—%50v¥c2—..)t. (2)

Pripomnimo Se, da bi v primeru, ko gibanje S ne bi bilo skoraj ves Cas
enakomerno, morali upostevati povprecje
tr
t = f [1— o2 ()% dt’ = (1 —30v2/ct—..)¢. (2
0

Za opazovalca na Zemlji je trajalo torej potovanje €as t’, za opazovalca na
ladji S pa samo das t. Ako sta oba opazovalca dvojcka, se je tisti, ki je
ostal na Zemlji, postaral za c¢as t’, tisti, ki je potoval na S, pa se je po-
staral manj in je ob povratku za ¢as t' — t mlajsi od svojega brata. Pri hitrostih,
ki niso majhne v primeri s hitrostjo svetlobe, je ta razlika lahko znatna.

Pri poskusu I je bistveno, da se sistema S in S sestaneta dvakrat, na
zadetku in na koncu poskusa. Sistem S’ ostane ves as inercialen, sistem S pa
mora biti vsaj nekaj dasa pospefen, ¢e naj pride do ponovnega sredanja. Zato pa
sistema S in S pri tem poskusu nista ve¢ enakovredna. Razlika casov t’ in ¢
je odvisna samo od relativne hitrosti obeh sistemov, da pa jo sploh lahko na
opisani na¢in merimo, mora biti eden od sistemov pospeSen. Vsi ti zakljudki so
nekoliko presenetljivi, zato si niso mogli kaj, da jih ne bi imenovali paradoks
ur ali paradoks dvojckov.

Nazoren je §tevilski zgled, ki ga povzemamo po Darwinu.?2 Potovanje ladje
S naj bo usmerjeno k 4 svetlobna leta oddaljeni zvezdi s hitrostjo v = %ci tako
da traja potovanje tja in nazaj za opazovalca na Zemlji ravno 10 let. Natanéni
uri na obeh ladjah naj bosta urejeni tako, da v doloCenih razmakih oddajata
radijske ali svetlobne signale, npr. po en signal vsako uro. Frekvenco, s katero
si slede ti signali, zaznamujemo z ». Opazovalca na Zemlji in na ladji S naj
sprejemata in belezita signale drugega opazovalca.

Dokler se ladja oddaljuje, zaznavata zaradi Dopplerjevega premika oba
opazovalca signale z zmanjSano frekvenco! »_:

y— =y (1—2vlc)y = [(1 —v/c)/(1 + vic)"y =%y,
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to je na vsake tri signale lastne ure en signal drugega opazovalca. Od trenutka,
ko se ladja S obrne, pa oba opazovalca ne opazujeta ved enakega pojava. Za
opazovalca na Zemlji se je S obrnila po 5 letih v oddaljenosti 4 svetlobnih let,
zato pretedejo 4 leta, preden zazna spremembo v frekvenci signalov. Zaradi tega
sprejema ta opazovalec 9 let signale s frekvenco »_. Preostalo leto pa zaznava
zaradi priblizevanja ladje signale, ki imajo zaradi Dopplerjevega premika po-

vecano frekvenco v L

v, =y {1+ vy =[1+v/c)/1—v/e)ty =3,

to je na vsak signal lastne ure po tri signale z vesoljske ladje. Celotno tevilo
signalov, ki jih opazovalec na Zemlji sprejme med potovanjem ladje S, je tedaj
5v.91et + 3v.1leto = 6 (v.let). Toliko signalov je on sam oddal v 6 letih.
Zaradi tega bo opazovalec na Zemlji za trajanje potovanja navedel po svoji uri
10 let, po uri na ladji S pa 6 let.

Sl 2. Relativni premik frekvence & /v
v odvisnosti od temperature absorberja.
Izvir je bil ves cas pri sobni temperaturi.
Krivuljo so dobili po enacbi (5), ¢e so
vanjo vstavili specificno toploto po De-
wyevl teoriji z Debyevo temperaturo za
zelezo 420 °K

, T ‘ o
100 200 300° K 7"

Nekoliko drugafe pa je za opazovalca na S. Na potovanju tja tudi on
sprejema signale s frekvenco »_., vendar Ze tisti hip, ko se na sredi potovanja
obrne, za¢ne sprejemati signale s frekvenco v . V povprecju sprejme na vsak
signal lastne ure po 3 (3 + 3) = 2 signalov z Zemlje. Ob primerjavi po povratku
ugotovi, da je ura na Zemlji oddajala signale 10 let, njegova lastna ura pa je
oddala le -g’- -krat toliko signalov in je zato namerila samoc 6 let. Do istega
rezultata pridemo tudi po formuli (2), ¢e upostevamo, da je y = 3 in ¢’ = 10 let.

Dosedanja izvajanja nas ne morejo povsem zadovoljiti, saj s stolig¢a si-
stema S poskusa ne moremo opisati s specialno teorijo relativnosti. Zato bi si
radi izmislili poskus, pri katerem ne bi bilo te tezave. V tem poskusu, imenujmo
ga poskus II, nadomestimo pospefeni sistem S z dvema inercialnima sistemoma
S; In S, |

Ladja S, naj se giblje s hitrostjo v mimo Zemlje (S’). Opazovalea na S, in
S’ naj naravnata uri na éas 0, ko sta ravno vstric. Na cilju potovanja naj sred¢a
ladja S, drugo ladjo S,, ki se giblje s hitrostjo v (merjeno v S') proti Zemlji.

131



Opazovalec v S, naj v trenutku, ko je vstric s sistemom S,, naravna svojo uro
po uri v S,. V trenutku, ko je naposled opazovalec v S, vStric z opazovalcem
na Zemlji, naj oba primerjata svoji uri.

Opis poskusa II v sistemu S’ se ne razlikuje od opisa poskusa I v tem
sistemu: ko se sredata na koncu poskusa sistem S in sistem S,, kaZe ura
v prvem sistemu ¢as t' in ura v drugem sistemu ¢as t = t'/y. Drugace pa je za
opazovalca v S, in S,. Tudi za opazovalca S, gresta uri na S’ in S, prepocasi,
vendar zanj med njegovima sredanjema z S” in S, ne pretece isti ¢as kot med
sre¢anjem z S, in sredanjem med S, in S’. Konéni rezultat pa je zanj in za
opazovalca v sistemu S, isti kot za opazovalca v sistemu S'.

Do tega rezultata lahko pridemo s $tetjem signalov, ki jih oddajajo vse
tri ure, vendar je treba upostevati, da se za gibajofega opazovalca razdalje v
smeri gibanja skréijo za faktor y—1. Ra¢uni so nekoliko nepregledni, zato nave-
dimo samo §tevilski rezultat za primer, da je cilj potovanja 4 svetlobna leta
oddaljen od S’ in potujeta sistema S, in S, z enakomerno hitrostjo v = £ ¢, mer-
jeno v sistemu S’. Poiskati moramo $e hitrost »* ki jo ima sistem S,, ¢e jo
merimo v sistemu S, in obratno. Izratunamo jo po pravilu za sestevanje hitrosti

v teoriji relativnostil 11'1 dobimo v* = ﬂ c. Po tem gre za opazovalca v S, ura

na S (1 —v%c?)~*% = & -krat bolj pocasi in ura na S, (1 —v**¥/c?)~* = % -krat
bolj podasi kot njegova lastna ura. Za tega opazovalca poteCejo med srecanjema
s sistemom S’ in s sistemom S, 3 leta in od srecanja z S, do srecanja med S,

in 8’ %' leta. V celoti torej namer'i za trajanje potovanja 3 + %'..% = 6 let, ce

upostevamo da gre zanj ura na S, % = 1 _krat prepodasi. S stalis¢a 1stega opazovaleca
(S,) potece med sre¢anjema S, ter S in S, ter S’ &as 3 +%' = % let. Ker pa gre
ura v S’ zanj 2 > _krat prepocasi, nameri opazovalec v S za cas med tema sre-
danjema samo 2°.2 = 10 let. Prav podoben je opis poskusa s stalis¢a opazo-

3 'B
valca S,.

Poskus II smo omenili tudi zaradi tega, ker je Dingle? po zmotnem pre-
ra¢unu tega poskusa trdil, da kaZeta uri na S” in S, tedaj, ko sta sistema vStrie,
isti ¢as. S to trditvijo je ozivil razpravo o paradoksu ur.

Pri poskusu II se dvoj¢ka ne bi mogla zares sestati. Zato samo bezno
ori§imo, kako bi poskus I (ob upoStevanju nacel splofne teorije relativnosti)

opisali s stalii¢a sistema S. Za das t, ko sistem S ni pospesen, se zanj sistem S’
enakomerno giblje in mora veljati t" = t/y. Za ¢as, ko je sistem S pospeSen,
je treba uporabiti spoznanje splosne teorije relativnosti, da je pospeSek enako-
vreden z gravitacijskim poljem in da razlike v gravitacijskem potencialu vplivajo
na hod ur. V prvem priblizku se pokaze,* da je pospeSek pri obracanju ladje S
kriv za povedanje c¢asa t za (v¥/c?t, to je od tly=(1—3zv%c®2—..)t do
(1+ %02/c? +...)t, kar se ujema z (2). Dosleden ra¢un je izvedljiv le z zelo
zapletenimi matemati¢nimi sredstvi sploSne teorije relativnosti.

Se vedno smo nekoliko nezaupljivi do izvajanj in oddahnili bi si, ko bi jih
potrdil tudi poskus. To se je zares Ze posrecilo Poundu in Eebki® pri merjenju
Moessbauerjevega pojava.b Rezultat njune meritve je Sherwin? interpretiral kot
dokaz paradoksa ur.

Opazujejo resonanéno absorpcijo brezodrivno emitiranih zZarkov y. V izviru
oddajajo jedra Fe% pri prehodu iz prvega vzbujenega stanja v osnovno stanje
7arke y z energijo 14,4 keV, to je frekvenco » = 3,48.10'% s7%, ki je izredno ostro
definirana, saj je povpre¢ni zivljenjski Cas vzbujenega stanja zares samo
r = 1,4.10~7s. V absorberju so jedra Fe® v osnovnem stanju in rada wvpijejo
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zarek y s to energijo. Verjetnost za absorpcijo Zarka y z malo veéjo ali manjfo
energijo pa je dosti manjsa, kar omogoca zelo natantno merjenje energije. |

Ceprav gre za brezodrivno emisijo in absorpcijo, je treba upo$tevati, da
atomi v kristalni mrezi termi¢no nihajo s frekvenco velikostne stopnje 103 g1,
Presodimo, kaksSna je lahko posledica termi¢nega nihanja emitirajocega jedra
za mirujotega opazovalca! Razmere so podobne kot pri paradoksu ur, ¢e si mi-
slimo, da je emitirajode jedro sistem S in mirujo¢ opazovalec sistem S’. Razlika
je le v tem, da se oba sistema nikoli ne sestaneta v isti toc¢ki in da sistem S ni
pospesen samo trikrat, ampak je v enem zivljenjskem c¢asu 7 pospeSen kar vec
milijonkrat. Prvo ni bistveno zaradi tega, ker je razdalja med obema sistemoma
na zacetku in na koncu poskusa enaka, drugo pa ni bistveno zaradi tega, ker
pospeSevanje ne more vplivati na emisijo. Povpretna vrednost pospeska je
namre¢ enaka ni¢ in bi sprememba frekvence pomenila, da se je zaradi pospeSe-
vanja deformiralo jedro.

Nihajni déas elektromagnetnega valovanja, ki ga odda jedro, naj bo za
opazovalca S, ki proti jedru miruje, enak t,. Nihajni ¢as t,’, ki ga izmeri opazo-
valec S’, proti kateremu emitirajoce jedro termic¢no niha, pa je po (2")

——(l—l—zv Fonlhs R, N (3)

Frekvenci v in #', ki ustrezata nihajnima ¢asoma t, in t,’, sta obratnosorazmerni
z njima, zato velja

SN poe- 0 S T 4
Dalje je " ( uy )V )

O — W)y = —Lv¥fct—.. .= —35T ey (T')/c2. (4)

Nazadnje smo zapisali rezultat v isti obliki kot v enacbi® (11) in pomeni tu
cy (T) specifi¢no toploto in T” temperaturo izvira.

Tudi jedra v absorberju termi¢no nihajo in tudi zanje velja po podebnem
premisleku formula (4'), le da je treba vstaviti vanjo absorpcijsko frekvenco v
in temperaturo absorberja T”'. Z od§tevanjem pridemo konéno do enacbe

Sviv= (" — )y =—3%[T" cy (T") —T ey (T)V/c2. (5)

Kadar sta izvir in absorber skoraj pri sobni temperaturi, smemo vstaviti kar
specifiéno toploto Zeleza pri tej temperaturi: cy (T) = cy (T”) = 398 J/kgst in

dobi
RRG 5 yly = — 2,.91.10~15 st= (T” —T') . (6)

Pound in Rebka sta ZVezo (5) potrdila s poskusom (sl. 2) in ugotovila za Ste-
vilski koeficient v (8) vrednost — (2,09 + 0,45) .10~ st~!, kar se dobro ujema
z izraCunano vrednostjo.
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NOVICE

\‘/SODILO DELJIVOSTI IN NJEGOVA USODA

Dobro je znano in rado se primeri, da se odkritja ponavljajo. Vcasih
gre za teorijo, ki je zgodovinsko tako dozorela, da se posveti v veC glavah
hkrati in potem vzbudi boj za c¢asovno prioriteto. Taka  je bila na primer
z infinitezimalnim rac¢unom. So pa 8e druga, drobna odkritja, ki jim ni na-
menjeno ne veliko mesto v matematiki in ne senzacionalni boj za ime. Zato
pa se lahko taka odkritja pohvalijo s posebno nagajivostjo: Hitro zapadejo
v pozabo in se zato mascéujejo tako, da se puste vedno znova odkrivati. In se
to si dovolijo. da se predstavijo na ve¢ mestih hkrati. Taka je tudi zgodba
o kriteriju deljivosti z lihim &tevilom, ki ni deljivo s 5.

V 239. stevilki »The mathematical Gazette« je leta 1955 objavil neki
J. Kashangaki, Student univerze Makerere v Kampali (Uganda), kriterij de-
ljivosti s Stevilom 19. To pravilo slove takole: |

Desetiski Stevilki, ki predstavlja dano Stevilo, odreZi zadnjo cifro in
pristej okrncu dvakratnik odvzete cifre! Prvotno Stevilo je deljivo z 19, cée je
tdko novo Stevilo.

Z. zaporednc uporabo tega pravila prispemo koncéno do Stevila, ki je
manj$e od 19, in tako presodimo o deljivosti. Primer: Ali je 3086 379 deljivo

? - .

z 19?7 Ravnajmo takole: 308637 & 9. 9 — 308655

30865 + 2.5 = 30875
3087 +2.5 = 3097
309 +2.7= 323

" 32+2.3= 38

Stevilo 38 pa je Ze na oko deljivo z 19 in tako lahko algoritem zaustavimo kar
na tem mestu. Ugotovili smo, da je 3 086 379 deljivo z 19.

To pravilo je ponatisnilo MaTemaTuecxoe npocseneHne v svoji tretji Ste-
vilki (1958) in sprozilo bogat odziv svojih bralcev. Pisma so bila naravnana
v dve smeri: ena so podajala posplosSitev pravila na poljubna liha Sfevila, ki so
brez faktorja 5, druga pa so govorila o zgodovini tega vprasanja. V prvo skupino
sodi prispevek I. N. Sapgira, ki ga je objavilo MaTemaTnueckoe npoCBeIeOHNe
v Cetrti Stevilki (1959). V spremni besedi navaja uredni$tvo, da je prejelo veé
podobnih pisem in se seznanilo Se z drugim prispevkom J. Kashangakija v »The
Mathematical Gazette« (1957) ter prav tako z delom R.J. Gillingsa v »Secripta
mathematica« (1956—1957). Vsi ti prispevki govore o istem sploSnem kriteriju
deljivosti. Bralci pa, ki so brskali po virih, opozarjajo, da ne gre za novo
pravilo ne v primeru §tevila 19 in ne v sploSnem primeru. Tako je kriterij
deljivosti z 19 omenjen na primer v poljudni »Zanimivi algebri« Ja. J. Perelj-
mana. SploSno pravilo najdemo v belezkah Loira v »Comptes rendues« Franco-
ske akademije za leto 1888, »MarematTuueckuii cOopHur=« pa je ze v letniku
1876-77 objavil prispevek znanega moskovskega matematika N. V. Bugaeva z isto
vsebino. Sezgodnejdivir je »BecTHNK MaTeMATHUYECKNX HAYK<«, Vkaterem jeleta
1861 objavil to pravilo A. Zbikovski, uditelj iz Minska. Zelo verjetno pa tudi to
ni zadnja beseda zgodovine. Vse kaze, da ima obravnavano pravilo obseZno mno-
zico avtorjev, razireseno po celinah in po stoletjih. Po tej kratki in neizérpni
zgodovini pa se lotimo pravila samega. Pravilo, dokaz in primer povzemimo
kar po Sapgirovi belezki.
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Naj bo p liho §tevilo, ki ni deljivo s 5. Preden izrazimo kriterij deljivosti
s p, pripravimo dve pomoZzni naravni Stevili! Prvo Stevilo n; naj bo reSitev
diofantske enacbe:

i D n4 ma Pl 1000 = 1y K1)
i 3 drugc Stevilo n, pa 'naj
| 10k +1 k | 9k -1 | | reSi diofantsko enacbo
i TSy gt g = 1y 1
10k + 3 l7k443| 3% + 1 W h—g0y =4 @
| Obe enacbi sta resljivi,

10k + 17 3k 42 Tk + . saj je Stevilo p po pogo-
- ju tuje Stevilu 10. Vred-
10k +9 l 9k 48 I | kK41 ‘nosti n, in n,, ki ustrezajo
razliénim p, navedimo kar

v tabeli.

Stevilo A, ¢igar deljivost s p preskuSamo, zapiSemo v obliki

kjer je |
0=y=9
in mu priredimo dve Stevili
A =x—N,Y Ay =8 F Y

UposStevamo (1) in (2) pa dobimo po kratkem racunu
A—10A4A, = pmy
10 A, — A = pm,y

Ne pozabimo, da je Stevilo p tuje Stevilu 10, pa razberemo od tod dve
pravili:

Stevili A in A, sta obe deljivi s p ali pa obe nista deljivi s p.
Stevili A in A, sta obe deljivi s p ali pa obe nista deljivi s p.

V tabeli za n, in n, so ¢rno obrobljene tiste vrednosti, ki so manj ugodne
za rabo. Sapgirova tabela nam torej pove, po katerem pravilu naj se v vsakem
danem primeru ravnamo.

Oglejmo si na primer, ali je Stevilo 3 086 391 deljivo z 317

Tu je A= 3086391, p= 31, k= 3. Po tabeli prevedemo vpraSanje na

deljivost Stevila
A, =308639—3.1 = 308 636

z 31. Dalje je

A, = 30863 —3.6 = 30 845
A = 3084—3.5—= 3069
A™ — 306—3.9= 279
A= 8.9 0

Iz tega sledi: Stevilo A je deljivo z 31,

Literatura:

M. H. Canrup: JlBa npus3HaxKa AEIUMOCTH Ha JI000€ UHMCIO, He OKaHuuBalolleecs
ga 5. MatemaTHueckoe npocselienue, Buinyck 4, MockBa 1959, stran 209.

France KriZanid
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DOMACE VESTI

VISJI PREDAVATELJ ALBIN ZABKAR

Dne 1. avgusta 1962 je po veCmesec¢ni hudi
bolezni umrl visji predavatelj matematike na
fakulteti za naravoslovje in tehnologijo Albin
Zabkar. Smrt ga je dohitela prezgodaj, saj je bil
pokojni pri polni moéi, ko ga je nenadno na-
padla zahrbtna bolezen in ga spravila v grob.

Prof. Zabkar se je rodil 1. marca 1901 v
Krskem. Osnovno Solo je obiskoval v rodnem
mestu, gimnazijo pa v Sentvidu, kjer je 1.1920
maturiral. Po maturi se je vpisal na takrat novo
ustanovljeno ljubljansko univerzo, kjer je Stu-
diral matematiko in fiziko. Po Stirih letih Studija
je 1.1924 diplomiral, ‘1. 1926 pa je tudi poloZil
profesorski usposobljenostni izpit za poucevanje
matematike in fizike na srednjih Solah kot glav-
nih predmetov. Ze 1. 1924 je nastopil sluZbo na
srednjih Solah in priSel kot suplent najprej na
gimnazijo v Kocevju, 1.1926 pa je dobil mesto profesorja na takratni tretji
drzavni gimnaziji v Ljubljani. Od tedaj pa vse do 1. 1958 je bil redno zaposlen
kot profesor matematike in fizike na raznih ljubljanskih gimnazijah, nazadnje
na VIL gimnaziji na Vi¢u. Poleg tega je skoraj ves &as svcjega sluZbovanja na
ljubljanskih gimnazijah sodeloval tudi na univerzi pri pouku matematike. Ze
v Studijskem letu 1927/28 je namreé prevzel predavanja in vaje iz matematike
za sluSatelje arhitekture, kemije in rudarstva na takratni tehnigki fakulteti. Ko
je po osvoboditvi Stevilo sluSateljev in oddelkov na univerzi mo¢no naraslo, je
prof. Zabkar obdrZal predavanja in vaje za arhitekte, rudarje in metalurge, po
potrebi pa je pozneje Se vedno rad priskoc¢il na pomo¢ tudi drugje. Sele 1. 1953
se je odlocil opustiti naporno dvojno delo na univerzi in na srednji $oli in je
po krajSem prehodnem razdobju popolnoma pre$el na tedanjo fakulteto za ri-
darstvo, metalurgijo in kemijsko tehnologijo za vi§jega predavatelja matematike.

Delo profesorja Zabkarja je pustilo vidne sledove na &tevilnih podrodjih.
Kot dolgoletni srednjeSolski uditelj je posredoval znanje matematike in fizike
Stevilnim dijakom, ki so si izbrali pozneje razne poklice, tako da je naletel na
svoje bivie ucence skoraj v vseh mestih in na vseh poloZajih po na¥i domovini.
Del svojih pedagoSkih izkuSenj po gimnazijah je pokojni uporabil tudi pri
sestavljanju Stevilnih uébenikov, ki jih je napisal sam ali v sedelovanju z dru-
gimi. Se veé izkuSenj in znanja pa je pokojni odnesel s sebyj v grob. Ceprav je
rad in s polnim razumevanjem spostoval tuje prepric¢anje, mu je le bilo vsako
nepotrebno govoriéenje zaprno in zato je na Zalost tudi o svejih izkugnjah le
nerad govoril. V Se manjsi meri kakor njegove izkugnje na srednji Soli bodo
mogla zato koristiti drugim njegova dognanja v zvezi s poukom matematike
na tehniskih fakultetah, ¢eprav bi mogel tudi v tem pogledu pokojni marsikaj
povedati. Skoraj celih 20 let je imel namreé prof. Zabkar sam na skrbi enoletni
kurz matematike za razne tehni¢ne poklice, v katerem je bilo treba podati
bodofim inZenirjem Stevilne vaZzne dopolnitve matematiénega znanja. Za to

136



podrodje dela se je pokojni posebno v teku zadnjih let zelo zanimal in mu po-
svetil veliko pozornosti. Zivo je zasledaval razvoj tega vprasSanja po svetu in
zbral tudi izredno bogato biblioteko o tem in o drugih vprasanjih. Zato je zelo
Skoda, da so ravno na tem podrocju zaradi njegive zadrZzanosti prisli tako malo
do izraza ﬁjegmri pogledi in izkusSnje. |

Opis dela prof. Zabkarja ne bi bil popoln, ¢e ne bi omenili tudi njegovega
marljivega sodelovanja pri raznih strokovnih é&asopisih. Tako je za Obzornik
napisal prevod ¢lanka L. N. Ridenoura o hitrih rac¢unskih strojih, v Obzorniku,
Elektrotehnitkem vestniku in v Rudarsko-metalur§$kem zborniku pa je objavil
tudi ve¢ ocen raznih inozemskih strokovnih knjig. Prav tak> bi bilo treba tudi
omeniti slovenski prevod znanega matematié¢nega priroc¢nika avtorjev I. N. Bron-
Stejna in K. A. Semendjajeva, ki ga je oskrbel v zadnjih mesecih svojega
Yivljenja in ki bo v kratkem iz8el pri zalozbi Zivljenje in tehnika.

Prof. Zabkar je bil v privatnem zivljenju skromen in tih ¢lovek. Do
svojih - Studentyv je bil pravicéen in prijazen, prav tako tudi do svojih o7jih
tovariSev, posebno mlaj$ih. Zato ga bodo Stevilni njegovi u€enci in znanci ohra-
nili v najlep$em spominu.

A. Kuhelj

SOLA

PRIPOROCILO

Odbora Zveznega izvrsnega sveta za prosveto in kulturo o ukrepih
za napredek matemati¢ne izobrazbe

Odbor Zveznega izvrSnega sveta za prosveto in kultury je na svojem za-
sedanju dne 6. julija 1962 obravnaval na podlagi posebno pripravljenega
elaborata stanje in nekatera aktualna vpraSanja matemati¢énega pouka. Odbor
je na zasedanju ugotovil, da je s stanjem matematiénega pouka treba seznaniti
vse Sole, univerze, znanstvene zavode, organe za prosveto in znanstveny delo,
strckovne sluZzbe in ustanove, da bi le-te posvetile potrebno paznjo zblizanju
pogojev za nadaljnji dvig kvalitete matemati¢ne izobrazbe in matemati¢ne kul-
ture vobce, ker je vse to izrednega pomena za razvoj znanstvenega misljenja in
za dbcCo in strokovno izobrazbo nase mlade generacije, kakor tudi za izpopolnitev
cele vrste raznih kategorij nasih strokovnih kadrov.

Potrebe za dvig ravni matematicne izobrazbe in Stevila matemati¢nih
kadrov raznih profilov in specialnosti so iz leta v leto velje, ker postaja aktivno
znanje matematike na vseh stopnjah v wvseh drzavah pa tudi v nasi eden
izmed pogojev njenega racionalnega ekonimskega razvoja. Uporaba matema-
ticnih znanj se Siri na nova in nova podroc¢ja znanosti, kakor tudi v sodobno
proizvodnjo in druZbene sluZbe. Medtem ko se je pouk matematike do sedaj
razvijal v Solah ter na univerzah za potrebe oblikovanja matemati¢nih kadrov
za delo v Solah, se zdaj za matematiko in njeno uporabo vse bolj zanimajo
znanstvene ustanove, industrijska podjetja, statisti¢cne in druge sluzbe, v katerih
cutijo vse vecdjo potrebo po kadrih z matematiéno izobrazbo.
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Razvoj sxdobne tehnike je najtesneje povezan z razvojem razliénih podrocij
matematike, katere rezultati moéno vplivajo na nadaljnji tok tega razvoja.

Zato mora nafa skupnost posvetiti posebno skrb oblikovanju Stevilnih
matemati¢nih kadrov raznih profilov in to: predmetnih uéiteljev in profesorjev
matematike v osnovnih Solah, srednjih in vi§jih $olah, matematikov, ki delajo
z radunskimi stroji, znanstvenih delavecev in tistih matematikov, ki so zaposleni
s tehniénimi in industrijskimi raziskovanji. Za nadaljnji razvoj matematike in
njene uporabe pri nas je izredno vaZn> zagotoviti tudi dovolj mocan priliv.
kvalitetnih slu$ateljev na fakultete in druge institucije, ki izobrazujejo matema-
tike, a e posebno na matematiéne katedre prirodno-matemati¢nih fakultet.

Da bi hitreje in bolj uspeSno kot doslej zadovoljili naraScajoCe potrebe po
matematiéni izobrazbi in kulturi, je nujno p>trebno, da za taksno delo pridobimo
vse zainteresirane faktorje, ki naj posvetijo vso skrb napredku matemati¢nega
pouka. Glede na takZen cilj se Odbor ZIS za prosveto in kuturo obraca na vse
Yole in fakultete, znanstvene institucije, organe za prosveto in za znanstveno
delo, strokyvne institucije in organizacije z naslednjim

priporocilom:

1.

Odbor ZIS za prosveto in kulturo poziva vse Sole in univerze, znanstvene
institucije, svete za prosveto v obdéini, okraju in republiki, strokovne sluzbe
v prosveti, sindikalne organizacije prosvetnih delavcev in organizacije ljudske
mladine, da posvetijo posebno skrb pouku matematike pri razvoju matemati¢ne
kulture vobée in da v mejah svojih dejavnosti ustvarjajo ¢imbolj ugodne pogoje
za njen napredek in za dvig ravni matemati¢ne izobrazbe v skladu s sodobnimi
druzbenimi ptrebami.

IL.

Glede na hitro rast Solske mreZe in proces vse veCjega zajetja mladine
v osnovnih, srednjih in visjih Solah, je nastala v sedanji etapi razvoja nasSega
Solstva potreba po Stevilnej$ih matemati¢nih kadrih, ki bi bili usposobljeni
uspesno izvesti matemati¢ni pouk na ustrezni ravni.

Da bi to povefano potrebo mogli v skorajSnjem casu uresnic¢iti, smatra
Odbor ZIS za prosveto in kulturo za potrebno priporociti, da vsi zainteresirani
organi, a Se posebno komune, ki so neposredn> zainteresirane na tem podrocju,
proudijo vse oblike stimuliranja mladine za S§tudij matematike, da bi tako
uporabili vse vire pri pridobivanju mladih matemati¢nih kadrov.

Potrebno je takoj in nemudoma izkoristiti vse moznisti za povecdanje
priliva Studentov, ki bi Studirali matematiko na prirodoslovno-matematicénih
fakultetah, vi§iih pedagoSkih Solah in pedago$kih akademijah. Za dosego taks-
nega cilja je treba takoj zaceti z naslednjimi ukrepi:

1.- Ze v novem Solskem letu je treba posvetiti posebno skrb $tipendiranju
vetjega Stevila udencev za $tudij matematike in $tudentom matematike na pri-
rodoslovno-matemati¢nih fakultetah, visjih pedagofkih Solah in pedagoskih
akademijah in glede na to zadeti z razdeljevanjem sredstev za Stipendiranje.

2. Podvzeti je treba vse, da se sposobnim Studentom matematike povedajo
Stipendije in tako ustvarijo za njihov §tudij bljsi materialni pogoji. ”
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3. Potrebno je, da pristojni faktorji in Studentske organizacije posvetijo
vedjo skrb namestitvi studentov matematike v Studentskih domowih.

4. Priporoda se vsem organom za prosvet), a Se posebno v komunah,
v. katerih manjka matemati¢nih kadrov v Solah, da store vse za stimulacijo
teh kadrov v novem sistemu nagrajevanja in Se z drugimi oblikami omogocijo,
da si $ole pridobijo spisobne in &imbolj kvalificirane matemati¢ne kadre.

5. Glede na velike potrebe po matematiénih kadrih je nujno, da organi
za prosveto takoj pregledajo potrebe po teh kadrih in da na podlagi teh potrab
izdelajo svoje plane za njihovo zadvoljitev.

._ I1I.

Neprestani razvoj matemati¢nih znanosti zahteva, da matematiki v Solah
stalno izpopolnjujejo svoje znanje in delo, zato jim moramo mnogo bolj kot
doslej nuditi vso potrebno pomoé. Nastaja tudi potreba, da rganizirano vzpod-
bujamo mlajsi u¢ni kader, da bi si ta pridobil kvalifikacijo na ravni univerzi-
tetnega pouka II stopnje tako, da bi Studiral ustrezne programe in si na elastic-
nejsi nadéin pridobil vi§jo kvalifikacijo. Z vedjo painjo je treba mlajSe
matemati¢ne kadre uvajati v njih>vo uéno delo; priprave za strokovni izpit pa
je treba izkoristiti za njihovo nadaljnje strokovno izpopolnjevanje. |

Pouk matematike zahteva sistemati¢no izpopolnjevanje v cilju doseganja
¢imbolj&ih izobrazbenih rezultatov. Potrebno je osvajati endstne kriterije pri
refevanju posameznih didakti¢nih in uénih vprasSanj. Glede na to je treba se
naprej izpolnjevati u¢ne nadrte in predmetnike v vseh vrstah Sol, kakor tudi
uc¢benike in druga sredstva za dviganje kvalitete pouka v celoti.

Potfrebno je tudi, da Sole in strokovne sluzbe v sodelivanju z druStvi mate-
matikov in z matemati¢nimi ustanovami bolje skrbijo za pravilen razvoj tistih
udencev, ki kaZejo posebno sposobnost in zanimanje za matematiko; takSno
s<animanije je treba Se krepiti in poiskati ustrezne mere, da se taksnim ucencem
zagotovi popoln in ugoden razvoj v tej smeri. Eno od koristnih mer predstavlja
organizacija dopolnilnega dela s sposobnimi uéenci in tekmovanja ucencev vseh
vrst ol v komuni, okraju — do republike in federacije. Tak3$n> delo je treba
sistematidno razvijati in zanj najti ustreznejSe oblike, da bi tako mobilizirali
utence za Se vedje napore v cilju doseganja ¢imboljSih rezultatov na tern
podrodju.

IV.

Ko se ob tej priliki obra¢amo na vse Sole, univerze, znanstvene institucije,
srgane za prosveto in znanstveno delo, strokovne ustanove, druStva matema-
tikov, sindikalne organizacije prosvetnih in znanstvenih delavcev in organizacije
ljudske mladine, je Odbor ZIS za prosveto in kulturo preprican, da bo njihovo
medsebojno sodelovanje in Se sodelovanje z drugimi zainteresiranimi faktorji
dovedlo do hitrejSega in uspeSnejSega reSevanja vrste aktualnin vpraSanj na
tem podro¢ju. Odbor ZIS za prosveto in kulturo je tudi pripravljen Se nadalje
spremljati in nuditi vso potrebno pomo¢ pri nadaljnjem izboljSanju pouka ma-
tematike v nagih $olah, na univerzah in drugih ustanovah.

Beograd, 26. julija 1962.
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DOPISI

ALI ATOMSKA BOMBA LAHKO ZANETI VERIZNO JEDRSKO
REAKCIJO V MORJU?

V zvezi s poskusi z atomskimi bombami, o katerih smo svoj ¢as braii
v casnikih, me zanima vpraSanje: ali se ne bi mogla verizna reakcija razsiriti
na vodik v morski vodi, ¢e bi v morju eksplodirala velika vodikova bomba?

Znano je, da se pri zlitju 4 jeder vodika v 1 helijevo jedro sprosti ener-
gija 28.10% eV, medtem ko je energija jedra, potrebna za to, da lahko reagira
z drugim jedrom, mnogo manjéa.' Kot mi je znano, poteka v sredis¢u Sonca
takSna reakcija Ze pri 20.10% °K ali pri Se nizji temperaturi (Cemur ustreza po-
vprecna energija delca okrog 2000 eV) seveda izredno pocasi, ker zelo redkokdaj
doseZe katero jedro dovolj veliko energijo. Ker pa z nara&lanjem temperature
Stevilo jeder z veliko energijo zelo hitro naragda, bo najbrZ pri 10 ali 100-krat
tolikSni temperaturi, kot je v soncu, stevilo teh jeder Ze dovolj veliko, da bi
jedra mogla reagirati. Ali je potemtakem zares nevarno, da bi v morju zanetili

. s e n
jedrski pozZar: rC

ODGOVOR

Pomislek, da lahko atomska bomba sprozi termonuklearne jedrske reakcije
v vodi, je a priori seveda upravicen; saj sluzi pri vodikovi bombi kot detonator
atomska bomba, ki sprozi reakcije med lahkimi jedri, ki sestavljajo- bombo.
Vendar se izkaZe, da atomska bomba v navadni vodi ali kjerkoli na zemlji take
reakcije ne more sproziti. |

‘Najprej poudarimo, da med lahkimi jedri niso mozZne veriZne reakcije!
Pri reakcijah med dvema lahkima jedroma pri energijah pod 10 MeV z redkimi
izjemami nastaneta le po dva konéna produkta, od katerih je vsaj eden (navadno
pa sta oba) elektri¢no nabit. Nabiti delci izgubljajo v glavnem svojo kineti¢no
energijo s trki z elektroni, tako da bo v splosnem reakcijski produkt prisel prej
v temperaturno ravnotezje z okolico, kot pa doZivel jedrsko reakcijo. Zato so
jedrske verizne reakcije mozne le z nevtroni, to je, ¢e reakecijo sproZi nevtron
in se pri reakciji sprosti ve¢ kot en nevtron. Tem . pogojem ni mozno zadostiti
pri reakcijah z lahkimi jedri. Zato je hitrost sproSfanja energije v sistemu
zaradi jedrskih reakcij med lahkimi jedri odvisna predvsem od temperature in
gostote sistema ter od reakcijskih presekov navzocih lahkih jeder (1).

V vodi imamo v glavnem vodik (H!) in kisik (O!%) in v zelo majhnih ko-
licinah devterij (H2) in izotopa kisika O in O, Zato bi morali k morebitni
termonuklearni reakciji najveC energije prispevati reakeciji H! + H! - H?2 +
+ et + v in O + H! - F!7 + 4 ki sta zelo pomembni pri izgorevanju zvezd.
Oglejmo si prvo reakcijo: v srediS¢u sonca s temperaturo 14.10% °K in gostoio
vodika 100 g/cm?® je Zivljenjska doba vodika zaradi te reakcije 14.10° let. To se
pravi, da posamezen proton na opisani nadin reagira v povpredju Sele po
14 milijardah let. Pri tiso€krat manjsi gostoti vodika v vodi in ¢eprav nekoliko
viSji temperaturi pri eksploziji bo ta reakcija Se vedno bistveno podasnejsa, kot
je oddajanje toplote s toplotnim sevanjem (glej (1), slika 4). Podobno oceno bi
lahko naredili tudi za ostale kombinacije in uvideli, da so termonuklearne
reakcije pri pogojih na zemlji nemogoce.
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Zakaj pa so potem mozne vodikove bombe, bo kdo vprasal. — Elementi, ki
jih uporabljajo v vodikovih bombah, imajo izredno velike reakcijske preseke,
take da so termonuklearne reakcije mozne tudi pri gostotah priblizno 1 g/cms?,
temperaturah do.100.10%?K in pri majhni masi sistema. NajugodnejSa je reakcija
H? -+ H® — He* + n -+ 17.6 MeV, ki je pri majhnih medsebojnih energijah (nekaj
keV) zacletnih jeder najmocnejSa znana reakcija. V naravi pa je devterija
izredno malo ((1) slika 1) in ga obogadujejo s teZavnimi postopki, tritij pa je
celo radiocaktiven in ga pridobivajo Sele s pomocjo jedrskih reakeij.

Pomanjkanje termonuklearnega goriva je kvalitativno lahko razumeti.
Zemlja je nastala iz snovi, ki je neko¢ pripadala zvezdi, v kateri so potekale
jedrske reakcije. Zato so elementi oziroma izotopi, ki v jedrskih reakcijah hitro
izgorevajo, na zemlji zelo redki ((1) slika 1). Po drugi strani pa je bila masa
zemlje dosti premajhna, da bi sama vzdrzevala izgorevanje pocCasnih reakeij,

ker so bile izgube zaradi sevanja prevelike in se je ohladila Boodon Pooh

(1) M. Kregar in B. Povh, Jedrske reakcije v zvezdah, Obzornik za mat. in fiz.,
8, 72 (1961).

ODGOVOR

OBSEVANA PLAST
(Obz. za mat. fiz., 7, 188, 1960)

1 m visoko nad vodiravno podlago je namescen tockast izotropen izvor
enobarvne rentgentske svetlobe. Z njo hofemo obsevati 1 dm® neke snovi, ki jo
v obliki tanke plasti porazdelimo po podlagi. Razpolovna debelina snovi meri
pri uporabljeni rentgenski svetlobi 0,8 mm. Snov in podlaga sta taks$ni, da e
svetlobe ne razpriujeta, ampak jo samo absorbirata. |

Kako naj bo snov porazdeljena, da bo obsevanje najbolj uéinkovito, to se
pravi, da se bo v snovi absorbiral maksimalen deleZ svetlobnega toka, ki za
seva izvor? KolikSen je ta delez? KolikSna je najvecja debelina plasti?

Pri¢akujemo, da bo plast snovi tvorila rotacijsko telo, katerega profil
opiSemo s funkcijo z = z (r) (gl. sliko). Da bomo mogli doloc¢iti to funkecijo,
moiramo najprej zapisati, kolikSen deleZ svetlobnega toka, ki ga seva izvor, se
absorbira v plasti. Ker je izvor izotropen, oddaja v element prostorskega kota
d svetlobni tok P,dQ/4 =, ¢e je P, celotni tok, ki ga seva izvor. Pri prehodu
skozi snov se ta tok e#S-krat oslabi, ¢e je u absorpcijski koeficient, s pa pot
svetlobe v plasti (gl. sliko!). Kvocient celokupnega absorbiranega in izsevanega
svetlobnega toka je torej:

:F’ abs
P,

df2
f—

= | [1—exp (—pus)
| 47

pri ¢emer je treba integrirati po tistem delu pms-torskega kota, ki ga izpolnjujejo
zarki, ki gredo skozi plast. Zahtevamo, da naj bo zapisani funkcional maksima-
len, pri ¢emer pa mora biti izpolnjen pogoj, da ima plast predpisano prostornino.
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Ako poskusimo reSiti zastavljeni variacijski problem ob predpostavki, da
plast nima omejenega radija, pridemo do nesmiselnega rezultata, namre¢ do
resitve z (r), ki je v nekem intervalu-negativna. Ker negativnih vrednosti za z
ne smem?> dovoliti, iS¢éemo tako funkcijo z (r), ki ima pri 0 <r<<a pozitivne
vrednosti, za r > a pa postavimo z =0.

Zaradi rotacijske simetrije smemo vzeti, da leZi prostorski element med
plagCema dveh toZcev, ki sta dolotena s kotoma & in @ + d¥, torej d@Q =
= 2n d (cos ¢#). V izrazu tg & = (r + 4r)/h bomo zanemarili Ar, kar je dovoljeno,

zvor
®

¢e dxmnevamo, da je plast tanka v primeri s h. S subs.titulcijama g =rh=t
in s = z/cos ¥ prevedemo prej zapisani funkecional, ki ga bomo odslej zaznamo-
vali z @ (z), v obliko:

Pa.bs ’ t
22 0@ =% [ [l—exp(—pz Y1+ )] —————dt,
P, ] f =¥ (1 + 3%

kjer je v = a/h. Pogoj glede prostornine pa se glasi:

P (2) =2:n:h2ftzdt =V .

Poiskati je freba tak z (t), da bo:
grad (@ — AP) = 0,

kjer je grad znamenje za gradient funkcionala, 4 pa neznan multiplikator. Zgor-
nji pogi] nam da- Eulerjevo diferencialno enacbo za podintegralno funkcijo
F (t, z) funkcionala @ — A%, namre¢ za:

- t
F(t2z)=3%[1—exp(—uzl)1l+ 2] 2xlhitz.
(1 + t2)%s
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Eulerjeva enac¢ba za to funkcijo je izprijena in ima obliko:

F t
(()) =5 U V1+t2 (1+t2)3/ exp(—-——ﬂ.z Vl—i—tg)“"'zﬁﬂhzt: ’
< 2

od koder izrac¢unamo z (t):

L u
z (1) = . In TR
w1+ 4dxini( + )

1z pogoja z (r) = 0 dolo¢imo 7 in s tem radij plasti ¢ = h 1

Drugo relacijo med 7z in 4 nam pa da enadba:

T 2 2 [ | 2 h2 2
Vo—2ah | tzdt = — “T0 t_ g 224+ .
M V1+¢ u
2 2 4 h2
— 2zh .[ln 7Y ey +-'£2-—2]
Ly 2

Ko vstavimo prej$nji izraz za v, dobim> naslednjo transcendentno enadbo za i:

1 4 7 h?
1n,1+2]/ & ]/-—-Hn i o #Ve _y
4 71 h? A T 2 7 h®

Z gornjimi podatki za u, h, V, dobimo 1 = 37 m™3, potem pa ¢ = 0,93, torej:

¢ = ht=0,93m.
Najve&ja debelina plasti je tik pod izvorom, to je pri t = 0:

1
2(0)= — In —*&
7 4 v 4 h?

= (,72.107° m

Doloditi je treba Se deleZ absorbiranega toka. V @& (z) postavimo dibljeni izraz
za 2.
.

Paps _lf[l 472 h2(1 +t2] t dt
— 2 =
2% 7 (1 + 12)¥s

o

Dobimo: - = 0.035

Mladen Gros

143



UTRINKI

Natané¢nost pa taka! — ...»a tadna vrijednost u N/m?2:

mm Hg = 133,322 387 415 N/m?,«

M. Brezinséak: Mjere i sistemi jedinica. Tehnic¢ka knjiga, Zagreb, 1961, str. 104.

Preprosta definicija — Lord Kelvin u Zelji za materijalno nezavisnom
reprodukcijom temperaturne skale upotrebio je godine 1852. za termometricku
veli¢inu samu toplinu @, dakle x = @, éime izraz (1.1—8) dobiva oblik

T=a@ (1.4—1)

... Temperaturna ljestvica na toj osnovi dobila je naziv »termodinamicka ili
Kelvinova ljestvica temperature«... .‘ M. Breingaic: istotam, str.168:

PERPETUUM MOBILE, KI ZARES GRE

O Nielsu Bohru pripovedujejo, da je neko¢ v druzbi, ko so se pogovarjali
o perpetuumu mobile, presenetil vse prisotne z izjavo, da se mu je posrecilo
iznajti taksen stroj.

Spodnja slika kaZe, kako je tak stroj narejen. Na kolesce, ki je nasajeno na
vrtljivo gred, pritrdimo na vrhu 9-gramsko utez, spodaj pa 6-gramsko. Jasno je,
da se bo kolesce zasukalo, tako da bo prisla 6-gramska uteZz na vrh. Kaj se
potlej zgodi, pa bralec lahko ugotovi, ¢e zasuce sliko, ki jo ima pred seboj.

SIMPLEX SIGILLUM VERI

V Pohlovi predavalnici v Gottingenu je baje na zidu napis, ki ga omenja
naslov. Brue, ki oditno ni Sel skozi latinske Sole, vprasa starejsega kolego, kaj
ta napis pomeni. »Der Siegellack ist doch das Einfachste« — se glasi odgovor.

Vedeti je treba, da je profesor R. W. Pohl eden prvih, ki je v predavanja
iz fizike uvedel sodobne instrumente. Kljub temu pa je znal ceniti tudi
preproste poskuse iz tistih Casov, ko je bila Se v cCasteh umetnost eksperimen-
tiranja s pecatnim voskom in sukancem.
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SPOROCILO UPRAVE

Prosimo vse sodelavce »Obzornika«, ki so dolZzni imeti Ziro racun, da nam
posljejo $tevilko racduna. Tisti pa, ki jim ni treba imeti Ziro racuna, naj nam
dostavijo izjavo, glaseCo se takole:

1IZJAVA

Podpisani ........ceoem.

zaposlen v (pri)

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

izjavljam, da nisem dolzan imeti Ziro rac¢una, ker moj honorarni dohodek ne
doseZe predpisane visine.

(Bivalife, datitll) .o Podpis .. v oo s e

Novi sodelavei lahko priloZijo Stevilko racuna oziroma izjavo rokopisu, Ki
ga posljejo urednistvu.

ZALOZBA »MLADINSKA KNJIGA«

izdaja v sodelovanju z
Drustvom matematikov in fizikov LRS knjiZzno zbirko.

SIGMA

Zbirka obsega poljudna dela iz matematike, elementarne prikaze novejsih
matemati¢nih poglavij in manj$e univerzne ucébenike. Doslej so izSle nasledaje
knjige: “

I. Vidav: Regeni in nereSeni problemi matematike

A. Vadnal: Elementarni uvyd v verjetnostni racun

N. Prijatelj: Uvod v matemati¢no logiko

F. Krizani¢: Elektronski aritmeti¢ni racunalniki

I. Vidav: Algebra
Pravkar sta izSla dvojna zvezka:

O. Sajovie: Normalna aksonometrija

F. Krizani¢: Vektorji, matrike, tenzorji
V tisku sta:

R. Jamnik: Uvod v teorijo informacije
7. Bohte: Numeri¢no reSevanje enacb

Naért za prihodnje leto obsega tri knjige:

N. Prijatelj: Osnovne matemati¢ne strukture

J. Grasselli: Teorija Stevil
F. Krizani¢: Vektorska in tenzorska analiza.

Knjizna zbirka »Sigma« je namenjena vsem, ki se %ele razgledati po
matematiki in spoznati njeno sodobno 7ivljenje od abstraktnih osnov do uporabe.

Knjizno zbirko »Sigma« zahtevajte v vseh knjigarnah!



Zveza Drustev matematikov in fizikov FLRJ izdaja Casopis:

Nastava matematike i fizike

Naro¢nina je za flane vseh republiskih druStev matematikov in fizikov
300 din, za ostale naroé¢nike, Sole in biblioteke 400 din. Narocila in naro¢nino
posiljajte na Ziro ratun Nastave 101-701-5-1262 z oznako »za Nastavu«.

Drustvo matematikov in fizikov NRS izdaja

Vesnik Drustva matematic¢ara i fizi¢ara NRS

Letno izide v dveh dvojnih §tevilkah, letna naroénina je 400 din. Naroénino
posiljajte na &ek. ra¢un 101-707-3-119 Drustvu matematicara i fizicara NRS pod
oznatbo »Za Vesnik«. Dopise posiljajte na naslov drustva Beograd post. fah 791.

Drustvo matematikov in fizikov NRH izdaja za vso drZzavo

MATEMATICKO-FIZICKI LIST

za ufence srednjih Sol. Letnik ima Stiri Stevilke, med pocitnicami ne izhaja.
Letna naro¢nina je 300 din, posamezna §tevilka 75 din.

Profesorji srednjih 3ol, priporocajte list dijakom! Narodila in naro¢nino
poSiljajte na naslov:

Matematié¢ko-fizicki list, Zagreb, Ilica 16/II1, p. p. 165 ali na ¢ekovni ra¢un
5t. 400-21-5-883.

Drustvo matematikov in fizikov LR Hrvatske izdaja c¢asopis

Glasnik
matemati¢ko-fizicki 1 astronomski

Naro¢nina znaSa 600 din, za redne ¢lane Drustva 300 din, za
ustanove 1000 din. Casopis naroéite pri administraciji Glasnika:
Hrvatsko prirodoslovno drustvo, Zagreb, Illica 5t. 16-I1I. Cekovni
racun 400-21-3-323 za DruStvo matematicara i fizicara NRH.

Obzornik za matematiko in fiziko izhaja vsak tretji mesec. I1zdaja ga Drustvo
matematikov in fizikov LRS. Urejujejo ga: R. Blinc, P. Gosar, F. Krizanig,
I. Kus¢er, A. Moljk, N. Prijatelj, S. Ursié, 1. Vidav. Odgovorni in tehni¢ni urednik:
F. Kvaternik. Upravo vodi F. Kvaternik. — Tiska tiskarna CZP »Ljudska pravica«
v Ljubljani. — Naroé¢nina je 400 din, za podjetja in ustanove, ki pla¢ajo po racunu,
in za naroc¢nike, ki placajo po terjatvi, pa 450 din. Posamezna Stevilka 120 din. Na-
ro¢nino nakazite na ¢ekovni ra¢un 600-14-3-207.

Dopise posiljajte in list narocajte na naslov: |
Obzornik za matematiko in fiziko, Ljubljana, postni predal 227.



