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"s"s > OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO Sﬁ

/ERGODIJSKI PROBLEM V KLASICNI STATIST
MEHANIKI |
IVAN KUSCER

Statisti¢na mehanika!~* obravnava sisteme, ki so sestavljeni iz zelo velikega
ftevila atomov ali drugih delcev, tako da ne moremo v podrobnostih obravna-
vati mlhovega gibanja, ampak se moramo zadovoljiti s statistiénimi napovedmi.
Med primarne naloge statistiéne mehanike spada izpeljava osnovnih zakonov
termodinamike, predvsem entropijskega zakona, iz osnovnih zakonowv
mehanike ali kvantne mehanike. Nadalje pa se statisti¢na mehanika ukvarja
z izracunavanjem termodinamicnih-lastnosti posameznih tipov snovi, in sicer
na osnovi primernih hipotez o lastnosti delcev, iz katerih so te snovi sestavljene.

V naslednjem se bomo postavili na stali$ée, da velja za sistem klasi¢na
mehanika. Za sistem iz atomov je to kajpada huda poenostavitev, ki pa jo
lahko deloma opravi¢imo s pojasnilom, da so sploSni problemi in izreki v kvantni
statisti¢ni mehaniki v marsi¢em podobni kot v klasi¢ni.* Omeijili se bomo na
obravnavanje sistema, ki je idealno izoliran od okolice in pri katerem ni nobenih
spremenljivih zunanjih vplivov, tako da je energija sistema konstantna. Kot
primer si lahko predstavljamo plin, ki je zaprt v posodi z idealno togimi stenami.

1. Fazni prostor

Trenutno mikroskopsko stanje sistema je dolo¢eno s koordinatami njegovih
sestavnih delov q,, d,...qs ter prirejenimi impulzi py, Py, ...Ps. (Rabili bomo
izraz mikroskopsko sfanje sistema, da ne bo zamenjave s termodinamic¢nim
pojmom stanja.) Pri tem je s Stevilo prostostnih stopenj sistema. Pri sistemu
iz N tockastih delcev, npr. pri enoatomnem idealnem plinu, je s =3 N, za ko-
ordinate pa lahko vzamemo kartezi¢ne koordinate posameznih delcev, q, = x,,
Q. = Yy, ... Qs = 2y. Prirejeni impulzi so v tem primeru komponente gibalne
koli¢ine posameznih atomov: p; = mv14,...0s = mvy,. S temi podatki oprede-
1ljeno stanje sistema si lahko mislimo prikazano z eno samo totko v tako imeno-
vanem faznem prostoru, ki ima 2 s dimenzij; ta totka ima kartezi¢ne koordinate
91y dss ++ - gsy D1y« - Pse

Zakoni, po katerih se gibljejo deli sistema, se dajo pregledno opisati
s sistemom Hamiltonovih enacb:5 8

dp; OH

dt 0 Qf’
dq; LF () H
dt O pf,

* O osnovah kvantne statistiéne mehanike se bravec lahko informira po kakem
uc¢beniku, npt. '« 2, o novejsih raziskavah v zvezi z ergodijsko problematiko na tem
podrod¢ju pa npr. po Landsbergovem &lanku v Proc. Roy. Soc., A 262, 101 (1961). Glej
tudi S. Grossman, Nuovo Cimento, 24, 201, 1962.
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Hamiltonova funkcija H je celotna energija sistema, izraZena s koordinatami in
impulzi: H = Wy, + Wyot = H (q, p). (Zaradi krajSega izraZzanja pisemo g na-
mesto ¢,,...qs in ustrezno p.) V zgornjem preprostem primeru se prva izmed
zapisanih enac¢b ujema z Newtonovim zakonom:

d (mv1 2)/dt = —0 W:pﬂt/d B, == Ly itd.

Gibanju sistema, kot je doloteno z zgornjim sistemom enacb, ustreza v faz-
nem prostoru gibanje to¢ke. Ta se giblje po dolofeni krivulji — trajektoriji.
Skozi vsako to¢ko v faznem prostoru gre ena in ena sama trajektorija, kajti
vsakemu moZnemu. zadetnemu stanju sistema ustreza neko gibanje. Vsaki tocki
v faznem prostoru ustreza neka 2 s-dimenzionalna hitrost v = (d,, 9., - - - Ps)s
katere komponente so dolotene z levimi stranmi zgornjih enac¢b. Lahko si pred-
stavljamo, da se po faznem prostoru pretaka neka tekodina, ki nosi s seboj
totko, s katero smo predstavili stanje sistema. V danem primeru, ko je energija
sistema konstantna, je gibanje stacionarno, tako da se trajektorije to¢k ujemajo
s tokovnicami tega tekodinskega gibanja.

Iz Hamiltonovih enac¢b razberemo, da je divergenca omenjenega 2 s-dimen-
zionalnega vektorja hitrosti enaka nié¢: divv = 2; (04:/0q; + 0pi/0p;) = 0. To
pomeni, da se prostornina, ki jo zavzema kaka merljiva mnoZica to¢k v faznem
prostoru, pri njihovem gibanju ne spremeni (Liouvillov izrek). Lahko si pred-
stavljamo, da je tekocéina, ki izpolnjuje fazni prostor, nestisljiva.

Pogoj, da je energija konstantna, H (g, p) = konst., doloda nekc 2 s-dimen-
zionalno hiperploskev v faznem prostoru. Vsaki vrednosti energije ustreza po
ena taksna ploskev, ki obdajajo druga drugo, nekako tako kot listi ¢ebule. Rekli
bomo, da so to energijske ploskve in da po dve taki ploskvi definirata energijsko
plast faznega prostora. Vzeli bomo, da potekajo energijske ploskve tako, da
ima vsaka energijska plast omejeno prostornino. Pri sistemu, ki je prostorsko
omejen, npr. z neko idealno posodo, je ta pogoj gotovo izpolnjen.

2. Verjetnostne porazdelitve v faznem prostoru

Pri mnozici molekul v plinu ali pri kakem drugem sistemu z velikim
Stevilom prostostnih stopenj je seveda izkljudeno, da bi za kak frenutek poznali
koordinate in impulze vseh delcev, ampak so naSe informacije o stanju sistema
vsekakor veliko bolj skromne. Stanje torej ni natan¢no znano in ga zato ne
moremo predstaviti s tocko v faznem prostoru, ampak le z neko verjetnostno
porazdelitvijo,* torej z neko verjetnostno gostoto ¢ (q, p, t). Pomen te funkcije
opiSemo z naslednjimi besedami: Verjetnost, da je ob &asu t stanje sistema
taksno, da pade wustrezna to¢ka v faznem prostoru v element dI' =
= dq, dq, ... dgsdp, ...dps tega prostora pri tocki (q, p), je enaka p (q, p, t) dT..
Lahko si predstavljamo, da smo teko¢ino v faznem prostoru pobarvali, pri ¢emer
je o koncentracija barvila ali, Se bolje, koncentracija. deljena s celokupno samo
barvila, kajti verjetnostna gostota je normirana: { o (q, p, t) dI' = 1. Iz Liovillo-
vega izreka sledi, da je substancialni odvod verjetnostne gostote enak nié, to se

* Gibbs, ki je prvi vpeljal pojem take verjetnostne porazdelitve, jo je opisal
z namisljeno (v limiti neskonéno bogato) mnozico podobnih sistemowv, ki ji usireza
mnozica totk v faznem prostoru's®. TaksSna mnozica to¢k se po Gibbsu imenuje
ensemble. Pravzaprav je to le poseben primer kolektiva, ki se rabi pri aposteriorni
definiciji verjetnosti (po Misesu, glej A. Vadnal, Obz. mat. fiz., 4, 97, 1955/56). Odkar
je prislo v navado, da se verjetnost definira aksiomati¢no (gl. Vadnal, 1.c¢.), pojem
ensembla (kolektiva) ni ve¢ potreben.
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pravi dg/dt = 0p/0t + 2; [(00/0q:)q: + (0p/0p:) pi)] = 0. Za prispodobo z bar-
vilom pa velja, da ostane koncentracija v vsaki kapljici omenjene tekoéine za
vsele] nespremenjena, kajti v faznem prostoru ni difuzije.

Odlocilno vprasanje je sedaj, kakS$no verjetnosto porazdelitev bomo izbrali,
da bo sluZila namenom statisticne mehanike, Zelimo si, da bi se statisti¢ne na-
povedi, ki jih bomo naredili na osnovi izbrane verjetnostne gostote p, ujemale
s tem, kar dado eksperimenti. To se pravi, na primer, da naj bi se povpre¢na
vrednost {Y) = [ Y (g, p) 0 (g, p, t) dT, ki jo za kako mehaniéno koli¢ino Y (g, p),
ki je znacilna za na$§ sistem, izratunamo na osnovi izbrane verjetnostne po-
razdelitve, ujemala s povprecjem, ki ga dobimo z velikokratnim merjenjem
koli¢ine Y pri vedno enakih makroskopskih ckolis¢inah. Ce naj doseZemo taksno
ujemanje, se mora izbira verjetnostne porazdelitve seveda ravnati po okolii¢inah,
v katerih je obravnavani sistem, in po informacijah, ki jih imamo o stanju
sistema.

Potem, ko se odleimo za primerno verjetnostno porazdelitev v faznem
prostoru, se Sele odprejo konkretne naloge statisti¢ne mehanike, do katerih pa
v tem ¢lanku ne bomo prisli. Tam se potem raéunajo povpreéne vrednosti raznih
fizikalno zanimivih koli¢in ter efektivni odmiki od teh povpreéij itd. Delamo
torej racune, ki so v nacelu podobni kot mnogi racuni s podrodja verjetnostnega
racuna: iz neke dane verjetnostne porazdelitve ho¢emo doloditi druge verjetnosti
in razna povprecja. Oni prvi korak, ki nas zasedaj edinole zanima, namreé¢ pa-
metna izbira izhodiS¢ne verjetnostne porazdelitve, pa je ¢isto drugaéne narave.

3. Mikrokanoni¢na verjetnostna porazdelitev

Vzemimo izoliran sistem, ki je bil dalj ¢asa prepudten sam sebi, tako da
je v termodinamiénem pogledu v ravnovesnem stanju! Kaksno je njegovo mikro-
skopsko stanje, seveda ne vemo; razumljivo pa je, da bomo za tak primer za-
htevali, da naj bo verjetnostna porazdelitev v faznem prostoru stacionarna; redi
hodemo, da naj bo ¢ neodvisen od ¢asa. Ce nimamo drugih podrobnejsih infor-
macij, kot da leZi energija sistema v nekem zelo majhnem intervalu od W do
W + AW, je naravno, da si mislimo verjetnost enakomerno razmazano po
ustrezni energijski plasti faznega prostora. Znotraj te plasti naj bo tore]
o (q, p) = konst, = 1/4I", &ée je AI' prostornina te plasti; zunaj pa o == 0. Taksna
verjetnostna porazdelitev se imenuje mikrokanoni¢na. Da je stacionarna, uvidi-
mo, Ce se spomnimo prispodobe z barvilom. Ako je barvilo v plasti nestisljive
tekodine enakomerno porazdeljeno, se pri gibanju znotraj plasti koncentracija
barvila nikjer ne more spremeniti. |

Koristno je, ¢e porazdelitev Se nekoliko idealiziramo, s tem da jo projici-
ramo na eno samo energijsko ploskev (AW — 0). Tedaj imamo verjetnostno po-
razdelitev po energijski ploskvi. Verjetnostna gostota je spet konstantna po vsej
ploskvi, Ce vpeljemo namesto navadne povrSine mero (o), ki je sorazmerna
s prostornino ustrezne parcele tanke energijske plasti. Oc¢itno je wa mera pri
gibanju, kot ga predpisujejo Hamiltonove enacbe, invariantna.

Samo mimogrede naj omenimo, da se da iz tako definirane verjetnostane
porazdelitve izpeljati,” kakSna porazdelitev velja za vsak majhen del sistema,
npr. za manjse telo, ki je Ze dolgo Casa potopljeno v velik, idealno izoliran ter-
mostat. Dobimo tako imenovano kanoni¢no porazdelitev. Tu je verjetnost raz-
mazana po vsem faznem prostoru, in sicer pojema verjetnostna gostota ekspo-
nentno z energijo telesa: g o< e=W/kT, Za parameter T, ki dolo¢a to porazdelitev,
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se izkaZe, da predstavlja temperaturo, ¢e je k Boltzmannova konstanta. Ta ver-
jetnostna porazdelitev se v statistiéni mehaniki najveé uporablja. |

Vse to sta v glavnem povedala Ze ustanovitelja statisticne mehanike,
Boltzmann in Gibbs. O pravilnosti njune izbire nihée ne dvomi; o argumentih,
s katerimi naj se opraviéi ta izbira, pa je polemika Se vedno Ziva. Temu se ni
¢uditi; kajti problem ni &isto matematiden, ampak je marsikaj prepusceno
okusu in zdravi presoji — pa tudi filozofiranju.

" Vetina fizikov (med njimi npr. Tolman v svoji znani knjigi') je za-
dovoljna s tem, da se rezultati nadaljnjih izpeljav in racunov statistiCne me-
hanike ujemajo z rezultati eksperimentov. Uvedbo mikrokanonicne in s tem
kanoni¢ne verjetnostne porazdelitve opravi¢ujejo samo s tem ujemanjem. Drugi,
med njimi Rosenfeld® ter matematika Hinéin’? in Truesdell,!% 1! pa so odlo¢no
mnenja, da je treba dobiti argumente na osnovi zakljuckov, ki sledijo iz za-
konov mehanike. (Glej tudi nedavni pregledni Caldirolov ¢lanek.*?) Ogledati si
hotemo, kaksni so ti argumenti.

4. Birkhoffov ergodijski izrek

Koli¢ine, ki jih ugotavljamo pri termodinamiénih eksperimentih, so veci-
noma povpredja ¢ez precej dolge ¢ase. Naj bo Y neka koli¢ina, ki je odvisna od
koordinat in impulzov sestavnih delov sistema. Casovno povpreéje raztegnimo
¢ez neskonéno dolg dasovni interval:

- 1 -
¥ o T 2 f Y [q (@), p (8] dt.
ty > o tl—tﬂ - |

to

tr

Ni te¥ko dokazati, da je ta limita, e eksistira, neodvisna od zatetnega

¢asa t,. Vseeno je tudi, ¢e zahtevamo t, --— o namesto t, — + oo ali pa, ce
piSemo kar sploS$no: t, — £, — 0,

Boltzmann je izrekel znamenito ergodijsko hipotezo, da vsaka trajektorija
v faznem prostoru na takSen nadin ovije svojo energijsko ploskev, da gre skozi
vsako njeno totko. Ce bi bilo to res, bi bile pravzaprav vse trajektorije med
seboj identi¢ne, tako da bi bilo zgornje ¢asovno povprecje pri vsakrinih zacetnih
pogojih ob enaki energiji sistema vedno enako. Dalje se da Se uvideti, da bi
bilo tedaj ¢asovno povprecne vsake koli¢ine Y enako tako imenovanemu mikro-
kanoni¢nemu povpre¢ju {Y m, ki ga izra¢unamo po predpisili verjetnostnega ra-
duna iz prej definirane mikrokanoni¢ne verjetnostne gostote (om):

O

pri ¢emer je do prej definirana mera majhnega dela energijske ploskve, o pa
mere vse ploskve, po kateri integriramo.

Potemtakem bi s tem Ze nasli tehten argument v prid mikrokanoniéni
porazdelitvi, ¢e bi hipoteza ustrezala resnici.

Boltzmannova lipoteza pa je gotovo napac¢na, kajti mnoZica tock, ki jo
pokriva krivulja na ploskvi, ima v primeri s ploskvijo mero ni¢. Kljub temu
lahko Se dalje vpraSujemo, ali morda vendarle vsaka frajektorija povsod na
gosto prekrije energijsko ploskev, nemara podobno, kot pokrije Lissajoujeva
krivulja svoj pravokotnik v primeru iracionalnega razmerja obeh [rekvenc.
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Skratka, ali morda vendarle nista pri dolo¢enih pogojih obe povpredji za vsako

integrabilno funkcijo Y enaki, _

Ta domneva predstavlja sodobno verzijo ergodijske hipoteze.
Problem je dolgo ¢asa pocival, dokler ni uspelo Birkhoffu?3 dokazati, da

eksistira Casovno povprecje Y pri zelo splosnih pogojih za vsako funkcua Y,
ki je po faznem prostoru in po ¢asu po Lebesgueu integrabilna, in to skoraj
za vsako trajektorijo. Fraza »skoraj vsaka« pri tem pomeni, da pokrivajo pre-
ostale trajektorije kvedjemu del energijske ploskve z mero nic.

Na osnovi tega ni veé tezko priti do odgovora na zgornje vprasanje. Naj-
prej moramo ugotoviti, kako trajektorije ovijajo energijsko ploskev. Lahko se
zgodi, da se da energijska plskev razdeliti v dva dela (re¢i hotemo, na dve
merljivi mnoZici to¢k) s pozitivno mero, tako da je vsak del zase invarianten
proti gibanju, torej, da je vsaka trajektorija samo v enem delu ploskve (nobena
trajektorija ne prehaja z enega dela na drugega). Ce je to mogode, je zgornja
domneva gotovo napaéna. O tem se prepridamo, ¢e izberemo funkcijo, ki ima
na enem izmed omenjenih delov energijske ploskve vrednost 1 in na drugem 0.
Velja pa tudi nasprotno: ¢e ugotovimo pri kaki integrabilni funkciji, da so
dasovha povpretja po trajektorijah na enem delu energijske ploskve vedja od
povpredij na drugem delu, smo s tem Ze nasli neko razdelitev energijske ploskve

v opisanem smislu. Ce torej hofemo, da je »skoraj povsod« Y = (Y ),, moramo
zahtevati, da se energijska ploskev na opisani invariantni nac¢in ne da razdeliti
ali, kakor pravimo, da je gibanje toc¢k po tej ploskvi metri¢no tranzitivno. S tem
smo Ze nakazali vsebino tako imenovanega Birkhoffovega ergodijskega
izreka, ki se da bolj natan¢no takole povedati:

Ce in samo &e je gibanje po energijski ploskvi metriéno tranzitivno, velja
za vsako po Lebesgueu integrabilno funkcijo, da je njeno casovno povpredje
vzdolz »skoraj vsake« tmgektome na tej energijski ploskvi enako mikrolkanonic-
nemu povpreciu.

| Zal se ni Se nikomur posreéilo dokazati, da je pri sistemih, s kakr§nimi se

ukvarja statisticna mehanika, pogoj metri¢ne tranzitivnosti' v splocSnem izpol-
njen. Edino to lahko trdimo s precejinjo gotovostjo, da zahteva po metriéni
tranzitivnosti vsaj ni sama po sebi protislovna. |

Omeniti pa je treba ob tej priloZnosti, da pridemo do navideznega proti-
slova, ¢e se spomnimo, da ima sistem 2s Hamiltonovih enadb razen energije
Se 2 s — 2 neodvisnih integralov, ki so konstantni vzdol? vsake trajektorije. Tak
integral seveda ne more imeti na vseh trajektorijah iste vrednosti in nas tako
po zgornjem receptu takoj pripelje do invariantnih razdelitev energijske ploskve.

Protislovje pojasnimo z ugotovitvijo, da pa¢ v primeru mefri¢ne tranzitiv-
nosti noben tak integral ne more biti enoli¢na funkcija koordinat g in p. Da se
v resnici lahko zgodi, da tak$ni integrali niso enoli¢ni, naj pokaZe naslednji
geometrijski zgled, ki je povzet po primeru-Lissajoujevih krivulj. (Zal pa nima
ta zgled s statisti¢no mehaniko dosti zveze.) Namesto energijske ploskve vze-
mimo torus, po katerem naj se toc¢ke gibljejo tako, kot velevata enacbi:

=0, +wt *=uw,t

(Glej sliko.) Trajektorije spominjajo na vijaénice in so navite na torus, podobno
kot Zica na jedro toroidnega transformatorja. Enacba trajektorije je

@ =@, T ki,
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pri ¢emer je k = w,/w,. Parameter ¢, = ¢ — k¥ je nekaj takega kot integral
v prejSnjem primeru in predstavlja tako rekot¢ Stevilko trajektorije. Ta para-
meter je enoliéna funkcija mesta na torusu oéitno samo v primeru, ¢e je k celo
Stevilo. Vidimo Se to, da je opisano gibanje po povrSini torusa metri¢no tranzi-
tivno, ¢e in samo ¢e je k iracionalen, medtem ko se da pri racionalnem k ta
ploskev metri¢no razstaviti v invariantne pasove.

Zadnja ugotovitev vzbuja nove domneve. Mislimo si, da je vrednost
koeficienta k plod nekega nakljuéja in da je ustrezna verjetnostna porazdelitev
zvezna! Tedaj je verjetnost, da bi bilo opisano gibanje po torusu metri¢no
tranzitivno, enaka 1, verjetnost, da bi bilo intranzitivno, pa enaka ni¢, kajti
mnozici racionalnih Stevil ustreza mera ni¢. Nekateri upajo, da se bodo taksne

ugotovitve dale prenesti v statisticno mehaniko.!! V prostoru tistih Hamiltono-
vih funkcij, ki prihajajo za kak sistem v poStev, bi bilo treba wvpeljati pri-
merno mero. Potem pa bi morali dokazati, da je verjetnost, da po nesreci zade-
nemo taksno Hamiltonovo funkcijo, da je pri dani vrednosti energije gibanje
na energijski ploskvi metriéno tranzitivno, enaka 1. Do takega sploSnega dokaza
pa smo menda Se daleé.

5. Hopfov ergodijski izrek

Tisti, ki jemljejo Birkhoffov izrek za osnovo klasi¢ne statisti¢ne mehanike,
vidijo v mikrokanoni¢ni porazdelitvi samo matematiden trik, ki omogoda
racunanje ¢asovnih povpreé¢ij — Ce§ da so ta povpredja edini konéni cilji® 11, Temu
mnenju pa — podobno kot velina fizikov — ne bomo sledili, ampak se bomo
vrnili na naSe prvotno staliSée glede verjetnostnih porazdelitev v faznem pro-
storu (§ 2). Zato ne bomo vprasevali samo za gibanje posamezne todke v faznem
prostoru in za ustrezna éasovna povprecja, ampak tudi za spremembe, ki jih
v teku casa doZivlja kaka verjetnostna porazdelitev, ¢e ni ravno stacionarna.

Mislimo si, da sistem, katerega energija W je natanéno znana, $e ni bil
dolgo sam sebi prepuscen, tako da Se ni dosegel termodinamiénega ravnovesja!
V trenutku opazovanja je nemara na eni strani sistema huda zgoséina, na drugi
stranl pa razredc¢ina. Takega stanja ne smemo prikazati z mikrokanoni¢no
verjetnostno porazdelitvijo, ampak z neko drugo, ki na primeren nadin uposteva
omejeno neenakomernost in vse druge informacije, ki jih morda imamo o stanju
sistema. Porazdelitev vsekakor ne sme biti stacionarna, ampak nam mora ravno
njeno spreminjanje nekaj povedati o opazovanih makroskopskih spremembah
sistema.

Po nekem ¢asu se bo sistem umiril in dosegel termodinami¢no ravnovesie.
Zdi se torej, da bomo stanje potem morali prikazati z mikrokanoniéno porazde-
litvijo. Re¢i ho¢emo, da se nam zdi, da ima vsaka verjetnostna porazdelitev po
energijski ploskvi lastnost, da s¢asoma preide v mikrokanoni¢no. Ce je ta
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domneva pravilna, je z njo uvedba mikrokanonignih porazdelitev Se dosti bolje
upravic¢ena kot z Birkhoffovim izrekom. (Le-ta govori samo o povpredjih preko
neskonéno dolgega ¢asa, kar je malce huda omejitev.)

Da bomo razumeli, za kaj gre, si Se enkrat pomagajmo z omenjenim bar-
vilom, katerega porazdelitev po tanki energijski plasti naj bo spoéetka neenako-
merna! Zgornja domneva pravi, da se zaradi gibanja v tej plasti faznega pro-
stora mocneje in slabSe pobarvane plasti tekocine s¢asoma tako premesSajo, da
postane porazdelitev enakomerna. Clovek je (npr. po izkuSnjah z malinovcem)
hitro pripravljen, da sprejme taksno domnevo. Vendar ne smemo pozabiti, da
v faznem prostoru ni difuzije, kot jo imamo v plinih in tekocinah. Gibanje
v faznem prostoru ne more povzroCiti drugega, kot da se razli¢no pobarvane
plasti razpotegnejo ali kako drugace deformirajo ter med seboj prepletejo.
Resni¢no enakomerne porazdelitve pa na ta nac¢in ne bomo nikoli dosegli,
kajti substancialni odvod koncentracije (verjetnostne gostote) je vselej ni¢, kot
smo videli.

Da bo predstava malo bolj pravilna, vzemimo namesto tekodine testo,
v katerem ni difuzije. Crno pobarvano in nepobarvano testo zmedkajmo skupaj
in ga gnetimo toliko ¢asa, da se plasti festa- povsem prepletejo! Od dalec se zdi,
kot da je testo potem enakomerno sivo; Sele z lupo opazimo, da je v resnicl
sestavljeno iz zelo tankih plasti temnega in svetlega testa. ReCi smemo, da
smo testo »v grobem« premesSali. »Finega« zmeSanja pa brez difuzije ne moremo
doseci. | | '

Sedaj pricakujemo, da se neenakomernosti verjetnostne porazdelitve v faz-
nem prostoru ¢ez dalj ¢asa vsaj v grobem izravnajo. Zato, da bomo to grobo
mesanje lahko matemati¢no prikazali, si mislimo energijsko ploskev v faznem
prostoru razdeljeno na majhne parcele. Znotraj vsake parcele si mislimo ver-
jetnost enakomerno razmazano. Tako dobljeno povprecje bomo zaznamovali
z {0)nq, Pri ¢emer je /\o simbol za posamezno parcelo energijske ploskve. Na-
misljeni poskus-s testom zapeljuje k domnevi, da stremi groba verjetnostna
gostota v vsaki parceli proti mikrokanoni¢ni verjetnostni gostoti, (o) Ao~ Om:
e t— oo, | |

Vendar tudi to ni ¢isto res! Pri gnetenju testa namreé¢ v nacdelu ne
moremo izkljuditi moZnosti, da se plasti »po naklju¢ju« ne bi spet nekako
odmotale (vsaj deloma), tako da bi se tudi v grobem ponovno za nekaj casa
pokazale neenakomernosti. Nekaj podobnega se utegne dogajati tudi pri ver-
jetnostni porazdelitvi v faznem prostoru. Da je strah upraviéen, uvidimo najlaze,
¢e si mislimo predznak ¢asa obrnjen. Potem imamo obrnjeno gibanje, za kKatero
pa ravno tako veljajo zakoni mehanike. (Ti zakoni so, kakor znano, invarianini
proti obratu c¢asa.) Obrne se seveda tudi gibanje one namisSljene tekocine ali
{esta v faznem prostoru in sprva zavozlane razli¢no pobarvane plasti se spet
lepo odvozlajo. Porazdelitev, ki je bila sprva v grobem enakomerna, je torej
postala tudi v grobem neenakomerna. Seveda se pa potem, e Se nekaj cdasa
potakamo, plasti spet zamotajo v nasprotnem smislu, tako da groba neenako-
mernost ponovno izgine: |

Tako prihajamo kon¢no do pravega jedra iskane domneve. Res se pri
opisanem gibanju od ¢asa do ¢asa lahko pojavljajo grobe neenakomernosti ver-
jetnostne porazdelitve. Toda te neenakomernosti so kratkotrajne v primeri s ti-
stimi ¢asovnimi intervali, v katerih je porazdelitev v grobem enakomerna.

Hopf!? je domnevo resneje analiziral in ugotovil, da je treba pri dokazo-
vanju obravnavati gibanje v nekem prostoru, katerega tocke ustrezajo parom
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to¢k v faznem prostoru I. Novi prostor, ki ga zaznamujemo z I' @QT', ima torej
4 s dimenzij, prej$nji energijski ploskvi pa ustreza tu hiperpleskev s 4s—2
dimenzijami. Hopf je dokazal naslednji izrek:"13

Ce in samo &e je gibanje na energijski ploskvi v prostoru I'QQ) I' metri¢no
tranzitivno, potem velja za poljubno zadetno in po Lebesgueu integrabilno ver-
jetnostno gostoto na energijski ploskvi v prostoru I', da je porazdelitev »skora)
vedno« v grobem mikrokanoniéna. |

Fraza »skoraj vedno« naj tu pomeni, da je ¢asovno povprecje kvadratnih
odmikov grobe gostote od ustrezne mikrokanoni¢ne gostote enako ni¢. Hopfov
izrek se torej krajSe takole pove:

[<o (2. 2, 1)) pne —Om]® =0

To velja za poljubno parcelo /\¢ dane energijske ploskve.

Odnos med Birkffovim in Hopfovim izrekom se razjasni, ¢e za funkcijo Y,
o kateri je bilo govora pri prvem izreku, vstavimo verjetnhostno gostoto g, potem
pa tvorimo povpredje preko neke parcele energijske ploskve. Dobimo, da je

| (Q (q; D, t)>A_u = Om-

Birkhoffov izrek potemtakem tudi pove, da je Casovno povprecje povprecne
verjetnostne gostote na poljubni parceli energijske ploskve enako mikrokano-
niéni verjetnostni gostoti (¢e je izpolnjen pogoj metri¢ne tranzitivnosti).

Napak bi bilo misliti, da iz zadnje trditve Ze sledi Hopfov izrek. Lahko bi
se namre¢ zgodilo, da bi vrednost <o (g, p,t) ) A, Stalno. nihala (ni nujno, da
ravno periodiéno) okrog svojega povpreéja om, tako da bi bilo ¢asovno po-
vprecje kvadratnega odmika od on, ki je zapisano v Hopfovem izreku, pozitivno.
Hopfov izrek pa ravno pravi, da so ta nihanja tako redka in tako Sibka, da se
v povpredju ez neskonéno dolg &as ni¢ ne poznajo.

Kar se tite zahtevanega pogoja metriéne tranzitivnosti, sme zal v po—-
dobni negotovosti kot pri Birkhoffovem izreku. To je treba obzalovah, kajti ¢e
bi vedeli, da je ta pogoj izpolnjen, bi bila pot do mikrokanoni¢ne porazdelitve
dokonc¢no izglajena. Vedeli bi, da je pri kakrsni koli zacetni verjetnostni po-
razdelitvi po dovolj dolgem ¢asu porazdelitev »skoraj gotovo« v grobem mikro-
kanoni¢na.

Prevedimo zadnjo trditev Se v termodmamlcm jezik: Vedeli bi, da je izoli-
rani sistem pri poljubnem zadetnem - stanju po dovolj dolgem &asu »skoraj
gotovo« priblizno v ravnovesnem stanju (to se pravi.v takSnem stanju, da ga
opifemo z mikrokanoni¢no verjetnostno porazdelitvijo). S to trditvijo se kaj
radi sprijaznimo, ker se ujema z izkusnjami, ki jih opisuje entropijski zakon.

Samo mimogrede lahko omenimo, da nas nadaljnja razmotrivanja v na-
kazani smeri pripelijejo do statisti¢nega tolmacenja entropije in do reSevanja
znamenitega paradoksa ireverzibilnosti. Paradoks obstoji v navideznem na-
sprotju med strogo reverzibilnostjo zakonov, ki veljajo za gibanje delcev, ter
irreverzibilnostjo makroskopskih procesov, kjer res ni videti, da bi enaki zakoni
veljali za obe smeri C¢asa. |

6. Ali lahko obidemo pogoj metriéne tranzitivnosti?

Velina fizikov,- zlasti mlajsSih, kaZe do ergodijske teorije in Se posebej do
problema metri¢ne tranzitivnosti o€iten odpor. Ce bi rekli, da je to samo po-
litika okoli kislega grozdja, ker pa¢ problem Se ni dokonéno resen, bi pa mnogim
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naredili krivico, kajti odpor ima Se drug vzrok. Bravec je nemara sam Zzacutil
odpor ob zgledu z vija¢nico na svitku, kjer se je vpraSanje o metri¢ni tranzitiv-
nosti dalo prevesti na vprasanje o iracionalnosti nekega koeficienta. Ce so tudi
pri gibanju po energijskih ploskvah v faznem prostoru I' ali v prosteru I'@) T
razmere podobne (desar pa $e ne vemo z gotovostjo), ima vpraSanje o metri¢ni
" franzitivnosti zares slab privzok. Saj je to potem podobno, kot ¢e bi vprasali,
ali je kvocient obhodnih c¢asov Zemlje in Marsa racionalno ali iracionalno
Stevilo. Taksnih vprasanj se izogibamo, ker vemo, da razmerje obhodnih casov
dveh planetov ni definirano z absolutho natan¢nostjo, tako da ni mogoce raz-
lo¢evati, ali je racionalno ali iracionalno. Vsakr$na razmotrivanja o gibanju
Marsa in Zemlje moramo pa¢ tako prikrojiti, da se vpradnje racionalnosti ali
iracionalnosti sploh ne pojavi.

Ali nimamo potemtakem tudi v ergodijski teoriji podobno dolZnost, namrec,
da podvomimo, ali je vpraSanje o metri¢ni tranzitivnosti s fizikalnega vidika
sploh umestno? Vsekakor smemo poskusiti, da to vprasanje nekako obidemo,
torej da opravi¢imo uvedbo mikrokanoni¢ne prazdelitve na kak drug nadin.

Nekaj takega je poskusil Hinéin,”» ! ki je v zvezi z Birkhoffovo teorijo
izrazil mnenje. da ni treba, da bi enakost ¢asovnega in mikrokanoni¢nega po-
vprecja veljala za vsako funkcijo. Po njegovem zadoSc¢a, da velja to za funkcijo
z dovolj majhnim povpreénim kvadratnim odmikom od povpreéja — govora je
o mikrokanoni¢nih povprecjih. Temu pogoju ustrezajo funkcije, ki se aditivno
sestavljajo iz funkecij za veliko Stevilo majhnih delov sistema. Za tak primer
se mu je posredilo, da je dokazal vsaj aproksimativno enakost obeh povprecij
za »preteZno vedino trajektorij«, ne da bi bil zahteval metri¢no tranzitivnost.
Pripomniti pa je treba, da se zdi Hin¢inovo stali¢e nekoliko preozko. Saj nas
morajo véasih, npr. pri obravnavanju Brownovega gibanja, zanimati tudi ko-
licine, ki se tiejo posameznega delca ali majhnega skupka delcev.

Drugadno in prav zanimivo pot sopred kratkim iskali Albertoni, Bocchieri
in Loinger,4 ki so sklepali nekako takole: Ni treba, da bi se kapricirali na neko
natancno doloCeno zacetno: verjetnostno porazdelitev v faznem prosteru in da
bi ravno za to porazdelitev zahtevali veljavnost Hopfovega izreka. Ce dopustimo
mnoZico razli¢nih verjetnostnih porazdelitev in ¢e dokaZemo, da velja Hopfov
izrek za preteZno velinc teh porazdelitev, smo morda tudi lahko zadovoljni. To
bi namre¢ v termodinami¢nem jeziku pomenilo, da je sistem, ki je spodetka
v neravnovesnem stanju, po dovolj dolgem c¢asu v pretezni vecéini primerov
VvV ravnovesnem stanju.

Zaznamujmo povprecje preko vseh moznih verjetnostnih porazdelitev z va-
lovito ¢rto, da lahko zapiSemo, kar bi radi dokazali (primerjaj prej zapisani
Hopfov izrek):

[(Q (q; P, t)) e Qm]2 = U,

Z besedami: »Skoraj vsaka« verjetnostna porazdelitev na energij ski ploskvi je
taksna, da je »skoraj vedno« v grobem mikrokanoni¢na. Fraza »skoraj vsaka«
zdaj pomeni, da je verjetnost, da bi po nesreéi zadeli kako izjemno verJetnos’mo_
porazdelitev, za katero to ne bi veljalo, enaka nic.

Za podrobnejso 1zdelavo te 1de3e je bilo treba vpel]at1 mnozico vseh moZnih
Verjetnostmh porazdelitev na dani energijski ploskvi. V tej mnoZici moramo
vpeljati neko mero (zopet neko verjetnostno porazdelitev), s katero se poftem
racdunajo razna povprecja.
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Pri vpeljavi mnoZice porazdelitev in ustrezne mere so imenovani avtorji
uporabili neki limitni postopek, ki pa ga ne bomo opisovali. IzkaZe se, da se
dajo postulati, ki dolo¢ajo to mero, nadomestiti z naslednjima dvema:

1. Mera v mnoZici vseh mozZnih zadetnih verjetnostnih gostot o (g, p, 0)
na dani energijski ploskvi naj bo taksna, da je povpredje preko vseh teh funkeij
enako mikrokanoni¢ni verjetnostni gostoti, torej:

\NAAANAAA,

0(q,p,0) = om

2. Med vrednostmi p (q,p,0) v razlicnih tockah naj ne bo nobene ko-
relacije, tako da je

AAANAAAAAANAANAAANAAANAAAYS WVASAAANAAANS  AAAAAAANAAA

0(g, 0,0 0(q,0,0) =0(q,p,0) .0 ,p,0) =04

e (q, p) == (q', p'). Pripomniti je treba, da je ta zahteva precej huda, ker pomeni,
da dopusamo, da vrednosti g (g, p, 0) od totke do totke kakor koli divije skadejo.

“Avtorjl sami omenjajo, da matematiéna neoporetnost omenjenega limit-
nega postopka $e ni zatrdno zagotovljena. Ce limita ni upravidena, zapisanih
enacb ne smemo zapisovati za vrednosti verjetnostne gostote v posameznih
tockah, ampak le za povpreCja preko majhnih parcel energijske ploskve. Ko
vzamemo parcele, ki so dosti manjSe kot zgoraj omenjena parcela /o, se izkaZe,
da spodnji dokaz zaradi tega bistveno ne trpi, razen da moramo v doblienem
1zreku zapisati pribliZno enakost namesto enacaja.

Ako sta izpolnjeni zgornji zahtevi glede mnoZice zadetnih verjetnostnih
porazdelitev, se da na osnovi Liouvillovega izreka hitro uvideti, da veljata obe
relaciji ne samo za Cas t = 0, ampak tudi za poljuben ¢as t. To nam daje pra-
vico, da v spodnjih racunih zamenjujemo ¢asovno povprecje s povprecjem preko
mnozice,

Do zaZelenega dokaza je samo Se nekaj korakov:

\AAANAANAANAAAAANAANAAAAN

[<Q (Q: B, t)>Aﬂ' "_"Qm]g =

A A A A A A A s aa", (A A A A 2 AV a eV oV oV oF o8

=0 (6D, ) A® —240 (8, 0, 1)) pAv - Om + O

|

= {0 (q, D, t)) po® — Om® =

VWWV\J'U\MJWN

— f e(g,p,t)-0(q,p,t) dodo” — 0n® = 0.

K predzadnjemu koraku je treba Se pojasniti, da smo povpreéje preko parcele
/Ao izrazili z integralom in da smo namesto kvadrata tega integrala zapisali
dvojni integral, torej integral po parceli energijske ploskve v prostoru I'§) T, ter
tvorili ¢asovno povprecje pod integralskim znakom (to se pravi, da smo zame-
njali vrstni red nekih integracij). Integrand je v smislu zgornje zahteve enak
onm”, razen v to¢kah, kjer je (g, p) = (¢, p'). Za te tocke se pri integraciji ni treba

meniti, ker pokrivajo na energijski ploskvi v prostoru T T samo mnoZico
Z mero nié.

08



Clovek bi na prvi- mah mislil, da je s tem dokazom ergodijski problem
v klasi¢éni statistiéni mehaniki dokon¢no refen. Vendar ne smemo pozabiti vpra-
sati, ali rezultat res kaj pomeni. Pri tem opazimo, da v zgornji izpeljavi lahko
1zpustimo znamenje za ¢asovno povprecje (ravno ¢rto), ne da bi sklepanje kakor
koli trpelo.® Lahko vstavimo t = 0, ¢e hotemo. Potem pa nam enacba, katere
veljavnost smo dokazali, pove, da je »skoraj vsaka« zadetna verjetnostna po
razdelitev Ze kar takoj v grobem mikrokanoni¢na (torej ne Sele v dolgem
casovnem povprecju). TakSna ugotovitev pomeni, da je bila mera v mnozici vseh
verjetnostnih porazdelitev tako nerodno izbrana, da smo mnozici tistih porazde-
litev, ki so v grobem mikrokanoniéne, pripisali mero (verjetnost) 1, vsem ostalim
pa mero 0. S tem postane zgornji »izrek« trivialen. |

Blatt!® in drugi so opozorili na to, da pridemo do koné¢nega cilja — do
opravicila za kanoni¢ne verjetnostne porazdelitve — lahko $e na &isto drugacen
nacin, namrec ¢e se odpovemo prvotni zahtevi, da naj bo sistem idealno izoliran
od okolice. Res predstavlja ta zahteva hudo idealizacijo. Saj npr. uéinkov sevanja
niti pri popolni izolaciji z vakuumom ne moremo povsem prepreciti. Vsak sistem
je v resnici stalno deleZen majhnih motenj, ki pa niso in ne morejo biti na-
tan¢no znane. To ima za posledico, da ZzZivljenja sistema nacelno ni mogodée
natanéno napovedati, tudi ¢e bi bilo zacetno stanje natan¢no znano. Predstav-
ljati si smemo potemtakem, da trajektorije v faznem porstoru niso ostro dolo-
C¢ene, ampak da se zaradi teh iregularnih motenj nekako razmaZejo. V zgoraj
omenjeni hidrodinamic¢ni prispodobi smemo reéi, da te motnje povzrodajo di-
fuzijo v faznem prostoru. Difuzija pa verjetnostno porazdelitev na drobno pre-
mesSa, Cesar samo prepletanje »tokovnic« ni zmoglo (tam je bilo govora samo
o grobem meSanju). Ponuja se misel, da.zaradi te difuzije vsaka zacdetna ver-
jetnostna porazdelitev séasoma preide v mikrokanoniéno.

Domneva, natan¢no vzeto, ne more biti pravilna, ker sistem zaradi motenj
po malem dobiva in oddaja energijo. Energija sistema torej ni strogo kon-
stantna, ampak se tudi razmaZe. Porazdelitev potem ne more veé biti mikro-
kanoni¢na, vsaj ne natandéno.

PosrecCilo pa se je dokazati,'® da postane porazdelitev pri motnjah doloce-
nega tipa s€asoma kanonicéna, kar bi ustrezalo termodinami¢nemu ravnovesju pri
dolo¢eni temperaturi. Pogoji, ki.naj bi jim ustrezala motnja, zato da je dokaz
veljaven, pa so tako specialni, da smemo skoraj reéi, da je bil rezultat Ze vtak-
njen v podatke.

Nekatera znamenja nakazujejo, da bi se morda pri precej splo$nih pogojih
glede motnje dalo dokazati, da je meSanje znotraj energijske plasti dovolj hitro
Vv primeri s prehajanjem iz ene plasti v drugo. Rec¢i hotemo, da se po primerno
dolgem casu vsakrSna zafetna porazdelitev zaradi teh motenj tako razmaZe, da
znotra] posamezne energijske plasti razlike niso vet¢ zaznavne, medtem ko je
razmazanost na sosednji plasti Se razmeroma majhna, tako da sme porazdelitev
Se vedno veljati kot mikrokanoni¢na ali pa kveé¢jemu kot kanoniéna.

Tudi, ¢e bi tak dokaz uspel, ni gotovo, da bi za vsakogar predstavljal
zadovoljivo opravidilo za vpeljavo mikrokanoni¢ne in kanoni¢ne porazdelitve.
Ideja, da vnesemo neko apriorno nedolofenost v sicer deterministi¢ne zakone,
s tem da se izgovorimo na neznane zunanje motnje, ima odlotne nasprotnike,
med katerimi je Rosenfeld posebno oster.'” Z matemati¢nimi dokazi tu ni
mogoce odpraviti vseh razlik v mnenjih, ker so, kot refeno, vpletene tudi
stvari, ki so prepuSéene okusu in prosti presoji.



ERGODIC THEORY IN CLASSICAL STATISTICAL MECHANICS

(Summary)

Classical ergodic theory:is reviewed, and the present uncertainty with
respect to the conditions of metric transitivity explained. Attempts? %15 to
circumvent these conditions and to find other ways for the justification of
microcanonical probability distributions are discussed.

Khinchine’s approach? 1! of restricting the class of permitted phase func-
tions to those of small microcanonical dispersion is considered to be too narrow,
as it appears that not all functions which might be of interest are included.

A different way is that of Albertoni, Bocchieri and Loinger,”* who in-
troduced a measure in the space of all possible probability density functions,
defined upon some energy shell in phase space. These authors proved that
»almost every« probability distributions is »almost allways« microcanonical in
the coarse grained sence. However, it turns out that the measure used is such
that a measure 1 (or almost 1) is attached to the set of initial probability
distributions which are coarsely microcanonical, and a measure zero (of
almost 0) to the set of all other distributions. This makes the stated theorem
meaningless.

Tke attempts of Blatt!® and others.to bring about the necessary mixing in
phase space by taking account of external disturbancies seem to require some
generalization, as only disturbancies of a special character have been considered
so far. Of course such a generalization would not remove the more fundamental
objevtions raised by Rosenseld!” against such an approach.
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TEORIJA SUPRAPREVODNOSTI*
LEON.N. COOPER
Brown University, Providence, Rhode Island

Prevedla Seta Oblak

L Uvod

Pri tem, ko profesor Boorse! opisuje znacilne pojave pri supraprevodnikin,
nas nekaj mocno preseneti. Kljub kompleksnosti in raznolikosti- kovin, pri
katerih pride do prehoda v supraprevodno fazo, je sam nadéin, kako se prehod
pojavi, pri vseh kovinah zelo preprost. To nam daje upanje, da bi lahko
vsaj kvalitativno razloZili pojav supraprevodnosti, ne da bi upoStevali podrob-
nosti v strukturi kovin. Te moZnosti smo lahko veseli, ker imajo kovine, ki
bostanejo supraprevodne, zelo zapleteno strukturo.:

V tem ¢lanku bomo obravnavali poenostavljen model kovine brez vsakrsne
zamotanosti v njeni strukturi. To je morda najpreprostejsi model kovine, ki
vsebuje tako normalne kot supraprevodne lastnosti. Seveda ne pricakujemo, da
bomo dobili te lastnosti Ze brez nadaljnjih popravkov eksplicitno odvisne od
podrobnosti v kovinski strukturi. Zadovoljni bomo, ¢e bomo dobili take kvali-
tativne lastnsti, kot jih ima idealen supraprevodnik. Mnenja smo, da je obstoj
supraprevodne faze sploSna lastnost sistema, ki je skupen vsem kovinam, to je
lastnost gostega, mo¢no degeneriranega elektronskega plina, c¢igar sestavni
delci vplivajo eden na drugega. Komplikacije, ki nastopajo zaradi razliénih po-
drobriosti v kovinski strukturi, pri kvalitativni razlagi lahko zanemarimo.

Videti je, da lastnosti tega gostega, moéno degeneriranega plina valen¢nih
elektronov v kovini pri navadni temperaturi dobro razumemo. ReSitve Schrodin-
gerjeve enacbe za periodi¢ni potencial, ki ga ustvarjajo mirujoéi ioni v negativno
nabitem ozadju valenénih elektronov, nam dajo energijske pasove in enoelek-
tronske Blochove valovne funkcije. Elektroni se prosto gibljejo v kovini in se
sipljejo le na fononih in nedisto¢ah. Skordj vedno lahko uspes$no uporabljamo
pri rac¢unanju teorijo motenj in Blochove valovne funkcije.

Vendar pa pri nizkih temperaturah ta slika o¢ividno popolnoma odpove
pri vseh kovinah in zlitinah, ki postanejo supraprevodne. Pri kriti¢ni tempera-
turi se pojavi fazna sprememba. Nova faza ima spremenjene tiste elektri¢ne in
termi¢ne lastnosti, ki jih dolofajo valenéni elektroni. Ceprav ima kristalna
mreZa gotovo svojo vlogo pri doloanju temperature prehoda, pa se zdi, da sama
pri prehodu v supraprevodno stanje ostane nespremenjena. Stevilne preiskave
supraprevodne faze so pokazale, da moramo med drugi mpridakovati, da so
korelacije med elektroni tako moéne, da nam enoelektronske Blochove funkcije
ne dajo ve¢ dobrega opisa. Nadalje je znano, da je kondenzacijska energija, ki
je potrebna, da prevedemo kovino iz supraprevodnega stanja nazaj v normalno,
izredno majhna v primeri s Fermijevo energijo elektronov. Razmerje kondenza-
cijske energije proti Fermijevi energiji bi bilo za tipi¢no kovino velikostnega
reda 10738,

* Delo na tem podrodju je deloma podpirala U.S. Atomic Energy Commission.
Pri¢ujoti ¢lanek je vsebina govora na lethem shodu AAPT v New Yorku, 31, jan. 1958,
Izsel je v American Journal of Physics, Vol. 28,No. 2, 91—101, febr. 1960.

1 H. A. Boorse, Am. J. Phys. 27, 47 (1959).
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V tem ¢lanku bomo skusali prikazati osnovne ideje in deloma tudi zgradbo
in posledice teorije supraprevodnosti, ki sc jo pred kratkim predlagali J. Baar-
den, J. R. Schrieffer in avtor tega ¢lanka.? Nadalje bomo poizkusali vsaj kvalita-
tivno razlozZiti nekatere pojave, ki jih je opisal profesor Boorse.

II. Kovina v normalnem stanju

V Blochovi teoriji kovin® v normalnem stanju so prevodni elektroni med
seboj neodvisni. Blochov teorem pravi, da so enoelektronske valovne funkcije
posameznega elektrona v periodi¢nem potencialu kristalne mreZe in samih
prevodnih elektronov modulirani ravni valovi:

@k (£) = Uk (§) etkr (1)

kjer je K= k,o0. Valovni vektor elektrona je k, njegovo spinsko stanje pa
oznacuje a. Postorske in spinske koordinate so & =r,s. Uz (&) je spinor s pe-
riodi¢nostjo kristalne mreZe. Zaradi Paulijevega izkljuditvenega principa mora.
biti valovna funkcija ve¢ elektronov antisimetri¢na v vseh koordinatah. To
pomeni, da ne moreta biti dva elektrona v istem Blochovem stanju gx (%),
oziroma, da lahko valovno funkcijo veé¢ elektronov zapisemo takole:

1 |
Dy, = “‘V_ﬁ_! Z (—DP @pr1(é1)...0rn éN) (2)

permutacije £1...&N

Energija celotnega sistema je potem
N

W = Y E; (3)
i=1

kjer je & Blochova energija i-tega stanja posameznega elektrona. Sistem ima
najniZjo energijo, kadar je najniZjih N Blochovih stanj zasedenih. V prostoru
gibalne koli¢ine si lahko to predstavljamo kot zasedeno Fermijevo kroglo.
V nasem najpreprostejSem moznem modelu kovine si bomo predstavljali, da je
Fermijeva ploskev izotropna in da je dale¢ od vrha kateregakoli pasu. Pri
valovni funkciji za osnovno stanje (2) ni nobene korelacije med elektroni z na-
sprotnim spinom, med tistimi z enakim spinom pa je le statistiéna. (Edina ko-
relacija med elektroni je skrita v splo$ni zahtevi po antisimetriji totalne va-
lovne funkcije.)

Veliko Stevilo posameznih delcev je v vzbujénih stanjih, ki se zelo malo
razlikujejo v energiji od osnovnega stanja. Ta stanja lahko opiSemo z enako
valovno funkcijo kot osnovno stanje, samo da enocelektronsko stanje posamez-
nega elektrona k; << kr zamenjamo z drugim k; > kp. V prostoru gibalne koli-
cine lahko to opiSemo z nastankom vrzeli pod Fermijevo ploskvijo. Istoasno
se rodi vzbujen elektron z energijo, ki je malo vedja od Fermijeve (Glej
sliko 1!). Energijska razlika med osnovnim stanjem @, in vzbujenim PD; ; je

E=E§—E§=£3——Sg=l£jl+}8é] | (4)

Zaradi prikladnosti smo definirali energijo z oziroma na Fermijevo: ¢; = E; — Ep.
Ker je teh stanj, vzbujenih z zelo majhno energijo, veliko, se pribliZuje elek-

° Baarden, Cooper in Schrieffer, Phys. Rev. 108. 1175 (1957).
* F. Bloch, Z. Physik 52, 555 (1928).



tronska specifi¢na toplota (ki je merilo za Stevilo na¢inov, kako se more dolodena
koli¢ina energije porazdeliti med elektrone) nic¢li kot linearna funkcija tempe-
rature, kot je omenil profesor Boorse. |

Da bi razumeli elektiri¢no upornost, se moramo spomniti, da pomeni vsako
odstopanje od popolne kristalne mreZe, za katero so bila izpeljana Blochova
stanja, motnjo, na kateri se.lahko sipljejo Blochovi valovi. Nepravilnosti se
delijo v dve kategoriji: v stati¢ne in dinami¢ne. Staticne nepravilnosti so:
ne¢istote in defekti v kristalni mreZi, dinami¢ne pa povzrofa nihanje mreZnih
ionov okrog ravnovesnih polozajev.

Stevilo nedisto¢ ali mreZnih defektov ni odvisno od temperature in prispeva
k elektri¢nemu uporu delez, ki je prav tako neodvisen od temperature. MreZna
nihanja pa so nasprotno odvisna od temperature mreZe in zato prispevajo

kjo

Sl 1. Vzbujeno stanje v normalni kovini nastane, ¢e elektron zasede stanje k;, k; > kp,
' in pusti za sabo vrzel k;, k; < kp.

k elektri¢ni upornosti del, ki je odvisen od temperature. Ce mreZna nihanja
prevedemo v normalna nihanja oziroma c¢e jih kvantiziramo, jith lahko obrav-
navamo kot zvocéne valove ali fonone. V bistvu pomenijo val spremembe pri-
tiska, ki potuje skozi kovino.

Oba gornja sipalna mehanizma povzrocata upor na enak nacin; povzrocata
namre¢ procese, pri katerih se posamezni elekfroni sipljejo 1z enega stanja.
gibalne koli¢ine v drugo. Zato se hitro unici vsako stanje, ki nosi tok, ¢e ni vec
polja, ki ga je povzrocilo. Bistvena lastnost suprafluidnosti (elektronskega ali
kakega drugega toka) je, da so strogo prepovedani procesi, ki zadevajo po-
samezen delec, tako da ostanejo urejena stanja, na primer taka, ki nosijo tok
Se takrat, ko zunanjih polj ni vec.

III. Elektronske korelacije in interakcija, ki povziioﬁa suprapl_'evodnost

Ce se vpragamo, kaksna je verjetnost o tv (r), da najdemo v kovini v nor-
malnem stanju elektron s spinom obrnjenim navzdol v razdalji r od drugega
elektrona, ki ima spin obrnjen navzgor, dobimo takle rezultat:

QH(?") —F & (5)

kjer je n gostota elektronov. Torej je verjetnost, da najdemo elektron 2 4 v raz-
dalji r od elektrona 1 |, ne da bi kaj upostevali, kje je ostalih 3 do N elektronov,
kar je gostota elektronov s spinom 71 . To pomeni, da med elektroni z nasprotnim
spinom v normalnem stanju ni korelacije. Za isti spin obstoja sicer korelacija,
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vendar pa samo zato, ker ne moreta b1t1 dva elektmna v istem stanju. S tem se
ne bomo dalj ukvarjali. Lastnosti v normalnem stanju lahko 1zpe1;|em0 iz eno-
elektronskih valovnih funkcij, med katerlml ni korelacij.

Prav v tem oziru pa je supraprevodnost drugacna Prlcakuuemo da bomo

za ‘opis supraprevodne faze potrebovali valovnih funkeij, ki bodo odvisne ena
od, druge Izkaze se, da so pomembne prav korelacije med elektroni z nasprotnim
spinom. .
Zdaj se vpra$amo, kaj bo povzromlo korelacijo med elektrom Odgovor je,
da bodo elektroni medsebojno odvisni, ¢e med sabo 1nterag1ra;[o na pmmnr ce
bi bil med dvema elektronoma zelo modan medsebojen odboj, bi se nikoli
modno he priblizala eden drugemu. Prav te korelacije smo pri opisu kovin
v normalnem stanju zanemarili. Od¢ividno je to upraviéeno pri normalni tem-
peraturi. Nasprotno pa je pri zelo nizkih temperaturah jasno, da lahko sistem
pridobi energijo, ¢e preide v stanje z mo¢no korelacijo. Prav to stanje z moc¢no
korelacijo pa Zelimo dobiti.

Katere interakcije med elektrom naj upostevamo? To je bil vedno terak
problem, ker je med elektroni v kovini interakecij veliko. Dejansko je inter-
akcijska energija veline teh interakcij, na primer Coulombske, veliko vecja, kot
jo v resnici opazimo pri prehodu v supraprevodno fazo. Korelacijska energija
zaradi Coulombskega odboja je na primer velikostnega reda 1eV na atom,
medtem ko je energija, ki jo pridobi sistem pri prehodu v supraprevodno fazo,
reda 10~® eV na atom. Torej pricakujemo, da je le del korelacijske energije
odgovoren za kvalitativho spremembo, ki se pojavi v valovni funkciji pri
prehodu v supraprevodno fazo. o

Kot je povedal profesor Boorse!, je Sele odkritje izotopskega efekta* na-
kazalo teoretikom, katera interakcija je wvaZzna za pojav supraprevodnosti.
Opazili so, da je temperatura prehoda v supraprevodno fazo odvisna od mase
ionov, ki sestavljajo kristalno mrezo:

T,V M = konst. -, (6)
Zakaj naj bi bilo tako, ko ne bi interakecija, ki povzroc¢a supraprevodno stanie,
na neki nacin vsebovala dinamike gibanja ionov oziroma fononov. Iz enacbe {f)
vidimo, da bi bila temperatura prehoda enaka ni¢, ¢e bi bila masa ionov
neskon¢na oziroma ce bi bila kristalna mreZa res negibno pritrjena. To nam
moc¢no vsiljuje misel, da je kon¢éna temperatura prehoda posledica konéne
vzirajnosti ionov. Frohlich® in Bardeen® sta opozorila na to, da bi lahko na
elektrone, na katere vpliva Ze nihanje mreZe in povzroc¢a elektri¢en upor, delo-
valo tudi virtualno nihanje mreze, nekaksna »lastna energija« elektronov v ko-
vini. Ta lastna energija, pravijo, bi bila sorazmerna kvadratu povprecne energije
fononov. To bi dalo izotopski efekt. Vendar jim pri rac¢unanju posledic obstoja
take lastne energije ni uspelo dobiti faze, ki bi imela kvalitativne ‘lastnosti
supraprevodnikowv.

Videti je, da povzroca supraprevodnost interakcija elektronov z mreZnim
nihanjem. Vendar je to pravzaprav interakcija med dvema elektronoma, ki jo
omogocijo mrezna nihanja. Kadar elektron tréi v nihajoc¢o mreZzno tocko

* E. Maxwell, Phys. Rev. 78. 477 (1959); Reynolds, Serin, Wright in Nesbitt, Phys.
Rev. 78,487 (1950).

° H. Frohlich, Phys. Rev. 79, 845 (1950).

* J. Bardeen, Phys. Rev. 79, 167 (1950).
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oziroma v mrezni val, se lahko siplje. To sipanje povzro¢a upor. Pri T =0
mreza ne niha in tisti del upora, ki ga povzrodijo fononi, gre proti ni¢. Vendar
je Se moZno, da elektron vzbudi virtualen mreZni val. Tak virtualni fonon
lahko vpliva na drug elektron in s tem povzrodi interakcijo med elektronoma.

V jeziku, ki ga uporablja teorija polja, lahko re¢emo: ¢e obstoja interakcija
med elektroni in prostimi fononi fononskega polja (ki povzroc¢a elektric¢en upor),
bo obstojala interakcija med elektroni tudi pri absolutni nié¢li in to neodvisno
od Stevila prisotnih prostih fononov. Interakcija je moZna zaradi izmenjave
virtualnih fononov. Ta pojav je analogen pojavu v kvantni elektrcdinamiki.

V kvantni elektrodinamiki se lahko foton siplje na elektronu. Za to je
seveda potrebno obsevati elektrone s svetlobo, s fotoni. Po drugi strani pa je
Coulombski potencial med dvema elektronoma, ki ni odvisen od prisotnosti
prostih fotonov, posledica izmenjave virtualnih fotonov.

O —» -—-@/;‘“ X X X wX
1
J
X X X X X - ‘
X = ioni e
o = elektron —7 7 T~

Sl 2. Dva elektrona nemoteno po-

tujeta po popolni kristalni mrezZi,

ki ima neskon¢no tezke ali ne-
gibno pritrjene ione.

Sl 3. Interakeija med dvema elektronoma v
mrezi, ki ima ione s kon¢éno vzirajnostjo in ne.
negibno pritrjene. MreZni val, ki ga povzrodi
prvi elektron, vpliva na drugi elektron. Oba se

odklonita s prvotne smeri.

Interakcijo med elektroni, ki nastane z izmenjavo virtualnih fononov, si
lahko klasiéno predstavljamo takole: Kadar potuje elektron skozi mreZo, ki
nima neogibno pritrjenih oziroma neizmerno tezkih mreZnih to¢k, se mreZa
popaci ali polarizira. Naslednji elektron, ki bo potoval skozi polarizirano mreZo,
ne bo c¢util ve¢ prvotnega periodi¢nega potenciala, ki ga uporabljamo pri
izpeljavi Blochovih valovnih funkeij, ampak popaéeni potencial, zato ker je
mreza polarizirana. Popacenje potenciala je funkcija kraja in ¢asa in povzroéi
zakasnelo interakcijo med dvema elektronoma. Ta interakcija bi izginila, ko bi
bila proZnostna konstanta ionskih vezi zelo velika oziroma ko bi bila masa
ionov neskoncna. Nadalje je odvisno od fazne razlike med elektronoma, ali ho
ta interakcija privla¢na ali odbojna. (Glej sl. 2, 3 in 4))

Druga interakcija med elektroni v kovini, ki je zelo pomembna pri teoriji
supraprevodnosti, je Coloumbski odboj kratkega dosega. Coloumbske sile z dol-
gim dosegom navadno zasencijo ostali elektroni, kot sta nakazala v svojem delu
Bohm in Pines.” Pri zelo kratkih razdaljah pa, ko si dva elektrona tako rekoé
stojita nasproti in ni vmes nobenih- drugih elektronov, je Coulombski odbaoj

" D.Bohm in D. Pines, Phys. Rev. 92, 609 (1953).



e?/r obcuten. Ti dve interakciji med elektroni v kovini, ki smo ju zanemarili pri
osnovni sliki, bomo uporabili, da uvedemo korelacije med elektroni.

Pri korelacijah, ki jih povzrocijo medsebojne interakcije elektroncv, kot
smo jih omenili zgoraj, se bomo nadalje omejili na korelacije med dvema
delcema in zanemarili tiste med tremi, Stirimi in vec elektroni. To pa ne zato,
ker bi mislili, da drugih korelacij ni, ampak ker nam omejitev na korelacije
med dvema delcema olajSa rac¢un. Upamo, da bodo morda korelacije med dvema
delcema zadosScale za ugotovitev kvalitativnih lastnosti supraprevodnosti, tako
kot so nam popolnoma neodvisne valovne funkcije dovolj dobro pojasnile
lastnosti normalnih kovin.

© - ol = ok
= © = (=) =g
brez polari- s polari- s polari-
zacije zdcijo . zdcijo
(a) (b)

Sl. 4. Interakecija med dvema elektronomazaradi polarizacije mreze je lahko privlaéna
ali odbojna. To je odvisno od razlike v fazi obeh elektronov. V primeru (a) je
interakecija odbojna, v primeru (b) privlacna.

Kakgne naj bodo korelacije med dvema delcema, ki jih povzrodajo zgoraj
omejene interakcije? NapiSimo korelacijsko funkcijo za delce z nasprotnim spi-
nom, ki je bila pri kovini v normalnem stanju konstantna, v obliki:

o™ —1n2 4§ (K (7)

kjer je f (r, k) dodatna kﬁreiacija, ki jo povzroce interakcije med elektroni, r je
radij vektor, ki veZe dvojico elektronov, in K je totalna gibalna koli¢ina obeh
elektronov,

Da bi razumeli, zakaj nekateri elektroni zelo motno interagirajo, drugi pa
ne, se vrnimo k opisu valovne funkcije osnovnega stanja v prostoru gibalne
koli¢ine. Zaradi enostavnosti naj bodo Blochove funkcije @x (§) ravni valovi.

Videli smo, da v osnovhnem stanju zasedajo elektroni vsa stanja do
Fermijeve ploskve. Zgoraj opisane medelektronske interakcije so po Fermijevi
ploskvi §ibke in se pocasi spreminjajo. To in dejstvo, da je sprememba energije
pri prehodu v supraprevodno stanje majhna, nam daje misliti, da bodo stanja
s korelacijo nastopila pri posameznih vzbujenih delcih le v tanki lupini blizu
Fermijeve ploskve. Ce se omejimo na korelacije elektronskih parov, nas bo
zanimala interakcija, ki bo spravila elektronski par iz enega stanja v drugo
v lupini blizu Fermijeve ploskve. Ker se mora ohraniti totalna gibalna koli¢ina
elektronskega para, je jasno, da je tisti del faznega prostora, kjer je moZen
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prehod iz enega stanja v drugo pri dani totalnih gibalni koli¢ini, zelo odvisen
od totalne gibalne koli¢ine K (sl.5) in doseZe maksimum, kadar je celotna
gibalna koli¢ina K = 0. Nadalje se pokaZe, da je zaradi izmenjalnih &lenov
v matricnih elementili elektronske - interakcije efektivna interakcija med
elektroni s singletnim spinom veliko mocnejSa kot interakcija med elektroni
s tripletnim spinom. Zato se bomo bolj zanimali za korelacije pri singletnem
spinu. Nadalje vidimo, da dobimo najvec¢jo korelacijo valovne funkcije, kadar
imajo vse korelacije parov isto totalno gibalno koli¢ino. To da celotni valovni
funkciji zanimivo koherenco. Zaradi kombinacije dinami¢nih in statisti¢nih
vzrokov so veliko moénejSe korelacije parov z gibalno koli¢ino enako nié in
singletnim spinom, zaradi samih statistiénih razlogov pa so prav tako veliko
mocnejSe korelacije parov z isto totalno. gibalno koli¢ino.

Sl. 5. Crtkano podrod¢je je presek faznega prostora, kjer se lahko elektronski par, ki

ima gibalno koli¢ino k omejeno na krogelno lupino kr— 0 < k < kp + 9, siplje tako,

da se ohrani totalna gibalna koli¢ina K. Volumen faznega prostora, kjer je tako
sipanje mozno, ima oster maksimum pri K = 0.

Osnovna aproksimacija BCS teorije supraprevodnosti leZzi v domnevi, da
so prav korelacije dveh delcev odgovorne za kvalitativne lastnosti supraprevod-
nosti in da imajo pri teh korelacijah najveéjo utez pari, pri katerih je totalna
gibalna koli¢ina enaka ni¢ in ki imajo singleten spin. Ta uteZ je tako velika,
da dobimo ustrezen opis supraprevodnosti Ze z upoftevanjem samih korelacij
med temi delci.

IV. Osnovno stanje supraprevodnikaﬁ

S to aproksimacijo lahko zapiSemo dodatno energijo, ki jo dobimo z upo-
Stevanjem korelacij parov v valovni funkciji. Ta je dana z

We=22|e|Q—h()+22eh(e) —VI{h()[1—h(@E]h(E)[1—h ()%

— ko <e< ho>e>0 el ls" | <ho (8)

kjer je h (¢) verjetnost, da je zasedeno energijsko stanje para ¢ (sl. 6). 2 ¢ je ener-
gija para z oziroma na Fermijevo ploskev &¢ = E — Ep. Matri¢ni element med
Blochovima stanjema parov z relativnima gibalnima koli¢inama k in k' je V.
Zaradi enostavnosti smo privzeli, da je matri¢ni element interakcije (k’ |-H, | k)
med stanji parov z relativno gibalno koli¢ino k in k” konstanta enaka —V za
¢’ || < hw (povpretna energija fonona), drugod pa nié. Pri tem smo vzeli,
da je Fermijeva povrSina izotropna, tako da je h samo funkcija e.
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Prva dva izraza povesta povecanje kineti¢ne energije zaradi tega. ker smo
Vkl]ucﬂl v valovno funkcijo stanja posameznih delcev s k> kp. Tretji izraz
nam ‘da spremembo potencialne energije zaradi korelacij, ki smo jih vpeljali.
PoiSf¢imo minimum energije z ozirom na h. Ce je lahko energija W, manj3a
od ni¢, ima stanje s korelacijo niZjo energijo. Trivialna regitev, ki da W, —
(ni nobene korelacijske energije),

h=20 e>0 (9)
h =1 e >0

To pa je ravno normalno stanje, kjer so zasedena vsa Blochova stanja pod
Fermijevo ploskvijo, tista nad njo pa so prazna.

------N€) normalna kovina

| — h(€) suprap revodnik
=——hen .
h(€)
———
k —>

Sl. 6. Porazdelitvena funkcija h (¢), ki meri verjetnost, da je v valovni funkeciji osnov-
nega stanja zasedeno stanje para z energijo e Pri kovini v normalnem stanju so
zasedena vsa stanja pod Fermijevo energijo, stanja nad njo pa so nezasedena.
V osnovnem supraprevodnem stanju imamo vrzeli pod Fermijevo ploskvijo, elektroni
pa zasedajo stanja nad Fermijevo ploskvijo. h (|¢|) daje simetri®no verjetnostno
porazdelitev za eelktronske pare nad kp in pare vrzeli pod kp. Dodatno kineti¢no
energijo zaradi obstoja teh psaar‘ov lahko zapisemo:

22 lelh (le])

a <fim

Ce postavimo variacijo W, z ozirom na h enako ni¢, dobimo naslednje

zZveze.
h:é(l 8]
E
E = (+ £42) % (10)
1N
%:KE b

2 “9 [ <ho (82—[‘ 802)_'1/&'

Zadnja enacba za g, je osnovna nelinearna integralna enadba, ki doloda, ali
obstoja supraprevodna re§itev ali ne. Takoj vidimo, da ima ta enadba od nic
razliéne reSitve za g, samo, ¢e je V> 0. To nam da Kkriterij za potenciale, ki
povzrocajo supraprevodno stanje, ker je elektronsko — elektronska interakcija
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zaradi izmenjave fononov priviacna, zasenc¢ena Coulombska interakcija pa od-
bojna. Kriteriju
V=—<(Kk'[H, k)>0 (11)

bo zadoSCeno, ¢e je interakcija elektronov s fononi dovolj moéna. To nam
razjasni paradoks, da dobri prevodniki (baker, srebro, zlato) ne postanejo supra-
prevodni. Mocna interakcija elektronov s fononi, ki povzroda velik elektrié¢ni
upor - v normalnem tj. nesupraprevodnem stanju, pospe$i nastanek supra-
prevodne faze.

Ce je V>0, imamo (vsoto zamenjamo z integralom):

Aw
1=N(©)V -
(€% + &42)%
0O ;
ali (12)
hw
Eg =

sh (1/N (o). V)

kjer je N (o) gostota elektronov enega spina ha enoto énergfije na Fermijevi
ploskvi. V limiti Sibke sklopitve (N (0).V < 1) ki se zdi, da je vaZna za naS$
problem, je

1

g, =22 hw e""N(O)V (13)

Tako dobimo energijsko razliko med normalnimi in supraprevodnimi stanji
(spet v limiti Sibke sklopitve):
2

Ws— Wy = W¢ =—2N (0) (ho)2 e~ N(©@V (14)

Odvisnost korelacijske energije od (Aw)? da izotopski efekt, medtem ko nam
eksponentni faktor moéno zmanjsa dimenzijsko priéakovano vrednostN (o) (hw)2
na vrednost, ki jo dobimo eksperimentalno. Korelacijska funkcija med dvema
elektronoma z nasprotnima spinoma je podana zdaj s sledeé¢im izrazom:

0T ) =2n2 4 (EL]?' f dk h*% (1 — hy'z eilkr |2 (15)
Jtr

Tako vidimo, da so v valovni funkeciji za osnovno stanje supraprevodnika moéne
korelacije med elektronskimi pari z nasprotnimi spini in. totalno gibalno ko-
licino enako ni¢. Te korelacije so sestavljene iz Blochovih vzbujenih stanj za
posamezne delce blizu Fermijeve povrsine in imajo prostorski doseg velikost-
nega reda 10~* ecm (sl. 7). Vzrok, da lahko nastanejo te korelacije, je v tem, da
imajo celo elektroni, med katerlml ni interakeij, lahko zelo velika wvalovna
Stevila zaradi izkljucitvenega prmmpa Tako lahko pridobimeo veliko potencialne

energije v tretjem zrazu za W, Ze z majhno dodatno porabc} kineti¢ne energije,
ki je podana s prvima dvema ¢lenoma.

Podobno valovno funkcijo s korelacijo lahko sestavimo tudi, ée damo
parom s singletnimi spini enako totalno gibalno kolidino, ki pa ni enaka nié.
To ustreza stanju, ki nosi tok. Energija tega stanja je vi§ja kot energija osnov-
nega stanja.

69



Tipi¢na lastnost valovnih funkecij s korelacijo je, da ne moremo razbiti
nobenega elektronskega para, niti odstraniti posameznega elementa v faznem
prostoru, ne da bi porabili pri tem konéno koli¢ino .energije. Ce razbijemo
korelacijo posameznega para, izgubimo njegovo korelacijsko energijo, ki je
razlitna od ni¢. Ce umaknemo iz sistema element faznega prostora, se zmanjsa
Stevilo moZznih prehodov vseh parov, kar spet povzro¢i konéno spremembo
v energiji. Ce torej primerjamo ta poloZaj s tistim v normalnem stanju, vidimo,
da lahko vzbujamo posamezne delce iz korelacijskega stanja tako, da potrosimo
majhno, a konéno koli¢ino energije. Zato lahko vpeljemo vrzel v energijski
spekter posameznih delcev. Razlika v energiji med stanjem s korelacijo in
normalnim supraprevodnim stanjem je sicer zelo majhna, valovna funkcija pa
je kvalitativno popolnoma drugadna. Medtem ko je v normalni kovini zelo lahko

g --------- ' o
Pﬂ') ///////////// brez korelacije : £

4——40" cm -

Vi

SI. 7. Ovojnica korelacijske funkcije za elektrone z nasprotnim spinom v supra-
prevodnem stanju.

spremeniti elektronski del valovne funkcije z majhnimi motnjami, pa je valovna
funkcija stanja s korelacijo zelo koherentna in se moéno upira kakrs$nikoli
spremembi.

V. Vzbujena stanja

Ce imamo opravka z vzbujenimi stanji v supraprevodniku, je dobro, da
lo¢imo med vzbujenimi stanji posameznih delcev in med kolektivnimi vzbuje-
nimi stanji, kot so na primer plazmoni ali stanja, ki nosijo tok, ki smo jih Ze
omenili. Spremembe v spektru vzbujenih stanj pbsameznih delcev povzroéajo
supraprevodne lastnosti. Kolektivno vzbujena stanja lahko ostanejo zelo po-
dobna v normalnem in supraprevodnem stanju.

Spomnimo se, da so v osnovnem stanju zasedena vsa stanja za posamezne
delce do Fermijeve energije. Posamezen delec je vzbujen, ée zasede stanje %k,
nad kp in zapusti vrzel k, pod ky. Energija tega vzbujenega stanja v primeri
Z osnovnim je

E,—E,=(E,—Ep) —(E,—Ep) = ¢,—¢, = | &, | + &, | (16)

V makroskopskem vzorcu jo lahko napravimo tako majhno, kot jo Zelimo.
Vzbujena stanja supraprevodnika (stanja kvazi-delcev) lahko definiramo
tako, da vsako posebej odgovarja vzbujenemu. stanju v normalni kovini.® Tedaj

® Ekvivaletno, vendar poenos‘tavlj eno metodo za konstruiranje vzbujenih stanij

posameznih delcev sta podala N.N. Bogolyubov, Nuovoe Cimento 7, 794 (1958) in
J. G. Valantin, Nuove Cimento 7, 843 (1958).
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vidimo, da je energija prehoda v vzbujeno stanje, ki ustreza stanju normalne
kovine (enacba (16)), naslednja:

E, + E, = (g + 85)7% + (¢, + ¢,B)™ (17)
V nasprotju z normalnim vzbujanjem ostane pri supraprevodniku vsota E, + E,
vedja od nié¢ tudi tedaj, ¢e gresta ¢, in &, proti ni¢. Dejansko je najniZja mozna
vzbujevalna energija enaka: |

B %W %9

elektronskimi stan;u vrzel v energl;u Ta vrzel resno ovira vzbujanje lastnosti
elektronskega plina.

Za vzbujena stanja lahko napravimo naslednjo sliko: V osnovnem stanju
supraprevodnika so vsi elektroni v stanjih s korelacijo, in sicer nastopajo v parih
s: singletnim spinom in s totalno gibalno koli¢ino enako nié. V stanju z n
vzbujenimi elekfroni je teh n elektronov v stanjih »kvazi-delcev« — to so
recimo normalna Blochova ‘stanja za posamezne delce — in nimajo mocne
korelacije z ostalimi elektroni. Ozadje teh vzbujenih elektronov so vsi ostali
elektroni, ki Se imajo korelacije med sabo. Vzbujeni elektroni se obnaSajo precej
podobno kot normalni. Lahko se sipljejo ali vzbujajo Se naprej. Po drugi strani
se elektroni ozadja Se vedno obnaSajo kot suprafluidni in jih je teZko sipati ali
vzbujati. Tako imamo dvoje skoraj neodvisnih elektronskih plinov. Tisti del
valovne funkcije, kjer nastopajo korelacije, ima lastnosti suprafluida, to je
upira se spremembam in ima majhno specifiécno toploto.

Vzbujena stanja pa se obnaSajo skoraj tako kot normalni elektroni in imajo
skoraj normalno specificno toploto in elektriéno upornost. Kadar deluje na
kovino stalno elektri¢no polje, suprafluidni elektroni prevladujejo nad normal-

nimi. Ce pa imamo elektri¢na polja z vi§jo frekvenco, lahko opazimo upornost
vzbujenih elektronov.?

VI. Termic¢ne lastnosti

Zdaj lahko izpeljemo termic¢ne lastnosti supraprevodnika s pomoé¢jo osnov-
nega stanja in spektra vzbujenih stanj, ki smo ga opisali. Prosta energija
sistema je:

F=W.(T)—T8S (19)

T je absolutna temperatura, S pa entropija. Sistem ima entropijo samo zaradi
vzbujenih stanj, kajti tisti del valovne funkcije, ki ima kcrelacijo, ni degene-
riran. IzkazZe se, da je prosta energija odvisna od f (k) in h (k), kjer je f (k) ver-
jetnost, da je stanje z gibalno koli¢ino k zasedeno z vzbujenim elektronom ali
kvazi-delcem, h (k) pa pogojna verjetnost, da je stanje k zasedeno s parom
v primeru, ¢e ni zasedeno s kvazi-delcem. Nekaj stanj je torej zasedenih
s kvazi-delci, preostali fazni prostor pa je na razpolago za tvorbo koherentnih
stanj ostalih elektronov.

* R.E. Glover in M. Tinkham, Phys. Rev. 108, 243 (1957). Biondi, Forrester, Gar-
funkel in Satterthwaite, Revs. Modern Phys. 30, 1109 (1958). (Glej Pogl. V., posebno za
nadaljnjo literaturo.)
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Ce postavimo variacijo F z ozirom na f in h enako ni¢, dobimo naslednje

ZVeze:
& 1
h=3 [1—2 S 20
[ E] I 1 -+ efE 0
E = [ + 2,2 (T)]
in 8, (T) =N(@©OV —— tanh [ < ] (21)
” f 2k T

Te ena¢be imajo isto obliko kot pri T = 0, samo da se vrzel v energiji ¢, s tem-
peraturo spreminja. Odvisnost ¢, od T je podana v enacbi (21), na sliki 8 pa
je narisana. Vidimo, da dobimo v enac¢bi (21) konéne vrednosti za ¢, (T) samo
v omejenem temperaturnem podro¢ju. Gornja meja tega temperaturnega pod-
ro¢ja je T., imenujemo jo kritiéna temperatura. Za T <<T. obstoja mocna ko-
relacija med elektroni s singletnim spinom in gibalno koli¢ino enako ni¢. Za
vzbujanje elektronov iz dela valovne funkcije s korelacijo imamo vrzel v ener-
giji in E (k) je doloc¢ena z enacho (20). V tem temperaturnem obmocju ima smtem
kvalitativno drugacne lastnosti kot normalna kovina.

1,0

0,8

€T)
Eol O)O'G
04

L4

0,2

0 0 6L 06 08 10

’ ’

T/ Te
Sl. 8. Odvisnost energijske vrzeli v spektru enoelektronskih stanj od temperature.

V podroéju T > T, je ¢ = 0. Tu imamo v vseh ozirih normaine razmere.
Porazdelitvena funkcija za vzbujena stanja preide v Fermijevo porazdelitveno
funkcijo za vzbujene elektrone pri k > kr oziroma za vrzeli pri k << kp:

St LD 22)

&

e kT - 1

Ce uporabimo f in h, kot ju podaja enaéba (20), lahko izraéunamo prosto energijo
supraprevodnega stanja, od tod pa lahko dolodimo vse ravnovesne termicne
lastnosti sistema. Rezultati radunov za specifiéno toploto in kritiéno pclje so
podani na slikah 9, 10 in 11.

Zanimivo je, da nastopi pri T. (kadar ni magnetnega polja) prehod dru-
gega reda (tu ni nobene latentne toplote, pri T, je W, = 0), pri specifi¢ni toploti
pa imamo nezveznost. Pri zelo nizkih temperaturah gre specifi¢na toplota
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eksponentno proti ni¢. Ta idealizirana teorija napove tudi zakon o medsebojno
ustrezajocfih stanjih. Tako dobimo razmerje

y T
== J,170
H, 2
kjer je
2 .
y = — 72 N (o) k?
3

Eksperimentalni rezultati leZe okrog &tevila 0,170. Razmerje med ¢, in kT, je
konstantno in enako

€g
kT

= 1,75

V resnici se pri supraprevodnikih obe gornji razmerji gibljeta okoli &tevilk,
ki smo ju navedli zgoraj. Bolj. realisti¢na izbira interakcij med elektroni gornje

o
& | F
m‘—"' o
Y

- .
| B |

-— |- (T/T,)

Teorija —»

e 0 2 3 4 5 6,7 8 9 10

F ¥ s

(T/ Te)?

Sl. 9. Razmerje kriticnega polja in njegove vrednosti pri T — 0K v odvisnosti od

(T/T,)". Gornja krivulja podaja zakon 1 — (T/T)? po Gorter-Casimirijevi teoriji.

Spodnja krivulja je narisana na osnovi idealizirane BCS teorije v limiti Sibke sklo-
pitve. FEksperimentalni rezultati leze navadno v sredi med obema krivuljama.

rezultate nekoliko spremeni. Iz izboljSanie teorije tudi sledi, da se konstante
spreminjajo od kovine do kovine. To nam da mozZnost, da lahko teorijo bolj
prilagodimo rezultatom meritev.

V teoriji ni nobenih poljubnih parametrov. V. obmod&ju, ki nas zanima,

h |
so vse termicne lastnosti dolocene s koliéinami y in A we W9V, Kolidino y
dobimo z opazovanjem normalne specificne toplote, drugo pa iz kriti¢ne tem-
perature:

kT, = 1,14 i @ e~ UN©)V

VII. Elektrodinamié¢ne lastnosti in suprafluidnost

Z, osnovnim stanjem in s spektrom vzbujenih stanj, kot smo ga opisali
sporaj, lahko izrac¢unamo tudi elekfrodinamicne lastnosti superprevodnika. Ker
so podrobni racuni zelo zapleteni, jih tukaj ne bomo navajali. Kdor Zeli, si
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lahko ogleda originalne racdune BCS teorije. Tam vidimo, da supraprevodnik
izriva magnetno polje in da nastopi Meissnerjev efektf.!® Dobimo tudi vdorno
globino in njeno spreminjanje s temperaturo, kot ga je omenil profesor Boorse.!

K srec¢i lahko enostavno podamo 'kvalitativno sliko pojavov, po katerih je
dobila supraprevodnost svoje ime. Izberimo si najpreprostejso mozno sliko, to je
predstavljajmo si kovino pri absolutni niéli! V tem primeru ne bo tudi v kovini
v normalnem stanju nobene druge upornosti razen tiste, ki jo povzrocajo neci-

30
26 J
‘I’D
o7

22
18 o
Ces * o Paskus (Sn) o’
YTel4f 9
101 ~<s— Teorija
06
02E {
o NETSE
0 01 02 03 04 05 06 07 03 09 10
T/ T

Sl. 10, Odvisnost kvocienta elektronske specifiéne toplote v supraprevodniku in njene
vrednosti v normalnem stanju pri T, od T/T,. Za primerjavo so narisane eksperi-
mentalne vrednosti za kositer.

«+—Teorija

Te_o

- 9,17 cxp[-1,50=
i

1 15 20 25 30 35 40
/T

ol 11. Liogaritem razmerja elektronske specifine toplote in njene vrednosti v nor-

malnem stanju pri T, v odvisnosti od T,/T. Ekspmnentna odvisnost se dobro uiema
¥ ekspemmentalmml rezultati za kositer in vanadij pri T./T > 14.

** Glede problemov pri gradlentm invarijantnosti in kolektivhem vzbujanju se
bravec lahko obrne na P. W. Andersona, Phys. Rev. 112, 1900 (1958).
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stocCe, ker pa¢ ni prostih fononov. Vzemimo kovino v normalnem stanju z ne-
¢istoCami pri absolutni nié¢li, kjer je upornost posledica sipanja Blochovih valov
na nedistocéah. #

Naj deluje polje na tako kovino v normalnem stanju. Tedaj se bo Fermi-
jeva krogla premaknila, tako da imajo elektroni neko totalno gibalno koli¢ino.
Tedaj teCe elektri¢ni tok. Kolikor Casa deluje polje, teCe ravnovesni tok, ker sta
pospesSek, ki ga  povzroda polje, in pojemek zaradi sipanja elektronov na ne-
¢istocah medsebojno v ravnoteZju. Ce polje odstranimo, se elektroni zaradi
sipanja na nedistodah zelo hitro vrnejo v stanje, ko elektri¢ni tok ne tece.

Primerjajmo zdaj ta proces s proecesom v supraprevodnem stanju. Tam
ima elektronska valovna funkcija mocéne korelacije. Vsak elektron  blizu

supraprevodnik

normalna
kovina

| et K

a— q,

Ex'-Ex =0 normalna kovina
Ek’-Ex > 0 supraprevodnik

SL 7. Pri T=0°K tefejo v supraprevodniku z nedistotami stalni tokovi, Geprav .je

energija v stanju s tokom visja kot v osnovnem stanju. Ta pojav je posledica vrzeli

v energijskem spektru posameznih elektronov. Pri dovolj majhnih tokovih ta vrzel

preprecuje elastitno sipanje elektronov na neéistoah. Ker prav elasti¢no sipanje

na necistofah v normalnem stanju uniéi tok, dobimo tukaj, kjer ni sipanja, meta-
stabilni tok in kovina je supraprevodnik.

Fermijeve ploskve, kjer teCe tok, je moc¢no odvisen od drugega, ki ima na-
sproten spin. Ko enkrat nastane koherentno stanje, ga je zelo teXko uniéiti
s sipanjem na necistoc¢ah. Vzrok tej obstojnosti koherentnega stanja leZi v osnov-
‘nih lastnostih valovne funkcije s korelacijo.

Za razdvojitev elektronskega para ali vzbuditev posameznega elektrona je
potrebna konéna energija. Vsako sipanje posameznega delca poveéa energijo
sistema elektronov, ¢e tok ni premocan, kljub temu, da je celotha energija
vecja kot energija osnovnega stanja. Ce dodatna kineti¢na energija elektrona
zaradi toka ni vedja od vrzeli v energijskem spektru, bo zelo teZko prislo do
sipanja. Tudi pri konéno veliki temperaturi je poloZaj zelo podoben. Vzbujeni
elektroni se obnaSajo kot normalni v primeri s suprafluidnim ozadjem. Ce pre-
maknemo sistem v stanje, ki nosi tok, bodo prevajali tock samo suprafluidni
elektroni (ker prevladajo nad normalnimi). Pri danem toku ima sistem mini-
malno prosto energijo. Ce preidejo posamezni elektroni v vzbujena stanja; se
lahko prosta energija le poveca in sistema postane metastabilen (sl. 7).

Zadnja razlaga spet pokaZe osnovni lastnosti valovne funkcije supra-
prevodnega stanja: njeno izredno koherenco in odpor proti spremembam z vzbu-
janjem posameznih delcev, kar je bistveni kriterij suprafluidnosti. Procesi, kjer
se trosi energija in ki se makroskopsko kaZejo kot upornost ali trenje, so
procesi, pri katerih se sipljejo posamezni delci. Sistem, kjer so taki procesi
onemogoceni, ¢eprav je kolektivno gibanje 5 moZno, se obnasa makroskopsko
kot suprafluiden.
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NOVICE

J O NEKEM ERDCSOVEM IZREKU

Pri razlagi pojma zaporedja si veckrat pomagamo z naslednjo definicijo:
Zaporedje je funkcija, katere definicijsko obmodje je mnozica naravnih $tevil.
Zaporedje namreC poznamo, ¢e je dan predpis, ki vsakemu naravnemu Stevilu
priredi neko realno ali-kompleksno stevilo. — d&len' zaporedja. Zaporedje mo-
remo torej opisati s predpisom a, = f (n), n = 1, 2, ... Funkcije, ki so definirane
le na -mnozici naravnih $tevil, so pogostne v teoriji $tevil, zato se je udomacilo
zanje 1ime Stevilsko-teoreti¢éne ali aritmetic¢ne funkcije. Najbolj znana med
njimi je Eulerjeva funkm]a @ (n).*

Aritmeti¢na funkcua f(n) je mu1t1p11kat1vna Ce zadosCa funkcionalni
enacbi

(1) f(mn) = f(m)fm)

za vsak par naravnih Stevil m in n. Nekatere aritmeti¢ne funkcije (med njimi
tudi Eulerjeva funkcija) niso multiplikativne v tem S§irSem smislu, pa¢ pa za-
do$¢ajo enacbi (1) le za vsak par naravnih $tevil, ki sta si tuji. Ce enacbo (1)
logaritmiramo in oznacimo log f (n) z g (n), dobimo funkcionalno enacbo

2) g (mn) = g (m) + g (n)

Aritmeti¢ne funkcije, ki zadoS€ajo enacbi (2), pa imenujemo aditivne aritme-
titne funkcije. S funkcionalnimi enadbami kot sta (1) in (2) imamo opravka
v mnogih matematiénih panogah (v algebri in teoriji 3tevil, v verjetnostnem
racunu in teoriji informacij itd.). Enacbi (2) zadoscéa npr. funkcija g (n) = log n.
Zanimiv problem je ugotoviti, pri katerih pogojih je funkcija, ki zado3¢a tej
enacbi, proporcionalna logaritmu.

Matematik P. Erdos je v svoji razpravi [1] o aditivnih aritmeti¢nih funk-
cijah dokazal med drugim tudi tale izrek:

Ce aritmeniéna funkcija z realnimi vrednostmi f (n) zado$¢a enacbi

(3) fmn) =f(m) + f(n) za vsak par (m,n) = 1**
in je nepadajoca
(4) f(n+1) 27§ za vsak m
potem je
f(n) =Clogn

kjer je C konstanta.

V teoriji informacij sre¢amo podoben problem, le da iskana funkecija
zadoSC¢a enacbi (3) brez omejitve, t.j. za vsak par naravnih Stevil m in n [2].
V tem primeru je reSitev dokaj enostavna (glej odgovor na vpraSanje st. 3,
OMF VI (1957/58), 96). Dokaz izreka, ki ga je formuliral P. Erdos, pa je ne-
primerno bolj kompliciran. Nedavno je I.J.Schoenberg objavil nov direkten
in poenostavljen dokaz [3]. Njegov dokaz je idejno zelo zanimiv. Oglejmo si ga
v nekoliko predelani obliki.

* @ (n) je $tevilo zaporedja 1,2,...,n—1, ki so tuji proti n.
* Simbol (m,n) pomeni tu najvecéji skupni delitelj stevil m - in n.

76



- Funkcijo f(n) moremo definirati za vse reducirane pozitivhe ulomke
s predpisom -

(5) f (m/n) = f (m) — f (n)
Ugotovili bomo, da po tej razSiritvi naSa funkcija Se vedno zadoS$céa enadbi (3),
Ce primerno definiramo, kdaj sta si dva ulomka tuja. Vzemimo dva reducirana

ulomka x = m/n in &' = m'/n’. Rekli bomo, da sta si ulomka x in z’ tuja in
zapisali simboli¢no (x, x) = 1, e velja

(6) (m, m’) = (m,n) = (n,m) = (n,n) = 1
Zdaj trdimo: Ce je (x,x’) =1, potem je
() fxx’) =f(x) + f ()
O tem se zlahka prepri¢amo z radunom:
f (@x') = f (mm//nn’) = f (mm') —f (nn) = f (m) + f (M) —f () —F () =
=f(m)—f ) + f(m)—f @) =Ff(mn)+fm/n)=f()+f@)

Tu smo uporabili definicijo () in enacbo (3). Na analogen nadin dobimo

(8) fx/x) =F@)—F&), (@z)=1

Ravno tako pa moremo ugotoviti, da je naSa funkcija nepadajcéa tudi po
raziiritvi. Spet vzemimo tuja si ulomka x = m/n in " = m’/n in naj bo x <<x'.
Tedaj je mn’<m'n in zaradi neenac¢be (4) f(mn') < f(m) < §f(m'n). Od tod
pa takoj dobimo f(m)—f(n) = f(m)—Ff(n) = f(m)—Ff(n) in f(x) = f ().
Iz x <<z’ sledi f(x) £ f (@) le v primeru, ¢e sta si x in 2" tuja. To omejitev
pa moremo odpraviti. Vzemimo dva poljubna reducirana ulomka x = m/n in
x' = m'/n" in naj bo x < z'. Ulomek
Y — Mmm nn i
Nmm'nn" + 1

kjer sta M in N $e poljubni naravni $tevili, je tuj proti = in x’. Ce sta M in N
zelo veliki Stevili, ima ta ulomek pribliZno vrednost M/N, zato lahko s pri-
merno izbiro teh dveh Stevil doseZemo, da X lezi med x in x’. Imamo torej

,X)=(X,2)=1 in z<X<2
Po prejsnji ugotovitvi sledi od tod

f@) SFX sf@)

NaSa funkcija je torej nepadajoca. Kot taka ima v vsaki toc¢ki x levo in desno
limito, ki ju bomo oznadili z f (x — 0) in f (x + 0). |

Na podoben nadin moremo odpraviti pogoj (x,x) =1 iz enadbe (7).%
Vzemimo poljubno pozitivno realno Stevilo x. Vsako realno &tevilo je limita
zaporedja ulomkov, kjer je zaporedje samo Se precej poljubno. Izberimo si na-
raSCajoCe zaporedje reduciranih ulomkov {x; = a,/b,}, (as, bx) = 1, ki kon-

* Na tem mestu je Schoenbergov dokaz nekoliko poenostavljen.
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vergira k Stevilu x. Pri tem zaporedji {a,} in {b,} narascéata preko vsake
meje. S tem zaporedjem pa moremo tvoriti novo zapored,]e reduciranih ulom-
kov { ey }, kjer je

2 CL;;, bﬂ e 1

2t by 1+ 1

En —

ki nara&§la proti 1. O¢itno velja tudi (x,, e;) =1 za vsak n. Prav tako tudi
zaporedje { xne, { narasfa proti x. V enacbo (7) vstavimo x =e,; in " = x,.

Tako dobimo
f(enxn) = f(en) + f (xn)

Ce n nara$éa prek vsake meje, konvergirajo ¢leni v zgornji enadbi proti spodnji
limiti funkcije f (x) v totkah x in 1, saj je ta nepadajofa. Imamo torej

f—0)=fQ1—0)+f(x—0)

Od tod sledi f (1 —0) = 0. Zdaj pa vzemimo padajoce zaporedje ulomkov { y» ¢,
ki tudi konvergira k x. Prav lahko je to zaporedje izbrati tako, da so cleni
paroma tuji proti ¢élenom prejs$njega zaporedje { x, ;. Zaporedje { x/yn } je te-
daj naraS€ajoce in konvergira k 1. Po enacCbi (8) je tedaj

f (xa/tyn) = f(xn) — f (Yn)

in v limiti n — o dobimo
F(1—0)=Ff(x—0)—f(x + 0)

Od tod sledi f(x—0) = f (x + 0), Nasa funkcija je torej zvezna v poljubni
realni tocki, ker se spodnja in zgornja limita ujemata. To skupno vrednost
imejmo za funkecijsko vrednost v tocki x. Nasa funkcija je s tem definirana za
vsako pozitivno realno Stevilo z. e

Do sedaj je veljala enacba f (yy") = f (y) + f (¥) za poljuben par reduci-
ranih tujih si pozitivnih ulomkov gy in 7. Ce imamo dve poljubni pozitivni
realni Stevili x in ', moremo najt: dva ulomka 7y in ¥/, ki sta si tuja in se y
poljubno malo razlikuje od x,%” pa od x'. In ¢e se y priblizuje x, ¥" pa k x/,
dobimo ‘zaradi zveznosti naslednjo enacbo

(9) f(xa’) = f(x) + f(x)

ki velja za vsak par pozitivnih realnih Stevil. Ce postavimo x = e?, " = e?’ in
f (et) = ¢ (t), dobimo iz enacbe (9) tole znano funkcionalno enacbo

git+ti=gt) +pt)

Ker je funkcija g (t) zvezna, je reSitev te enacbe g () = Ct. Torej je f (x) =
= ¢ (log x) = Clog x in v posebnem

fin) = Clogn
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.~ PREPROST PRIMER ZA ZVEZNO FUNKCIJO, KI NI ODVEDLJIVA

Pri §tudiju matemati¢ne analize si radi pomagamo z geometriéno pred-
stavo. Ta nam rabi kot mnemotehni¢no sredstvo, dostikrat pa da tudi idejo za
nova raziskovanja. Marsikatero dejstvo, ki ga je sicer dokaj teZko dckazati, je
geometri¢no zelo nazorno, tako na primer veljavnost nekaterih izrekov o zveznih
funkcijah. Toda geometri¢na nazornost sama Se ni nikdar dokaz, vedno zahte-
vamo Se logi¢no neoporeden matematiécen dokaz. Da je taka natancénost na
mestu, se je Ze veckrat izkazalo.

Geometrijska predstava za funkcijo ene spremenljivke je krivulja v ravnini.
Pri tem si pod zvezno funkcijo predstavljamo krivuljo, ki je povsod povezana,
nikjer pretrgana. Ce pa je funkcija pri neki vrednosti neodvisne spremenljivke
odvedljiva, je krivulja v pripadajodi toc¢ki gladka, ima tam tangento. Kolikor si
moremo predstavljati, ima povezana krivulja lahko le nekaj takih tock, v katerih
ni gladka. ZanaSajo¢ se na svojo predstavo, bi torej formulirali takle izrek:
Vsaka zvezna funkcija je skoraj povsod odvedljiva. Ce pa bi hoteli to dokazati,
bi se zaman trudili, kajti ta izrek sploh ne drzi. Konstruiranih je bilo Ze vec
takih funkcij, ki so na nekem intervalu povsod zvezne, pa v nobeni tocki od-
vedljive. Prvi tak primer je bil objavljen leta 1874 — funkcijo je konstruiral
Weierstrass — in je izzval prece] presenecenja. Namen tega sestavka je, pri-
kazati nekaj takih ¢udnih funkcij. =

Navadno zapisujemo Stevila v dekadi¢nem sistemu, to pomeni, da jih
razvrséamo po potencah stevila 10. Namesto Stevila 10 pa lahko vzamemo za
osnovo poljubno drugo naravno Stevilo razen 1. V nadaljnjem bomo uporabljali
osnovi 2 in 3.

Preidimo zdaj k stvari. Funkcijo f (x) definirajmo na intervalu 0 £ 2 £ 1
z naslednjim predpisom: ZapiSimo x v ternarnem sistemu:

(1) =l Byins Thaws (osnova 3)

Tu je vsak xz (k= 1,2,3,...) enak 1, 2, ali 0 (Stevilo x = 1 zapiSemo 0,222...
2...).
Funkcijsko vrednost pri tem x pa zapiSemo v binarnem sistemu:

) =0.%.. Uk (osnova 2);

yr=0alil(k=1,2,3,...). Pri danem x dolo¢imo yx takole: ¢e je v razvoju (1}
x, = 1, naj bo tudi x, = 1. Pri x,9=1 pa na bo y, = 0. Nadalje naj bo yr+;=
=yr(k=1,2,3,...), ¢e je v (1) xx4+, = 2. Kadar pa je xz4q 3= xr, naj bo
tudi vz 4+, =Fyr. Ker imamo samo dve moZnosti za yx, je s tem predpisom
funkcijska vrednost f (x) natan¢no doloCena. Npr. za

x = 0,2012210222...2... = 0,2012211000...0...  (osnova 3)
je .
f (x) = 0,0101101000...0... = 0,0101100111...1... (osnova 2)

Pri tem primeru smo dobili za dva razlitna ternarna zapisa istega Stevila x
po navedenem pravilu sicer dva razli¢na binarna zapisa funkcijske vrednosti,
vendar oba zapisa pomenita isto stevilo. Lahko je preveriti, da je tako v vsakem
primeru. Funkcija f (x) je torej enoliéna. Iz njene definicije takoj vidimo, da
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bomo dobili poljubno naprej predpisane »decimalke« y; funkcijske vrednosti
f (x), e primerno izberemo decimalke argumenta. x.

Poglejmo, kako je z zveznostjo. Vzemimo z definicijskega intervala dve
Stevili x* in x”, ki se, zapisani v ternarnem sistemu, ujemata v prvih =
~decimalkah«. Oé&itno se pripadajo¢i funkecijski vrednosti f(x) in f (x"),. za-
pisani v binarnem sistemu, prav tako ujemata v prvih n »decimalkah«. Zato se
ne razlikujeta za ved kakor za 27" Dve S§tevili 2" in 2", ki se razlikujeta za
manj od 3~ se ne ujemata vedno v prvih n mestih, ¢e jih zapifemo v ter-
narnem sistemu. Vendar je funkcija f (x) povsod zvezna, ker je encli¢no dolo-
Cena za take x, ki se dajo zapisati v ternarnem sistemu na dva nadina.

Poglejmo zdaj, kako je z odvedljivostjo. Vzemimo poljuben x z defini-
cijskega intervala in pripadajoto funkcijsko vrednost

T =0 s L B p Lg% s vs T de vii s (osnova 3)
F@)=0,Y...YnYns1Yni2 .. Ynth--. (osnova 3)
Pri poljubnem naravnem §tevilu n lahko dolod¢imo Stevila x, 11, xn +9,.
Zn +%, ... tako, da bo naslednji vrednosti neodvisne spremenljivke
2 = 0, @ T TR 15w T e as (osnova 3)

pripadala funkcijska vrednost

F@Y=0,Yy e YnYn s1Ynader Ynah-.. (osnova 2)

kjer je vy, +1 = Yn+,. Vrednosti f (x) in ﬁ(a:’) se bosta razlikovali le v n + 1

»decimalki«, Vemo namre¢, da moremo x,” +1, Ty 42,... vedno tako izbrati, fia
so ustrezne »decimalke« funkecijske vrednosti poljubne torej tudi enake ¥, 41
Yn+2 ... OevVeda je v vsakem primeru x, .15 x, 1. Veljata torej neenacbi

0<'|m’;m1<3-“ in |Fle) —Ff) | =211

Od tod pa sledi |
(2) f@E)—f@) |1 [3 ]n

IV

) o Z \ .2

Stevilo n smo si poljubno izbrali in ga zato lahko vecamo preko vsake meje.
Pri tem konvergira x" k x. Ce bi bila funkcija f (x) v to¢ki = odvedljiva, bi pri
tem leva stran neenacbe (2) konvergirala proti absolutni vrednosti odvoda
funkcije v tej tocki. Neenacba (2) pa mi pove, da raste izraz

f(é‘f»')—f(x)

X —ax

v neskonéno, ko raste n preko vsake meje. Od tod sledi, da funkecija f (x)
v tocki x ni odvedljiva. Ker je bil x poljuben, ni odvedljiva nikjer.

Se bolj presenetljive zakljucke dobimo pri naslednjem primeru. Vzemimo
v ravnini (x, y) krivuljo, ki je podana v parametriéni obliki: x = x (%),
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y =y (t). Ti dve funkciji sta definirani za 0 < ¢t £ 1 z naslednjim predpisom:
ZapiSimo t v sistemu z osnovo 6:

t=0,t1t-2...tk... (osnova 6)

Vsak tz (k=1,2,3,...) je enak enemu izmed §tevil 0, 1, 2 3, 4, 5. Prlpadajou
vrednosti x in y zapiSemo v binarnem sistemu:

x=0,z1x2...2%... (osnova 2)
Ly=_0,~y1y2...yk...- (osnova 2)
Vsak ax in yp (k=1, 2, 3, ...) je ali 0 ali 1, dolo&imo pa to po naslednjih
pravilih:
1. x1 = 0 tedaj in le tedaj, Ce je t;1 =0, 1 ali 2;

y1 = 0 tedaj in le tedaj, Ce je t1 = 0, 1 ali 3;

. Ce je tyy1 =0 ali 5 in tx4, = tx, naj bo xx.1 = x; in Yk 41 = Yk;

. Ce je tpe1 =0 ali 5 in tr 131tz naj bo xx 1+ x5 in yro1 3= yu:

2
3
4. ¢e je tr11 =1, naj bo xx,1=0 in Yk + 1 — 0;
9. Ce je txp11 =2, naj bo xx4+1=0 in yz,1 = 1;

6. Ce je txy1 =3, naj bo xzy 1 =1 1in yz,1 = 0;

7. Ce je tpy1=4, naj boxz;1=11in yp .1 = 1.

Na enak nadin kot prej je mogode dokazati, da sta funkeiji x (t) in y (t) povsod
zvezni in nikjer odvedljivi. Lahko pa ugotovimo %e nekaj drugega Vzemimo
poljubno to¢ko s koordinatama (x/,y’), pri ¢emer je 0 <2’ <1, 0 <y <1
ZapiSimo koordinati x" in ¥y’ v binarnem sistemu:

' =0,xa2" ... . .. (osnova 2)
v =0,y vy ...y ... (osnova 2)
Dolo¢imo stevilo
t" =0,tty ...t ... (osnova 6)
takole:
Ce je xp' =0 in y;" =0, naj bo t; =1
¢e je x5 = 0 in y;" = 1, naj bo t;" ==

k=123, ...

Ce jexzy =1 inys =0, naj bo ;" = 3

> o =
et O = O

Ce je xr’ =1 1in y;' =1, naj bo t; = 4

Ocditno jé pri tako dolotenem t’ funkcijska vrednost x (¢ enaka x’, vrednost
y(t) pa enaka y'. To pa pomeni, da leZi izbrana to¢ka (x’,%’) na nasi krivulji.
Ker pa je za x’ in y' edina omejitev to, da sta med 0 in 1, sledi od tod, da gre
krivulja skozi vsako tocko kvadrata { (r,y); 0<x <1, 0y <1} najman;
ST JoZe Vrabec
Literatura:
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\/MEHANSKE LASTNOSTI LEDU

(Institut za matematiko, fiziko in mehaniko)

- Uvod. Znano je, da lahko uporabljamo led in sneg kot gradbeni material.
Prebivalci arktiénih krajev so dolgo ¢asa delali iz ledu ceste in mostove, iz snega
pa so zidali hiSe. Led iz ledenikov so na primer v ZdruZenih drZavah uporabljali
tudi v vojaSke namene za gradnjo predorov in zaklonis¢.. Lansko leto pa so
na zimski olimpiadi v Kaliforniji sluZile ve&je povriine stladenega snega kot
parkirni prostor za veéje Stevilo avtomobilov. Znano je tudi, da so v Antarktiki
iz stlacenega snega zgradili ceste, iz ledu pa letalis¢a.

Sl 1. Nastanek dislokacije v kristalu.

Led in sneg, kakor ju najdemo v naravi, pa sta v gradbene namene precej
neuporabna. Ce ju torej hofemo uporabljati za gradnjo, je treba njune lastnosti
s posebnimi postopki izboljSati. Vse raziskave ledu v preteklosti so bile izklju¢no
kvalitativhe in so se zadovoljile samo z opisovanjem pojavov. Sele v zadnjih
letih so se znanstveniki lotili teh problemov kvantitativno. Prizadevali so si,
da bi naredili zlitino ledu na enak nac¢in kot se delajo zlitine kovin. Kot priza-
devanje v tej smeri naj omenimo, da so med zadnjo vojno Angle?i poskusili
z mesanico ledu in Zaganja, ki se je imenovala »pykrete«. Ta me$anica je bila
trdnejSa od naravnega ledu in tudi bolj homogena. Z njo so nameravali zgraditi
tako imenovana plavajoca letalid¢a. Na njih bi lahko pristajala letala in tako ne
bi bila vezana na pristajanje na Britanskem otoé&ju.

Pri razvijanju zlitin ledu je bilo treba najprej raziskati faktorje, ki vplivajoc
na mehansko trdnost. Znani so bili rezultati raziskav pri kovinskih =zlitinah.
Treba je bilo ugotoviti, v koliki meri veljajo razlage, ki so Ze obstajale za
kovinske zlitine, tudi za zlitine ledu.

Vpliv dislokacij na mehanske lastnosti snovi. Ce hotemo razumeti, kakgne
so mehanske lastnosti kovinskih zlitin pri nizkih temperaturah, moramo po-
znati teorijo dislokacij. Pod dislokacijo razumemo mreZno nepravilnost v kri-
stalu, do katere pridemo na tale nacdin: Kristal si mislimo deloma prerezan
(slika 1) in nato na eni strani reza deformiran glede na nedeformirani del
kristala na drugi strani reza. Potem oba dela kristala zlepimo tako, da se atomi
spet ujemajo. Po zlepljenju odstranimo zunanje napetosti in pustimo, da med-
atomske sile v kristalu ponovno vzpostavijo ravnovesje. Na koncu se torej

82



mrezne ravnine spet ujemajo, razen v neposredni bliZini &érte, do katere smo
kristal prerezali. Ta érta se imenuje dislokacijska ¢érta. Tam so mocne lokalne
napetosti. Glede na smer deformacije v ravnini reza lo¢imo dve tipi¢ni vrsti
dislokacij, namre¢ robne in vijac¢ne dislokacije. Ce je dislokacijska &rta pravo-
kotna na smer deformacije, se dislokacija imenuje robna, ¢e pa je dislokacijska
¢rta vzporedna s smerjo deformacije, imamo opravka z vijadno dislokacijo
(slika 2). V sploSnem pa je smer plasticne deformacije v.ravnini reza poljubna.

Dislokacije nastanejo v kristalu Ze pri njegovi rasti, lahko pa tudi pozneje
kot posledica plasti¢nih deformacij. Ce material obremenimo, se za¢nejo dislcka-
cije gibati. Pri tem ostane dislokacijska érta v isti mrezni ravnini. Tej ravnini
pravimo ravnina polzenja.

Trdnost materiala povetamo, ¢e odpravimo dislokacije ali de prepredimo
njihovo gibanje. Kristali, ki imajo manj dislokacij, se teZe plasti¢no deformirajo.
Gibanje dislokacij prepre¢ujemo tako, da dodajamo primesi, to se pravi, da
v kristalno mreZo vrinemo tuje atome. Ti pridejo ali na normalna mesta atomov
v kristalni mreZi ali pa na mesta med mreznimi ravninami. Primesi se koncen-.
trirajo tam, kjer so dislokacije, in tako prepredujejo njihovo gibanje. Drugi
nacin, s katerim zaviramo gibanje dislokacij, je v tem, da vgradimo v kristal
koscke kakSnega drugega materiala. Ti ovirajo polzenje dislokacij in zato je
potrebna vec¢ja napetost za plastiéno deformacijo kristala.

_Ce imamo opravka namesto z zlitinami kovin s kerami¢nimi materiali, ne
pride do plasti¢ne deformacije, ampak nastopi krhki lom. Vzroki krhkega loma
so pri razlicnih materialih razliéni. Zaradi razpok v materialu ali na njegovi
povrsini nastanejo velike lokalne napetosti in konéno pride do zloma. Za nastop
zloma imamo Griffithov kriterij, ki pravi: Zlom nastopi, kadar je deformacijska
energija, ki se sprosti pri Sirjenju razpok, enaka povrSinski energiji tistih
povriin, ki se na novo oblikujejo. Najbolj pogosto pride do zelo majhnih
razpok zaradi nepravilnosti na povrsini kristala. Te nepravilnosti so znane pod
imenom povrsinski defekti. To velja zlasti za steklo in za kerami¢ne materiale.
Znano je na primer, da je prelomna trdnost stekla okrog 7.10° Nm—2, &e je
povrsina dobro zaSCitena, medtem ko je obic¢ajna trdnost stekla 7. 107 Nm—2.

Pri visokih temperaturah pa nastopi popolnoma nov element, ki ga mo-
ramo upostevati, Ce raziskujemo trdnost materiala, Ta se pojavi zaradi vecje
gibljivosti atomov. Dislokacije v kristalu niso pri gibanju ni¢ ve¢ omejene na
eno samo mreZno ravnino, ampak se lahko premaknejo v bliZnjo, na primer
sosednjo ravnino. Ta pojav se imenuje plezanje. Ker se dislokacije svobodneje
gibljejo, se lahko izognejo primesem, ki smo jih vgradili v kristal. Te jih veé
ne ovirajo na njihovi poti. Pri visokih temperaturah se torej vpliv primesi
zmanj$a. Ce hotemo v tem primeru povedati trdnost materiala, je najbolje, da
dodamo materialu trde delce, ki omejujejo gibanje dislokacij. S tem seveda ne
moremo popolnoma prepreciti gibanja dislokacij, ker le-te lahko spolzijo iz
svojih ravnin polzenja in tako obidejo delec, ki naj bi zaviral njihovo gibanje.
Ta metoda dodajanja trdih delcev se uporablja v glavnem za cjadevanje mehkih
materialov, kot so na primer plastiéne snovi. Pogosto dodajamo tem mehkim
materialom vlaknaste delce. Ce ho¢emo, da so taka ojacevanja uspesna, to se
pravi, da s tem prepre¢imo plasticno deformacijo in zlom, mora biti vlakno
precej mocnejSe od mati¢nega materiala in mora imeti mnogo veéji modul
elasti¢nosti. Potem nosi veéji del bremena material, ki sluZi za ojadenje, mati¢ni
material pa je le malo obremenjen. Ta vrsta jacenja je udinkovita samo v tem-
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peraturnem intervalu, v katerem so velike razlike med tfrdnostnim obnaSanjem
mati¢nega materiala in vlakna.

Zlitine ledu. Ce hotemo narediti uporabne zlitine ledu, moramo dobro
poznati lastnosti Jedu in zlasti vedeti, kako se obnasa proti deformacijam.
Strokovnjaki so led precej raziskovali in skrbno opazovali, kako je z deformacijo
in zlomom. Ugotovili so, da ima led -v tem oziru podobne lastnosti kot drugi
materiali. V tesni zvezi je s safirjem (Al,O.), ki ima podobno kristalne strukturo.
Pri aluminijevem oksidu, kakor tudi pri steklu, pride pri nizkih temperaturah
do krhkega zloma, pri zelo visokih temperaturah pa do plastiéne deformacije
in palica iz tega materiala se lahko upoghe. Ce pa palico hitro deformiramo
namesto pocasi, pride do krhkega loma celo blizu taliS¢a. Te lastnosti alumini-
jevega oksida pripisujejo njegovi kristalni strukturi in dislokacijam, ki so
v njem. Pri aluminijevem oksidu nastopa namre¢ plasti¢na deformacija vedno
tako, da pride do polzenja vzdolZ osnovne ravnine heksagonalne strukture.

Dislokacijska
- Smer ¢ria

Sl. 2. Vrste dislokacij v kristalu: a) robna dislokacija, b) vijadna dislokacija.

Led ima tudi heksagonalno strukturo. Smatramo lahko, da je led sestavljen
iz ved plasti. Ko postanejo pri visokih temperaturah sile med sosednjimi plastmi
Sibkejse, zadnejo te plasti pri obremenitvi polzeti druga ob drugi in zato pride
do deformacije. Pri hitrih deformacijah nastopi krhki lom. To pa zato, ker
dislokacije, ki se pod wvplivom bremena gibljejo, ne morejo slediti hitrim
obremenitvam. Drugace pa je pri nizkih temperaturah. Tam pride do krhkega
loma celo takrat, kadar led razmeroma pocasi obremenjujemo. Iz vsega tega
vidimo, da se led plasti¢no deformira, kadar ga obremenimo staticno ali zelo
poca51 To velja celo do temperature — 40 °C.

Prigli smo do naslednjega spoznanja: Ker uporabljamo led in njegove
zlitine skoraj vedno v obmocju visokih temperatur, ne moremo dobiti uporabnih
zlitin z dodajanjem atomarnih primesi. Na osnovi dolgoletnih izkuSenj s ko-
vinami, plasti¢nimi in keramiénimi snovmi so ugotovili, da so pod pogojl visoke
femperature najbolj uporabne take vrste zlitin, ki jih dobimo z dodajanhjem
trdih delcev primernih materialov. Kot primesi pridejo v postev materiali
z velikim modulom elastiénosti in veliko trdnostjo, vlaknasti materiali z majhnim
modulom: elasti¢nosti in s srednjo trdnostjo ter vlaknasti materiali z velikim
modulom elasticnosti in veliko trdnostjo.

‘Raziskave, pri katerih so uporabljali trde delce kot primesi, so izvedii
tako, da so dodali vodi med strjevanjem fine delce koalina. Studirali so trdnost
take zlitine pri kratkotrajnih obremenitvah. Izkazalo se je, da se trdnost zaradi
prisotnosti kaolina ni povecala, pa¢ pa se je pri dani napetosti material bistveno
manj plasticno deformiral. Ta ugotovitev je tudi v skladu s pri¢dakovaniji, ki so

384



jih dale ob8irne metalurS8ke raziskave o ojafevanju -materiala z dodajanjem
drobno razprSenih delcev.

Pri »pykretux, ki smo ga omenili v uvodu, so dodajali za ojacevanje lesna
vlakna. Raziskovanja kaZejo, da ¢e dodamo ledu lesno kaSo, se bistvenc poveca
njegova trdnost proti kratkotrajnim obremenitvam, odpornost proti deforma-
ciji in tudi proti stlskanJu in udarjanju.

Kot primes v zlitini ledu lahko sluZijo tud1 steklena vlakna. Ta imajo
v primeri z ledom velik modul elasti¢nosti in tudi veliko trdnost. Ce tako zlitino
obremenimo, nosijo zaradi velikega modula elasti¢nosti v pretezni meri breme
steklena vlakna in zato je napetost, ki nastane v ledu, zelo majhna. Ce dodamo
na primer 5 % steklenih vlaken, se trdnost ledu veé¢ kot desetkrat povecda.
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C/ MERJENJE TEMPERATURE V IONOSFERI

Temperatura atmosfere na viSini okoli. 100 km je bila najprej izmerjena
iz opazovanj zvoc¢ne hitrosti. Zvok so povzrocile granate, ki so jih na to viSino
ponesle rakete. O temperaturi v Se visjih plasteh pa so sklepali iz opazovanj
polarnega sija.

Poizkus novega nac¢ina merjenja temperature, ki je osnovan na merjenju
Dopplerjeve Sirine spektralnih ¢rt, so lani marca izvedli Francozi. Ob mraku so
izstrelili raketo, ki je na viSinah od 100 do 150 km izpustila oblak natrijevih par.
Oblak so lahko opazovali zaradi resonan¢no sipane sonéne svetlobe 5890 in
0893 A na atomih natrija. Posamezne toCke oblaka so fotoagraﬁrah visine teh
to¢k pa so doloéili s triangulacijo. - -

Z namenom, da bi dolodili temperaturo oblaka, so ga istodasno fotografi-
rali z dvema podobnima optiénima sistemoma, katerih eden je vseboval celico
z natrijevo paro. Sonce je osvetljevalo oblak Se kake pol ure, tako da so ga
lahko veckrat fotografirali. Iz poérnitve fotografij so dolo¢ili gostoti svetlobnih
tokov, ki sta prihajala na plosdi. |

V primeru, ko gre svetloba skozi natrijevo paro, je gostota prepugifenega
svetlobnega toka odvisna od profila spektralne érte, kakor bo razvidno iz na-
slednjega.

Dopplerjeva razdiritev spektralne ¢&rte nastopi zaradi razlitnih hitrosti
izvorov svetlobe. V naSem primeru so to natrijevi atomi, na katerih se svetloba

siplje. Hitrostna porazdelitev atomov je podana z Maxwell-Boltzmannovo
formulo:

AN/N = (m/2 7 kT)" exp (— m v52/2 kT) dox,

pri cemer je dN Stevilo atomov, ki imajo komponento hitrosti v intervalu

(vx, vx T dvx). N Stevilo vseh atomov, m masa natruevega atoma, k Boltzman-
nova konstanta, T temperatura oblaka.
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Ce se giblje delec, ki emitira valovanje s frekvenco »,, s hitrostjo vx proii
opazovalcu, bo ta zaznal valovanje s frekvenco » = v, (1 + vx/c). Hitrost lahko
izrazimo z razliko frekvenc: vz = c v, (v — v,). Podobno izrazimo porazdelitev:

AN/N = (m/2 7 kT)% exp [— m (y — v,)% €2 (v,2 2 kT)1] ¢ d

Ta izraz Ze pove, kolikSen del {(dN/N) registriranih fotonov ima frekvenco v in-
tervalu (v,» + dv). S tem je torej opisan profil spektralne ¢rte, ki je razsirjena
zaradi Dopplerjevega efekta. S tem, da vpeljemo namesto Stevila fotonov go-
stoto svetlobnega toka I,, ki prihaja skozi sistem brez absorpcijske celice, ter
u? = me? (v —v,)% (2 kT v,2)~1, lahko zgornji rezultat Se malo drugace zapisemo

dl, = Cexp (— u?) du .

Svetloba, ki prihaja skozi absorpcijsko celico, se v njej delno absorbira. Za
gostoto prepuséenega svetlobnega toka v intervalu du velja zato

dl, = Cexp (— u?) exp (— ul) du .

. Pri tem je u absorbcijski koeficient in I dolZina celice. Odvisnost absorpeij-
skega koeficienta je podana s profilom spektralne Crte, torej z enako funkcijo
kot zgoraj, le da je temperatura pare sedaj drugac¢na (T,), torej:

b= p,exp (—u*T/T;) in
dl, = Cexp[—u?2—pu,lexp (—u*T/T,]du.

Poérnitev ploS¢ je odvisna od celotne gostote svetlobnega toka, ki je
podana z I, = {dI za prvi ter z I, = {dI, za drugi sistem. Integrala zajemata
frekvenéno obmocdje razfirjene &érte. Razmerje I,/I,, ki so ga izmerili, je fakole
odvisno od obeh temperatur:

I/, = as {exp [—u2 — u,lexp (—u2 T/T,)] du .

Pri konénem radunanju temperature oblaka so upostevali Se popravke za-
radi absorpcije v atmosferi, ki tudi vsebuje nekaj natrijevih atomov. Dobili so
rezultate, ki jih kaZe tabela.

Tabela
Visina Temperatura

(km) (°K)

100 215 -+ 25

110 240 + 30

120 275 -+ 45

130 325 -+ 50

140 400 + 90 .
150 | 515 + 115 ;

Literatura: J. E. Blamont, Phys. Rev. Letters, 6, 8, 1961.
Igor Grabec
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CETRTI KONGRES SOVJ ETSKIH MATEMATIKOV

Od ftretjega do dvanajstega junija 1961 je potekal v Leningradu detrti
vsezvezni matematicni kongres. UdeleZilo se ga je 1834 sovjetskih matematikov
in 48 matematikov iz drugih drzav, med njimi tudi.iz Jugoslavije. Kongresu
so predlozili ve¢ kot 1400 referatov, skoraj dvakrat toliko kot na tretjem
kongres. Na plenarnih zasedanjih so posluSali 30 dalj$ih predavanj, ki jih
navaja naslednji seznam:

A. D. Aleksandrov (Leningrad), A. V. Pogorelov (Harkov):
»Teorija ploskev in parcialne diferencialne enadbe«,

V. V. Vagner (Saratov): »Osnove diferencialne geometrije in sodobna
algebra«.

I. N. Vekua (Novosibirsk): »Ena¢be in sistemi ena¢b elipti¢nega tipa«.

B. A. Venkov (Leningrad), B. N. Delone (Moskva): »O pravilnih
razbitjih prostorov«.

M. I. Visgik (Moskva), G. E. Silov (Moskva): »Splo$na teorija par-
cialnih diferencialnih enacb in nekateri problemi teorije robnih nalog«.

I. M. Gel’fand (Moskva): »Nekateri -sploSni problemi sodobne funk-
cionalne analize«.

A. O. Gel’fond (Moskva): »Nekaj uporab teorije funkcij in teorije
stevil«, '

V. M. G luSkov (Kiev): »Algebrska teorija avtomatov.

N.. V. Efimov (Moskva): »Problemi izometri¢ne vloZitve v celem«.

V. V. Ivanov (Moskva): »Matemati¢na lingvistika«.

L. V.Kantorovié (Novosibirsk): »Problemi matemati¢ne ekonomikex«.

M. V. KeldyS§ (Moskva): »Teorija nesebiadjungiranih operatorjev«.

A. N. Kolmogorov (Moskva): »Diskretni avtomati in kon¢ni algo-.
ritmix.

M. A. Krasnosel’skij (Voronez): »Funkcionalna analiza in topolo-
gija v nelinearnih nalogah diferencialnih in integralnih enadb«.

M. G. Krejn (Odesa): »O nekaterih novih rezultatih v teoriji motenj
linearnih operatorjev«.

O. A. LadyZens ka ja (Leningrad): »O resljivosti ,v celem‘ robnih
nalog za Navier-Stokesove enatbe in za kvazilinearne paraboliéne enacbe«.

Ju. V. Linnik (Leningrad), I. P. Kubiljus (Vilno): »Nove uporabe
verjetnostnega racuna v teoriji Stevil«,

L. A Ljusternik (Moskva), O. A. Olejnik (Moskva): »Nekatere
naloge za parcialne diferencialne enacbe, ki vsebujejo mali parameter«.

A. I Mal’ cev (Novosibirsk): »Sodobno stanje teorije razredov mo-
delov«,

A.A.Markov (Moskva), I. D. Zaslavskij (Erevan). G. S. Cejtin
(Leningrad), N. A. Sanin (Leningrad): »Konstruktivna matematidna analiza«.

P.S. Novikov (Moskva): »Teorija algoritmov in problemi algebre«.

V. L Platnikov (Gorkij), A. G. Sigalov (Gorkij), NN N. Ural -
ceva (Leningrad): »Kvazilinearne elipti¢ne enafbe in variacijski problemi«.

L. S. Pontrjagin (Moskva), V. G. Boltjansky (Moskva), R. V.
Gamkrelidze (Moskva), E. F. MiS¢enko (Moskva): »Matemati¢na teo-
rija optimalnih regulacijskih procesov«.

M. M. Postnikov (Moskva): »O homotopski teoriji zveznih preshkav«

V. A. Rohlin (Leningrad): »Diferencialna topologija«.
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E. G. Skljarenko (Moskva), Ju. M. Smirnov (Mcskva): »Teorija
dimenzije topoloSkih in enakomernih prostorov«.

S. L. Sobolev {(Novosibirsk), S. M. Nikol’skij (Moskva): »Izreki
0 vloZitvi«, , !

A. N. Tihonov (Moskva), K. I. Babenko (Moskva): »O diferenénih
metodah reSevanja nalog matematic¢ne fizike«. |

M. R. Sura~-Bura (Moskva), A. P. Ersov (Moskva): »Strojni jeziki
in avtomati¢no programiranje«.

A. M. Jaglom (Moskva): »Spektralne raz€lenitve za razlicne razrede
slu¢ajnih funkecij«, France KriZanié

Literatura:

B. B. Iletpos: UeTBepThiii BCEeCOIO3HBIH MaTeMaTHUYeCKWil. 3be3[q. YCIeXH MaTeMma-
THYeckux Hayk. Tom XVII, Beinmyck 1 (103). Mocksa 1962, stran 261.

DOMACE VESTI

/7 EINSTEINOM V STATENBERGU

Matematiki in fiziki veljajo Ze a priori — ni Se dognano, ali po svoji
naravi ali pod vplivom predmetov, ki jih poucujejo — za puste in nedruzabne
ljudi... Ce pa pogledamo nazaj tja do osvoboditve, moremo ugotoviti ravno
nasprotno. Najbrz ni bilo nifi enega leta, da se ne bi sestali na kakem tedaju,
poucni ekskurziji, ali pa na seminarju ali simpoziju, kakor se tem koristnim
In hkrati prijetnim zborom uceno reCe. Matemati¢no-fizikalni aktiv je v vse]
te] razgibani dobi iskanja in izpopolnjevanja sodil med najaktivnejse in naj-
iznajdljivejSe. Vse to naSe skupno delo in prizadevanje nas je brusile in bo-
gatilo, hkrati pa je v nas budilo &ut za skupnost in tovaristvo. Ta povezanost
velike Pitagorove druZine je bila tako ¢vrsta, da je dobro prenesla vse reforme,
sreCno vzdrzala vse. fissije in fuzije ter se vedno Ziva in pomlajena pojavila
v novih razmerah v novi obliki, vselej dobro razpoloZena za v bistvu isto lepo
in koristno delo.

Ko letos Se v marcu ni bilo glasu o seminarju moderne fizike, za ka-
krSsnega smo se bili dogovoril lani v Portorozu, so zafela prihajati vpraanija
od vseh strani. Medtem pa so navzlic nepri¢akovanim oviram Ze dozorevale
zadnje priprave. Z zapoznelo pomladjo se je zakasnil tudi- leto$nji seminar, ki
ga je organiziral Zavod za napredek Solstva LRS s sodelovanjem Drutva
matematikov in fizikov LRS in nuklearnega inStituta »Jozef Stefan«. Cetudi
je bil ta dvodnevni seminar napovedan Sele za drugo polovico meseca maja,
ko se Solsko leto Ze nagiblje h kraju, ¢etudi je bilo zaradi reorganizacije pro-
svetne sluzbe in zlasti Se finansiranja precej teZav (nekateri direktorji so baje
zapeljiva vabila, ki bi utegnila vznemiriti njihove uditelje matematike in fizike,
previdno poskrili v svoje predale), se je vendarle 18. maja zjutraj zbralo v pre-
krasnem gradu Statenbergu (ta bi lahko bil za majhne strogke pa maloc vecjo
skrb in organizacijsko sposobnost -— Se mnogo leps$i in privladnejsil) nad 70
matematikov in fizikov iz vse Slovenije. Ze po prvem prijateljskem srec¢anju
smo lahko ugotovili, da je bilo relativno najmanj udeleZencev iz — Ljubljane,
Maribora in Celja, najve¢ pa iz — Postojne... Ali je to mesto na naSem
revnem Krasu res najbolj bogato ali pa ima najve¢ ¢uta za kulturne potrebe
in strokovni dvig svojih kadrov?... Mislimo, da bi tako lepi in koristni tedaji
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in seminarji, v katere mora skupnost investirati toliko denarja in naporov, ne,
smeli iti mimo vseh tistih ljudi, ki so nanje poklicani. Mi vsi, ki nam je bilo
dano, da smo se tega seminarja lahko udelezili, ¢utimo danes globoko hva-
leZznost — tako do prirediteljev, kakor do nasSih prosvetnih oblasti in seveda
vseh treh predavateljev — dr. ing. R. Blinca, ing.J. Strnada in ing. Kregarja.
Vsa tri poglavja: »Osnove teorije relatlvnost}« »Eksper'lmentalm temelji teorije
relativnosti« in »Jedrske reakcije v zvezdah« so bila podana v tako lepi in
vsem dostopni obliki, da smo jim. vsi z uZitkom sledili. K temu pristejmo se
prekrasno okolje, dobro hrano, toplo tovariSko razpoloZenje in Se prijeten

UdeleZenci seminarja na grajskem dvorisc¢u

obéutek, da vendar enkrat ne predavas oz. udi§ sam, ampak, da drugi predavajo
tebi! Vsi naSteti faktorii so pripomogli, da je tudi ta tedaj odli¢no uspel.
Indiskretni in hudomus$ni kronist bi nam seveda lahko nadrobil fe ved zani-
mivih epizod: o sprehodih v meseéini, o strahovih, ki so v polnoéni uri umeli
po grajskih sobanah, o prekrasnih freskah — zlasti v rumenem apartmanu,
kjer je bilo vedno dovolj obéudovalcev itd.

Za konec $e povejmo, da se bomo prihodnje leto spet sestali — kdaJ
in kje ni vazno —, da bomo sliali kaj novega in zanimivega iz moderne ma-
tematike. Torej m1sl1te ze danes na veselo — snidenje!

UTRINEK

France SuSter§ié

TA JE PA OSTRA

Clanki v Physical Review se precej razlikujejo od ¢lankov v Saturday
Evening Post po velikosti razmerja »8tevilo bralcev : §tevilo avtorjev«. Sumimo,
da je vCasih za Clanke, ki jih dobi uredniStvo Physical Review, to razmerje pred

objavo celo manjSe od kriticne vrednosti ena. Na to nas navajajo opazovanija,

saj dobimo vcasih ¢lanek v tako Zalostnem stanju, da ga verjetno niti avtor sam

ni prebral in preveril. Prosto po glavnem uredniku Physical Review

S. A. Goudsmitu, Phys. Rev. Letters 1, 49 (1958).
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SOLA

NEKAJ MISLI O NADALJNJI IZOBRAZBI PROFESORJEV FIZIKE

(Ob stoletnici rojstva avtorja znanega fizikalnega utbenika Ernsta Grimsehla)

Dne 6. avgusta 1961 je preteklo sto let, odkar se je rodil nasim, zlasti Se
starej§im profesorjem fizike po ‘'svojem uébeniku znani nemski fizik Ernst
Grimsehl Ob tej priliki je Prirodoslovno drustvo v Hamburgu, kjer je
Grimsehl deloval, izdalo slavnostno publikacijo, v kateri je prikazano Zivljenje
in delo zasluZnega pokojnika. V njej pa je tudi nekaj prav tehtnih élankov o
pouku fizike na Solah, tako o poskusih ulencev pri fizikalnem pouku, o razvoju
eksperimentalnih metod pri tem pouku ter o nadaljnji izobrazbi uditeljev. za
prirodoslovni pouk. Posebno pomemben se mi zdi zadnji omenjeni ¢lanek, ki ga
je napisal ravnatelj Posvetovanice za prirodoslovni pouk v Hamburgu Hans
A. Ristau. Ker je obdelana snov tudi za nas aktualna, hoéem na krako povzeti
njegove misli in izvajanja. Uvodne besede, s katerimi prav koncizno prikazuje
jedro te naloge, bom podal skorajda v celoti.

»Uspeh Sole je odvisen mnogo bolj od znanja uditeljev kakor od oblike
Solske organizacije in u¢nih naértov. Ves trud za nadaljnji razvoj Sole je zamani,
ako ne zajame tudi vzgojo in nadaljnjo izobrazbo ucditeljev. Medtem ko se
splo$no priznava pomen temeljne izobrazbe uditeljev, se mnogokrat omalovaZuje
potreba po njihovi nadaljnji naértni izobrazbi. Ta potreba izvira iz velikih
zahtev, ki jih stavljamo do ucditelja. Uéitelj mora biti dober vzgojitelj, mora znafi
dejstva jasno in privlaéno prikazati ter navduSevati udence k sodelovanju in
ucenju; obvladati mora metodiko svojih uénih predmietov; imeti mora Siroko
splosSno izobrazbo in temeljito znanje predmetov,.ki jih uéi; kot uditelj prirodo-
slovnih ved pa mora biti tudi spreten eksperimentator.

~ »Pri strokovni vzgoji dobi samo temeljno znanje, ki ga potrebuje kot
ucitelj; z metodiko in tehniko 3Solskih poskusov se seznani samo na nekaterih
izbranih primerih; tudi pri prakti¢nem delu svoje vzgoje spozna samo izsek iz
dela na Soli. Zaradi tega stoji uditelj tudi po svoji strokovni izobrazbi skoraj
vsak dan pred nalogami in problemi, ki so zanj novi. Na veliko teh nalog naletijo
vsl ucitelji ali vsaj vsi ucitelji iste stroke. Mocno neracionalno je, da mora vsak
ucitelj zase reSiti te naloge in da mu ostanejo neznane dobre re§itve, do katerih
so prisli drugi pred njim. Zaradi tega je treba zbirati in izkoriSéati izkustva in
spoznanja, pridobljena iz prakse in iz pedago$kih razskavanj, ter skupno raz-
pravljati o nereSenih vpraSanjih in jih po moZnosti resiti. Za uditelje prirodo-
slovnih ved je Se posebno pomembno, da se izmenjava izkustev nanaga tudi na
Solske poskuse ter se nudi uditeljem moznost, da se dalje izurijo v eksperimen-
tiranju in seznanijo z modernimi uéili. Spri¢o burnega razvoja prirodnih ved
in njihove ¢imdalje vetje specializacije ne more uditelj ved slediti strokovne
Iterature in se z branjem izvirnih razprav seznaniti z napredki, ki so splo$nega
pomena ali ki so v zvezi z uéno snovjo. V okviru nadaljnje izobrazbe se morajo
zato uciteljem v primerni obliki prikazati tudi najpomembnej&i uspehi prirodo-
slovnih raziskav in najvaznej$i uspehi tehnike.«

Za tako o¢rtano nadaljnjo zobrazbo uditeljev predvideva pisec ¢lanka ved
moznosti; najvaznejSa bi bila: priro¢niki, u¢beniki, monografije, dasopisi, kon-
gresi, predavanja, te¢aji, delovne skupnosti.
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Kot organe, ki naj organizirajo ustrezno delo, navaja pisec: uditeljska in
strokovna udruZenja, drZzavne zavode za nadaljnjo izobrazbo, znanstvene druZbe,
univerze in druge visoke Sole, razen tega pa tudi tovarne uéil in zalozbe Solskih
knjig in uciteljem namenjenih Casopisov. Tako prirejata dve zahodnonemski
tovarni ucil vsako leto vrsto pocitniskih tedajev, kjer se ufditelji dalje urijo
v tehniki, Solskih poskusih in se seznanjajo z novimi napravami.

Kot primer drZavne ustanove, ki skrbi za nadaljnjo izobrazbo uditeljev,
omenja pisec Posvetovalnico za prirodoslovni pouk v Hamburgu, ki jo sam vodi
kot ravnatelj. Ta posvetovalnica ima tri oddelke (fizikalni, kemijski, bioloski).
Vsak oddelek razpolaga z dvema ucilnicama, s sobo za zbirke, s sobo za pre-
davatelje, s Sirokim. hodnikom za razstave in z drugimi pomoZnimi prostori
{celotno vsak oddelek s 500 m?). Oddelek za fiziko ima delavnico, kjer uditelji
sami izdelujejo naprave za poskuse. Na posvetovalnici so nastavljeni $tirje stalni
predavatelji, vsi so bivEi ucitelji na viSjih Solah. Vsak oddelek ima svojega
laboranta. Posvetovalnica skrbi za nadaljnjo izobrazbo uditeljev vseh vrst ol
ter daje Solam nasvete pri nabavi udil in pri gradnji in predelavi uénih pro-
storov. Posvetovalnica prireja letno veé teCajev (zadnje leto 23), na katerih
predava razen stalnih nastavljencev se 11 drugih predavateljev iz vrst uditeljev.
Teéaji so v popoldanskih in vedernih urah. Na njih razpravljajo o metodiki in
Solskih poskusih. Udelezba je brezplacna in prostovoljna.

Uciteljem pa je treba dati priliko, da moznosti za nadaljnjo izobrazbo tudi
res izkoristijo. Ker pa so vsi mofno obremenjeni, tako da nimajo niti ¢asa, da
bi brali knjige in Casopise, je nujno treba znizati $tevilo obveznih ur. Udéitelji
iste stroke na isti Soli ali na veé¢ sosednjih Solah naj bi se redno shajali na
kolokvijih, kjer bi se razgovarjali o skupnih problemih, zlasti Se o S$olskih
poskusih. Vsak ucitel] naj bi se wvsaj enkrat v letu udelezil kongresa ali
simpozija, ki naj bi trajal vsaj teden dni in kjer bi razpravljali o raznih
problemih v zvezi s poukom. Za ucdifelje pa, ki vodijo seminarje ali zbirke ali
pa sestavljajo ucbenike, naj se da vsakih deset let polletni dopust, da se znan-
stveno dalje izobrazijo.

Taks$ne so danes prilike in nadérti v Hamburgu, kjer je pred leti deloval
Grimsehl. Kako je v tem pogledu pri nas: prvi zacetki so Ze tu, toda daleé¢ smo
Se od tega, kar predvideva in predlaga Ristau v svojem d¢lanku, ki zasluZi vso

naso pozornost. !
P Lavo Cermelj

CIKLUS PREDAVANJ IZ EKSPERIMENTALNE FIZIKE

Drustvo matematikov in fizikov LRS je priredilo s podporo za S$Solstvo
odgovornih republiSkih in okrajnih organov, Fizikalne katedre na Fakulteti za
naravoslovje in tehnologijo in Nuklearnega instituta »JoZef Stefan« ciklus pre-
davanj iz eksperimentalne fizike za srednjeSolce. Skupno je ciklus imel 7 pre-
davanj, ki so bila ob nedeljah dopoldne od 18. marca do 6. maja 1962. Vsebina
predavanj je bila: Magnetno polje (ing.J. Strnad). Elektromagnetna indukecija
(ing. J. Strnad), Nihanja (F. Ahlin), Valovanja (dr. A. Moljk), Opti¢ne interfe-
rence (ing. M. Rosina), Fotoefekt (ing. M. Kregar), Radioaktivnost (dr. A. Moljk).
Vsa predavanja so bila spremljana s Stevilnimi poskusi.

Namen predavanj je bil navdusSiti dijake za poglabljanje v fiziko in druge
naravoslovne vede in s tem prispevati k skrbi za kader naravoslovcev in udi-
teljev ter inZenirjev fizike.
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Predavanj se je vsako nedeljo udeleZilo preko sto po veéini ljubljanskih
srednjesolcev, ki so z zanimanjem spremljali izvajanja in poskuse. Bili so to
dijaki, ki se resno zanimajo za fiziko. To sklepamo iz tega, ker je bil obisk
izredno stanoviten. Upamo, da je bil namen ciklusa doseZen.

Pri teh predavanjih so mogli udeleZenci videti spekter poskusov od naj-
preprostej§ih pa do takih, ki zahtevajo dokaj zapletene priprave. Lahko recemo,
da je bilo na sporedu precej tega, kar more pokazati za ta podrocCja na tej
stopnji Katedra za fiziko na Fakulteti za naravoslovje in tehnologijo in tudi
Nuklearni inStitut »Jozef Stefan«.

Drustvo je Zelelo, da bi lahko obiskali ta predavanja tudi dijaki iz ostalih
krajev Slovenije. Zato je prirejalo predavanja ob nedeljah, da bi vsaj bliznje
srednje Sole lahko organizirale kolektivni obisk na predavanjih. Vendar ta
akcija ni polno uspela.

Drustvo se lepo zahvaljuje vsem Solskim organom za materialno pomo¢
v ta namen, Fakulteti za naravoslovije in tehnologijo Univerze v Ljubljani ter
Nuklearnemu inStitutu »JoZef Stefan« pa za sredstva in prostore, ki sta jih ti
dve ustanovi nudili brez odskodnine.

Ker je udelezba pokazala, da je dovolj zanimanja za tovrstna predavanja,
se je Drustvo odloéilo, da jih bo prirejalo tudi v naslednjih- Solskih Ietih in 1o

tudi s tistih podroéij fizike, ki letos Se niso prisla na vrsto. France Ahlin

, ZBIRKA NALOG

Drustvo matematikov in fizikov LRS je januarja letos izdalo tretjo knjiZico
zbirke nalog. Prvi dve zbirki sta vsebovali naloge iz vsakoletnih tecajev
matematike, tretja knjizica pa je vsebovala naloge, s katerimi so se nasi srednje-
solci ze spoprijeli na republiSkih in zveznih tekmovanjih. Poleg teh nalog je
zbirka imela tudi tiste naloge, ki so bile predlagane za tekmovanje, pa jih oZja
tekmovalna komisija ni izbrala.

Namen te zbirke je bil, da so se na$i mladi matematiki urili v svojem
znanju in tako prlpravl;)ah na razna tekmovanja iz matematike. Ta namen je
bil v polni meri doseZzen; sami se lahko prepricamo, ako primerjamo spodaj
navedena imena reSevalcev nalog s tistimi, ki so dosegli zavidljive uspehe na
republiSkem in na zveznem tekmovanju mladih matematikov.

V uvodu je bilo tudi to sporocilo: ReSitev nalog nismo priobdili, ker
pri¢akujemo, da nam bodo dijaki sami poslali reSitve. Kdor bo poslal najveé
pravilno refenih nalog, bo prejel knjizno nagrado. Imena reSevalcev in Stevilo
pravilno reSenih nalog bomo objavili v Obzorniku za matematiko in fiziko. To
obljubo sedaj izpolnjujemo. Korektorji so pregledali 369 poslanih resitev, vedina
teh je bila tudi pravilnih. Nekatere naloge so bile §e posebno lepo izdelane —
te so oznacene z mastnim tiskom.

Pravilno in dokon¢no izdelane so naslednje naloge:

1. razred — Franc Dacar 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10, 11,12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19_
20, 21, 22, 23, 24. Oblika izdelkov je izredno lepa in risbe so vzorne. — Andrej
Janovsky 7, 8, 13, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24. — Andrej Kmet 1, 3, 5, 8, 10, 12,
13, 14, 15, 16, 17, 19, 20, 23. — Vinko Potoc¢nik 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12,
13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 22, 23, 24.
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2. razred — Stane Vrs€aj 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17.
Josip Globovnik 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11,.12, 13, 14, 16, 17. — Vladimir Vrbov-
Sek 2, 3, 4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 16, 17. — JoZe PoZenel 2, 4, 5, 8, 7, 10,
13, 15, 16, 17. — Vinko Poto¢nik 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 13, 14,15, — Andrej
Kmet 3, 5, 6, 7, 8, 10, 13, 16, 17. — Janja Stopar 6. .

3. razred — Stane Vridaj 1, 2, 4, 6, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 17, 21, 22, 23, 24, 25,
26, 27, 28, 29, 31, 32. — Vinko Poto¢nik 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 12, 13, 14, 16, 17, 18, 19,
20, 22, 23, 25, 26,27, 28, 29, 31. — Andrej Kmet 5, 9, 13, 15, 17, 21, 25, 31.

4, razred — Alojz Kodre 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 18, 17, 18,
19, 20, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 35, 36, 37, 38 39, 40. — Vinko Po-
toénik 2, 4, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 29, 30, 31,
32, 36, 37, 39, 40. — Andrej Kmet 6, 8, 10, 13, 14, 21, 24, 25, 39.

Kakor vidimo iz Stevila pravilno reSenih nalog, je pchvale vredno pri-
zadevanje nekaterih dijakov, ki so.v prilitno kratkem d&asu izdelali lepo
Stevilo nalog. Eden izmed reSevalcev nam je takole pisal: Vsekakor nam je
ta zbirka nalog ogromno koristila, ker imamo slovenskih matemati¢nih knjig
obéutno premalo, predvsem pa ni kakih kvalitetnejsih zbirk nalog. Mislim, da bi
bilo sila koristno, ¢e bi Se v prihodnjih letih iz&el kak podoben priro¢nik za nase
srednjeSolce. Tej Zelji bomo poskuSali ugoditi in prihodnje leto izdati cetrto

7] nalog.
birko g Stane Ursid

TEKMOVANJE

Kakor Ze nekaj let, smo imeli tudi letos republisko in zvezno tekmovanje
mladih matematikov. Leto$njega republiskega tekmovanja se je udelezilo 93
dijakov in dijakinj iz 19 gimnazij in strokovnih 8ol v Sloveniji. Vse Sole so
poslale res naiboljSe dijake tako, da je bila kar huda konkurenca posebno
v prvem in drugem razredu. Izid tekmovanja smo Ze priobdcili v prej$nji stevilki,
naloge pa so bile naslednje: |

1. razred

1. PokaZzi, da vsota treh pOl]leI'llh 7aporedmh naravnih Stevil deli vsoto
kubov teh treh stevil.

2. Imamo dve uri. Prva prehiti na dan 5 minut, druga zaostane na dan
3 minute. Naravnamo ju, potem pa ni¢ ne popravljamo. Kdaj bosta prvié¢ obe
spet kazali pravi ¢as? ‘ |

3. Konstruiraj romb, ¢e je znana vsota diagonzal in en njegov kot.

4. Kateti pravokotnega trikotnika sta a in b. Kakc dolga je simetrala
pravega kota?

2. razred

1. Izra¢unaj vrednost log, 5, ¢e ves, da je log,, 2 = 0,30103.

2. Pri mnozenju dveh Stevil, od katerih je eno za 10 vedje od drugega,
je napravil u€enec napako in so bile zato desetice produkta za 4 premajhne. Ko
je za preizkus delil rezultat z manjSim faktorjem, je dobil kvocient 39 in osta-
nek 22. Kateri stevili je mnozil?

3. V krogu s polmerom r in sredi§¢em S naértaj tetivo AB in jo podalj$aj
za BC = r. Zveznica to¢k C in S seCe krog v toc¢ki D, ki ne lezi na daljici CS.
DokaZi, da je kot ASD trikrat vecji od kota ACD!
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4. Osnovni rob pravilne tristrane prizme ABCA,B,C, je ¢, viSina pa je
enaka polmeru osnovni ploskvi vértanega kroga. Izra¢unaj ploSéino preseka, ki
gre skozi razpolovisiéa AA,, A,B,, AC!

3. razred

_ 2 2 :
1. V enacbi et I

2 (x> <+ 1) n—1

je m dano realno Stevilo. Re§i jo in ugotovi, ali more biti za kako vrednost
stevila n vseh 8 korenov realnih. Napi$i vse ostale korene, ¢e je en koren x, = 2!

2. Izra¢unaj brez uporabe trig. tablic izraz

1——-- 2 sin 70°

2 sin 109

3. Kolik je kot ob vrhu osnega preseka stoZca, ki ga ravnina, vzporedna
z osnovno ploskvijo, razdeli na dva dela, ki imata enaki povrfini in enaki
prostornini?

4. Kvader ABCDA'B'C’'D’ presekamo z ravninama BDA' in B'D’C. Poka%i,
da sta ti ravnini vporedni in da razdelita diagonalo AC’ na tri enake dele.
Izra¢unaj razdaljo ravnin in kota, v katerih diagonala prebada ravnini! (Ro-
bovi so a, b, c.)

4, razred

s " : 7T . 7T % .
1. ReSi enacébo sint? (—— —x | -+ cosl? —x | = a. KakSne so njene
6 6

£

W . . ';v . . ,:-'T; ﬂ ;
resitve v posebnem primeru, ¢e je a = 1? [sin? [-— — X |=u, cos® | ——x | = v}
6 6 S

2. DokaZi, da je v vsakem paralelogramu vsota kvadratov nad stranicami
enaka vsoti kvadratov nad obema diagonalama.

3. Pravilna peterostrana piramida ima kot méd dvema sosednjima stran-
skima roboma enak 2w (= 36% in telesno visino enako v (== 10). Izrazi s tema
dvema koli¢inama njeno povr§ino, prostorninc, polmer vdrtane in polmer
oCrtane krogle!

4. Kje leZe take tocke ravnine, iz katerih vidi§ dve dani kroZnici te rav-
nine pod enakim kotom? Naredi diskusijo za razliéne medsebojne lege teh
kroZznic! Kaj je s podobniSéema v zvezi s tem vprafanjem? (Metoda je lahko
analiticna ali drugac¢na.)

Za zvezno tekmovanje so.bili izbrani Stirje detrtoSolci in en tretjeZolec.
V nedeljo 13. maja je bilo v Beogradu tekmovanje, katerega so se udele%ili
predstavniki iz vseh republik razen dijaki iz Crne gore. V d&etrtem razredu
je tekmovalo 20, v tretjem pa 15 dijakov. Tekmovalna komisija pod predsed-
stvom predstavnika iz Slovenije je izbrala naslednje naloge:

3. razred
1. Dana je funkcija f(x) = ax® + bx +c, kjer je a>>0. Dokazi, da je
f = [xl £4 %] < J@) T f ()
i | 2 2

|

za katerekoli vrednosti x, in x,! |
- 2. Dani sta krogli s polmeroma R in r (R>1) in sredif¢no razdaljo ¢
(R—7r<{lc<{R —+ 7). Izrazi prostornino pokonénega stoZca, ki je oértan tema
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kroglama, kot funkcijo koli¢in R, d = R —r in ¢. DokaZi, da je razmerje med to
prostornino in prostornino vecje krogle najmanj enako 2. Izrad¢unaj povrsino
stozca, ko je to razmerje enako 2.

3. Kvadrat ABCD s stranico a rotira v negativnem smislu za kot 435°
okrog vrha A. Stranica C,D, tako nastalega kvadrata sefe stranico BC danega
kvadrata v togki M. Kolika je plo$¢ina kvadrata nad stranico AM?

- 4. Dana je funkcija f(x) = Acosx + Bsinz, kjer sta A in B konstanti.
Ako je f(x)) =f(x) =0, x; —x,5=kn, ¢e je k celo Stevilo, tedaj je f (x) = 0.
Dokazi!

4. razred

o &
1. DokaZi, da tvorijo funkcije logx, log Vzx, log ]/:c .. neskonéno za-
poredje. Dolo¢i vsoto tega zaporedja ter naértaj funkcijo.
2. Dani sta funkciji y, = sin*x =+ cos®*x ter y, = sin 8x + cos® x. DokaZi,

da imata funkciji osnovno periodo — in da je med njima zveza 3y, —2 ¥y, = 1.

2
Pri katerih o ima prva funkcija za 1/16 vedjo vrednost kot druga?
3. V ftrikotniku ABC sta dani stranici a in b. Doloé¢i dolZino tretje stranice,
Ce je ta enaka dolZini pripadajofe viSine. Za katere vrednosti a in b je naloga
resljiva?
4. V ravnini ¢ imamo premico p in tocko P, ki ne leZi na premici p. Doloéi

o . AP e, B
geometrijsko mesto tok M v ravnini a, za katere velja — = e, kjer je N

MN
nozis¢e normale iz toCke P na premico p, e pa znano $tevilo. Diskusija.

Posebno huda borba za mesta je bila v 4. razredu. Komisija, ki je pre-
gledala vse naloge, je podelila naslednje nagrade: |

'V 4. razredu je 1. nagrado prejel Andrej Kmet iz II. gimnazije v Ljubljani.
2. nagrado so prejeli Alojz Kodre z Jesenic, Vladimir Volenec iz Virovitice in
Dragomir Davidovi¢ iz Sente. 3. nagrado sta prejela Blagoje Momdéilovié iz
Beograda in Marko Simat iz Zagreba. Pohvaljena pa sta bila Vinko Potoénik
iz Skofje Loke in Zlatko Pototnik iz Beograda.

V 3. razredu je prejel prvo nagrado Ivan Boljevski iz Pirota. Druga na-
grada ni bila podeljena, tretjo nagrado pa je prejela Katica Stevanovié iz Niga.
Pohvaljen je bil Srden Stankovié.

V 4. razredu so na$i dijaki dosegli krasen uspeh. Na$ edini predstavnik
v tretjem razredu pa se ni uvrstil med zmagovalce. Dosegel je sicer 6. mesto,
toda stevilo to¢k ni doseglo dolotenega minimuma.

Nasi tekmovalei pravijo, da jim je bila zbirka nalog, ki jo je izdalo naSe
drustvo, zelo dober trening za republisko in za zvezno tekmovanje. Prvonagrajeni
Andrej Kmet je prejel lani drugo zvezno nagrado; Ze pet let se pridno udeleZuje
vseh teCajev matematicne Sole. Smisel za matematiko ter vztrajnost pri delu je
rodila pri njem zavidanja vredne uspehe. Vsem na$im mladim matematikom

iskreno Cestitamo za doseZene uspehe. e
Stane Ursic

TRETJA STOPNJA STUDIJA FIZIKE PRI NAS

V Solskem letu 1961-62 se je na matemati¢no fizikalnem oddelku Fakul-
tete za naravoslovje in tehnologijo v Ljubljani zacel $tudij tretje stopnje fizike.
V zadnjih letih so v gospodarsko razvitih drZavah moéno narasle potrebe
po fizikih, ki so sposobni samostojnega raziskovalnega dela. Refevanje pro-
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blemov moderne fizike zahteva wvelikih skupin raziskovalcev, ki so navadno
tudi predavatelji na univerzah; prav tako pa so fiziki potrebni v industrijskih
raziskovalnih laboratorijih. Tudi pri nas nara$éajo potrebe po fizikih tako
visoke izobrazbe. Toda naSa univerza doslej ni nudila ustrezne stopnje izobraz-
be, kajti pouk je bil prvenstveno namenjen vzgoji srednjeSolskih profesorjev
in (z nekoliko eksperimentalno razSirjenim programom) tehni¢nim fizikom.
Nadaljnja pot do raziskovalca je bila prepuScéena ambicijam in potrpezljivosti
posameznika, zlasti pri Solanju v tujini. Potreba po vecdjem Stevilu samostoj-
nih raziskovalcev in pa spoznanje, da se je moZno nauciti tudi raziskovalnega
dela, sta podobno kot Ze drugod po svetu tudi pri nas pripeljala do vpeljave
najvisje stopnje Solanja. |

Glavni namen tretje stopnje $tudija je seznaniti sluSatelje z modernimi
podrocji fizike, zviSati nivo znanja fizike v celoti in nauciti sluSatelje metod
razskovalnega dela. Zato je na tej stopnji Studija izredno vazno bogato semi-
narsko Zzivljenje ter dober kontakt med sluSateljem in tuforjem, ki wvodi
raziskovalno delo.

Uéni program tretje stopnje sStudija fizike pri nas predvideva dvcletni
$tudij z naslednjimi predavanji: | |

Teorija polja, v kaferi: se sluSatel] seznani z rigorozno formulacijo
kvantne mehanike in osnovami kvantne teorije polja, katere metode se danes
uporabljajo skoraj v vseh podroc¢jih fizike. Ostala redna predavanja so izbrana
iz dveh podrocij, ki sta se pri nas najbolj uveljavili, namre¢ teoreti¢na in
cksperimentalna jedrska fizika ter teoreticna in eksperimentalna fizika trdne
snovi. Kratki predavanji iz funkcionalne analize in iz teorije grup pa dajeta
matematiéne osnove, ki so potrebne za razumevanje teoreti¢nih predavanj.

Osnovo seminarskemu Zivljenju dajejo krajsi ciklusi predavanj iz danes
najzanimivejsih delov moderne fizike in obvezno seminarske naloge sluSateljev.

Med Studijske obveznosti sodi tudi samostojna raziskovalna naloga, ki jo
opravi kandidat pod vodstvom svojega tutorja in ki naj bo praviloma takS$nega
znacaja, da lahko pripelje kandidata ne le do magistrske diplome, ampak tudi
do doktorata. | '

Zaradi visokega nivoja tretje stopnje Studija bodo $tudij zmogli le naj-
bolj&i $tudentje. Toda selekcija pri vpisu e ni mozna, ker statut fakultete pred-
pisuje kot edini pogoj za vpis le diplomo druge stopnje; zato bodo potrebni
filter poskrbeli visoki nivo predavanj in strogi izpitni kriterij.

Ker uyniverza letos ni imela denarnih sredstev za tretjo stopnjo Studija
fizike, so vse stroSke §tudija krile ustanove in podjetja, v katerih so slufatelji
zaposleni. Letos se je vpisalo 19 slusateljev (13 z Nuklearnega instituta »J. Ste-
fan«, 4 s katedre za fiziko, 2 pa iz tovarne za optiko in steklopihastvo), od
katerih dobra polovica izpolnjuje predpisane Studijske obveznosti. Ker so vsi
slusatelji zaposleni, se morajo raziskovalne naloge, ki spadajo v okvir §tudija,
prilagoditi raziskovalnemu delu, ki ga sludatelji opravljajo v ¢asu svoje redne
zaposlitve. | .

V prvem letu so potekala predavanja dokaj redno, medtem ko je bila
seminarska aktivnost zelo skromna. Temu je kriva prezaposlenost predava-
teljskega kadra in omejeni prosti ¢as sluzateljev, ki posvetijo §tudiju praviloma
lahko le popoldneve. Seminarsko Zivljenje se bo lahko redno razvijalo Sele
tedaj;, ko bo sluSateljem tretje stopnje, podobno kot ostalim Studentom, &tudij
edina obveznost. Zato bo pa treba resiti finan¢ne probleme slusateljev in vsaj

delno omogociti raziskovalno delo pod okriljem Sole. Buogdian Povh
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UREDNISTVO JE PREJELO V ZAMENO

Farmacevtski vestnik, Ljubljana 1961, $t. 9-12.

Elektrotehniski vestnik, Ljubljana 1961, §t. 6-7.

Fotokemijska industrija, Zagreb 1962, §t. 1.

Geologija — razprave in porocila, Ljubljana 1960, 6. knjiga.

Glasnik matematic¢ko fizi¢ki i astronomski, Zagreb 1961, T. 16, No. 3-4.
Idrijski razgledi, Idrija 1961, §t. 4, 1962, &t. 1.

Izvestija Akademij nauk SSSR, Moskva 1962, T. XXVI., No. 3.

Matemati¢ko fizi¢ki list, Zagreb 1961/62, §t. 1, 2, 3, 4.

Philip’s Technische Rundschau, Eindhofen 1961/62, Nr. 3, 4.
Physics Today, New York 1961, Vol. 14, No. 11, 12.

Proteus, Ljubljana 1961/62, §t. 4-5, 6-7, 8, 9-10.

Sodobna pedagogika, Ljubljana 1962, st. 1-2, 3-4.

Studii si cercetari de matematica, Cluj 1960, T. XI., No.1 in 2.
Ukrainskij matematiceskij zurnal, T. XIII., No. 4, T. XIV., No. 1.

Uspehi matematiceskih nauk, Moskva 1961, T. XVI, Vyp. 6, 1962, T. XVIL,
Vyp. 1, 2, 3.

Varilna tehnika, Ljubljana 1962, §t. 1, 2, 3, 4.

Zdravstveni vestnik, Ljubljana 1961, st. 9-10, 11-12.



Zveza Drudtev matematikov in fizikov FLRJ izdaja ¢asopis:

Nastava matematike i fizike

Narodnina je za ¢lane vseh republidkih drustev matematikov in fizikov
300 din, za ostale naroc¢nike, Sole in biblioteke 400 din. Naro¢ila in naro¢nino
posiljajte na Ziro radun Nastave 101-701-5-1262 z oznako »za Nastavu«,

Drustvo matematikov in fizikov NRS izdaja

Vesnik Drustva matemati¢ara i fizicara NRS

Letno izide v dveh dvojnih §tevilkah, letna naroénina je 400 din. Narofnino
pofiljajte na éek. radun 101-707-3-119 Drustvu matematicara i fizicara NRS pod
oznadbo »Za Vesnik«. Dopise pogiljajte na naslov drustva Beograd post. fah 791.

Drustvo matematikov in fizikov NRH izdaja za vso drzavo

MATEMATICKO-FIZICKI LIST

za ufence srednjih 3ol. Letnik ima &tiri Stevilke, med pocitnicami ne izhaja.
Letna naroénina je 300 din, posamezna Stevilka 75 din.

Profesorji srednjih Sol, priporodajte list dijakom! Narodila in naroénino
posiljajte na naslov:

Matematidko-fiziéki list, Zagreb, Ilica 16/II1, p. p. 165 ali na ¢ekovni racun
st. 400-21-5-883.
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Drustvo matematikov in fizikov LR Hrvatske izdaja casopis

Glasnik

matematicko-fizi¢ki 1 astronomski

L

Naro¢nina znaSa 600 din, za redne ¢élane Drustva 300 din, za
ustanove 1000 din. Casopis narocite pri administraciji Glasnika:
Hrvatsko prirodoslovno drudtvo, Zagreb, Ilica §t. 16-III. Cekovni
racun 400-21-3-323 za Drustvo matematicara i fizicara NRH.

RN
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Obzornik za matematiko in fiziko izhaja vsak tretji mesec. Izdaja ga Drustvo
matematikov in fizikov LRS. Urejujejo ga: R. Blinc, P. Gosar, F. KriZani¢,
I. Kusder, A. Molik, N. Prijatelj, S. Ursi¢, I. Vidav. Odgovorni in tehniéni urednik:
F. Kvaternik. Upravo vodi F. Kvaternik. — Tiska tiskarna CZP »Ljudska pravica«
v Ljubljani. -~ Naro¢nina je 400 din, za podjetja in ustanove, ki pla¢ajo po racunu,
in za naro¢nike, ki pladajo po terjatvi, pa 450 din. Posamezna Stevilka 120 din. Na-
rocnino nakazite na ¢ekovni racun 600-14-3-207.

Dopise posiljajte in list narocajte na naslov:
Obzornik za matematiko in fiziko, Ljubljana, podtni predal 227



