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*55" OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO - i

VLOGA MATEMATIKE V NARAVOSLOVJU!

EUGENE P. WIGNER, Princeton University
Prevedla SETA OBLAK

»in verjetno je tu kaka skrivnost,
ki je $e ne poznamo.«
(C. S. Peirce)

Povedal bom zgodbo, kako sta se dva prijatelja, soSolca na visoki Soli,
pogovarjala o svojem delu. Eden od njiju je postal statistik in se je ukvarjal
s populacijo. Pokazal je biviemu so$olcu neki ponatisk, ki se je kot navadno
zatel z Gaussovo porazdelitvijo. Razlozil mu je pomen simbolov za dejansko
in povprec¢no populacijo in tako dalje. SoSolec mu ni prav verjel, mislil je, da se
mogoce norcéuje iz njega. »Kako mores§ to vedeti?« je podvomil. »Kaj pa pomeni
ta simbol tukaj?« »O, to je pa m,« je odgovoril statistik. »Kaj pa je to?« »Raz-
merje med obsegom kroga in njegovim premerom.« »No, zdaj gre§ pa v svojem
noréevanju malo predaleé« je rekel soSolec. »Populacija gotovo nima nobene
zveze z obsegom kroga.«

Seveda nam gre na smeh ob takem naéinu pojmovanja. Vendar moram
.priznati, da me je ta zgodba navdala z bojaznijo. Statistikov soSolec je vendar
reagiral po preprosti zdravi pameti. Se bolj me je zmedlo, ko mi je kmalu nato
nekdo rekel?, kako ga je osupnilo to, da precej ozko izbiramo podatke, na
katerih preizkusamo teorijo. »Kako pa vemo, kaj bi bilo, ko bi zgradili teorijo,
ki bi temeljila in posvetila glavno pozornost pojavom, ki jih mi ne upostevamo,
ne bi pa upostevala nekaterih pojavov, ki smo mi zdaj pozorni nanje. Zakaj ne
bi mogli.dobiti nove teorije, ki bi imela s sedanjo malo skupnega, vendar pa bi
razlozila prav toliko pojavov kot ta?« Priznati moramo, da nimamo nobenega
konéno veljavnega dokaza, da take teorije ni.

Obe zgodbi osvetljujeta dvoje glavnih tock, o katerih bom govoril v tej
razpravi. Prva je, da se matematiéni pojmi pojavijo v popolnoma nepri¢akovanih
zvezah. Se veé¢, v teh zvezah nam omogoéijo nepri¢akovano dober in natanden
opis pojavov, drugié, prav zaradi te okoli¢ine in zato, ker ne razumemo vzroka
njihove uporabnosti, ne moremo vedeti, ali je teorija, formulirana v obliki ma-
tematiénih pojmov, res edina primerna teorija. V podobnem poloZaju smo kot
clovek, ki je dobil sveZenj kljucev, da bi odprl z njimi vrsto vrat druga za
drugimi, pa je vedno Ze pri prvem ali drugem poskusu zadel pravi kljué. Po-
dvomil je o tem, da bi res vsakim vratom posebej pripadal en sam kljué.

Vecina stvari, kar jih bomo povedali o teh vpraSanjih, ne bo nova. Verjetno
so jih' spoznali Ze vsi znanstveniki v eni ali drugi obliki. Moj namen je,

! Originalni ¢lanek, ki podaja vsebino predavanja na Newyorski univerzi dne
11. V. 1959, je izSel v Communications on Pure and Applied Mathematics, Volume XIII,
Number 1, februarja 1960. Zahvaljujemo se zalozbi Interscience Publishers, Inc.,
New York, ki izdaja to revijo, da je dovolila objavo prevoda.

2 To je izjavil F. Werner, ko je §tudiral v Princetonu.
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osvetliti ta vprasanja z raznih strani. Prvi¢, da neverjetna uporabnost matema-
tike v naravoslovju meji Ze na tajinstvenost in da ni zanjo nobene razumske
razlage. Drugi¢ pa, da prav ta skrivnostna uporabnost matemati¢nih pojmov
privede do vpraSanja, ali so naSe fizikalne teorije res edine moZne. Da bi
dokazali prvo todko, namreé¢ to, da ima matematika nerazumljivo vazno vlogo
v fiziki, je koristno, da spregovorimo nekaj besed o vprasanju »Kaj je matema-
tika?« in »Kaj je fizika?«, o tem, kako vstopi matematika v fizikalne teorije, in
nazadnje, zakaj se zdi uspeh matematike v njeni vlogi v fiziki tako osupljiv.
O drugi tocki, to je o enoli¢nosti fizikalnih teorij, bomo govorili mnogo manj.
Zadovoljiv odgovor na to vpraSanje bi terjal zamotano eksperimentalno in
teoreti¢no delo, ki se ga ni $e nihc¢e lotil.

Kaj je matematika? Neko¢ je nekdo rekel, da je filozofija zloraba
terminologije, ki so jo izna$li prav v ta namen.? V istem smislu bi rekel tudi
jaz, da je matematika veda spretnih operacij s pojmi in pravili, ki so jih iznasli
prav v ta namen. Njen glavni poudarek leZi na iznajdbi pojmov. Matematiki bi
kmalu zmanjkalo zanimivih teoremov, ¢e bi jih morala formulirati s pojmi, ki
nastopajo Ze v aksiomih. Sicer je popolnoma res, da so pojmi elementarne
matematike in Se posebej elementarne geometrije nastali zato, da bi popisali
bitnosti, ki jih dejanski svet direktno sugerira. Vendar to ne drZi za viSje
pojme, posebno ne za tiste, ki imajo tako vazno vlogo v fiziki. Tako so oéitno
pravila za operacije z dvojicami $tevil nastala zato, da dajo iste rezultate kot
radunske operacije z ulomki, ki smo jih spoznali e prej brez ozira na dvojice
§tevil. Pravila za operacije z zaporedji, to je za iracionalna Stevila $e vedno
pripadajo kategoriji takih pravil, ki posnemajo pravila za operacije z Ze zna-
nimi koli¢inami. Kasnej$i matemati¢ni pojmi, na primer kompleksna Stevila,
algebre, linearni operatorji, Borelove mnoZice — to naStevanje bi lahko nada-
ljevali neskonéno dolgo — pa so vefinoma nastali kot primerna sredstva, na
katerih lahko matematik pokaZe svojo domiselnost in smisel za formalno lepoto.
V resnici je definicija teh pojmov obenem s spoznanjem, da jih lahko upora-
bimo za zanimiva in duhovita razmisljanja, prva demonstracija domselnosti
matematika, ki jih definira. Globino misli, ki formulira matemati¢ne pojme,
kasneje opraviéi spretnost, s katero se ti pojmi uporabljajo. Velik matematik
popolnoma in neusmiljeno izkori$¢a podro¢je dopustnega sklepanja in se izogne
nedopustnemu. Da ga njegova brezobzirnost ne privede do protislovij, je Ze samo
po sebi ¢udez. Gotovo je tezko verjeti, da je naSa mo¢ sklepanja zrasla do take
popolnosti po Darwinovem procesu naravne selekcije. Vendar o tem zdaj ne
bomo govorili. Glavno, kar bomo pri tej razpravi potrebovali, je, da bi mate-
matik lahko formuliral le peS¢ico zanimivih teoremov, ko ne bi definiral tudi
novih pojmov poleg tistih, ki so vsebovani v aksiomih. Ti novi pojmi, ki niso
vsebovani v aksiomih, so definirani v ta namen, da nam posredujejo domiselne
logi¢ne operacije, ki ugajajo nafemu ¢utu za estetiko prvié¢ kot operacije in dru-
gi¢ zaradi rezultatov, ki se odlikujejo po svoji preprostosti in splognosti.

Kompleksna $tevila so posebno presenetljiv zgled za to. Gotovo nam jih
ne sugerira naSe izkustvo. Celo matematik, ki naj opravi¢i svoje zanimanje

3 To ugotovitev navajamo iz 'W. Dubislavove knjige Die Philosophie der Mathe-
matik in der Gegenwart, Junker und Diinnhaupt Verlag, Berlin 1932.

4 M. Polanyi pravi v svoji knjigi Personal Knowledge, University of Chicago
Press 1958: »Vse te teZave so samo posledica naSega upiranja misli, da matematike ne
moremo definirati brez njene najbolj o¢itne lastnosti: da je zanimiva.«
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zanje, bo samo ogorleno pokazal na lepe teoreme v teoriji enacb, potencialov
in analiti¢nih funkcij sploh, ki se morajo za svoj nastanek zahvaliti uvedbi kom-
pleksnih Stevil. Matematik nofe opustiti zanimanja za te najlepSe dosezke
svojega duha.’

Kaj je fizika? Fizik odkriva zakone neZive prirode. Da bi to ra-
zumeli, moramo analizirati pojem »zakon prirode«.

Svet okoli nas je neverjetno zamotan in njegova najbolj oc¢itna lastnost je,
da ne moremo napovedati njegove prihodnosti. Ceprav dovtip pripisuje le opti-
mistu mnenje, da je prihodnost negotova, ima optimist v tem primeru prav.
Prihodnost se ne da napovedati. Kot je omenil Schrédinger, je ¢udez, da kljub
tej silni kompleksnosti sveta lahko odkrijemo v dogodkih dolo¢ene pravilnosti {1).
Eno tako pravilnost je ugotovil Galilei: dve skali, ki ju vrZemo ob istem &asu
z iste viSine, padeta na tla ob istem c¢asu. Zakoni narave se ukvarjajo s takimi
pravilnostmi. Galilejeva pravilnost je prototip velikega takega razreda. Osupljiva
je iz treh razlogov.

Prvi razlog je, da ni veljala le v Pisi in v Galilejevem ¢asu, ampak velja
povsod na‘zemlji, je vedno veljala in bo vedno veljala. Ta lastnost pravilnosti je
dobila ime invarijantna lastnost. Kot sem imel Ze pred ¢asom priliko povedati (2),
fizika ne bi mogla obstajati brez principov invarijantnosti take vrste. Druga
osupljiva lastnost je, da je pravilnost, ki jo obravnavamo, neodvisna od tolikih
pogojev, ki bi lahko vplivali nanjo. Tako na primer velja, ¢e deZuje ali ae in
¢e poskus izvrSimo v sobi ali na poSevnem stolpu v Pisi. Velja celo, ¢e spustita
dve skali isto¢asno in iz iste viSine dva razliéna ¢loveka. Ocitno je $e nesteto
drugih pogcjev, ki ne vplivajo na veljavnost Galilejeve pravilnosti. Nepomemb-
nost toliko koli¢in, ki bi pri opazovanem pojavu lahko imele vazno vlogo, so
tudi imenovali invarijantnost. Vendar ima ta invarijantnost drugaéen znadaj
kot prejsnja, ker je ne moremo podati v obliki splosnega principa. Raziskovanje
pogojev, ki vplivajo in ne vplivajo na pojav, je del zgodnjega eksperimentalnega
raziskovanja podrocja. Spretnost in domiselnost je tista, ki pokaZe eksperimen-
tatorju pojave, odvisne od razmeroma majhnega $tevila sorazmerno lahko iz-
vedljivih in ponovljivih pogojev.® Prav v tem primeru je bila najvaZnejsi korak
v tej smeri Galilejeva omejitev na razmeroma tezka telesa. Spet drZi, da fizika
ne bi bila mogoca, ko ne bi bilo pojavov, ki so odvisni od tako majhnega tevila
pogojev, da lahko delamo z njimi.

Omenjeni dejstvi sta sicer za filozofa zelo pomembni, nista pa Galilea
najbolj presenetili in tudi ne vsebujeta posebnega naravnega zakona. Naravni
zakon je podan v ugotovitvi, da je ¢as, ki ga potrebuje tezko telo za prosti pad
z dolocene visine, neodvisen od velikosti, oblike in snovi telesa, ki pada. V okviru
Newtonovega drugega zakona nam pomeni to ugotovitev, da je gravitacijska
sila, ki deluje na prosto padajoce telo, sorazmerna njegovi masi, ni pa odvisna
od velikosti, snovi in oblike prosto padajodega telesa.

5 Mogoce bodo bralca v tej zvezi zanimale precej ¢emerne Hilbertove opazke,
»da intuicionizem Zeli matematiko uniéiti in popaditi«, Abh. Math. Sem. Univ. Ham-
burg, Vol. 157, 1922, ali Zbrana dela, Springer, Bérlin, 1935, stran 188.
. 8V tej zvezi glej grafi¢ni esej M. Deutscha, Daedalus, Vol. 87, 1958, str. 86.
A. Shimony me je opozoril na podoben odstavek v knjigi C.S. Peircea Essays in the
Philosophy of Science, The Liberal Arts Press, New York, 1957, str. 237.
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To razpravljanje ima namen opozoriti nas, da sploh ni samo po sebi
umevno, da »naravni zakoni« obstajajo, Se manj kot to, da jih je ¢lovek zmoZen
odkriti.” Pisec tega ¢lanka je imel pred kratkim priliko opozoriti na zaporedje
sistemov naravnih zakonov, katerih vsak naslednji sistem vsebuje bolj sploSne
in zaokroZene zakone kakor prej$nji, njegovo odkritje pa pomeni globlji prodor
v strukturo vesolja (3). Najbolj znacilno v zvezi s to razpravo pa je, da vsi ti
naravni zakoni vsebujejo celo v najbolj oddaljenih posledicah samo majhen del
nafega poznavanja nezive prirode. Vsi naravni zakoni so pogojene trditve, ki
dopuséajo napovedi za prihodnje dogodke na podlagi poznavanja sedanjosti.
Vendar nekateri pojavi v sedanjem stanju sveta, praktiéno velika veéina po-
gojev, ki dolotajo sedanje stanje sveta, niso bistveno pomembni pri napovedo-
vanju prihodnosti. Mislim na pomembnost v smislu druge tofke razpravljanja
o Galilejevem teoremu.®

O sedanjem stanju sveta, na primer o eksistenci zemlje, na kateri Zivimo
in kjer je Galilei izvedel svoje poskuse, o eksistenci sonca in vsega naSega
okolja pa naravni zakoni povsem mol¢ijo. Prav zato lahko uporabimo naravne
zakone za napoved prihodnosti le pod izrednimi pogoji, to je, ko poznamo vsa
bistveno vaZna dolodila v sedanjem stanju sveta. Zato tudi predstavlja kon-
strukcija strojev najbolj spektakularen dosezek za fizika, saj njihovo delovanje
lahko vnaprej napove. Tu fizik ustvari poloZaj, kjer so znani vsi bistveni vplivi,
tako da lahko predvidi njihovo obnaSanje. Primer takih strojev so radarji in
jedrski reaktorji.

Namen dosedanjega razpravljanja je, da pokaZe, da so vsi naravni zakoni
pogojene trditve in da se nanaSajo le na zelo majhen del naSega poznavanja
sveta. Tako nam Kklasiéna mehanika, najbolj znan prototip fizikalne teorije,
posreduje drugi odvod krajevnih koordinat teles na osnovi poznavanja njiho-
vega polozaja itd. Ni¢ nas ne pouli o eksistenci, o sedanjem poloZaju ali o
hitrosti teh teles. Zaradi to¢nosti moramo omeniti, da smo pred priblizno tri-
desetimi leti spoznali, da celo pogojene ugotovitve ne morejo biti popolnoma
natancne. Pogojene ‘trditve so verjetnostni zakoni, ki nam omogoc¢ajo-le, da
delamo pametne stave o bodo¢ih lastnostih nezive prirode na osnovi sedanjega
stanja. Ne dopuséajo nam kategori¢nih trditev, Se takih, pogojenih na sedanjem
stanju sveta, ne. Verjetnostni znacaj naravnih zakonov se kaZe tudi pri strojih
in ga lahko dokaZemo vsaj v primeru jedrskih reaktorjev, ¢e delamo z zelo
majhno modjo. Vendar se na omejitev naravnih zakonov,? ki nastopi zaradi
njihovega verjetnostnega znadaja, ne bomo ozirali v nadaljevanju razprave.

Vlioga matematike v fizikalnih teorijah: Ko smo osvezili
spomin na bistvo matematike in fizike, bomo laze premislili vlogo matematike
v fiziki.

Matematiko neprestano uporabljamo v fiziki, da dolo¢imo posledice na-
ravnih zakonov in da uporabimo pogojene trditve za posebne pogoje, ki slué¢ajno
prevladujejo ali pa nas zanimajo. Da bo to mogoce, moramo Ze same fizikalne
zakone formulirati v matemati¢nem jeziku. Vendar najvaznejSa naloga ma-
tematike v fiziki ni ra¢unanje posledic Ze postavljenih teorij. V tej vlogi

7 E. Schriodinger pravi v svoji knjigi What is Life, Cambridge University Press
1945, da je ta drugi ¢udeZ prav mogoce izven ¢loveSkega umevanja.

8 Piscu se zdi nepotrebno omenjati, da Galilejev teorem, podan v tem c¢lanku,
ne izérpa vseh Galilejevih ugotovitev v zvezi z zakonom prostega pada.

9 Glej na primer E. Schrédinger (1).
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matematika, oziroma bolje uporabna matematika ni toliko gospodar poloZaja,.
ampak sluzi le kot sredstvo.

Matematika ima namreé¢ v fiziki v resnici veliko vi§jo vlogo. To dejstvo
vsebuje #e ugotovitev, da moramo naravne zakone same formulirati v matema-
tiénem jeziku, €e naj delamo z uporabno matematiko. Trditev, da so naravni
zakoni napisani v matemati¢nem jeziku, so jasno postavili Ze pred tri sto leti.l®
Zdaj je e bolj resni¢na kot kdajkoli. Da bi pokazali pomembnost matemati¢nih
pojmov pri formulaciji fizikalnih zakonov, pomislimo na primer na aksiome
kvantne mehanike, kot jih je eksplicitno formuliral veliki matematik von
Neumann in implicitno veliki fizik Dirac (4,5). Kvantna mehanika ima dva
osnovna pojma: stanja in observable. Stanja so vektorji v Hilbertovem prostoru,
observable pa sebi adjungirani operatorji na teh vektorjih. Vrednosti, ki jih
lahko dobimo s poskusi, so lastne vrednosti operatorjev. Tukaj se raje ustavimo,
drugade bomo nasteli vrsto matemati¢nih pojmov iz teorije linearnih operatorjev.

Seveda je res, da fiziki izbirajo dolo¢ene matemati¢ne pojme za formulacijo
naravnih zakonov. V fiziki se uporablja samo del vseh matematiénih pojmov.
Res je tudi, da ti pojmi niso bili poljubno izbrani iz liste matemati¢nih izrazov.
V mnogih primerih, ée ne celo v vedini, so jih razvili fiziki neodvisno od
matematikov in Sele potem videli, da jih matematiki Ze poznajo. Vendar pa ne
drzi, kar tako pogosto trdijo, namre¢ da se je moralo zgoditi tako zato, ker
matematika uporablja najpreprostejSe moZne pojme in ti morajo nastopiti
v vsakem formalizmu. Kot smo videli prej, matemati¢ni pojmi niso izbrani
po svoji enostavnosti. Celo zaporedja dvojic Stevil Se dale¢ niso enostaven
pojem. Izbrani so zato, ker sluzijo pri pametnih manipulacijah in vodijo do
nenavadnih, odli¢nih argumentov. Ne pozabimo, da operira kvantna mehanika
v kompleksnem Hilbertovem prostoru s Hermitskim skalarnim produktom.
Kompleksna $tevila za lai¢no migljenje e dale¢ niso naravna ali enostavna in
jih fizikalna opazovanja ne sugerirajo. Poleg tega uporaba kompleksnih Stevil
v tem primeru ni radunski trik uporabne matematike, ampak je ori fermulaciji
zakonov kvantne mehanike skoraj gotovo potrebna. Konéno je zdaj videti, da
ne igrajo odlo¢ilno vlogo v formulaciji kvantne teorije samo kompleksna Stevila,
ampak tudi analitiéne funkcije. Pri tem mislim na teorijo sipanja, ki se v tem
dasu razvija.

Tezko se je izogniti vtisu, da stojimo tu pred ¢udeZem, po svoji presenetlji-
vosti podobnem temu, da lahko ¢loveski um poveZe tiso¢ argumentov, ne da bi
zagel pri tem v protislovja, ali pa ¢udeZema o eksistenci naravnih zakonov in
o zmo¥nosti &loveskega uma,. da jih ugane. Se najbliZja razlagi o pojavljanju
matematiénih pojmov v fiziki je Einsteinova trditev, da smo voljni sprejeti
edinole lepe fizikalne teorije. Lahko bi zdaj razpravljali o tem, ali so matemati¢ni
pojmi, ki zahtevajo toliko domiselnosti, res lepi. Vendar Einsteinova trditev
v najboljSem primeru pojasni lastnosti teorij, ki smo jih voljni verjeti, nima
pa zveze z resni¢no to¢nostjo teorije. Zato bomo spregovorili o tem zadnjem
vprasanju.

Ali je uspeh fizikalnih teorij res presenetljiv?
Fizikovo uporabo matematike pri formulaciji naravnih zakonov bi mogoce lahko
razloZili s tem, da je nekako neodgovoren ¢lovek. Zato bo tedaj, ko najde med
dvema koli¢inama zvezo, kot jo pozna matematika, takoj sklepal, da 'je ta zveza

10 To pripisujejo Galileu.
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tista, o kateri govori matematika, preprosto zato, ker ne pozna nobene druge
podobne zveze. Namen te razprave ni, da bi izpodbijala obdolZitev, da je fizik
nekako neodgovoren ¢lovek. Mogode v resnici je. Vendar je treba povedati, da
matematiCna formulacija fizikovega izkustva, &esto zelo pribliZnega, daje v
mnogo primerih presenetljivo toen opis velikega razreda pojavov. To nam
kaZe, da je matematika nekaj ve¢ kot samo edini jezik, ki ga znamo govoriti.
KaZe nam, da je v zelo toénem smislu pravilen jezik. Poglejmo nekaj primerov.

Prvi primer je gibanje planetov, ki ga pogosto navajamo. Zakone prostega
pada so dobro utemeljili na podlagi poskusov, ki so jih izvedli v glavnem
v Italiji. Ti poskusi niso mogli biti natan¢éni v takem smislu, kot poznamo
natancnost danes, deloma zaradi zra¢nega upora in deloma zaradi tedanje ne-
sposobnosti, meriti kratke ¢asovne intervale. Vendar z ozirom na njihovo
proudevanje ni ni¢ ¢udnega, da so se italijanski znanstveniki dobro seznanili
s tem, kako potujejo predmeti skozi atmosfero. Newton je potem poiskal zvezo
med zakonom prostega pada in gibanjem meseca. Opazil je, da sta parabola,
po kateri pada kamen na zemlji, in mesefeva kroZna pot po nebu posebna
primera istega matemati¢nega pojma — elipti¢nega kroZenja. Postavil je splogni
zakon gravitacije na osnovi ene same numeri¢ne koincidence, v tistem &asu zelo
priblizne. Filozofsko ni bil gravitacijski zakon, kot ga je formuliral Newton,
vSec niti njegovemu casu niti njemu samemu. Empiriéno je bil osnovan na zelo
pomanjkljivih ugotovitvah. Matemati¢ni jezik, v katerem je bil formuliran, je
vseboval pojem drugega odvoda. Tisti, ki smo poskusali narisati pritisnjeni
krog na krivuljo, vemo, da drugi odvod Se malo ni neposreden pojem. Izkazalo
se je, da je gravitacijski zakon, ki ga je Newton le nerad postavil in ki ga je
lahko preskusil le z natan¢nostjo okoli 4 %o, natanéen e bolj kot na deset-
tiso¢inko procenta. Postal je pravzaprav skoraj pojem za absolutno to¢nost in
gele nedavno so fiziki spet postali toliko drzni, da raziskujejo meje njegove
to¢nosti.lt

Gotovo je ta Newtonov zakon, ki ga citiramo $e in $e, najbolj znamenit
primer zakona, formuliranega v pojmih, enostavnih za matematika, ki se je
izkazal to¢nega nad vsa pametna pri¢akovanja. Samo pomislimo: zakon je prvié¢
preprost samec za matematika, ne pa za zdravo pamet ali za laika, posebno ker
nastopa v njem drugi odvod. Drugi¢ pa je pogojen in zelo omejenega obsega.
Ni¢ nam ne razlozi o zemlji, ki privladi Galilejeve kamne, ne o krofni obliki
meseCeve poti ne o planetih. Razlaga teh zadetnih pogojev je prepusdena
geologom in astronomom in ni prav nié¢ lahka.

Drugi primer je elementarna kvantna mehanika. Nastala je, ko je Max
Born opazil, da so nekatera Heisenbergova ra¢unska pravila ista kot pravila za
rac¢unanje z matrikami, ki so jih matematiki postavili Ze davno prej. Born,
Jordan in Heisenberg so potem predlagali, da bi krajevne in impulzne spre-
menljivke klasi¢ne mehanike nadomestili z matrikami (6). Uporabili so pravila
matriéne mehanike pri nekaj zelo idealiziranih problemih in dobili kar zadovo-
ljive rezultate. Seveda pa tedaj Se ni bilo nobenega racionalnega dokaza, da se
bo matri¢na mehanika izkazala za pravilno pri realnih pogojih. Saj v resnici
pravijo, »¢e bi bila mehanika, kot smo jo predlagali, Ze pravilna v bistvenih
potezah«. Dejansko je uporabil njihovo mehaniko prvi¢ v realnem problemu,
in sicer v problemu vodikovega atoma, Sele Pauli nekaj mesecev kasneje.
Rezultat je bil v skladu z izkustvom. To je bilo sicer zadevoljivo, a e vedno

11 Glej na primer R. H.Dicke, American Scientist, Vol. 25, 1959.



razumljivo, ker je Heisenberg-izpeljal svoja pravila iz problemov, ki so vsebovali
tudi staro teorijo vodikovega atoma. CudeZ se je zgodil Sele, ko so z matri¢no
mehaniko oziroma z matematiéno ekvivalentno teorijo reili probleme, kjer
Heisenbergova ra¢unska pravila nimajo nobenega smisla. Heisenbergova pravila
so predpostavljala, da imajo klasiéne enactbe gibanja reSitve z dolo¢enimi pe-
riodi¢nimi lastnostmi. Enacbe gibanja za dva elektrona helijevega atoma ali
pa $e za vedje $tevilo elektronov pri tezjih atomih tega enostavno nimajo, torej
se pri njih ne dajo uporabiti Heisenbergova pravila. Vendar se racunski re-
zultat za najniZji helijev energijski nivo, ki sta ga pred nekaj meseci izvedla
Kinoshita v Cornellu in Bazley v Bureau of Standards, sklada z eksperimen-
talnim v meji natanénosti eksperimenta, ki je ena desetmilijoninka. V tem pri-
meru smo prav gotovo »dobili nekaj« iz enaéb, ¢esar jim nismo dali.

Isto velja za kvalitativno karakteristiko kompleksnih spektrov, to je
spektrov tezjih atomov. Rad bi ponovil razgovor z Jordanom, ki je rekel takrat,
ko je bila izpeljana kvalitativna slika spektrov, da bi nesoglasje med pravili,
izpeljanimi iz kvantnomehanske teorije, in pravili, dobljenimi z empiri¢nim
raziskovanjem, dalo poslednjo priloZnost za to, da bi spremenili ogrodje matri¢ne
mehanike. Z drugimi besedami, Jordan je ¢éutil, da bi bili vsaj zadasno brez
pomoéi, ko bi se v teoriji helijevega atoma pojavilo nesoglasje. V. tistem ¢asu
sta to teorijo razvijala Kellner in Hilleraas. Matemati¢ni formalizem je bil
preved jasen in nespremenljiv, tako da bi nastala prava kriza, ko se ne bi
pojavil omenjeni ¢udez pri heliju. Fizika bi seveda gotovo prebredla to krizo
na en ali drug nadin. Po drugi strani pa je res, da taka fizika, kot jo poznamo,
ne bi mogla obstajati brez neprestanega ponavljanja ¢udeZev, podobnih temu
pri helijevem atomu. Ta je mogode najbolj presenetljiv od vseh, kar se jih je
pojavilo v razvoju elementarne kvantne mehanike, vendar Se dale¢ ni edini.
Dejansko je &tevilo takih éudeZev omejeno z naSega vidika samo zaradi tega,
ker raziskujemo le take, ki so si bolj podobni. Vendar je kvantna mehanika
dosegla mnogo skoraj enako presenetljivih uspehov, ki so nas trdno prepricali,
da je »pravilna«, kakor temu pravimo.

Zadnji primer je kvantna elektrodinamika oziroma teorija Lambovega
premika. Medtem ko je imela Newtonova gravitacijska teorija Se ofitne zveze
z izkustvom, ima formulacija matriéne mehanike edino zvezo z izkustvom v tem,
da je rafinirana in preéi&¢ena oblika Heisenbergovih predpisov. Kvantna teorija
Lambovega premika, kot jo je osnoval Bethe in dokazal Schwinger, je popol-
noma matemati¢na teorija in edini prispevek eksperimenta je bil, da je pokazal,
da uéinek res eksistira in se-da meriti. Radun in eksperiment se ujemata bolj
kot na tiso¢inko natancno.

Ti trije primeri, ki bi jih nasteli lahko Se veliko, naj osvetlijo prikladnost
in to¢nost matemati¢ne formulacije naravnih zakonov, izraZene s pojmi, ki so
izbrani zaradi svoje prikladnosti za manipulacije. Pri tem so naravni zakoni
skoraj fantasti¢no toéni, vendar veljajo za strogo omejeno obmocje. Predlagam,
da se sklicujemo na ugotovitev, ki nam jo ti primeri razlagajo, kot na empiriéni
zakon epistemologije.!? Ta je obenem z zakoni invarijantnosti fizikalnih teorij
njihova nepogresljiva osnova. Brez zakonov invarijantnosti ne bi imele fizikalne

12 Epistemologija — veda o metodi in osnovah znanja, posebno z ozirom na
njegove meje in veljavnosti. (Op. prev.)
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teorije nobene dejanske osnove. Ce pa empiri¢ni zakon epistemologije ne bi
drzal, ne bi imeli dovolj poguma in samozavesti, ¢ustev, brez katerih ne bi nikoli
uspesno raziskali naravnih zakonov. Dr. R. G. Sachs, s katerim sem razpravljal
o empiricnem zakonu epistemologije, ga je imenoval vero teoreti¢nega fizika,
kar res drzi. Vendar to, kar on imenuje na$o vero, lahkc dobro podpremo
z dejanskimi primeri, ki jih je e mnogo poleg teh treh, o katerih smo govorili.

Enoli¢nost fizikalnih teorij: Zdi se mi samo po sebi razvidnu,
da je bila prej$nja ugotovitev empiri¢ne narave. Gotovo ni »razumska potreba«.
Da bi to dokazali, najbrz ni treba opozoriti na dejstvo, da se tide le zelc
majhnega dela nasega poznavanja nezive prirode. Neumno bi bilo verjeti, da je
eksistenca matemati¢no preprostih zvez za drugi odvod krajevnih koordinat
sama po sebi razumljiva, kadar ne obstaja nobena zveza za same krajevne
koordinate ali za prvi odvod. Zato je nenavadno, kako hitro so ¢udoviti dar,
vsebovan v empiri¢nem zakonu epistemologije, smatrali kot samo po sebi
umeven. Podoben dar je tudi zmoZnost &loveskega duha, da napravi tisoé¢ skle-
pov in vendar Se vedno ostane »pravilen«, kot smo prej omenili.

Vsak empiri¢ni zakon ima vznemirljivo lastnost, da ne moremo spoznati
njegovih meja. Videli smo, da so med dogodki v svetu okoli nas ‘pravilnesti, ki
jih lahko formuliramo z matemati¢nimi pojmi s skrivnostno natanénostjo. Na
drugi strani pa imamo v svetu pojave, pri katerih ne verjamemo v eksistenco
kakrinihkoli natanénih pravilnosti. Te pojave imenujemo zacetne pogoje. Po-
stavlja se nam vpraSanje, ali se bodo zdruzile razliéne pravilnosti, to je razli¢ni
naravni zakoni, ki jih bomo $e odkrili, v eno samo skladno celoto oziroma ali se
bodo vsaj asimptoti¢no blizali taki zdruZitvi. Druga moZnost je, da bo vedno
obstajalo nekaj naravnih zakonov, ki ne bodo imeli ni¢ skupnega eden z drugim.
Danes velja to na primer za zakone o dedovanju in fizikalne zakone. Mo¥nc
je celo, da si bodo naravni zakoni v nekaterih to¢kah nasprotovali, a vsak bo
na svojem podroc¢ju dovolj prepri¢ljiv, tako da ga ne bomo hoteli zavredi.
Mogoce se bomo vdali v tako stanje ali pa nas ne bo ve¢ zanimala razjasnitev
konflikta med raznimi teorijami. Morda bomo izgubili zanimanje za »kon&no
resnico«, to je za sliko, v kateri se bodo mali delci, nastali iz razli¢nih vidikov
narave, zlili v skladno, enovito celoto. )

Morda ki bilo koristno osvetliti obe alternativi s primerom. Zdaj imamo
v fiziki dve zelo moc¢ni in zanimivi teoriji: teorijo kvantnih pojavov in relativ-
nostno teorijo. Ti dve sta osnovani na skupinah pojavov, ki se medsebojno
izkljucujejo. Relativnostna teorija ustreza makroskopskim telesom, recimo
zvezdam. Koincidenca oziroma v svoji konéni analizi trk je prvobiten dogodek
v relativnostni teoriji in dolota to¢ko v &tiridimenzionalnem prostoru kraja in
¢asa oziroma bi dolotil to¢ko, ko bi bili delci, ki tréijo eden v drugega, neskonéno
majhni. Kvantna teorija pa sloni na mikroskopskem svetu in z njenega vidika
koincidenca oziroma trk sploh ni prvobiten dogodek, celo e se res pojavi med
delci, ki nimajo nobene prostorske razseZnosti, in tudi ni niti malo ostro
definiran v prostoru kraja in ¢asa. Obe teoriji operirata z razli¢nimi matema-
tiénimi pojmi, prva s Stiridimenzionalnim Riemannovim prostorom, druga pa
z neskon¢no dimenzionalnim Hilbertovim prostorom. Doslej se ju ni dale zdru-
ziti, to se pravi, da ne obstaja taka matemati¢na formulacija, da bi bili obe
teoriji njeni-aproksimaciji. Vsi fiziki so prepri¢ani, da je zdruZtev obeh teorij
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moZna in da jo bomo nasli. Vendar je tudi moZno, da je ne bomo. Ta primer
nam osvetljuje alternativni moZnosti zdruzitve in konflikta, ki smo ju prej
omenili. Obe imata svojo osnovo.

Da bi vsaj zaslutili, katero alternativo lahko konéno pri¢akujemo, si pred-
stavljajmo,' da vemo malo manj kot v resnici Postavimo se na niiio stopnjo
nagli zdruZitev teorij, moremo z zaupanjem pri¢akovati, da jo bomo nagli tudi
na na$i dejanski stopnji. Ce bi pa po drugi strani na malo ni%ji stopnji znanja
prigli do teorij, ki so v nasprotju ena z drugo, tudi na nasi stopnji ne smemo
izkljuéiti moZnosti, da bo konflikt med teorijami ostal. Stopnja znanja in domi-
selnosti je zvezna spremenljivka in ni¢ posebno verjetno ni, da bi razmeroma
majhna sprememba te spremenljivke zamenjala nam dosegljivo protislovno
sliko sveta z neprotislovno.!3

S tega staliS¢a je dejstvo, da dajo nekatere teorije, za katere vemo, da so
napacdne, tako presenetljivo dobre rezultate, neugoden faktor. Ko bi vedeli malo
manj, bi se nam skupina pojavov, ki jih razloZijo te »napaéne« teorije, zdela
dovolj velika, da »dokaZe« te teorije. Vendar smatramo, da so te teorije napacne
prav zato, ker so v konéni analizi nezdruZljive z bolj zaokroZenimi slikami.
Ce odkrijemo dovolj takih napaénih teorij, se bo moralo izkazati tudi, da so
v protislovju ena z drugo. Prav tako je mogoce, da so tiste teorije, za katere
smatramo, da smo jih »dokazali« z dolo¢enim Stevilom numeri¢nih soglasij, ki
se nam zdi dovolj veliko, napa¢ne zato, ker so v protislovju z neko moZno -
bolj obsezno teorijo, ki je s svojim razumom ne moremo odkriti. Ko bi bilo to
res, bi morali pri¢akovati protislovja med nasimi teorijami, ¢im bi obsegle neko
dovolj veliko Stevilo posameznih skupin pojavov. To je v nasprotju z vero
teoreti¢nega fizika, ki smo jo prej omenili, njegova mora.

Premislimo nekaj primerov »napac¢nih« teorij, ki so nam kljub svoji »na-
pacnosti« neverjetno to¢no opisale skupine pojavov. Z malo dobre volje lahko
opustimo del pricanja, ki ga dajeto ti primeri. Bohrove zgodnje ideje, ki so
utrle pot poznejsim, so bile vedno uspesne le v precej ozkem podroé¢ju. Isto velja
tudi za Ptolomejeve epicikle. NaSe dana$nje znanje nam da toen popis vseh
pojavov, ki jih zmorejo popisati te primitivnejSe teorije. To pa ne velja ve¢ za
tako imenovano teorijo prostih elektronov, ki nam da &udovito to¢no sliko
mnogih, ¢e ne celo vedine lastnosti kovin, polprevodnikov in izolatorjev. Prav
posebej nam razlozi dejstvo, ki ga na podlagi »realne teorije« nismo nikoli zares
razumeli, namre¢ da imajo izolatorji 1026 krat veéji specifiéni elektri¢ni upor
kot kovine. Dejansko nimamo nobenega eksperimentalnega dokaza, da upor ni
neskoné¢no velik pod takimi pogoji, kjer bi po teoriji prostih elektronov pri¢ako-
vali neskonéen upor. Vendar smo kljub temu prepri¢ani, da je teorija prostih
elektronov samo zasilna aproksimacija, ki jo bo treba pri opisovanju vseh
pojavov v trdnih snoveh nadomestiti z natanénejso sliko.

13 Ta stavek je bil napisan po dolgem oklevanju. Pisec je prepri¢an, da je
v epistemologi¢nih razpravah potrebno opustiti idealizacijo, da ima stopnja ¢élove-
fkega razuma edinstven polozaj na neki absolutni lestvici. V nekaterih primerih je
celo koristno, da si predstavljamo tako sliko, kot je mogofa na razumski stopnji
kake druge vrste zivih bitij. Vendar se pisec zaveda, da so bila njegova razmisljanja,
kot jih je mogole razbrati iz omenjenih vrstic, prekratka in jih ni dovolj kriti¢no
presodil, da bi bila lahko zanesljiva.
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Z naSega dejanskega staliS¢a sicer situacija, v katero nas spravlja teorija
prostih elektronov, ni prijetna, ni pa verjetno, da nam napoveduje protislovja,
ki jih ne bi mogli premagati. Teorija prostih elektronov nam  vzbuja dvom,
ali smemo zaupati numeri¢nemu soglasju med teorijo in eksperimentom kot
dokazu za pravilnost teorije. Takih dvomov pa smo vajeni.

Veliko teZja in bolj zmedena situacija pa bi nastala, ¢e bi nekega dne lahko
postavili teorijo o pojavih v zavesti ali v biologiji, ki bi bila tako skladna in
prepri¢ljiva kot naSe dana$nje teorije o nezivi prirodi. Mendelovi zakoni
o dednosti in delo na genih, ki je temu sledilo, so prav lahko zadetek take teorije
pri biologiji. Prav mogode je tudi, da se da najti abstrakten argument, ki bo
pokazal, da obstaja protislovje med tako teorijo in Ze znanimi fizikalnimi prin-
cipi. Morda bo argument tako abstrakten, da protislovja ne bo mogole razresiti
z eksperimentom v korist eni ali drugi teoriji. Taka situacija bi nam zelo omajala
vero v naSe teorije in prepri¢anje v realnost pojmov, ki jih tvorimo. Bili bi
globoko razocarani v svojem tako imenovanem iskanju konéne resnice. Razlog,
da je taka situacija mogoca, je, da v bistvu ne vemo, zakaj dajo naSe teorije
tako dobre rezultate. Zato ni nujno, da njihova natan¢nost dokazuje njihovo
resni¢nost in skladnost. Pisec v resnici misli, da bi nastala zelo podobna situacija,
¢e bi primerjali sedanje zakone dednosti in fizikalne zakone.

Naj konéam bolj veselo. Cude?, da je matemati¢ni jezik tako primeren
za formulacijo fizikalnih zakonov, je ¢udovit dar, ki ga ne razumemo in ne
zasluzimo. Bodimo torej hvalezni zanj in upajmo, da bo obveljal tudi v pri-
hodnjih raziskavanjih in da se bo razsiril $e na Siroke veje znanosti, pa bodisi
v naSe dobro ali slabo. v nasSe zadovoljstvo ali pa celo v naSo sramoto.

Pisec bi se rad na koncu zahvalil dr. M, Polanyiju, ki je pred mnogo leti
globoko vplival na njegov odnos do problemov epistemologije. in V. Bargmannu,
digar prijateljska kritika mu je pomagala do jasnosti, kolikor jo je pac¢ dosegel.
Zelo je hvalezen tudi A. Shimonyju, ker je pregledal ta ¢lanek in ga opozoril
na C. S. Peireove eseje. '
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O RELACIJAH
NIKO PRIJATELJ

Kakor za velino drugih znanosti, velja v preteZni meri tudi za klasi¢no
matematiko, da zacenja svoje teorije z re¢m1i, katerih naravo takoj na zacetku
bolj ali manj nazorno opredeli. Potem pa raziskuje in ugotavlja lastnosti
tehrediin relacije, ki med njimi veljajo. Nasprotno temu pa gradi moderna
matematika svoje teorije na pojmu abstraktne mnoZice, katere
elementi nimajo nobene vnaprej dolo¢ene posebne narave ali vsebine. To zadobe
fele tako, da polozimo v tako abstraktno mnoZico dolodeno matemati¢no
strukturo, s tem da njenim elementom aksiomati¢no pripifemo do-
lotene lastnosti in relacije. Ce torej v klasiéni matematiki posebna narava reéi
determinira njihove lastnosti in relacije, pa v moderni matematiki prav obratno
lastnosti in relacije implicitno opredeljujejo naravo elementov dane strukture.
Siudij take strukture obstoji potem v tem, da iz lastnosti in relacij, ki so
eksplicitno zahtevane v aksiomih, izvajamo nove lastnosti in relacije med
clementi. Zaradi takega preobrata v stali§¢u in metodi je razumljivo, da je po-
stala abstraktna klasifikacija in proudevanje znadilnih matemati¢nih lastnosti
in relacij osrednji predmet moderne matemati¢ne analize. S tem v zvezi Zelimo
v naslednjem opisati nekaj najpreprostej§ih dejstev in pregledati nekatere
osnovne binarne relacije.

1.

Abstraktno mnozico, ki je izhodi$¢e dolofene matematiéne teorije, imenu-
jemo osnovno mnoZico ali univerzum te teorije. S tem hogemo
poudariti, da se pri razvijanju dane teorije zanimamo izkljuéno le za .
elemente in delne mnozZice te mnozice in da torej v tej zvezi za nas ni nobenih
drugih re¢i ali drugih mnoZic. To torej ne pomeni, da vsebuje univerzum vse
re¢i nasploh, kajti pojem take univerzalne mnozice vodi brZ do logi¢nih proti-
slovij in se ga je zato skrbno izogibati, marve¢ le, da vsebuje vse reé¢i, ki nas
v okviru dane teorije zanimajo.

Naj bo zdaj na priliko za neko dano teorijo I mnoZica S tak univerzum.
Ce ozna¢imo s P neko lastnost, ki je smiselna za teorijo I, potem eksistira
natanko ena podmnozZica mnozice S, ki vsebuje vse tiste pa samo tiste elemente
mnoZice S, katerim pripada lastnost P. Tako moremo torej vsaki lastnosti, ki je
smiselna za dano teorijo, enoli¢no prirediti neko podmnoZico mnoZice S. Oé¢itno
sta dve lastnosti, katerima pripada ista podmnoZica, logiéno ekvivalentni. Pa
tudi obratno je res. Vsaki podmnoZici osnovne mnozZice S ustreza neka lastnost,
ki je znacilna natanko za elemente te podmnozice. Namre¢ prav lastnost, da
pripadajo k tej podmnozici. Med lastnostmi teorije & in podmnoZicami univer-
zuma S velja potemtakem tale zveza: vsaki lastnosti pripada natanko ena pod-
mnoZica in obratno pripada tudi vsaki podmnoZici ena sama lastnost, ée¢ med
logi¢no ekvivalentnimi lastnostmi ne delamo nobene razlike, za kar tudi ni
ncbenega logi¢nega razloga. Potem pa tudi ni potrebno razlikovati med poj-
moma »lastnost« in »mnoZica«, ali z drugimi besedami, teorijo lastnosti lahko
prevedemo v teorijo mnoZic. Zaradi tega smemo torej lastnosti predstavljati kar
z mnozicami, ki so jim prirejene. Potemtakem bomo rekli, da je lastnost P
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teorije & reprezentirana z mnoZico vseh elementov univerzuma S, ki imajo to
lastnost in bomo to dejstvo zapisali takole

P={x, €S in P(x)},

kjer stoji simbol P {x) namesto besed: x ima lastnost P.

Ker pa so elementi osnovne mnoZice S za dano teorijo T edine redi, ki
sploh pridejo v postev, je zahteva x € S vedno izpolnjena. Zato smemo pisati
enostavneje kar

P={ =z, P{)}.

Prav podobno moremo tudi relacije, ki so smiselne za dano teorijo I
reprezentirati z mnoZicami. Glede na Stevilo elementov, med katerimi kaka
relacija velja, ali kakor tudi redéemo, kateri so v dani relaciji, razlikujemo
dvomestne ali binarne, trimestne in sploSno m-mestne
relacije. Oglejmo si to najprej na nekaterih zgledih! Ce vzamemo za osnovno
mnoZico na primer mnoZico celih $tevil, potem so smiselne dvomestne relacije
na primer tiste, ki jih izrazamo z besedami »enak«, »manjsi«, »veéji«, »kongruen-
ten po modulu 3« in jih simboli¢no zaznamujemo z znaki »=«, »<«, »>«, » =,
mod. 3«. Tako je na priliko 3<<8 in 10 = 1, mod. 3, kar lahko opiSemo z bese-
dami tudi takole: 3 je v relaciji »manjSi« z 8 in 10 je v relaciji »kongruence po
modulu 3« z 1. Ali tudi: med 3 in 8 velja relacija »manjSi« in med 10 in 1
velja relacija »kongruence po modulu 3«. Operacije, ki so definirane med dvema
elementoma dane osnovne mnoZice, recimo »vsota« in »produkt« dveh celih
$tevil, pa so zgledi za trimestne relacije. Dejstvo, da je 3 + 5 = 8, lahko povemo
tudi v tejle »nerodni« obliki: 3 in 5 sta v relaciji »vsote« z 8 ali med 2,5 in 8
velja relacija »vsote«. Iz elementarne geometrije so gotovo vsem dobro znane
dvomestne relacije »skladen«, »podoben«, »paralelen« in trimestna relacija
»lezi med«, na primer: to¢ka A »leZzi med« tockama B in C. Vzemimo naposled
za zgled $e »ljudi«, ¢eprav ta mnoZica na sreco ne sodi v matematiko. V njej so
na primer »obe«, »mati«, »sin«, »héi«, »moZ«, »Zzena«, »stric« ipd. zgledi binarnih
relacij.

Naj bo teh zgledov dovolj! Iz njih je ofitno mogoce razbrati, da gre pri
dvomestnih relacijah za urejene pare elementov dane osnovne mnoZice,
pri katerih je prva koordinata para v ustrezni relaciji z dr ugo koordinato.
Da so ti pari res urejeni, vidimo Ze iz naSega prvega primera. Kajti 3 je v re-
laciji »manj8i« z 8, nikakor pa ni 8 v relaciji »manjsi« s 3. In analogno imamo
pri trimestnih ali splo$no pri m-mestnih relacijah dane osnovne mnoZice opra-
viti z urejenimi trojicami oziroma urejenimi n-toricami elemen-
tov te mnoZice, katerih koordinate so v ustrezni tri- oziroma n-mestni relaciji.
Potemtakem moremo, tako kot smo to storili Ze pri lastnostih, tudi vsaki relaciji,
ki je smiselna za dano teorijo I, enoli¢no prirediti neko mnoZico. In sicer tisto,
ki vsebuje natanko tiste urejene pare, oziroma trojice ali m-torice elementov
ustrezne osnovne mnoZice, med koordinatami katerih dana relacija velja. Seveda
sta zopet dve relaciji, katerima je na tak nadin prirejena ista mnoZica,
logi¢no ekvalentni. Pa tudi obratno lahko vsaki mnoZici urejenih parov, trojic
ali m-toric elementov osnovne mnoZice priredimo neko dvo-, tri-, oziroma
n-mestno relacijo. Namrec¢ tisto, ki je karakterizirana prav s tem, da velja za
natanko tiste urejene pare, trojice ali n-torice elementov, ki jih dana mnoZica
vsebuje. S tem je torej tudi teorija relacij prevedena v jezik teorije mnozZic in
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vsako relacijo lahko reprezentiramo z mnozZico, ki ji je na zgoraj opisani naéin
prirejena.

Ce je torej R neka smiselna binarna relacija v osnovni mnozici S, potem
jo bomo paé reprezentirali z mnoZico natanko tistih urejenih parov tega univer-
zuma, katerih prva koordinata je v relaciji R z drugo koordinato. Dejstvo, da
je x v relaciji R z y, zapiSemo simboli¢no

R(x,y) ali zRy.
Potemtakem je torej relacija R reprezentirana z mno#ico
R={ (x,y), xeS inye S in xRy!l}.

Ce zahteve, da sta x in y elementa osnovne mnozice S, ki je seveda zmeraj
izpolnjena, zopet ne piSemo, imamo kar kratko

R={ (xzvy), xRy .

In analogno je vsaka smiselna m-mestna relacija R v osnovni mnoZici S
reprezentirana z mnozico

R={ (s, %s,... %), R(xyXy,...20) },
R(x]: xz;"-x")

simboli¢no izrazimo dejstvo, da so elementi x,, x,,...x, v tem redu, med seboj
v relaciji R.

2.

Ker torej relacije reprezentiramo z mnoZicami, lahko med njimi vpeljemo
vse operacije, ki so definirane med mnoZicami. Ce sta na primer R in T dve
binarni relaciji, potem je unija teh dveh relacij RUT relacija, ki velja za
natanko tiste urejene pare elementov osnovne mnoZice S, za katere velja vsaj
ena izmed relacij R ali T. Pres ek RNT relacij R in T pa je relacija, ki velja
za prav tiste urejene pare univerzuma S, za katere veljata hkrati relaciji
RinT.In razlika R—T relacij R, T je relacija, ki dolo¢a prav tiste urejene’
pare, za katere relacija R velja, relacija T pa ne. Tako je na primer v mno¥ici
celih Stevil relacija »=F« unija relacij »<l«, »>>«, relacija »=« je presek relacij
»S« in »=« in relacija »>«, je razlika relacij »=>« in »=«.

Naj bo zdaj R neka binarna relacija! MnoZico vseh prvih kecordinat
elementov relacije R imenujemo domeno, mnoZico vseh drugih koordi-
nat, pa zalogo vrednosti relacije R. K relaciji R inverzno relacijo
dobimo tako, da zamenjamo koordinati pri vsakem paru, ki pripada k relaciji R.
Ce zaznamujemo to inverzno relacijo s simbolom R-!, potem je torej y v relaciji
R~ z x natanko tedaj, Kadar je x v relaciji R z y. Potemtakem je

R ={(y,x), xRy }.

Otitno je domena relacije R~! ravno zaloga vrednosti relacije R in zaloga vred-
nosti relacije R~ je prav domena relacije R. Iz definicije inverzne relacije je
tudi neposredno razvidno, da je

(R"Y)'=R.

V mnozici celih Stevil sta na primer »manjsi« in »vedji« inverzni relaciji,
v mnoZici »ljudi« pa recimo »moz« in »Zena« ali »roditelj« in »otrok«.
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Nadaljnja vazna operacija med binarnimi relacijami je tako imenovani
produkt ali kompozitum dveh relacij. Naj bosta torej R in T dve
binarni relaciji. Potem je produkt ali kompozitum relacije R z relacijo T, ki ga

sbolic .y
S1mpoliCno zZapisemo ROT, A1 tudi kar BT

relacija, ki velja med elementoma x in y natanko tedaj, kadar eksistira vsaj en
element u tako, da je x v relaciji R z u in u v relaciji T z y. Torej je

RT =] (x,v), (3w) @Ru in uRy)},

¢e z logi¢nim simbolom (3 u) oznac¢imo besede: eksistira vsaj en u.
Na zgledu se takoj lahko prepri¢amo, da produkt dveh relacij ni komu-
tativen. Vzemimo, da je

R={(13,23} in T={@1}.
Potem je po definiciji
RT =4 (1,1),(2,1) } in TR={ (3,3) }.
Pa¢ pa velja asociativnostni zakon
R(TV) = (RT)V,
in vazno pravilo v zvezi z inverzno relacijo, da je namre¢
(RT)™* = T-'R™.

O obeh pravilih se ni prav ni¢ tezko prepricati. DokaZimo na primer asociativ-
nostni zakon! Upostevaje definicijo produkta smemo sklepati takole: x je v re-
laciji R (TV) z y natanko tedaj, kadar eksistira vsaj en u tako, da je xRu in
uTVy. To pa se pravi, da eksistira vsaj en t tako, da je xRu, uTt in tVy. Potem-
takem pa je natanko tedaj tudi xRTt in tVy, oziroma natanko tedaj je tudi
x (RT) Vy, torej x v relaciji (RT) V z y, kar je bilo treba dokazati.

V zvezi s produktom dveh binarnih relacij gre posebno mesto tako imeno-
vani relaciji identitete, ki jo bomo oznacili s érko I in ki je mnoZica
vseh urejenih parov oblike (x, x), za vsak element x osnovne mnozice S. Torej je

I={(x,x), xeS}.

Neposredno je namreé¢ razvidno, da velja za vsako binarno relacijo R osnovne
mnozice S
IR=RI=R.

Relacija identitete predstavlja torej pri produktu enotski element.

Na prvi pogled se zdi, kakor da bi imela mnozica vseh binarnih relacij
dane osnovne mnozice S glede na operacijo »produkt« strukturo grupe. Saj je
ta operacija asociativna, eksistira enotski element in tudi vsaki relaciji pripada
inverzna relacija. Vendar to ni res! Kajti v primeru grupe bi moralo veljati za
vsako relacijo R, da je R R == R' R = I. Tako je namreé pri grupi inverzni
element definiran. To pa v primeru relacij nikakor ni obvezno. Ce je namreé
x (RR™) y, to pomeni, da eksistira vsaj en u tako, da je xRu in uR™1y, torej,
da je xRu in yRu. Odtod pa Se nikakor ne smemo sklepati, da je xly, torej,
da je x =y, saj sta nasploh lahko dva razliéna elementa x in y v relaciji R
z istim elementom u.

Vzemimo zgled produkta v mnoZici realnih §tevil! Naj bo v njej relacija R
definirana z urejenimi pari (x,u), ki ustrezajo enacbi x + u = a, relaciji T
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pa s pari (u,y), ki ustrezajo enacbi u + y = b, pri ¢emer sta a in b konstanti.
Potem je po definiciji produkta, relacua RT mnoZica natanko tistih urejenih
parov (x,y), ki ustrezajo enacbi x —y = a —b. Prav lahko se tudi prepriéate,
da je v mnoZici »ljudi« na primer produkt relacij »moZ« in »héi« relacija »zet«
ali pa da je »sin«.»sin« relacija »vnuks«,

3.

Oglejmo si naposled $e nekaj posebnih tipov binarnih relacij, ki nastopajo
v matematiki zelo pogosto in ki jih zato tudi imenujemo s posebnimi imeni!

1. Funkcije. Pojem funkcije je centralni pojem v matematiéni analizi.
Cauchy in Rieman sta dala zanj tole klasi¢no definicijo: vy je funkcija =z,
Ce pripada dolofeni vrednosti x dolofena vrednost y. Pri tem je treba
razumeti, da so vrednosti neodvisne in odvisne spremenljivke §tevila, saj je kla-
sina matematika gradila svoje teorije na pojmu Stevila. Ze iz antike pa so
- dobro poznani posamezni primeri funkecij, kjer na primer vsaj neodvisna spre-
menljivka ali argument x nima za svoje vrednosti $tevila. To velja na priliko
ze za elementarne funkcije geometrije, kot sta »ploS¢ina«, ki jo oklepa kaka
zaprta ravninska krivulja ali pa »prostornina«, ki jo objema kaka zaprta
ploskev v prostoru. V teh dveh primerih je vrednost, ki jo »zavzame« neodvisna
spremenljivka, prav od zaprte krivulje omejeni del ravnine, oziroma od zaprte
ploskve omejeni del prostora, katerima pripada potem dolodeno $tevilo kot
ustrezna ploS¢ina oziroma prostornina. Moderna matematika, ki izhaja ‘iz teo-
rije mnoZic, je zato posplo§ila pojem funkcije tako, da jo definira kot pre-
slikavo ene abstraktne mnoZice v drugo. Ce sta A in B dve abstraktni
mnozici, potem je funkcija vsak predpis, ki preslika vsak element mnoZice A
v dolo¢en element mnozice B. Pri tem je mnoZica A definicijsko podroéje ali
domena dane funkcije, tisti elementi mnoZice B, ki so slike elementov mno-
Zice A pa predstavljajo zalogo vrednosti te funkcije. Naj bosta zdaj A in B
podmnozici osnovne mnozZice S in naj bo f funkcija, ki preslika mnoZico A
v mnoZico B. Ce ozna¢imo z f (x) tisti element mnozice B, ki je slika elementa x
iz mnoZice A, potem oditno lahko reprezentiramo to preslikavo ali funkcijo
Z mnoZico urejenih parov, katerih prva koordinata je element mnozice A, druga
koordinata pa njegova slika f (x) v mnozici B, torej

f={(xf@®), xeAin f@x)eB}.

To pa pomeni, da je funkcija po svojem bistvu binarna relacija. Vendar ima
binarna relacija, ki predstavlja funkcijo, neko posebno lastnost. Ker se namre¢
vsak element x iz mnoZice A preslika v en sam element f(x) mnoZice B,
mora biti ustrezna binarna relacija taka, da ne vsebuje dveh razliénih
urejenih parov, ki bi imela isto prvo koordinato. Z drugimi besedami: ¢e
sta urejena para (x,y) in (x,2) hkrati elementa take binarne relacije, potem
mora biti y = z. Binarno relacijo, ki ima to lastnost, imenujemo enolién o.
Potemtakem smemo zakljuéiti, da je vsaka funkcija neka enoli¢na binarna re-
lacija in obratno.

Ce ima enolitna binarna relacija $e to lastnost, da ne vsebuje dveh
razliénih urejenih parov, ki bi imela isto drugo koordinato, pravimo,
da je povratno enoli¢na. V tem primeru je seveda tudi preslikava
ali funkcija, ki jo predstavlja ta relacija, povratno enoli¢na in zato je tudi
inverzna relacija funkcija.
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Na zelo razli¢nih podro¢jih matematike imamo kaj pogosto opraviti tudi
s temile posebnimi relacijami:

2. Refleksivne relacije. Relacija R je v dani mnoZici S refleksivna,
¢e je vsak element x te mnozice v relaciji R sam s seboj; torej e je za vsak

xeS
xRx.

3. Irefleksivne relacije. Relacija R je v dani osnovni mnoZici S
irefleksivna, ¢e noben element te mnozice ni v relaciji R sam s seboj.

4, Simetriéne relacije. Relacija R je v dani mnoZici S simetri¢na, e
velja za poljubna dva elementa x, ¥ te mnozice, da

iz xRy sledi yRx.

5. Asimetri¢ne relacije. Relacija R je v mnoZici S asimetri¢na, e
velja za poljubna dva elementa x, y te mnozZice, da

iz xRy sledi, da yRx ne velja.

6. Antisimetri¢ne relacije. Relacija R je v dani mnozZici £ anti-
simetri¢na, ée velja za poljubna dva elementa x, y te mnoZice, da

iz xRy in yRx sledi x =vy.

7. Tranzitivne relacije. Relacija R je v dani mnoZici S tranzitivna,
¢e velja za poljubne tri elemente x, y, 2z te mnozZice, da

iz xRy in yRz sledi xRz.

8. Sovisne relacije. Relacija R je v dani mnozici S sovisna, ¢e velja za
poljubna dva razliéna elementa x, y te mnozice vsaj ena izmed
moznosti

xRy ali yRx.

Med nastetimi tipi binarnih relacij, za katere pa¢ ni tezko najti zgledov
z razliénih podro¢ij matematike, obstoje zelo zanimive zveze. Tako je na primer
vsaka tranzitivna in simetri¢na relacija tudi refleksivna in vsaka asimetri¢na
relacija je tudi irefleksivna. O obojem se ni prav ni¢ teZko prepricati. Posebej
zanimive pa so relacije, ki imajo ve¢ zgoraj nastetih lastnosti hkrati. Oglejmo
si to le na dveh zgledih!

9. Relacije linearne ure jenosti. Relacija R je v mnozici S relacija
linearne urejenosti, ¢e je asimetri¢na, tranzitivna in sovisna.

Zlahka se prepri¢amo, da je taka relacija tudi irefleksivna, ker je asime-
tri¢na. Relacija te sorte pravimo, da ustvarja v dani mnozici S red, ali da je
mnozica S na osnovi te relacije urejena. Zgleda za tako relacijo sta na primer
relaciji »manj$i« in »veéji« v mnozZici realnih Stevil.

10.Ekvivalencé¢ne relacije. Relacija R je v dani mnoZici S ekviva-
lenéna relacija ali kratko ekvivalenca, ¢e je hkrati refleksivna, simetri¢na in
tranzitivna.

Pa recimo, da je v neki dani mnozici S definirana kaka ekvivalenéna
relacija R.
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To torej pomeni, da

(a) je za vsak element x € S, xRx

(b) iz xRy sledi yRx

(¢) iz xRy in yRz sledi xRz.

Zdaj pa tvorimo v dani mnoZici S skupine elementov, ki jih bhomo
imenovali ekvivalenéne razrede glede na relacijo R. In sicer na takle
nadin: poljuben element x naj dolo¢a ekvivalenéni razred, v katerem so natanko
tisti elementi mnozice S, ki so v relaciji R s tem elementom x. Oznad¢imo ta
ekvivalenc¢ni razred z R [x]! Potem velja oéitno tole:’

(A) Element x je sam v R [x], saj je zaradi (a) xRzx.
(B) Vsak element y, ki je v R [x], dolo¢a prav razred R [x]. Torej

ée je y € Rx], potem je R[y] = R[x].

Kajti, ce je z € R[y], je 2zRy. In ker je y € R[x], je yRx. Zaradi (c) je
torej zRx, kar pomeni, da je z € R [x]. In obratno, ¢e je z € R [x], je zRx. Ker
pa je yRx, je zaradi (b) tudi xRy. Torej je zaradi (c) tudi zRy, potemtakem je
res z € R [y]. y

(C) Ce element y ni v R[x], potem razreda R [y] in R [x] nimata no-
benega skupnega elementa. Torej

ée ye: R[x], potem je Ry]N R[x]= 0.

Kajti, ¢e bi bil kak element z hkrati v R[y] in v R [x], potem bi veljalo
zaradi (B) R[y] = R[2] = R [x]. Zato bi bil zaradi (A) tudi vy € R [x], kar je
v nasprotju s predpostavo, da y €& R [x]..

1z (A), (B), (C) potemtakem sledi, da je vsak element x mnoZice S v na-
tanko enem ekvivalentnem razredu; namre¢ v tistem, v katerem so zdruZeni
vsi elementi mnozZice S, ki so z njim v relaciji R. Ekvivalenéni razredi dane
ekvivalenc¢ne relacije R predstavljajo torej porazdelitev mnoZice S na same ne-
prazne in paroma tuje delne mnozice. Pokazati pa je mogode tudi obratno:
k vsaki porazdelitvi mnoZice S na neprazne in paroma tuje delne mno71ce
eksistira natanko ena ekvivalen¢na relacija R tako, da so te neprazne in paroma
tuje delne mnoZice prav ekvivalenéni razredi glede na to relacijo R.

MnozZico, katere elementi so ekvivalen¢ni razredi glede na dano ekviva-
len¢no relacijo R, imenujemo prirejeno faktorsko mnoZico in jo ozna-
¢imo s simbolom S/R.

Zgledi:

1. V mnofZici celih $tevil je na primer relacija kongruence po modulu m,
kjer je pa¢ m poljubno dano celo $tevilo, ekvivalenéna relacija. Ekvivalenéni
razredi so v tem primeru razredi ostankov po modulu m. Faktorska mnoZica pa
je tako imenovana mnozica celih $tevil po modulu m.

2. V mnoZici ulomkov a/b, kjer sta a in b dve poljubni celi §tevili in b==0,
je relacija enakosti dveh ulomkov ekvivalenéna relacija. Vsak ulomek doloda
torej ekvivalen¢ni razred, ki vsebuje prav vse njemu enake ulomke in pred-
stavlja potemtakem ustrezno racionalno S$tevilo. Faktorska mnoZica je torej
prav mnoZica racionalnih Stevil.

3. V mnoZici vseh premic je relacija »paralelen« ekvivalen¢na relacija.
Vsaka premica dolota ekvivalen¢ni razred, ki vsebuje natanko vse premice, ki
so z njo paralelne in predstavljajo zato ustrezno smer. Prirejena faktorska mno-
Zica je torej mnoZica smeri.
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ELEKTRICNA UPORNOST ENOVALENTNIH KOVIN

M. PINTAR, Institut J. Stefan, Ljubljana

V kovinah zasedajo elektroni pri 09K vse energijske nivoje do Fermijeve
energije E;. Nad E; so stanja nezasedena. V kovinah je E; nekaj elektronskih
voltov, tako energijo bi imel obiajen plin pri temperaturi nekaj 10.000 °K.
Energija, ki jo lahko pridobijo elektroni od mreZe zaradi njenega termiénega
nihanja, je velikostnega reda kT, kar ustreza energiji 0,025 eV pri sobni tem-
peraturi. Ta energija je zanemarljiva v primerjavi z E; in zato lahko elektrone
v nekaterih primerih obravnavamo kot da bi imeli efektivno temperaturo 0 °K.

Ce se zadovoljimo s priblizkom prostih elektronov, so ploskve konstantne
energije v prostoru valovnega vektorja k elektronov krogle (E = h2k2/2 m). Ce
vkljuéimo elektri¢no polje, zatno posamezni valovni vektorji k naraséati s kon-

stantno hitrostjo J— % v smeri polja. Prvotna krogelna energijska ploskev

elektronov z energijo enako Fermijevi energiji (Fermijeva krogla) se zato pre-
makne v smeri polja in se ustavi v ekscentri¢ni legi, ko se vzpostavi ravnoteZzje
zaradi sipanja elektronov. Elektroni se sipljejo na fononih in nepravilnostih kri-
stalne mreZe in preskakujejo nazaj na nivoje, ki so se izpraznili, ko se je Fermi-
jeva krogla premaknila.

O Q

LA/ N
b) (c) (d)

Sl 1. Dvodimenzionalni presek Brillouinove cone in Fermijeve ploskve, ki je (a) kro-
glasta, (b) malo deformirana, ki se dotika mejnih ploskev Brillouinove cone (c) in ki
se z mejnimi ploskvami Brillouinove cone stika in je zato mestoma prekinjena (d).

V realnem kristalu elektroni seveda niso prosti in ploskve konstantne
energije niso krogle, so bolj ali manj deformirane (sl. 1).

Pomen Fermijeve ploskve je v tem, da lo¢i zasedene nivoje od nezasedenih.
To pa je to¢no le pri absolutni ni¢li. Pri vi§jih temperaturah je prehod v zasede-
nosti nivojev bolj postopen, §irina prehoda je pribliZzno enaka kT. Samo elek-
troni, ki leZijo na Fermijevi ploskvi ali zelo blizu nje, se lahko sipljejo. '

V enovalentni kovini, ki ima po en valenc¢ni elektron na atom, objema
Fermijeva ploskev ravno polovico prostornine prve Brillouinove cone. Ce ima
kristal visoko simetrijo in je Fermijeva ploskev priblizno krogla, vsebuje prva
Brillouinova cona Fermijevo kroglo, ne da bi se njuni povr§ini stikali. V takem
primeru je Fermijeva ploskev neprekinjena. Ce pa je Fermijeva ploskev tako
deformirana, da se stika z mejnimi ploskvami prve Brillouinove cone, je na
takih mestih prekinjena. (Slika 1lc, d.)

Fermijeve ploskve v dragih kovinah, bakru, srebru in zlatu se vse na
nekaterih mestih stikajo z mejnimi ploskvami prve Brillouinove cone. Ni pa Se
znano, kaksne so razmere pri alkalnih kovinah. Z indirektnimi metodami se da
predvidevati, da je Fermijeva ploskev v kristalu natrija in kalija skoraj krogla-
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sta, v kristalu rubidija nekoliko, v cezijevem in litijevem kristalu pa mo¢no
deformirana. Pri ceziju in litiju se Fermijeva ploskev stika z mejnimi ploskvami
prve Brillouinove cone. Meritve so pokazale, da sta kalij in natrij najboljsa
elektricna prevodnika, rubidij in cezij slab8a, litij in Zlahtne kovine pa %e
slabsi. Taka razvrstitev je v skladu z dana$njim poznanjem Fermijevih ploskev.

Zanemarimo sipanje elektronov na mreZnih nepravilnostih in si oglejmo
razmere pri sipanju elektronov na fononih.

Termitnemu nihanju kristalne mreZe pravimo tudi fononsko nihanje.
Energija kvantov tega nihanja je h w, kjer je w frekvenca nihanja mreZe.

Verjetnost W, da se elektron siplje iz stanja k v stanje k' je sorazmerna
kvadratu matri¢nega elementa za prehod:

Wk K) < |<K|U|k> o)

Prehod iz stanja k v stanje k’ vzbudi motilni potencial U, s katerim
popiSemo vpliv nihanj ionov na elektrone. Matri¢ni element v izrazu (1) lahko
Se drugace napiSemo:

<K

Ulk> = §y* (&) Uy (k) dr @)

w (k) je Blochova valovna funkcija za elektron v stanju k, v (k) = uj eikT in
integral je izvrSen po celotni prostornini kristala.

<4

(a) (b) (c)
SL 2. Normalno sipanje elektronov na fononih (a) in sipanje Umklapp (b) in (c).

o}
o}

=]

i

‘
x}

)

Motilni potencial, ki je posledica nihanj mreZe, se da izraziti z ravnimi
valovanji, ki se $irijo skozi kristal. Za posamezno fononsko nihanje mreZe z va-
lovnim vektorjem g lahko zapiSemo U v obliki

U = U, (r) eiar,

kjer je U, (r) periodi¢no se ponavljajoéa funkcija v osnovnih celicah kristala.
Ce vstavimo izraz-za U in y (k) v integral (2) dobimo:

<K !U|k™> = [uz* e KT U, elar yyetkr gy (3)

Ker so uz* ur in U, periodi¢ne funkcije mreZe, je integral (3) od ni&
razliten samo, ¢e je vsota eksponentov enaka nié¢ ali enaka vektorju reciproéne

mreze K: ‘
k—k'+q=0 (4) ali k—k +q=K (5)

Z enacbama (4) in (5)- je omejeno sipanje elektronov na fononih. Sipanje
ki zadoS¢a enacbi (4) se imenuje normalno sipanje (slika 2a). Sipanje, pri ka-
terem zadoS¢ajo vektorji k, k' in q enac¢bi (5), pa je sipanje »Umklapp« ali
kratko, sipanje — U. (Slika 2b in 2c.)
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Pri sipanju se mora ohraniti celotna energija kristala. Ker so energije
mreZnih nihanj — fononov — velikostnega: reda kT, sledi, da mora biti energija
elektrona v konénem stanju prakti¢no enaka energiji elektrona v zadetnem
stanju. To nadalje omejuje mozZna sipanja.

Sipanje elektronov je tem vedje, ¢im vi§ja je temperatura kristala. Z na-
raS¢anjem temperature se povec¢uje termi¢no nihanje atomov in s tem sipanje
elektronov. Cim bolj pa se elektroni sipljejo, tem vedja je elektriéna upornost
kovine. Odvisnost upornosti od temperature zapiSemo po navadi v naslednji.

obliki:
0= Of (T] (®)

Tu meri konstanta G sklopitev med gibanjem elektronov in nihanji
. T !
mreZe, f [—6] pa je funkcija, ki je za vse enovalentne kovine pribliZzno ista in

O je Debye;/'a temperatura.

SL. 3. ‘Sipanje elektronov pod kotom @ na fononu, ki ima najmanjse valovno $tevilo,
ki lahko povzroé¢i sipanje U.

Ker je vektor q po velikosti omejen, je omejen tudi kot sipanja elektronov
.pri normalnem sipanju, ki zado$¢a enacbi (4). Pri nizkih temperaturah, ko so
vzbujeni samo ioni z zelo majhno energijo in zato majhnim q, se elektroni
pri normalnem sipanju odklonijo od prvotne smeri le malo. Zato tako sipanje ne
prispeva dosti k elektriéni upornosti kovine. Pri sipanju U (enacba 5) pa je
kot sipanja zelo velik, ¢eprav je q majhen (slika 2b). Na sliki 3 je narisan
prlmer, ko se siplje elektron pod najvecjim kotom z. Vidimo, da povzrotijo
hajmanjsi vektorji q sipanje pod najvedjimi koti, vedji q pa sipanje pod manj-
§imi koti. Ce se Fermijeve ploskve ne stikajo z mejnimi ploskvami prve Bril-
louinove cone, mora biti q najmanj enak razdalji med sosednjima Fermijevima
ploskvama, da lahko povzro¢i sipanje U. Odtod sklepamo, da vpliva oblika
Fermijeve ploskve moc¢no na temperaturno odvisnost elektri¢ne upornosti pri
nizkih temperaturah. Prav tako seveda vpliva na velikost upornosti, ker je Ste-
vilo fononov, ki morejo povzrociti sipanje elektronov, veéje, ¢e je razdalja
med Fermijevimi ploskvami majhna.

Ce primerjamo elektri¢ne upornosti enovalentnih kovin, res ugotovimo, da
je upornost tem veéja, ¢im bolj je Fermijeva ploskev deformirana.
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Pri $tudiju elektriénih lastnosti kovin nas zanimajo energijski nivoji
v kovini in porazdelitev elektronov po nivojih (zasedba). Energijski nivoji se
spremnjajo, ¢e spreminjamo prostornino kovine, zasedba pa, ¢e spreminjamo
temperaturc. Z drugimi besedami, spremembe v zasedbi lahko preiskujemo
S spremmJan]em temperature pri stalni prostornini, spremernbe A legi nivojev
pa s spreminjanjem prostornine kovine.

Ker je razteznostni koeficient pri vecini snovi'pozitiven, sledi iz termo-
\%4 0S8

dinamske identitete [9—~]p = ——[
0T op
izotermno stisnemo. Prav take se zmanj$a entropija, ¢e kristalu zniZamo tempe-
raturo. Povedanje pritiska je zato v tem smislu podobno zniZanju temperaturs.

]1, da se zmanj$a entropija kristala, & ga

. -
- S
3 n
s 154
oo 4
i Sl
& -——[cx 20+
3L
J K
2k
10k
- No
1
/ Rauis
T R R °;_~,_;‘,m:—u_i.__
o w00 200 T°K] 100 200 T
Sl. 4. Odvisnost elektriéne upornosti . dlne .
kalija od temperature pri konstantni ~ Sl.5. Odvisnost — od' temperature pri

prostornini. konstantnem volumnu.

Pri visokih temperaturah je upornost priblizno proporcionalna povprec-
nemu kvadratu amplitude ionskih nihanj.

Kvadrati amplitud so pa tem ved&ji, ¢&im vi§ja je temperatura in ¢im ibkejSe
so sile, ki silijo atome nazaj v mirovno lego. Merilo za te sile je kvadrat Debyeve
temperature.

Od tod sledi, da je elektri¢na upornost sorazmerna T/@% Pri zelo nizkih
temperaturah pa je upornost sorazmerna T3/0% (slika 4).
dl dl
Zaradi tega pri¢akujemo, da bo pri visokih temperaturah dn J— 2 dn g
P D

t

dlng __ . dIn®

dp dp .
pritisk na elektriéno upornost samo preko karakteristi¢ne temperature. Kadar
stisnemo mre¥o, se namre¢ poveajo frekvence mreznih nihanj in s tem
Debyeva temperatura 6.

pri nizkih pa . Enacbi bosta izpolnjeni le v primeru, ée vpliva
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dln
Na sliki 5 je narisana odvisnost F e

D
rature. Opazimo, da ima litij anomalen, pozitiven koeficient pritiska.

litija, natrija in kalija od tempe-

Iz omenjene podobnosti med pritiskom in temperaturo sklepamo, da sta
dl dl
% in Ti% v linearni zvezi. Izkazalo se je, da je bolj ugodno zapisati zvezo
P
dl dl
d £ in - e
dInV dinT

. Z upostevanjem izraza (6) dobimo:

dlng dlnG_dln@(l glng] o

dlnV dlnV dlnV dInT
dinG ., dln®
in
dinV: dInV
meriti upornost pri nizkih temperaturah, ¢e Zelimo preiskovati odvisnost upor-

nista odvisna od temperature. Ena¢ba (7) pove, da moramo

. " 5 s al . .
nosti od pritiska, ker se samo pri nizkih temperaturah ln g dovolj spreminja.
dln
; InG
Iz meritev lahko na osnovi enaébe (7) dolo¢imo i in S loceno.
, dlnV dlnV

Upornost so merili pri tlakih do 1000 atm in pri temperaturah do 19K.
Medij za prenos tlaka je bil pri teh temperaturah problemati¢en. Uporabljali so
vodik in helij.

Rezultati meritev za litij, natrij, kalij in baker so potrdili predvideno
linearno zvezo (slika 6).

. . s . dln .
Iz podobnih meritev so zradunali — za vse enovalentne kovine:

dlnV
Li Na K Rb Cu Ag Au
al
nG —23 20 31 07 —10 —09 —07
dlnV

din G
Poskusimo razloziti, zakaj je &—1———- pri kovinah, ki imajo skoraj kroglasto
nV

Fermijevo ploskev, pozitiven, pri kovinah z najbolj deformiranimi Fermijevimi
ploskvami pa negativen.

Vzemimo, da je Fermijeva ploskev krogla, katere -oblika se pri stiskanju

dlnV
ne spremeni. Pozitivna vrednost 5 G pomeni, da elektroni manj interagirajo
dIn

s fononi, ¢e zmanjSamo kovini prostornino. Lahko si razlagamo, da se je zaradi
manjSe prostornine povecéala Fermijeva energija, ki je sorazmerna V—":. Elek-
troni z vecjo energijo se pa manj sipljejo. Taka razlaga je verjetno pravilna za
natrij in kalij, ki imata med vsemi enovalentnimi kovinami najbolj kroglasti
Fermijevi ploskvi. Ce pa je Fermijeva ploskev kovine deformirana glede na
kroglo Ze pri normalnih pogojih, bomo s-tlakom le $e poveéali to deformacijo
in v primeru, ko se Fermijeva povrina Ze dotika mejnih ploskev Brillouinove
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cone, povecali stitno ploskev. Zato se poveca S$tevilo moZnih sipanj U. Skle-
pamo lahko, da se G v prvem primeru zmanjSa, v drugem pa zveta in, da je
drugi proces toliko moc¢nejsi, kolikor bolj je Fermijeva ploskev Ze deformirana.

Zato nam posredno meri razdaljo med Fermijevimi ploskvami in mejnimi

dlnV
ploskvami Brillouinove cone.
Na sliki 7 je narisana odvisnost G/G,, kjer pomeni G, vrednost pri nor-
malnih pogojih, od reducirane prostornine V/V,. Tu je V, normalna prostornina
kristala.

20
6/,
al>
SIE
°l|o 15
1,0
-2l 1 ) R I 0_5_____7;,__;¥__4,7,,_ NS ST
2 3 4 S 6 1.0 09 0.8 0.7 0.6
[ ding Reducirana prostornina V/ Vg
T+ Gt
. dlno dlno SL. 7. Odvisnost G/G, od reducirane-
SL.6. Odvisnost ~o = 0d 1+ 7" prostornine V/V, pri alkalijskih kovinah.

Na sliki 7 izstopa litij, pri katerem konstanta G stalno raste s tlakom.
Sklepamo, da se Fermijeva ploskev litija stika z' mejnimi ploskvami Brillouinove’
cone Ze pri normalnih pogojih. G/G, za cezij doseZe minimum, ko se volumen
cezijeve esnovne celice zmanj3a za 5 %o. Razlagamo si, da se pri tako zmanj$a-
nemu volumnu Fermijeva ploskev dotakne mejnih ploskev Brillouinove cone.
Podobne so razmere tudi pri Rb, le da ima G/G, minimum pri precej ve&jih
tlakih. Pri natriju in kaliju doseZe G/G, najmanjSo vrednost pri zelo velikih
tlakih. To pomeni, da se Sele pri najve¢jih dosegljivih tlakih dotakneta njuni
Fermijevi ploskvi mejnih ploskev Brillouinove cone.

Literatura:

P. Gosar, Obzornik %, 116 (1960).
F. J. Blatt, Solid State Physics, Volume 2 (1957).
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TERMOELEKTRICNO HLAJENJE

DRAGO LESKOVSEK
Institut za fizikalno kémijo,‘ Univerza v Ljubljani

Uvod

Med pojavi, ki se dajo tehni¢no izkoristiti za hlajenje, je le malo takih, ki
omogocajo neposredno hlajenje majhnih prostornin. Eden od teh je termo-
elektriéno hlajenje, katerega osnova je peltierski efekt, znan Ze od leta 1834.

Kadar tece elektriéni tok skozi stik dveh razliénih prevodnikov, se stik
segreje, e tete tok v eni smeri, ali ohladi, ée teée v nasprotni. Kljub vabljivi
enostavnosti pojava je komaj leta 1911 Altenkirch dosegel s kovinskimi prevod-
niki, ki so bili takrat na razpolago, ohladitev za nekaj stopinj. Sele uporaba
polprevodnikov je omogoéila veéje temperaturne razlike in boljsi izkoristek.
Prvi, ki so zaceli raziskovati polprevodnike za ta namen, so bili: Justi (1952)
v Nemdiji, Goldsmid (1954) v Angliji in Joffe s sodelavci (1954) v Sovjetski
zvezi. Danes je termoelektricno hlajenje s polprevodniki $e vedno v razvoju.

Osnove

Homogen prevodnik elektrike in toplote naj bo v dobrem elektri¢nem in
termi¢nem stiku z dvema razseZnima kovinskima poloma. Med njima je eno-
smerna elektri¢na napetost U in oba imata isto stalno temperaturo T,. DolZina
prevodnika je 1, njegov prerez pa S.

Specifi¢na elektriéna prevodnost prevodnika ¢ in njegova toplotna pre-
vodnost » naj bosta neodvisni od temperature. Tudi temperaturni koeficient
termonapetosti ¢ med prevodnikom in polom naj bo zaenkrat stalen.

Skozi prevodnik tefe elektri¢éni tok I. Produkcija joulske toplote v enoti
¢asa q; je enaka elektri¢ni moéi:

1

q,=Ul=RPE= 1- . I2, 1)
o S

Od smeri toka je neodvisna, ker je sorazmerna kvadratu toka. Nastala toplota

1
odteka iz prevodnika v oba pola. V vsak pol teée polovica toplotnega toka [—2—q _,].

Poleg toplote, ki nastaja pri prehodu elektriénega toka v prevodniku, se
toplota spro$¢a tudi na njegovem stiku z enim polom in ravno toliko se je
absorbira ob. drugem polu. Dobila je ime peltierska toplota. Peltierski toplotni
tok gp se obrne, Ce se obrne elektri¢ni tok in je sorazmeren temu toku:

q,="Upl )

Koeficient sorazmernosti Up je tako imenovani peltierski koeficient ali peltierska
napetost. Iz entropijskega zakona se da izpeljati, da je ta koeficient enak pro-
duktu temperaturnega koeficienta termonapetosti (¢) in absolutne temperature,
Up=-aT.

Ce hotemo en pol ohladiti na temperaturo T <<T,, ga moramo vsaj delno
toplotno izolirati od okolice. Zaradi nastale temperaturne razlike med poloma
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T,—T = /AT>0 tete skozi prevodnik dodaten toplotni tok gq;, ki pa ima
obratno smer kot tok peltierske toplote,
AT

qt=%s"l— (3)

V stacionarnem stanju je celotni toplotni tok q, ki uhaja iz hladnega pola

1. 1 I#?
Q=qp—%qJ—qt=aTI—o‘S E—x—l AT 4
\\\\\ NN \
\\\& \\\\\

!‘l lH.Q" ‘ ‘

J U
MRz
Sl. 1. Polprevodnik Sl 2. Polprevodnik med termostatiranim
med termostatiranima poloma. in toplotno izoliranim polom.

Zanima nas najvelja temperaturna razlika, ki jo na ta nadéin lahko
dobimo. Hladni pol mora biti pri tem toplotno popolnoma izoliran, torej
q = 0. Tedaj je

T 1 1 1}2 12
AP B el e = (~] - — = ATp— ATy (5)
% S xo S 2

Pri toku I, = 6 a T-S/l = a T/R ima temperaturna razlika svoj maksimum

o3 T2
x .2

Vidimo torej, da je najvedja dosegljiva ohladitev odvisna le od materialninh
konstant a, o in x ter od absolutne temperature. Za udinkovito termoelektri¢no
hlajenje mora imeti material ¢im veéji temperaturni koeficient termonapetosti,
veliko elektriéno prevodnost in majhno toplotno prevodnost.

Material

Dokler so bile na razpolago samo kovine in kovinske zlitine, se termo-
elektri¢no hlajenje tehnitno ni moglo razviti. Za kovine velja Wiedemann-
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Franz-Lorenzov zakon, ki veZe n]1hovo toplotno in elektri¢no prevodnost ter
absolutno temperaturo

2 2 ) 2
— =C= f_ . [.k_] = 2,45.108 [_Y] )
T 3 eo st

kjer je k Boltzmannova konstanta in e, osnovni naboj. Najvecja relatlvna ohla-
ditev za kovine je po enacbah (6) in (7) enaka

in je obratno sorazmerna vrednosti C. Da bi dosegli # =—, bi moral biti

1
2
ustrezni temperaturni koeficient termonapetosti a = l/C = 156 uV/st. Tako ve-
likega a pa pri kovinah ni mogoce najti.

aly

SL 3. Odvisnost ohlajenja od jakosti elektri¢nega toka.

Temperaturni koeficient termonapetosti a pada z rastoco gostoto nosilcev
naboja n v prevodnikih. Zato so iskali primeren material med polprevodniki, ki
imajo znatno manjsi n kot kovine, v katerih je okrog 1028 prevodniskih elektro-
nov ha cm3. Izraz o? o/» ima pri doloéeni gostoti nabojev maksimum, in sicer
blizu n = 10*/cm3. Ta vrednost je okoli tisockrat manjsa kot pri kovinah in
je znadilna za »polkovine«.

Radunska dolod¢itev optimalnih vrednosti za n, @, 6 in % je tezavna. Elek-
tronski »plin«, ki ga tvorijo prevodniski elektroni, je pri omenjeni gostoti v pol-
kovinah pri sobni temperaturi $e deloma degeneriran (izrojen). Vendar dobimo
tudi brez upostevanja degeneracije precej pravilno oceno. Za diste polprevodnike
z atomsko kristalno mreZo se izkaze, da je koeficient termonapetosti

@®
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kjer je u kemijski potencial elektronov pri temperaturi T. Kemijski potencial
delcev je takole odvisen od njihove mase m in gostote n:.

3/

Iu:_len2(2nka)72 ©)
i n h3
pri éemer je h Planckova konstanta.

Predpostavimo, da je elektri¢na prevodnost ¢ sorazmerna gostoti elektronov
n in da je toplotna prevodnost » v tem obmoéju dana pretezno s toplotno pre-
vodnostjo kristalne mreze, ki ni odvisna od n. Ko i§éemo maksimum funkcije
a? o v odvisnosti od n, dobimo optimalni vrednosti za n in a:

2 (27w mkT 2y
ny = —(7—) (10)

ay =2 —k— = 172 uV/st (11)
€o

Temperaturni koeficient termonapetosti a v resnici ni konstanten, kot smo
privzeli na zaletku, ampak je funkcija temperature. Saj dobimo iz enacéb (&)
in (9) z odvajanjem, da je

da 2 k

T— = — . — =129 uV/st. (12)
dT 3 eg

V posameznih raziskovalnih centrih so izbrali za termoelektri¢no hlajenje
razli¢ne polkovine. V tabeli je zbranih nekaj primerov s potrebnimi podatki. Za
primerjavo sta navedena Se bizmut in telur.

T 1079 n [ * a 103 a2 o/
300 °K cm™3  ohm-lcm—! Woem—tst-! proti Pt  st?
uV st

Te 16 0,06 180 0,008
Bi 104 0,082 60 0,45
Bi,Te, 1,2 525 0,020 240 1,51
Sb,Te, 8,8 4380 0,044 79 0,74
PbTe 1 2000 0,038 130 0,90
Bi,Te, + Sn (0,1 %0) 3,2 774 0,021 184 1,26
Bi,Te, + AgJ (0,1 %) 2 1150 0,022 — 202 2,18

Navedene spojine oblikujejo s sintranjem pri temperaturi okrog 400° C in
pri visokem pritisku (4000 do 6000 at). Da Se bolj zmanj$ajo toplotno prevodnost
in s tem povecajo ucinkovitost (koeficient a? o/x), dodajo zmesi nekaj analogne
spojine, n. pr. PbSe k PbTe ali Bi,Te, k Sb,Te,. Z minimalnimi dodatki pri-
mernih snovi lahko tudi doseZejo, da se predznak obrne, ne da bi se ostale
lastnosti bistveno spremenile. Vpliv sestave takS$ne zmesi na njene lastnosti
kaZe sl 4.
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Izvedba

Dva obdelana kosa ustreznih polkovin (n,p) z nasprotnim predznakom
temperaturnega koeficienta termonapetosti (@) tvorita s primerno kovino (Cu)
hladilni element. Ve¢ takih zaporedno vezanih elementov sestavlja hladilni
blok. Na obeh straneh bloka so hladilna rebra iz bakra ali aluminija.

Optimalne dimenzije, $tevilo elementov in potrebni elektri¢ni tok se dajo
izraéunati iz lastnosti uporabljenih polkovin ter Zelenega toplotnega toka. Pri-
merna dolZina polelementov je 1 do 2cm, prerez 1cm? in tok okoli 15 A. Za
vsak polelement potrebna elektri¢na napetost je vsota termonapetosti Uy = aAT
ter napetosti za premagovanje ohmske upornosti polelementa (R) in obeh
stikov (Rs) Ur= (R + Rs)I. Ker je upornost polelementa zelo majhna
(R = 10— ohm), mora biti upornost stikov Se dosti manj$a (Rs; << 10~* ohm).

0(26/.}[‘ |

0,002}
ght

oot |-

I . | L ¢ IR | | (PSS RSN | HS WU
a5 1 Sby s

e
ﬁ/are}( a5 o

O sl

Sl 4. Odv1snost lastnost1 zmesi polprevodnikov BisTes in SbeTes od sestave pri 300 °K:
o — koeficient termonapetosti, a?0/%» — »efektivnost«.

Poleg tega morajo biti stiki termi¢no prav dobro prevodni in mehani¢no
zelo odporni. Pri delovanju se namreé¢ topli konci Sirijo, hladni kréijo in ves
blok se hode zviti. Pri tem nastanejo v elementih tudi natezne napetosti, ki jih
sintrani material slabo prenaSa. Kon¢no mora biti vsak uporabljeni material
sam zase in v zvezi z ostalim materialom odporen proti koroziji.

Uporaba

Zaradi opisanih tezav ter zaradi visoke cene materiala, posebno telurja,
in drage izdelave termoelektriéno hlajenje Se ni sploSno v rabi. Zaenkrat je
v intenzivni razvojni fazi, ki je dala od leta 1953 Ze precej uporabnih modelov
za dolotene namene. Zanje le nekaj primerov.

Hladilnik za gospodinjstvo sovjetske izvedbe ima koristno prostornino 40 1.
Pri zunanji temperaturi 20° C doseze znotranj — 5° C. Rabi 55 W enosmerne mo¢i
pri porabi 75 W iz omreZja.
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Sl 4. Odvisnost lastnosti zmesi polprevodnikov BisTes in SbeTes od sestave pri 300 °K:
n — gostota nosilcev naboja, 0 — elektri¢na prevodnost, » — toplotna prevodnost,
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Servirni vozi¢ek ameriske izvedbe (Westinghouse) je kombinacija hladil-
nika in grelca. V spodnjem delu so hladna spoji$éa hladilnih elementov, v zgor-
njem delu pa topla. Za gretje s tak$no termoelektri¢no toplotno pumpo se
porabi nekajkrat manj moéi kot pri direktnem upornem elektriénem gretju.
Zato sme biti pogon baterijski.

»Globoko« hlajenje se da dosedi s kaskadnim hladilnikom v treh stopnjah
iz 82 elementov (= 62 + 16 + 4). Ohlajenje za 73° (od +26°C do —47°C) za-
hteva mo¢ 65 W. Hladilni blok meri 12 X 9 X 8 cm3 in tehta 2300 g.

Za merjenje vlage v meteorologiji se termoelektriéno hlajenje Ze danes
rabi. Zrcalno povr§ino izmeni¢no hladijo in grejejo okoli temperature rosisc¢a.
Postopek se da avtomatizirati, regulacija je fotoelektri¢na, napajanje baterijsko.

Sl. 5. Hladilni element iz polprevodnikov tipa n in p.

Termostatiranje aparatov je mo?no s kombinacijo termoelektri¢nega hla-
jenja in gretja v Sirokem obmoc¢ju zunanjih temperatur, n. pr. med +65°C in
—21° C. To utegne imeti znaten pomen, kajti natanéno termostatirano hlajenje
merilnih aparatov, ki vsebujejo temperaturno obéutljive polprevodniske elemen-
te, n. pr. fotoupore, znatno izbolj$a njih uéinek.

Zakljucek

Termoelektriéno hlajenje je ugodno zato, ker omogoca pri majhni prostor-
nini preprosto obratovanje in ker nima gibljivih delov, ki bi se trosili. Njegova
tehni¢na uporaba ne bo posledica slucajnega odkritja, temveé vztrajnega dela
nekaj skupin raziskovalcev, ki se korakoma bliZajo cilju. Tega bi ne bilo mogoce
dosedi brez $irokega razvoja fizike in kemije trdnih snovi, zlasti polprevodnikov.
Iste raziskave Ze sluZijo tudi nadaljnjemu cilju — uporabi termoelementov za
termoelektriéne generatorje moci.
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NOVICE

STATISTIKA IN JEZIKOSLOVJE

Mogoce se bo kateri jezikoslovec ali matematik zacudil povezovanju
statistike in jezikoslovja. Na tem mestu naj z nekaterimi primeri pokaZemo, da
je uporaba statistiénih metod v jezikoslovju dala uporabne rezultate.

V nekem napisanem besedilu lahko napravimo statistiko razli¢nih elemen-
tov, n. pr. glasov (namesto katerih lahko v nekaterih jezikih, najbrz tudi v slo-
ven§éini, upoStevamo kar dérke), zlogov, besed, stavkov. Pri tem pa je treba
véasih jezikoslovno definicijo za kak element prilagoditi statisti¢nim namenom.

Potem ko se odlo¢imo za element, za katerega se bodo zanimali, razvrstimo
vse takdne elemente iz kakega dovolj dolgnga besedila po njihovih lastnostih,
n. pr. besede po S§tevilu zlogov, stavke po Stevilu besed in podobno. Nato
izradunamo relativno pogostost, s katero nastopa element z neko lastnostjn.
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Sl1. 1. Porazdelitev besed po Stevilu zlo-
gov. p, je relativnha pogostost besed

Sl. 2. Informacijska entropija za porazde-
litev besed po Stevilu zlogov®. Vsaka totka

z n zlogi. O F. PreSeren: Krst pri Sa-
vicii. @® F. Levstik: Martin XKarpan.
/\ J. Cezar, De bello gallico'. Ustrezni
Poissonovi porazdelitvi sta zaradi boljse
preglednosti prikazani s krivuljama.

ustreza enemu jeziku: 1 anglesé¢ina, 2 fran-
cos¢ina, 3 nemséina, 4 slovenséina, 5 espe-
ranto, 6 italijans¢ina, 7 gric¢ina, 8 japon-
§¢ina, 9 ruséina, 10 madZzarSéina, 11 latin-
§¢ina, 12 turSéina. Krivulja je izradunana

za Poissonovo porazdelitev.

(Cim daljse je besedilo, tembolj se te pogostosti ujemajo z ustreznimi verjet-
nostmi.) Tako pridemo do porazdelitve, za katero izratunamo momente in druga
statistiéna povpreéja. S primerjavo vrednosti istih povprecij v razliénih besedilih
dobi jezikoslovec zanimive in pogosto zanj koristne podatke o razliénih bese-
dilih nekega avtorja, o besedilih razli¢nih avtorjev ali o razliénih jezikih.

Oglejmo si porazdelitev besed po Stevilu zlogov v latinskem in dveh slo-
venskih besedilih (sl. 1)! Zaznamujmo z n Stevilo zlogov v besedi in s p, relativno
pogostost, s katero nastopa beseda z m zlogi v tem besedilu. Vidimo, da se
porazdelitve za razliéna jezika dosti bolj razlikujejo kot porazdelitvi za isti
jezik. Z obdelavo veéjega Stevila besedil v istem jeziku pridemo ds neke
povpredne porazdelitve, ki je znadilna za tisti jezik.
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Iz dobljene porazdelitve lahko izra¢unamo povpreéno Stevilo zlogov
v besedi:
n=3np,. ¢
=1

S Ms

(Znamenje > ima tu le simboli¢en pomen, ker je v resnici le malo ¢lenov vsote
od nié¢ razliénih.) Za slovens$¢ino je povpretno $tevilo zlogov v besedi n = 1,8.
Sl. 1 kaZe tudi, da se dobljene porazdelitve zelo dobro ujemajoc s Poissonovo
porazdelitvijo®

P, = m™ exp (— m)/m;, )

¢e vstavimo m =n—1 in m = n — 1. Poissonovo- porazdelitev dobimo n. pr.,
¢e vprasamo, kaks$na je verjetnost, da naletimo na doloceno Stevilo (m) molekul
idealnega plina v neki prostornini AV, pri ¢emer je povpreéno $tevilo molekul
(m) v tej prostornini znano. Zakaj nastopi Poissonova porazdelitev tudi pri zlogih
v besedi, ni lahko pojasniti. Z razglabljanji, ki naj bi osvetlila to vprasanje, se
je podrobnoc ukvarjal Fucks®.

Kadar primerjamo porazdelitev besed po Stevilu zlogov z ustrezno Poisso-
novo porazdelitvijo, ni treba, da bi zmeraj uporabljali sliko, kakrgna je sl 1.
Primerjavo lahko namre¢ izvedemo tudi na drug nacin. Najprej po predpisih
informacijske teorije® izra¢unamo informacijsko entropijo za dobljenoc po-
razdelitev

H=—2p,Inp. 3)

n=1

V diagramu, kjer nanesemo na abscisno os povpre¢no Stevilo zlogov n, na
ordinatno os pa izra¢unamo entropijo (3), dobimo za vsak jezik po eno tocko.
Potem izra¢unamo Se informacijsko entropijo za Poissonovo porazdelitev (2)

H=—-2P,InP, 4)

m=0

za nekaj vrednosti m. Krivuljo, ki jo tako dobimo, vnesemo v isti diagram. Za
tocke, ki ne bi lezale na krivulji, vemo, da ustrezna porazdelitev ni Poissonova.
Sl. 2 pa kaze, da tocke samo zelo malo odstopajo od krivulje.
Zanimajo nas lahko tudi relativne pogostosti, s katerimi nastopajo érke
v besedilih. Tu potem, ko smo izracunali relativno pogostost za vsako d&rko,
uredimo ¢rke tako, da je ¢rka z najveéjo relativno pogostostjo na 0-tem mestu,
¢rka z naslednjo najvecjo pogostostjo na 1.mestu itd. Tako ima vsaka é&rka
svoje vrstno $tevilo 7. Sl 4, kjer so relativne pogostosti ¢érk za neko slovensko
besedilo razvrifene po vrstnem S$tevilu, kaZe, da se da relativna pogcstost p;
precej dobro takole opisati:
pr = aexp (—r/b). (5)

Te’ko je najti utemeljitev, zakaj naj bi tak$na »Boltzmannova« porazdelitev
veljala za ¢érke v nekem besedilu. Pa¢ pa je Mandelbrot® naSel argumente,
s katerimi je priel do podobne porazdelitve p, + a' (r + ¢)=1%’, za katero se je
pokazalo, da opiSe priblizno tudi pogostost nastopanja besed v danem besedilu.
Konstante a in b ali a’, b’ in ¢ imenujejo parametre besedila, b.ali b’ pa Se
posebej »temperaturo« besedila. Cim ve¢ja sta namred b ali b’, tem bolj pestro
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je besedilo, to se pravi: tem ve¢ razliénih elementov je v enaki meri zastopanih
v njem.

" Zanimivo je tudi povpre¢no Stevilo besed v stavku. PokaZe se, da so stavki
v umetniski prozi dosti kraj$i kot v strokovni (sl. 4). Med strokovnimi pisci pa so
zopet fiziki med tistimi, ki uporabljajo sorazmerno najkrajSe stavke in besede.

Navedena in $e nekatera druga povpreéja in parametri dokaj dobro
oznacujejo neki jezik ali neko besedilo in ga razlotujejo od drugih. Pri tem se
pokaZe, da so razlike med besedili istega avtorja dosti manjSe kot razlike med
besedili razli¢nih avtorjev. Na oznaceni nacin je menda s primerjaveo razli¢nih
delov Iliade uspelo podpreti trditev, da je Iliada delo enega avtorja, da torej
zelo verjetno Homer ni samo legendarna osebnost.

2

presiedek

Sl 3. Porazdelitev ¢rk in presledkov Sl. 4. Povpretno §tevilo besed v stavku (N)
med besedami v odvisnosti od njiho- v odvisnosti od povpreénega Stevila zlogov
vega vrstnega Stevila za Krst pri v besedi (n) za nekatere znane nemske stro-
Savici. Premica prikazuje funkcijo kovne pisce (Q), fizike (@) in pisatelje (/).

D, = 0,12 exp (— 1/8,5). Z izvletenim, pikéastim in értkanim likom

s0 naznadena podrocja, kjer nastopajo tocke
navedenih treh vrst.

Vsa povpredja in parametri, ki so znacilni za nekega avtorja ali neki jezik,
so nekoliko odvisna od ¢asa, v katerem je besedilo nastalo. Opazili so, da velja
za izginjanje nekaterih glasovnih skupin ali skupin znamenj pribliZzno ekspo-
nentna ¢asovna odvisnost. Iz takSnega poteka se da za dva jezika, ki sta danes
razli¢na, domnevati, pred kaksnim ¢asom sta se loc¢ila od skupnega debla.
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SOLA

PROBLEMI POUKA MATEMATIKE

Zvezni zavod za proulevanje Solstva je organiziral s sodelovanjem Zveze
drustev matematikov in fizikov Jugoslavije v Beogradu 2. in 3. junija 1961 po-
svetovanje o aktualnih problemih iz matematiénega podrocja. Na posvetovanju
so bile obravnavane naslednje teme:

1. Razvoj matematike danes in njen pomen za razvoj drugih ved, tehnike
industrije in gospodarstva nasploh ter s tem v zvezi potrebe po raznih spe-
cialistih matematikih dandanes v svetu. )

2. Vloga in pomen matematike v splodni izobrazbi mladine; realiziranje te
vloge v predmetnikih in uénih nac¢rtih matematike na Solah.

3. Razvijanje uénih naértov matematike z namenom, da se ta pouk bolje
poveZe z dana$njim razvojem matematike in z njenimi spremembami:

a) formiranje u¢nega kadra,

b) kreativno izpopolnjevanje predavateljev matematike,

¢) novi ucbeniki, priro¢niki in ostala literatura.

4. Razvijanje raznih oblik aktivnosti uéencev, ki kaZejo posebno zanimanje

za matematiko (matemati¢ne grupe, tekmovanje idr.).
_ Iz Slovenije se se posvetovanja udelezili prof. JoZe Povsi¢, ki je imel
koreferat k 2. to¢ki, dr. France Krizanié¢, ki je imel koreferat k 3. toc¢ki (oba
koreferata sta objavljena v tej Stevilki Obzornika) in prof. Stanko Trsi¢, ki je
koreferiral k 4. tocki.

Po uvodnih besedah prof. S. Sljiviéa je direktor Zavoda za proudevanje
Solstva tovariSica Mitra Mitrovi¢é nakazala nekatere osnovne probleme iz ma-
temati¢nega podroc¢ja. Rekla je: Po vsem svetu, kakor tudi pri nas se ugotavlja,
da je pomen in vloga matematike pri znanstvenem, tehni¢nem in ekoncmskem
napredku v sedanjem d¢asu ogromna, da Zivimo pravzaprav, kot se je izrazil
nekdo iz krogov matematikov-znanstvenikov, v ¢asu visoke matemati¢ne kon-
junkture in matematizacije skoraj vseh ved. Drugi¢ je naSa deZela v izrednem
razvoju v druzbenem in gospodarskem pogledu in nikakor ne moremo prezreti
dejstva o vlogi, ki jo ima matematika kot znanost v sedanjem casu, ampak se
javlja moc¢nejSa druzbena potreba, kar se ti¢e nadaljnjega uspeSnega razvoja
matematike kot znanosti in njene prakti¢ne uporabe.

In tretji¢, mi izvajamo radikalno in zelo sodobno reformo Solstva v vseh
njenih komponentah, tako Solskega sistema kakor tudi strukture izobraZevanja
v sodobnem smislu in napredka ter modernizacije pouka. V ckviru take reforme
ni dvoma, da je nujno, da negujemo in zboljSamo pouk matematike in da ne
sme izostati Siroka akcija, ki je k temu usmerjena.

Mi moramo pojacati naSo aktivnost na podrodju matematike in pouka
te vede v tem smislu, da damo veéji druzbeni znacaj matematiki, da se bolj
posvetimo temu vpra$anju ter si zagotovimo vedje razumevanje javnosti v naj-
SirSem smislu. Na Solskem podro¢ju pa moramo postaviti med pedageskimi
problemi matematiko na prvo mesto.

Znacilno je, da v na8i osnovni $oli od 5. do 8. razreda, od skupnega $tevila
ur odpade na matematiko komaj 12,1°%. V drugih deZelah je povpre¢no okoli
20 %0 namenjenih matematiki, v nekaterih Solah celo 40 %. Te ugotovitve veljajo
tudi za gimnazije.
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Drugi problem, o katerem se moramo pogovoriti, je problem uditeljskega
kadra in njegove strokovnosti. V letu 1958/59 je bilo od 26 000 uciteljev, ki so
poudevali matematiko v vi§jih razredih osnovne Sole, manj kot 50 % stro-
kovno usposobljenih. Tudi na Solah druge stopnje je potreba po uéiteljih ma-
tematike zelo velika, §tevilo vpisanih na fakultetah pa ne daje dosti upanja
o re§itvi tega problema.

Naslednje vpraSanje, ki ga moramo postaviti, so razna posvetovanja, tecaji
in seminarji. Po neki analizi, izvrSeni v 14 okrajih, so ugotovili, da je od
600 oblik takega dela bilo v letu 1959/60 komaj 25 posvelenih matematiki.
O¢ividno je, da izostaja sistemati¢na in stalna aktivnost o izpopolnjevanju
uciteljskega kadra v matematiki. Druga oblika dela so matemati¢ni krozki. Teh
je bilo okoli 11 na 100 Sol. Relativno najve¢ v Slovenij, nato v Srbiji. Ko pa
pogledamo §$tevilo udeleZencev, vidimo, da je to S§tevilo zelo nizko, in sicer
1,73 % v osnovnih $olah in 4,2 % na gimnazijah. V tem procentu so zajeti tud:
tisti, ki kaZejo posebno zanimanje za matematiko; tem bi morali posveéati
vecjo pozornost.

Sledilo je ve¢ referatov in koreferatov iz zgoraj navedenih podrodij, dva
od teh sta priobéena v tej Stevilki Obzornika. Na koncu so vsi udeleZenci
sprejeli naslednje zakljucke:

Glede na pomen, ki ga ima matematika v razvoju sodobne kulture, in na
njen pomen in vlogo v znanstvenem, tehni¢nem in ekonomskem razvoju naSe
dezele je nujno:

da maksimalno izboljSamo pogoje za razvoj matematike.pri nas;

da damo v Solskem in izvenSolskem izobraZevanju matematiki (v skladu
z znacajem Sole) eno od primarnih mest in da nenehno izboljSujemo vsebino
matematiénega pouka.

Da bi mogli izpolniti to nalogo, je potrebno:

1. Preskrbeti potrebna sredstva za nagel razvoj novoustanovljenih insti-
tutov za matematiko.

2. Omogotati stalno in sistemati¢no izpopolnjevanje in specializacijo obsto-
jeCega znanstvenega kadra matematikov.

3. Skrbeti, da se v redni in izredni podiplomski Studij zajame ¢&imvedéje
Stevilo diplomiranih matematikov.

4. Zaskrbljujo¢ pojav, da Stevilo predavateljev in profesorjev matematike
v osnovni $oli in v srednjih Solah niti zdaleka ne narasta s potrebami, medtem
ko §tevilo Studentov matematike naglo in nenehno upada, nam nalaga, da hitro
ukrepamo, da bi se naglo povedalo §tevilo Studentov matematike. (Stipendije,
ki naj bodo vecje od povpre¢nih, ve¢ mest v Studentovskih domovih, izboeljSanje
poloZzaja predavateljev in profesorjev matematike.)

5. V osnovni Soli povecati Stevilo ur matematike, tako da bo v vsakem
razredu matematika zastopana s 5 urami tedensko.

6. V gimnaziji — v oddelkih naravoslovne matemati¢ne smeri — povecati
Stevilo ur matematike v vseh razredih na 5. .

7. V srednjih tehniénih Solah dati matematiki pomen in vlogo splo$no-
izobraZevalnega in strokovnega predmeta in‘'v skladu s tem organizirati pouk
matematike v teku vseh S§tirih let.

8. Da bi realizacija obstoje¢ih uénih programov matematike v osnovni
Soli in gimnaziji bila ¢imbolj uspeSna, sestaviti za predavatelje in profesorje
teh Sol ustrezajoce ucbenike in ostalo potrebno strokovno literaturo ter omogo-
¢iti objavljanje eksperimentalnih u¢benikov.
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9. Nujno potrebno je, da so vse osnovne $ole, gimnazije in srednje stro-
kovne Sole narodene na revijo »Nastava matematike i fizike«, ki je namenjena
izpopolnjevanju predavateljev, in da preskrbijo sredstva za nabavo strokovne.
matemati¢ne literature za Solsko knjiZnico.

10. Potreba po naértnem in sistemati¢nem izpopolnjevanju predavateljev
in profesorjev matematike nam nalaga:

a) da veljata prvi dve leti prakti¢nega dela mladega matematika v Soli
kot staz;

b) da v ¢asu staza vzdrZzuje predavatelj stalen stik s svojim mentorjem,
ki mu ga je dolocila republiéka komisija za opravljanje uciteljskega in pro-
fesorskega izpita;

c) da v teku vsakega leta staza sodeluje predavatelj na petnajstdnevnem
seminarju, ki ga posebej za predavatelje- staziste organizira republiski zavod
za $olstvo;

& da se v veéjih krajih in republiskih centrih redno vrSe seminarji, ki so
namenjeni izpopolnjevanju ostalih predavateljev in profesorjev;

d) za in$pektorsko in ingtruktorsko sluzbo je treba pritegniti profesorje, ki
so se odlikovali v svojem strokovnem delu in ki bi $e naprej ostali na svojih
Solah, vendar z zmanjSanim delovnim &asom.

11. V osnovni $oli in gimnaziji moramo posvetiti ve¢ pozornosti raznim
oblikam dela z udenci, ki kaZejo posebno zanimanje za matematiko in njeno
prakti¢ne uporabo (matemati¢ne grupe, matemati¢na tekmovanja, izdajanje lista
za udence osnovnih $ol, $irjenje naro¢nikov na »Matematicko fizicki list« med
ucenci srednjih tehniskih Sol). Stanko Ursié

O VPRASANJU POUKA MATEMATIKE NA TEHNISKIH SOLAH

Pouk matematike na strokovnih Solah mora opraviti dve npalogi: dati
sploS$no in specifiéno izobrazbo. Na splo$noizobrazZevalnih Solah je pouk ma-
tematike enak pouku drugih predmetov, saj ima tam eno samo nalogo: splostio-
izobraZevalno. Na strokovnih Solah pa ima cisto posebno mesto: dose¢i mora
predvsem praktiéne cilje. Ceprav je torej na teh Solah poudarjen praktiéni
cilj, ne bi smeli podcenjevati pomena matematike kot splosnoizobrazevalnega
predmeta, kar se tako cesto dogaja.

Na strokovni $oli je treba matemati¢no znanje uporabiti za razreSevanje
nalog, ki jih vsiljuje praksa kake stroke. Izbiro snovi in metode dela je treba
uravnati tako, da se ta cilj kar najlaze in najbolje doseze. Kakovost in ko-
liéina matemati¢nega znanja naj se ujemata s praktiénimi potrebami in s kako-
vostjo strokovne izobrazbe. Pouk matematike in pouk strokovnih predmetov se
morata med seboj dopolnjevati in prepletati. Pravilna vskladitev je neogibno
potrebna, drugade trpi v prvi vrsti strokovno izobrazevanje ucencev. Ceprav se
pouk matematike tudi na strokovni Soli ne sme oddaljiti od metod, s katerimi se
doseZejo njegovi splo$ni cilji — zlasti od tistih ne, s katerimi razvijamo spo-
sobnosti logi¢nega misljenja in sklepanja in s katerimi doseZemo dolofeno
stopnjo abstrakcije in posploSevanja pri formiranju matemati¢nih pojmov —
mora biti njegovo tezisée v opravljanju praktiéne naloge. Najvaznejsa je
vsekakor vaja. Ufencem je treba omogoditi, da jih napravijo kar najveé, ce
hodemo doseti, da se bodo naudili uporabljati matematiko pri nalogah iz stroke.
Za nas ni dovolj, ¢e dijak snov le pozna in jo razume. Treba je tvarino utrjevati
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in dovolj uriti uéenca z nalogami, da bo znal zanesljivo in hitro izracunati t=r
dobiti pravilne rezultate. Pri dobro vodenih razreSevanjih nalog se razvijajo
matemati¢na kultura in delovne navade udencev, kar mora med drugim imeti
absolvent strokovne Sole. Treba je vztrajati, da je naloga natanéno reSena in da
se primerno pretrese. Poleg tega je treba zahtevati, da ima naloga estetsko
obliko, pravilen razpored in lepo tehnigko podobo. Ce so v njej numeri¢ni rac¢uni,
morajo biti kondéani; ocenjena mora biti tudi natancnost rezultata. Dijak mora
imeti dobro rad¢unsko spretnost. V praksi bo imel opraviti z numeri¢nimi ra¢uni,
zato mu moramo omogoditi, da si v $oli pridobi potrebno racunsko tehniko.

Pri pouku matematike na strokovni $oli pogosto naredimo znano napako.
Mislimo namre¢, da je tako imenovana »teoreti¢na« razlaga v matematiki
nepotrebna navlaka oziroma breme za strokovne Sole in da. je mogole z zelo
majhno koli¢ino tega znanja preiti na uporabo. Toda uporaba mora predpostav-
ljati solidno, tako imenovano »teoreti¢no« znanje matematike. Brez te ucenec
ne bo mogel razre$evati nalog. Pri razreSevanju nalog se mora osvoboditi znanih
primerov, sam mora iskati pot refitve. Dosedanje izkusnje v delu na strokovnih
golah nam ne obetajo, da bi mogli dose¢i take rezultate brez temeljite reforme.
Po tej mora matematika dobiti tisto mesto, ki ji po njeni vlogi na strokovni
Soli pripada. Zaradi velike pomanjkljivosti in praznin v znanju matematike so
udenci do sedaj pokazali slabe uspehe, tudi tisti, ki so jih ucili najboljsi ucitelji.
Pri razrefevanju nalog preve¢ pogosto prevladuje samo fermalno, Sablonsko,
mehani¢no razre$evanje brez globljega razumevanja. Pouk matematike na stro-
kovnih $olah je treba organizirati tako, da bodo ucenci pri delu samostojni in
kriti¢ni. Dokler tega ne doseZemo, bo ves trud tudi najbolj$ih uditeljev brez
uspehov. Uéitelj bo dajal zaman tudi najzanimivejSe primere iz stroke, ¢e ucenci
ne bodo razpolagali s potrebnim matemati¢nim znanjem.

Ze iz teh navedb sledi, da splo$ni in specifiéni cilji pouka matematike na
strokovnih $olah pri nas $e niso doseZeni. Zato je naSa dolZnost, da vpradanje
matemati¢ne izobrazbe in vpra$anje pouka matematike na strokovnih 3olah
resno postavimo pred naSo javnost.

V tem koreferatu hotem prikazati tezkoce, s katerimi imajo opraviti
ucitelji matematike in kako je ta zapostavljena na osrednjih strokovnih, to je
tehnigkih Solah. Nakazati hotem tudi smernice pouka matematike na teh Solah,

Matematika je na tehniSkih Solah neogibno potrebna za razumevanje in
obvladanje strokovnih predmetov. Pouk matematike nikakor ne sme teci
izolirano, kakor te¢e na primer na gimnaziji. Zato je skoraj redno popolnoma
podrejen strokovnim predmetom. Ker ucenci ne morejo obvladati strockovnih
predmetov brez znanja matematike, zato obstoji teZnja, da se pouk matematike
pomakne, kolikor se da, v prve razrede. Vse do leta 1936 je bila na T'SS matema-
tika predmet zakljuénega izpita in ji je bil s tem dan poudarek, ki ji na taki
%oli gre. Tega leta pa je bila kot maturitetni predmet odpravljena. Takrat so
utilitaristi¢no razpoloZeni sestavljalci predmetnikov poniZzali matematiko na
samo pomoZni predmet — ne da bi se ozirali na smoter matemati¢nega pouka
— in premaknili v korist oZjih strokovnih predmetov teZiS¢e matemati¢nega
pouka na prvi oziroma drugi razred. Te tendence so priSle do izraza Se bolj
leta 1949 v Opatiji, in sicer pri sestavljanju novih uénih nacrtov, ko je bila
matematika odpravljena iz Cetrtega razreda. To je povzrocilo, da so udenci
pozabili Se tisto, kar so se Ze naudili. Tako se Zrtvuje postopnost in preciznost
pri razlagi, kar pripelje do obuboZanja matemati¢ne misli in do nesposobunosti
obvladanja matematiénih metod. Snov in pojmi, ki so tezki tudi za ucéence
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zadnjih razredov gimnazije, se morajo Cesto obdelati v drugem razredu teh-
niskih Sol. Tako je treba poudevati v prvem in drugem razredu —- zlasti v dru-
gem — prevec tvarine in prezgodaj obremenjevati uéenca s pretezkimi pojmi za
ustrezno starost. Ce e upostevamo, da so udenci teh Sol zaradi velikega $tevila
predmetov, prakti¢nega dela in risanja bolj obremenjeni od gimnazijskih in da
se v nekatere teh Sol navadno vpisujejo slab$i udenci, potem je jasno, da tak
odnos do matematike pripelje do obuboZanja ne samo glede na znanje elemen-
tarne matematike, ampak tudi glede na strokovno izobrazbo.

Moéna teZnja na tehnigkih kakor tudi na industrijskih in vajenskih Solah
je, da bi se pouk matematike kolikor mogo¢e omejil na razreSevanje enostavnih
nalog iz prakse. Tak pouk ne more dovolj razvijati funkcionalnega in logi¢nega
mi§ljenja, ker se ogiblje dokazovanja, posploSevanja in drugih abstraktnih
obravnavanj matemati¢ne snovi. Ce bi se pri pouku omejili samo na tako me-
todo dela in $e pri tako zoZenem uénem naértu, bi se morali absolventi takih ol
znajti pred ogromnimi tezavami, ker ne bi znali abstraktno misliti.

Popolnoma napaéno bi pa bilo, ¢e bi zaradi tega gimnazijske u¢éne nadrte
enostavno prenaSali na tehniSke Sole. Merilo na gimnaziji pri izbiri snovi in
njeni razporeditvi ne more biti isto kakor na tehnigkih Solah, kjer jo je ‘reba
vskladiti s strokovnimi predmeti. Po drugi strani pa je treba re¢i, da prav
zaradi tega trpi zaporednost v razlagi, saj je treba povezovati sorodne snovi.
Ta podrejenost matematike strokovnim predmetom povzrocéa velike pomanjklji-
vosti in tezkoce, ki jih ni mogote popolnoma izloéiti. Prizadevati si pa moramo,
da to zlo zmanj$amo na najmanj$o moZno mero. V tem vprasSanju bi morala
osemletna osnovna $ola odigrati pomembno vlogo. Dati bi morala u¢encem trdno
osnovo iz matematike; na tej bi se dal laZe graditi uéni nadrt, ki ga zahteva
stroka. Potem na $olah naslednje stopnje ne bi bilo treba neprenehoma poslugati
pritozb, da udenci iz osemletnih ol ne prinesejo zadovoljivega znanja in da
se mora zaradi tega povsod ponovno zaceti z elementarnim poukom matematike.
Kvaliteto pouka matematike je treba dvigniti v vsaki Soli na njej ustrezio
raven, sicer bomo neprestano hlapéevali nepotrebnemu »ponavljanju« snevi, ki
bi morala biti Ze obdelana in osvojena na predhodnji stopnji. Ker pa moramo
Se nekaj ¢asa racunati na ucence, ki bodo prihajali z dolo¢enimi vrzelmi v osnov-
nem znanju matematike, pa¢ zaradi nepopolnega ali skrajSanega Solanja, pa
tudi zaradi drugih objektivnih tezko¢, je edini izhod, da se za te dijake v prvem
letniku uvede nekajurni tecaj matematike, ki bo olajsal obvladanje manjkajo-
cega gradiva.

Kakor sem Ze omenil, se na nekaterih nasih tehniskih in drugih strokovnih
Solah pojavljajo ob zahtevah po tesnej$i povezanosti matematike s strokovnimi
predmeti nezdrava prizadevanja, poenostaviti uéno gradivo in reducirati pouk
matematike na €isto prakti¢no stran, zanemariti vse, kar je bolj splo$nega, bolj
teoretiénega. Pri¢akovati moramo, da se bodo take teZnje Se okrepile, ko bodo
strokovne Sole presle pod pristojnost strokovnih zdruZenj in gospodarskib orga-
nizacij, saj bo strokovno Solstvo tudi gmotno odvisno od industrije in bo ta
dolocala njegov profil. — SliSimo takele pripombe: »Matematika je va¥na le
toliko, kolikor nam sluZi pri strokovnih predmetih.« »Matematika je strokovni
predmet, zato je treba pri pouku tega predmeta obravnavati le to, kar spada
v stroko.« »Pri matematiki zgubljajo Cas z dokazi, ki so na strokovni $oli
nepotrebni.« »Matematiki pri pouku preve¢ filozofirajo.« »Uenci se morajo
uciti taka poglavja, ki jih mi ne znamo in jih pri strokovnih predmetih ne po-
trebujemo, ne znajo pa racunati z decimalnimi Stevili in ulomki.«
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Taka utilitaristi¢na, plitva, prakticistiéna in diletantska gledanja %al niso
osamljena. Kolikor jih ne povzro¢i kak ucitelj matematike, ki se pri pouku ne
ozira dovolj na potrebe stroke in ne zna dati poudarka tistim metodskim enotam,
ki so vaZne za ostale predmete, ali pa se ogiblje aplikacije na stroko, so vse-
kakor plod napaéne miselnosti in napaénega gledanja na matematiko. Prav
abstraktnost omogoa matematiki mnoge sklepe in mnogo spoznanj, ki so
tako splosna, da jih lahko izkori§¢ajo prakti¢ne vede, kot je na primer tehnika.
V njeni abstraktnosti ti¢i njena moé¢, v tem je tudi njena skrivnost, zakaj se
njena uporaba vse bolj in bolj $iri, saj se da uporabiti povsod, kjer gre za
odnose med koli¢inami. Takoj pa moramo poudariti tole: Ko se tako upiramo
zanemarjanju abstraktnega, teoreti¢nega v matematiki, pa noemo zaiti v pre-
tiravanje, da bi pri tem prezirali, kar je v njej koristnega in praktiénega.
Ceprav se matematika na dolodeni stopnji po nujnosti dialekti®nega razvoja
lo¢i od realnega sveta kot nekaj samostojnega, nas pa to ne more zavesti, da bi
pozabili na njen izvor, na dejstvo, da imajo njene abstrakcije korenine v praksi.
— To vpraSanje bi lahko najbolje pojasnili, ¢e se seznanimo z izkusnjami, ki jih
je doZivela sovjetska fola. V SZ je moral namre¢ prva leta po revoluciji pouk
matematike zaradi njene abstraktnosti malodane izginiti z urnika srednje Sole.
O tem nam pripoveduje razprava »Pouk matematike v sovjetski Soli ed 1917
do 1947« pisca Nikitina v moskovski reviji »Matematika v Skole« iz leta 1947.
V okviru, ki mi je na razpolago, Zal, ni mogoce podrobneje reproducirati znacilne
izku$nje iz. zgodovine sovjetske Sole, ki jih ta nadvse zanimiva razprava
ugotavlja.

Zaradi skrajno utilitaristicnega uénega nacrta, ki je bil uveden v Solskem
letu 1924/25, je pri sovjetski mladini prilo do poraznega upada matemati¢nega
znanja. Udenci so dobivali le povrsno, priloznostno znanje nekaterih nepovezanih
matemati¢nih resnic. Poseéi je moral vmes CK VKP (b). Ko je podrobno pretresal
razmere v sovjetski Soli, je 5. septembra 1931 izdal posebno resolucijo, v kateri
nalaga, naj se z letom 1932 preide na nove u¢ne nacrte. Narkompros (Komisariat
za ljudsko izobrazbo) je takoj organiziral delo za sestavo novih uénih nadrtov,
Za te naérte je znadilen Ze uvod o ucénih nacelih. Glede matematike se glasi
takole:

»Pri nobenem drugem predmetu nima sistem tako vaZne vloge kakor
v aritmetiki in geometriji. Tu je mod¢i vsako novo stopnjo razumeti in osvojiti
le v primeru, ée je bila dobro predelana in dobro osvojena prej$nja. Tu se vsaka
nova spretnost vra$¢a v prejsSnje. Zato pri matematiki vsak, celo najmanjsi
izpuddeni drobec v temeljih ote?ko¢a vsako nadaljnje delo. Mi pa smo doslej
v praktiénem Solskem delu pogosto rusili sistem. Ucenje matematike je imelo
sludajnostni znadaj; mnogokrat smo zanemarili najosnovnej$e metodske korake,
temeljev nismo predelali dovolj trdno in ucenci jih niso osvojili dovolj zavestno,
Proti tej pomanjkljivosti se mora Sola odloéno boriti. Znanje in spretnosti
v matematiki, ki jih uéencem posredujemo, morajo biti razporejene v dolo¢enem
sistemu in v strogi zaporednosti. Temelje matematike je treba predelati posebno
skrbno, od ene stopnje na drugo se sme preiti le, ¢e je bila prej$nja dobro
osvojena.« '

To staliS¢e je seveda v pravem nasprotju s staliSéem, po katerem se je
poudevala matematika v SZ med letom 1924 in letom 1931, ko je bilo naravnost
ukazano izogibati se vsakemu teoreticnemu vpraSanju. Teoretiéna poglavija so
dobila v novem u¢nem nacrtu zopet primerno mesto. V novih uénih nadértih je
bila poudarjena zlasti sistemati¢nost znanja. — Pozneje so u¢ne nacérte mate-
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matike sicer Se izpreminjali, toda ne bistveno. Novi sistematski uéni naért in
nova metodska navodila so kmalu pripomogla, da se je znanje matematike
v sovjetskih $olah dvignilo in danes lahko refemo, da je v primeri s ¥olami
na zahodu na zelo visoki stopnji.

Ze iz nastetih te¥kod, ki jih imamo pri pouku matematike na tehnigkih
Solah, sledi in iz vsakdanje 3olske prakse vemo, da uspeh, ki ga povpreénc
dosezZejo ulenci na nasih tehnigkih Solah, nikakor ne zadovoljuje. Ceprav lahko
ugotovimo nekaj osvojenega znanja, je to dostikrat formalisti¢no, se hitro pozabi
in uéencu ne nudi prave koristi. Slabosti in pomanjkljivosti pouka matematike
na tehniskih Solah se ¢utijo Se v vedji meri zaradi dvojne vloge, ki jo ima v teh
Solah pouk tega predmeta. Zato je tudi vpraSanje reorganizacije pouka mate-
matike na na$ih tehniSkih Solah bolj zapleteno kot na sploSnoizobraZevalnih
Solah. Modernizacija uénih naértov matematike je bila Ze nakazana v referatih
in resolucijah kongresov matematikov in fizikov Jugoslavije, Medtem ko novi
osnutki predmetnikov in uénih naértov bodoée reformirane gimnazije %e kaZejo
zvezo z novejSimi matemati¢nimi pojmi in sredstvi, pa dosedanje zapostavljanje
matematike na tehniSkih Solah nikakor ne jamdéi, da bodo moderne reformne
teZnje uveljavljene tudi na teh. Vse je odvisno od tega, komu bo prepuséena
odlotitev. Ze prva reorganizacija tehniskih %ol v LRS je pokazala, da bo celo
teZko obdrzati status quo za matematiko, fiziko in opisno geometrijo. Razne
vrste strokovnih $ol bodo zahtevale posebne in podrobne predelave tega vaZnega
vpraSanja. Danes je Se prezgodaj lotiti se ga. Najprej je namreé¢ potrebno do-
loditi vsaki strokovni Zoli pravo mesto v novem Solskem sistemu, ki ga bo
uvedla in pravno utrdila skoraj$nja reforma strokovnega Solstva. Tega mo-
menta pa ne smemo pri¢akati nepripravljeni, brez jasne opredelitve in brez
preciS¢enih mnenj, ker bomo sicer zopet delali na hitrico, povrino in nenaértno.
Za kakrSnokoli korenito spremembo pa so potrebne sistemati¢ne, obseZne in
$tudijske priprave. Tako so n.pr. v SZ v zadnjem &asu samo politehnizaciji
matemati¢nega pouka posvecene zelo obsezne Studije. Vprasanje uvajanja poj-
mov in metod sodobne znanosti v pouk se Sele postavlja; prav tukaj se priporoda
najveéja opreznost ter se predvidevajo predhodne Studijske priprave in pre-
verjanja v praksi. Tudi ta koreferat je treba razumeti kot poizkus pripravljanja
gradiva za bodole podrobno predelovanje vpraSanja pouka matematike na
tehniskih Solah. Poleg Ze nakazanih smernic, mislim, da bo treba vsekakor pre-
motriti zlasti Se tole:

1. Element: infinitezimalnega ra¢una naj se zopet uvedejo v vse tehnigke
Sole, iz katerih so bili 1. 1949 ¢rtani.

2. Sodobna tehnika ra¢unanja je Se vedno zapostavljena. Postavlja se vpra-
Sanje veliko vedéje uporabe raznih matemati¢nih pomoZnih sredstev (numeri¢nih
tablic, diagramov, instrumentov, priro¢nikov, formul itd.).

3. V sodobni tehniki ra¢unanja se vedno bolj uporabljajo nomogrami, t.j.
grafikoni, s katerimi reSujemo nekatere matematiéne probleme. V bliznji bo-
docnosti bodo zanesljivo uvedeni v uc¢ni nacért elementi nomografije.

4. Matematika je sicer eksaktna veda in imamo pri njej ve¢inoma opravka
z natanéno dolodenimi §tevili. Vendar pa pogosto naletimo, zlasti pri uporabi
matematike v stroki, na Stevila, ki so rezultat merjenj in torej niso natanna.
V takih primerih moramo kritiéno premotriti nastanek in natanénost vsakega
podatka, na katerega naletimo pri nalogi, ker je od tega odvisna natanénost
rezultata. N. pr.: v prakti¢nih nalogah imamo kote z natané¢nostjo do sekunde;
ali: v eni in isti nalogi so neki podatki zelo, drugi malo natané¢ni; ali $e drug
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primer: paziti moramo na smiselnost rezultatov, da uéenec ne bo raéunal kake
koli¢ine, n. pr. svojske teze v fiziki na 5 ali 6 decimalnih mest, ¢e pa sta teza
in prostornina podani komaj, recimo, na 2.

5. Zato je potrebno, da se v u¢ni nacrt vnese poglavje o ra¢unanju s pri-
bliznimi vrednostmi ali o okrajSanem ra¢unanju. Mimogrede naj omenim, da je
to poglavje sicer v gimnazijskem uénem naértu, toda tudi na gimnaziji pri pouku
ni izvedeno na zadovoljujo¢ nacin. Z okrajSanim racunanjem bo Sola udencu
privzgojila oblutek za natanénost racunskih rezultatov, da mu to vpraSanje ne
bo ved novo, ko se bo z njim srecal v praksi. Uéenec mora vedeti, do katerega
decimalnega mesta je v danem primeru potrebno rac¢unati.

6. Na nekih na$ih tehniskih Solah so ob reorganizaciji opisno geometrijo
kar értali iz seznama ucénih predmetov, na drugih pa so jo zdruZili & tehniSkim
risanjem. Opisna geometrija se mora obdelati tako kakor na vseh strokovnih
tehnigkih, srednjih, vi§jih in visokih Solah, to je kot poseben predmet. Znacaj
opisne geometrije kot uénega predmeta zahteva posebno metodo in. specifi¢ne
oblike dela, tako da bi bilo Skodljivo spajati jo z matemsatiko ali s tehniskim
risanjem v skupen predmet.

7. Grafi¢éne metode, t.j. na¢rtovanje diagramov ali vektorskih é&rteZev, iz
katerih moremo iskano koli¢ino neposredno izmeriti, se na nasih $olah sploh
$e ne uporabljajo, a prizadevati si moramo, da jih bodo novi naérti vsebovali
in da jim bomo dali na novi Soli tisti pomen, ki jim pripada.

8. Fizika in elektrotehnika imata precej opravka z vektorskimi koli¢inami.
Zato naj tudi tu da matematika vsaj elemente.

Treba bi bilo govoriti Se o mestu matematike v predmetniku, podrobneje
o uénih naértih, o metodah, o u¢nih sredstvih in o uénem osebju — toda v okviru,
ki nam je na razpolago, to ni mogoce.

Pouk matematike na strokovnih Solah ima v primeri s poukom na splo$no-
izobraZevalnih Solah to prednost, da je v neposredni povezavi s stroko, s prak-
ti¢tnim delom, s stvarnostjo. To veliko prednost so dolZni uéitelji matematike
pri organiziranju pouka spretno in neprestano izkorisc¢ati, ne da bi se pri tem
oddaljili od ciljev matemati¢nega pouka in ne da bi za$li v plitki prakticizem.
Znamenti nems$ki matematik Felix Kelin je napisal v svojem znanem delu
»BElementarmathematik vom héhern Standpunkt aus« tele tehtne besede, s ka-
terimi zakljudujem svoja izvajanja: »To, kar je Zivega v matematiki, njene
najvaznejSe spodbude, njena ucinkovitost vendar popolnoma temelje na upora-
bah, se pravi, na vzajemnih odnosih ¢isto logi¢nih stvari do vseh drugih podroéij.
Pregnati uporabe iz matematike bi bilo prav tako, kakor ée bi bistvo Zive Zivali
hote iskali samo v okostju, mi$ic, Ziveev in Zil pa ne bi upostevali.«
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O VZGOJI MATEMATIKOV PRI NAS

V svojem koreferatu ne bom obravnaval obstojeega izobraZevanja in
formiranja matematikov v na$i drZavi. Od vsega zaCetka se bom omejil na
nekatere splo$ne teze, na nekatere probleme, s katerimi se bomo po mojem
mnenju spoprijemali ob nadaljnjem reSevanju celotne problematike naSega Sol-
stva. Tudi v teh tezah se odraZajo v glavnem naSe lokalne, slovenske razmere,
naSe izku$nje in na8i problemi, gledani v lu¢i analogij z razvojem matematike
v svetu kot celoti. V kolik$ni meri lahko posplosimo te teze na naSo jugoslo-
vansko skupnost pa bo odlo¢il, upam, ta zbor v diskusiji.

Izhodi$¢e moje obravnave je enotnost matematike, enotnost, ki se odraza
v celi vrsti aspektov, v celi vrsti dialektiénih protislovij, ki jih moramo refevati
pri vsaki obdelavi zastavljene naloge. Navedimo tiste najvaznejse, ob katerih se
bomo najdalj zadrzali:

teorija — praksa

klasiéno — sodobno

splo§no — specialno
nacionalno — internacionalno.

Druga opora postavljenih tez pa je povezanost matematike z drugimi ve-
jami naSega druzbenega Zivljenja, njena vloga in njene naloge v nadaljnji rasti
in procvitu naSe socialisti¢ne skupnosti.

Matematika je enotna veda. To se ne kaZe le v ozki povezanosti znotraj
matematike, v Hilbertovi trditvi, da matematika ne bo nikdar razpadla v nove,
med seboj izolirane znanosti. Za nas je danes pomembnejSa enotnost teorije in
prakse v matematiki. Meje med uporabnim in neuporabnim v matematiki ni.
Taka meja — in to ¢esto z obeh strani dobro utrjena in branjena — je v ljudeh.
Ljudje se dele na te, ki znajo uporabljati matematiko in na tiste, ki je ne
znajo uporabljati. Ljudi druge skupine pa najdemo tako med matematiki, kot
med strokovnjaki v tehniski praksi.

Matematika mora v razvoju naSe industrije odigrati pomembno vlogo. To
vsi ¢utimo, toda danes vezi med industrijo in matematiko skorajda ni, vsaj pri
nas v Sloveniji ne. Poudariti pa je le treba, da Ze danes ¢utimo povprasevanje
za matematiki, specializiranimi v statistini smeri. To povpraevanje je posle-
dica pomembnega razvoja proizvodnih odnosov pri nas v toku zadnjih let,
uvajanja delavskega samoupravljanja, raznih ekonomskih ukrepov itd. Toda
z modernizacijo industrijskega procesa Sele za¢enjamo. Nepovezanost z industrijo
torej ni samo napaka matematike, to dejstvo enako odraZa tako nerazvitost
matematike kot nerazvitost in nesamostojnost industrije. Velik del nage indu-
strije je 8e vedno le vi§je organizirana obrt ali pa je industrija z licen¢no pro-
izvodnjo, vsaj tista industrija, ki je za matematiko zanimiva. Jasnoc je, da od
take industrije ne moremo pricakovati velikega povpraSevanja po uslugah ali
po sodelovanju matematike. Vendar nam to ne sme vzeti poguma, saj bo vzpod-
buda, ki jo daje ljudska oblast vprav osvobajanju in modernizaciji industrije,
slej ko prej privedla do povefanega povpraSevanja po matematikih v nasi
industriji. Najprej moremo pric¢akovati tako sodelovanje ob uvajanju avtomati-
zacije v na$o industrijo. Takemu sodelovanju bi mo¢no pomagalo tudi ustanav-
ljanje racunskih centrov. Usluge takih centrov bi lahko izkori§fala tudi manj
razvita industrija in bi tako v dolofeni meri krepila svoje zanimanje za mate-
matiko. Osnova za planiranje mora biti povpraSevanje v ¢asu, ko nasi absolventi
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zapu§dajo Solo, do takrat pa je $e dovolj ¢asa, da vskladimo razvoj matematike
in razvoj naSe industrije.

Kak$nega matematika zahteva (ali bo zahtevala) nasa skupnost? Do danes
smo osnovno pozornost posvecali matematiku — profesorju srednje Sole. Le po-
samezni, boljsi Studentje so se po diplomi vkljudevali v delo univerznih ali
drugih inStitutov. Skrb za matematika-ucitelja bo $e naprej ena od vaZnih naleg
univerz pa tudi prosvetnih oblasti. Ze danes pa moramo vzporedno in z mod-
nej$im programom formirati Se matematika-raziskovalca, matematika, ki bo
lahko sodeloval v industriji kot ¢lan raziskovalnih ali razvojnih skupin (teamov)
ali pa bo delal v rad¢unskih centrih, v nadaljnjem razvoju pa stremel k matema-
tiku-znanstveniku. .

Ceprav usmerjena v prakso, ne sme biti izobrazba takega matematika &isto
prakticistitna. Danasnja uporabna matematika terja od matematika globoko
teoretsko pripravo. Ne samo, da vstopajo v vrste uporabnih matemati¢nih po-
glavij nekatere do véeraj ¢isto teoretske veje, kot na primer matemati¢na logika
in v dolofeni meri celo teorija Stevil. Vse ve¢ sodobnega teoretskega znanja
zahtevajo tudi nekatere klasiéne uporabne smeri. Navedimo le najznaéilnejsi
primer: diferencialne enacbe in njihovo uporabo v tehniki. Z zastavljanjem vse
ve¢ in ve¢ nalog, ki ne dopuscajo veé linearnih priblizkov, ampak terjajo
bistveno nelinearno obravnavo, dalje s problemi stabilnosti in optimalnosti
posameznih tehniskih procesov, postajajo vse pomembnejSe kvalitativne metode
obravnavanja diferencialnih enacb. Kvalitativnhe metode pa zahtevajo primerno
znanje topologije.! Tako moremo ugotoviti, da je treba dati tudi matematiku-
praktiku solidno teoretsko pripravo, da je treba vec¢ji del njegovega Studija
posvetiti vprav tej pripravi tako v klasi¢énih, kot v sodobnih smereh. Drugc,
kar zahtevamo od tega matematika, so zadostne ra¢unske navade, numerié¢ne in
analiti¢ne. Ob numeri¢nih metodah pa mora §tudent Ze na univerzi spoznati tudi
sodobne rac¢unske pripomocke od mehaniénih namiznih raéunalnikov do elek-"
tronskih aritmeti¢nih (cifernih) ra¢unalnikov. To pa zahteva doloéeno materialno
bazo na univerzah, vsaj radunski praktikum; najugodneje za pouk in za delo
univerzitetnih institutov pa bi bilo formiranje univerznih racunskih centrov.
Tretja zahteva, ki jo postavljamo izobrazbi matematika-praktika pa je wvsaj
delno seznanjenje s tehniSkimi podroéji, ki jih utegne sreéavati v praksi.

Uvajanje sodobnih matemati¢nih pojmov moremo organizirati pc dveh
poteh. Samostojno s tecaji v visjih letnikih, na primer iz funkcionalne analize,
teorije mere, topologije ali matemati¢ne logike. PomembnejSe pa je uvajanje
sodobnih pojmov Ze v okviru klasi¢nih vej, kar pomeni modernizacijo pouka
7e od samega zacetka. Tako je mogoce Ze ob temeljih infinitezimalnega raduna
uvajati osnovne pojme teorije mnozic in splo$ne topologije, v skrajnem primeru
pa vsaj njihovo terminologijo. Tecaji diferencialnih enac¢b in numeri¢ne analize
pa nudijo zadosti moZnosti za uvajanje mnogih pojmov funkcionalne analize.
Posebno vaZno mesto gre tedaju linearne algebre v prvem letniku, ki mora dati
algebrsko in geometrijsko pripravo za nadaljnje uvajanje funkcionalno-anali-
tiénih pojmov. Osnovne pojme matematicne logike pa je mogoée obdelati ob
teoriji elektronskih racunalnikov.

Ojaditi moramo te¢aje numericéne analize, ki naj jih spremlja ¢im veé prak-
ti¢énih vaj, uvesti predavanja iz teorije in uporabe sodobnih raéunskih sredstev.

1 Za ilustracijo navedimo, da se topoloSki seminar v matemati¢nem institutu
AN SSSR, ki dela pod vodstvom znanega topologa L. S. Pontrjagina, intenzivno

ukvarja z nekaterimi problemi avtomatiénega upravljanja (posebno z optimalnostjo)
in da je podobno delo v ZDA v rokah prav tako znanega topologa S. Lefschetza.
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Specializacijo v posamezne tehniSke smeri bi lahko dosegli s posebnimi
tedaji v vi§jih letnikih. Taka specializacija ne zahteva samostojnih Studijskih
skupin.

Celotni sistem vzgajanja matemati¢nih kadrov pa vendar terja neko mini-
malno specializacijo tudi v $tudijskih skupinah. Morda bi bile najprimernejse
tri skupine, ki naj ob koncu studija dajo

matematika-ucitelja.
matematika-statistika
matematika-tehniskega in racunskega delavca.

Tako izobrazbo lahko dajo naSe univerze v toku prvih-dveh etap (v §tirih
letih).

Nadaljnja izobrazba matematika, $tudij tretje stopnje in priprava doktorata
pa zahteva poseben naéin dela, ki bi ga morali pravzaprav v manjSem obsegu
gojiti Ze na nizjih etapah. Organizacija $tudija na tej stopnji mora zagotoviti
najtesnejSo povezanost pouka z raziskovalnim delom. Osnovna karakteristika
pouka na tej stopnji mora biti uvajanje v samostojno znanstveno delo. Na tem.
mestu moramo torej povezati diskusijo o pouku matematike z diskusijo o znan-
stvenem delu, o nekaterih organizacijskih vpra$anjih naSe matematike v celoti.

Matematika je internacionalna znanost, hkrati pa je pomemben del vsake
nacionalne kulture. Internacionalna je po svoji vsebini in po svojih izraznih
sredstvih, njen razvoj pa je geografsko vendarle vezan na posamezne nacionalne
centre. Nivo vsakega centra pa je pogojen z zaledjem, iz katerega mu pritekajo
kadri, in z zvezami z ostalimi centri. Tudi pri nas moramo povecati komunika-
cije matematike z ostalim svetom. V zvezo z ve¢jimi centri moramo uvajati Ze
mlajSe ljudi in jim zagotoviti zadosti ¢asa za obvladanje nove snovi, s katero
se bodo tam sredali in za zaletek samostojnega dela. Vel let specializacije
v mlajsih letih, Ze ob tretji stopnji, mora postati pravilo v nasi politiki Stipen-
diranja. V to 3tipendiranje bi morali uvesti tudi doloene elemente planiranja,
da zagotovimo pravilni razvoj posameznikov in ustrezno razporeditev kadrov
po posameznih podroéjih. Vsekakor so potrebne take vezi s svetom tudi vsakemu
znanstvenemu in izobraZevalnemu centru v celoti. Da bi mogel tak center
pravilno delovati, gojiti znanstveno in Solsko delo, hkrati pa skrbeti za svojo
povezanost z Zivljenjem matematike v svetu, mora biti Steviléno zadosti krepak,
da obc¢asna odsotnost posameznikov ne bi ovirala delo v centru.

Zveze naSe matematike s tujino so Se vedno zelo Sibke, pa tudi vezi znotraj
Jugoslavije nas ne morejo zadovoljiti. Ceprav je matematika internacionalna
veda, ki tudi organizacijsko teZi k vse veéji povezanosti, pri nas $e ne moremo
govoriti niti o jugoslovanski matematiki. V 'bodo¢e bomo morali $e okrepiti
tendence po ustanovitvi nekega jugoslovanskega matemati¢nega srediSéa, ne
kot antagonizma obstoje¢im nacionalnim centrom, temveé kot oporo njihovega
razvoja, kot organ, ki bo zdruZeval vse na$e napore na matemati¢nem polju.
Tako sredi$e bi moglo zagotoviti stalne vezi z veéjimi centri v svetu, zagotoviti
sodobnost nage matematike in njeno uc¢inkovitost v prakti¢énih nalogah."

V prihodnjih letih moremo pric¢akovati ustanavljanje veéjih radunskih
centrov po posameznih republikah. Tudi tu bi morali in to takoj od zadetka,
misliti na sodelovanje v jugoslovanskem merilu, ki naj zagotovi racionalno izko-
riSdanje ra¢unskih sredstev in razpolozljivih kadrov.

Taka organizacija jugoslovanske matematike bi predstavljala primerno
materialno in strokovno bazo za delo nasih univerz.
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Razen organizacije univerznega dela in njegove materialne baze moramo
obravnavati Se dotok kadrov na matemati¢ne skupine nasih univerz. Ta dotok
je danes nezadosten celo za potrebe prosvete, za potrebe industrije pa ne
ustreza niti po koli¢ini niti po kakovosti dijakov, ki prihajajo na univerzo.
Ugotovljeno je, da mnogi maturantje, ki bi po svojih sposcbnostih morali na
$tudij matematike, izbirajo $tudij na tehniSkih fakultetah.2 DrusStva matema-
tikov in fizikov se Ze danes dosti trudijo s popularizacijo matematike in z do-
polnilnim izobraZevanjem ulencev srednjih Sol. O tem bo na posvetovanju
govoril poseben koreferat. Tu pa bi vpraSanje pomanjkljivega dotoka kadrov
na univerze povezal z drugim vpradanjem, ki je Se neaktualno, ki ga pa lahko
pricakujemo v nadaljnjem razvoju. To je vpraSanje srednjega matematicnega
kadra, programistov, ra¢unarjev za potrebe racunskih centrov in statisti¢nih
zavodov.

Morda bi mogli %e sedaj, v razmahu reorganizacije nasih srednjih Sol, ko
gimnazijo vse bolj nadomes¢ajo srednje strokovne Sole, misliti tudi na srednjo
matemati¢no Solo. Taka srednja sploSno-izobraZevalna Sola z okrepljenim mate-
matiénim programom ali z ve¢ matemati¢nimi predmeti, bi bila bkrati izvor
srednjih kadrov in $tudentov za naSe univerze. Tako Solanje bi mogli opraviéiti
tudi z dejstvom, da se nagnjenje do matematike najbolj razvija prav v tej
starosti in da tako pridobimo tudi dragocen c¢as za formiranje bodocih mate-
matikov.

V Ze obstoje¢ih srednjih Solah, predvsem pa v Se obstojecih gimnazijah
moramo povetati vpliv uditelja matematike na prebujanje zanimanja za ma-
tematiko med dijaki. Predvsem pa moramo povecati zanimanje uditeljev samih.
Seminarji za uéitelje matematike, ki naj uvajajo v nova matemati¢na in fizikalna
podro¢ja, morajo postati stalna oblika dela nasih drustev in naSih univerz.
Diploma pravzaprav ne bi smela prekiniti zvez Studenta z univerzo. Diplomant,
profesor srednje Sole, se mora obc¢asno vracati na univerzo, da obnovi in razsiri
svoje znanje, da ostane v stalnem stiku z Zivljenjem svoje stroke. Tak ucitelj
bo gotovo mnogo bolj in mnogo bolje vplival na svoje ucence. Za tako organiza-
cijo bi bili potrebni tudi dologeni ukrepi prosvetnih oblasti, predvsem v omeje-
vanju prekorednih honorarnih ur. Ceprav so te ure ekonomsko upravitene,
vendar ovirajo razvoj profesorja in zniZujejo kakovost celotnega njegovega
pouka. :

Podobne naloge stoje pred na$imi univerzami tudi na drugi fronti, pri
krepitvi vezi med matematiko in industrijo. Te vezi bi moéno olajsali, e bi
dali solidnej$o, sodobnej$o matemati¢no izobrazbo tudi nafim inZenirjem. Zelo
koristni bi bili seminarji, teéaji ali druge oblike dopolnilnega matemati¢nega
izobraZevanja za inZenirje, pa tudi za naprednejSe Studente tehniskih fakultet.
Pozneje, z vedjo matematizacijo drugih ved lahko pri¢akujemo Se nove potros-
nike matematike: ekonomiste, biologe, lingviste. Povsem ob strani so ostale
v koreferatu Se vezi z naimi najblizjimi partnerji, s fiziki. O tem pa upam, bo
govoril naslednji koreferat. " Fronce Keilanis

2 Na posvetovanju je o tem obSirneje porocal bivsi tajnik Zveze druStev mate-
malikov in fizikov dr. B.Ra3ajski. Navedel je anketo, ki jo je preteklo leto izvedla
Zveza med udeleZenci zveznega matemati¢nega tekmovanja. Niti eden od tekmovalcev
ni v anketi navedel, da namerava na Studij matematike, vsi so se odloéali za druge
poklice. Delegati iz Slovenije pa smo se vendarle lahko pohvalili, da je pri nas
z osebno agitacijo le uspelo pridobiti veéino naSih tekmovalcev za §tudij tehniske
matematike.
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DOMACE VESTI

MATEMATICNA SOLA

Drustvo matematikov in fizikov LRS je svoje vsakoletne tefaje iz mate-
matike preimencvalo v matematiéno $olo, saj imamo letos kar tri tedenske
tecaje, na katerih je vpisanih preko 250 dijakov gimnazij in strokovnih Sol iz
Ljubljane in bliZnje okolice. Teéaji bodo trajali nekaj mesecev, dokler ne bo
obdelana snov po spodaj navedenem programu. Teéaj vodijo na&i priznani stro-
kovnjaki, in sicer: uvod v matematiko dr. N. Prijatelj, geometri¢ni uvod v li-
nearno programiranje in teorijo iger dr. A. Vadnal ter infinitezimalni rac¢un
dr. I. Vidav. Okvirni program tec¢ajev matemati¢ne $ole je naslednji:

1. Naslov te¢aja: Uvod v matematiko.

MnoZice in operacije med njimi.

MnoZica naravnih §tevil. O deljivosti. Permutacije in kombinacije. Binom-
ski izrek. _ )

MnoZica celih $tevil. Kongruenca Stevil. Cela §tevila po modulu m.

Razmerja celih $tevil in racionalna $tevila. Pitagorov izrek in iracionalna
stevila. Konstrukcije racionalnih izrazov in kvadratnih iracionalitet z ravnilom
in Sestilom.

Funkcije kot preslikave. Zaporedja in realne funkcije. Grafi enostavnih
funkcij. Zgledi nezveznih funkecij.

Polinomi in njihove nic¢le. Elementarna teorija enac¢b. Kompleksna Stevila.

2. Naslov tecaja: Geometri¢ni uvod v linearno programiranje in teorijo iger.

Linearno programiranje in teorija iger sta neki posebni in razmeroma zelo
mladi panogi uporabne matematike, ki se vedno uspe$neje uveljavljata pri
prakti¢nem obravnavanju raznih gospodarskih, tehnigkih, strateskih in drugih
problemov.

Zelo na kratko povedano obsegata obe panogi po svojem bistvu racunske
metode, s katerimi se ocenjujejo razne moznosti pri kakih gospoedarskih, tehnic-
nih in drugih postopkih z namenom, da se najdejo najboljSe resitve.

Obe panogi prihajata kot raziskovalni metodi v postev tam, kjer se lahko
predvidi ukrepanje, ki naj bo s kakega vidika, navadno gospodarskega, opti-
malno. Zaradi tega ju lahko zelo koristno uporabimo n. pr. v gospodarstvu pri
planiranju optimalnih dejavnosti, v tehniki pri izbiranju optimalnih tehnoloSkih
procesov, v prometu za najbolj ekonomi¢no razporeditev obstoje¢ih prometnih
sredstev, v agronomiji pri planiranju posevkov itd.

Z matemati¢nega vidika gre pri teh panogah za probleme, pri katerih
Zelimo doloditi neke vrste ekstreme, pri katerih so predpisani delocéeni pogoji.
S teoreti¢nega vidika sta obe panogi razmeroma precej zahtevni in zahtevata
zlasti poznavanje vi§je algebre in geometrije. Na niZji stopnji pa je mogoce obe
panogi zelo dobro osvetliti in obravnavati s skromnimi matemati¢nimi sredstvi,
s kakrSnimi razpolaga Ze srednjesolec.

Namen predavanj je podati sluSateljem na zelo elementaren nadin pro-
blematiko linearnega programiranja in teorije iger in pokazati na moZnosti
uporabe v tehniki in gospodarstvu. Pri tem bodo zvedeli tudi marsikaj novega
in zanimivega s podrocja analiti¢ne geometrije in verjetnostnega ra¢una. Znanje,
ki si ga bodo pridobili na tem tedaju, bo zelo razirilo splo$no matemati¢no

190



izobrazbo, odprlo bo moZnosti nove, pri nas $e malo znane uporabnosti matema-
tike, dalo bo pa tudi mnogo znanja, ki je potrebno za razumevanje teh disciplin
na vi§ji stopnji.

3. Naslov teCaja: Infinitezimalni ra¢un.

Pregled $tevil: naravna, racionalna in realna Stevila.

Osnovne operacije z mnozicami. Upodabljanje mnozic.

Zaporedja. Pojem konvergence. Cauchyjev pogoj. Racunanje z zaporedji.
Stevilo e.

Pojem funkcije ene spremenljivke. Pregled elementarnih funkcij. Geome-
tri¢na ponazoritev funkecij. ‘

Zveznost funkcij. Limitne vrednosti funkcij. Monotone funkecije.

Pojem dolo¢enega integrala. Primeri za direktno ra¢unanje vrednosti in-
tegrala. Lastnosti dolo¢enega integrala.

Pojem odvoda. Pravila za odvajanje. Odvajanje elementarnih funkeij.
Pojem diferenciala. Rolleov in Lagrangov izrek.

Pojem nedolocenega integrala (primitivna funkecija). Zveza med dolo¢enim
in nedolofenim integralom ter med odvodom.

Elementarne metode za rafunanje integralov. Logaritem in eksponentna
funkcija.

Uporaba infinitezimalnega racuna: Plo$¢ine krivoértne omejenih likov.
Prostornine vrtenin, ra¢unanje momentov. Dolocanje tangente na krivuljo. Hi-
trost in pospefek. Dolodanje ekstremnih vrednosti funkeij.

Drustvu je tudi znano, da so v drugih krajih Slovenije razni tetaji iz
matematike na posameznih $olah. Zeleli bi, da nam sporoéite, kaksni krozki ali
tedaji so na vasi Soli in kaks$na je udelezba. Na Drustvo se tudi lahko obrnete po
nasvete glede organizacije in vodenja tecajev. V nasem Obzorniku bomo pri-
obéili, kolik$na je ta dejavnost v Sloveniji.

Stanko Ursid

OBCNI ZBOR DRUSTVA MATEMATIKOV IN FIZIKOV LRS

Dne 16. decembra je bil v Ljubljani redni ob¢ni zbor Drustva matematikov
in fizikov LRS. Udelezilo se ga je okrog 60 ¢lanov.

O delovanju Drustva v pretekli poslovni dobi so porocali: predsednik
dr. A. Vadnal, tajnik F.Suster$i¢, blagajnik V. Sladi¢, tehni¢ni urednik Obzor-
nika F. Kvaternik, S.Ur§i¢ — referent za popularizacijo matematike in fizike,
F.Plevnik — referent za dvig pouka in predavanja; tov. Petra¢ -— o delu
v kranjskem okraju, tov. Lep pa o delu v Ravnah.

Iz porocil je bilo razvidno, da se je dejavnost Drustva v preteklem letu
zelo razmahnila. Dru$tvo je organiziralo matemati¢ne krozke za srednje$olce,
ki so se jih udeleZevali v velikem S$tevilu; priredilo je republisko tekmovanje
matematikov-srednjeSolcev in najboljse tekmovalce nagradilo; najbolj$i med
njimi so se udelezili tudi zveznega tekmovanja v Beogradu, kjer so se prav
dobro izkazali. Materialno podporo za to dejavnost sta dala Svet za $olstvo in
OLO Ljubljana. Razen tega izdaja Drustvo knjiZnico »Sigma«, v kateri je
doslej iz8lo Ze 5 knjig. Knjige je Drustvo Se posebej subvencioniralo, tako da
jih je lahko dobilo veliko stevilo dijakov po znizani ceni.

- Obzornik za matematiko in fiziko redno izhaja, za kar gre v prvi vrsti
zahvala Svetu za prosveto in kulturo ter Institutu »J. Stefan«, ki sta ga izdatno
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podprla. Brez njune pomoc¢i Obzornik ne bi mogel izhajati. — Vsem, ki so
materialno ali kako drugace pomagali Drustvu in tako omogo¢ili njegovo delo-
vanje, se ob¢ni zbor najprisréneje zahvaljuje. ’

V debati je bila posebej poudarjena nujnost, da se v delo Drustva aktivneje
vkljuéijo tudi ¢lani iz raziskovalnih centrov in tako tesneje poveZejo s tovarisi
v pedagoski sluzbi:

V novi upravni odbor so bili izvoljeni: dr. A. Vadnal, predsednik; J. Povsi¢,
podpredsednik; F.Suster$i¢, tajnik; V. Sladi¢, blagajnik; odborniki: F. Kvater-
nik — za Obzornik, M. Potisek — sekcija za dvig pouka in predavanja, S. Ur§ié¢
— sekcija za popularizacijo matematike in fizike, ing. M. Rosina (InStitut
»J. Stefan«); tovarisi: Vrabec — zastopnik Studentov, Petra¢ (Kranj), Bezjak
(Maribor), Avsec (Murska Sobota), Lep (Ravne), Kova¢ (Novo mesto), Vagaja
(Koper) in po en zastopnik Celja in Jesenic.

Za svetovalce pa so izbrani: F. Ahlin, dr. F. Dominko, dr. P. Gosar,
dr. Jamnik, dr. F. Krizani¢, dr. J. Kuscer, dr. A. Moljk, F. Plevnik, dr. N. Pri-
jatelj in dr. I. Vidav.

V revizijski odbor so bili izvoljeni: M. Lenar¢i¢, V. Pilgram, I Stalec;
v ¢astno razsodi§¢e pa: F. CemaZar, I. Molinaro in dr. A. Vakselj.

France Kwvaternik

UTRINEK

VESELE IN ZALOSTNE PRI IZPITIH IZ FIZIKE

(Po enem letu na univerzi)

Arhimedov zakon. — Vsako telo, ki je potopljeno v tekodino, izpodrine
toliko tekocine, kolikrSen je njegov volumen.

Cuden stroj. — Carnotov stroj je sestavljen iz dveh izoterm in dveh
adiabat.

Od cesa je odvisna kapaciteta plo$¢énega kondenzatorja? — Kapaciteta je
odvisna od naboja in napetosti, ker je C = e/U.

Kaj je relativna vlaZznost? — Relativna vlaZnost je, ako je delni tlak vodne
pare enak delnemu tlaku vode pri isti temperaturi.

Kaj je specificna toplota? — Specifiéna toplota je toplota, ki jo ima
neko telo.

Kaj je viskoznost? — Viskoznost je sposobnost proti gibanju tekodcine.

Kaj je osvetljenost? — Osvetljenost je osvetljenost nekega predmeta.

Kaj je osvetljenost? — Osvetljenost je pojav, da neko telo sveti.

Kaj je pospeSek? — Pospesek je, ¢e se telo giblje z neko doloceno hitrostjo
in Ce telo tisto hitrost zvisuje.

Enota newton. — Newton je sila 1 kilograma, ki pritiska na 1 meter.

Kaj je permeabilnost? — Permeabilnost je sprejemljivost snovi za ma-
gnetno polje.

Zakaj kaZe mokri termometer druga¢no temperaturo kot suhi? Od &esa
je ta razlika odvisna? — Mokri termometer kaZe za 10 veé, kajti nahaja se

v vodi pri tlaku 1 atmosfere, 1 atmosfera pa ustreza 10 m vodnega stebra.
I. K.

192



OBZORNIK
MATEMATIKO
FIZIKO v

1961 LJUBLJANA “LETNIK VIII



Uredni$ki odbor:
Robert Blinc, Peter Gosar, France KriZanié, Anton Kuhelj, Ivan Kus¢er, Anton

Moljk, Niko Prijatelj, Ivan Vidav, Franc Kvaternik (tehni¢ni in odgovorni
urednik)

Izdalo Drustvo matematikov in fizikov Ljudske republike Slovenije

Natisnila tiskarna CZP »Ljudske pravice« v Ljubljani



VSEBINA

Clanki

Proporcionalni $tevei (A. Moljk, J. Pahor) .

Magnetna zrcala za elektriéno nabite delce (N. Bezi¢) .
Spoj P—N (F. Herman) . ;
Sile med molekulami (J. Strnad)

O definiciji dolocenega integrala (I. Vidav)

Limitni cikli (G. Tomsi¢) . .
Lastnosti resitev problemov lmearnega programlranJa (A Vadnal)

Jedrske reakcije v zvezdah (M. Kregar, B. Povh) .

Radiacijski defekti (E. Pirkmajer) . :

O zgodovini matematike (S. A. Janovskaja, prevedel F Krlzamc) .

O cisto kvadrati¢nih formah s tremi spremenlpvkaml (B. Krusic) .

Liouville-Greenova metoda za aproksimativno reSevanje linearnih homo-
genih diferencialnih enacb drugega reda (S. Pahor) .

Elektromagnetna struktura nukleonov (J. Strnad) .

Vloga matematike v narovoslovju (E Wigner — S. Oblak) .

O relacijah (N. Prijatelj) .

Elektri¢na upornost enovalentnih kovin (M Pmtar)

Termoelektriéno hlajenje (D. Leskovsek)

Novice

LocenJe izotopov s plinsko centrifugo (J. Strnad) . :
Izobrazba, zaposlitev in specializacija fizikov v ZDA (A. MOl]k) |
Mionij (J. Strnad) -

Statistika in jezikoslovje (J. Strnad)

Domacde vesti

Seminar izbranih poglavij moderne fizike (S. Ursic) .
Tekmovanje mladih matematikov (S. Ursic¢) .

Matemati¢na Sola (S. Ursic) . -
Ob¢ni zbor Drustva matematikov in lelkOV LRS (F Kvatermk) :
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20
28
49
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79
97
104

112
120
145
155
162
168
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128
175
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43
190
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Sola

Matematika in naravoslovni predmeti v reformirani gimnaziji (S. Ursic) .
Deset obrazcev za razreevanje pravokotnega sfernega trikotnika (F. Ahlin)
Prispevek Franca Hodevarja pouku elementarne matematike (J. Pov§ic)
Fizikalne vaje na BezZigrajski gimnaziji (F. Plevnik)... .

.in na Tehni8ki Soli za KMRL (F. Kvaternik) .
Uspeh smo (S. Ursic)
Tecéaj eksperimentalne fizike (F Plevmk)
Predlog u¢nega naérta iz matematike za gimnazije
Matematika in fizika pri zakljuénih izpitih na gimnazijah (S Ursm)
Problemi pouka matematike (S. UrSic) .
O vpraanju pouka matematike na tehniskih Solah (J. Pov<1c)
O vzgoji matematikov pri nas (F. KriZzanic)

Poskusi

Ponazoritev vozlov in hrbtov v pis¢ali z zareco zico (F. Ahlin) .
Sesalec za prah — pomo¢nik pri fizikalnih poskusih (F. Ahlin) .

Vpraganja. . .5 @ 5 5 s o@mom i s @ 0w s s s wow s o3 ow s 48

Odgovori

Utrinek . . . . . . . . . . . . « . . & .« « . . . . . 48

132
133
133
178
180
186

46
96

96

142
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Iscemo fizike!

Sprejmemo ve¢ fizikov za delo v razvojnih laboratorijih in
proizvodnji v redno ali honorarno zaposlitev, s polnim ali s skrajsa-
nim delovnim ¢asom. V postev pridejo tudi Studentje zadnjih
letnikov in absolventi. Plaga po dogovoru.

Delovna podroéja: Proizvodnja GM $tevcev, razvoj polvodnikov,
razvoj magnetnih materialov, elektri¢ne in fizikalne meritve na

radijskih sestavnih delih, razvoj visokofrekvenéne keramike itd.

Zaradi dogovora se é&imprej zglasite v Razvojnem sektorju
Industrije za elektrozveze, Ljubljana, Vegova 2, tel. 22-675!

INDUSTRIJA ZA ELEKTROZVEZE
LJUBLJANA

UREDNISTVO JE PREJELO V ZAMENO

Bulletin scientifique, Zagreb 1961, T. 6, No. 1.

Farmacevtski vestnik, Ljubljana 1961, §t. 1—4.

Fotokemijska industrija, Zagreb 1961, §t. 1, 2, 3.

Glasnik matematiko-fizi¢ki i astronomski, Zagreb 1961, T. 16, No. 1—2.
Gospodarski vestnik, Ljubljana 1961, $t. 88—96.

Idrijski razgledi, Idrija 1961, &t. 1, 2, 3.

Philip’s Technische Rundschau, Eindhofen 1961/62, Nr. 1, 2.

Physics Today, New York 1961, Vol. 14, No. 6.

Proteus, Ljubljana 1960/61, §t. 3, 4, 5—6, 7—8, 9—10, 1961/62, &t. 1, 2, 3.
Publikacije elektrotehni¢kog fakulteta, Beograd 1961, No. 61—69.
Sodobna pedagogika, Ljubljana 1961, §t. 7—S8.

Varilna tehnika, Ljubljana 1961, §t. 1, 2.

Zdravstveni vestnik, Ljubljana 1961, §t. 7—8.



Zveza Drustev matematikov in fizikov FLRJ izdaja Casopis:

Nastava matematike i fizike

Naro¢nina je za ¢lane vseh republiskih drustev matematikov in fizikov
300 din, za ostale naro¢nike, $ole in biblioteke 400 din. Narocila in naro¢nino
posiljajte na Ziro ra¢un Nastave 101-701-5-1262 z oznako »za Nastavux.

Drustvo matematikov in fizikov NRS izdaja

Vesnik Drustva matemati¢ara i fizi¢éara NRS

Letno izide v dveh dvojnih §tevilkah, letna naro¢nina je 400 din. Naro¢nino
posiljajte na éek. racun 101-707-3-119 Drustvu matematicara i fizicara NRS pod
oznacébo »Za Vesnik«. Dopise pogiljajte na naslov drustva Beograd post. fah 791.

Drustvo matematikov in fizikov NRH izdaja za vso drzavo

MATEMATICKO-FIZICKI LIST

za ucCence srednjih Sol. Letnik ima Stiri Stevilke, med pocitnicami ne izhaja.
Letna naro¢nina je 300 din, posamezna Stevilka 75 din. )
Profesorji srednjih $ol, priporocajte list dijakom! Narodila in naroénino
posiljajte na naslov:
Matematicko-fizi¢ki list, Zagreb, Ilica 16/III, p. p. 165 ali na ¢ekovni radun
§t. 400-21-5-883.

Drustvo matematikov in fizikov LR Hrvatske izdaja &asopis

Glasnik
matemati¢ko-fizi¢ki i astronomski

Naroc¢nina znaSa 600 din, za redne ¢lane Drustva 300 din, za
ustanove 1000 din. Casopis narodite pri administraciji Glasnika:
Hrvatsko prirodoslovno dru$tvo, Zagreb, Ilica §t. 16-III. Cekovni
rac¢un 400-21-3-323 za Drustvo matemati¢ara i fizicara NRH.

Obzornik za matematiko in fiziko izhaja vsak tretji mesec. Izdaja ga Drustvo
matematikov in fizikov LRS. Urejujejo ga: R. Blinc, P. Gosar, F. KriZanié,
A. Kuhelj, I. Kuséer, A. Moljk, N. Prijatelj, I. Vidav. Odgovorni in tehnié¢ni urednik:
F. Kvaternik. Upravo vodi F. Kvaternik. — Tiska tiskarna CZP »Ljudska pravica«
v Ljubljani. — Naro¢nina je 400 din, za podjetja in ustanove, ki plad¢ajo po radunu,
in za naroc¢nike, ki placajo po. terjatvi, pa 450 din. Posamezna S$tevilka 120 din. Na-
ro¢nino nakaZite na ¢éekovni radun 600-14-3-207.

Dopise posiljajte in list naroéajte na naslov:
Obzornik za matematiko in fiziko, Ljubljana, postni predal 227, tel.$t.23-304



