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y"s "o OBIORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO 5.

MOORE-SMITHOVA KONVERGENCA

ZVONIMIR BOHTE

Pojem limite srefamo v analizi skoraj na vsakem koraku, a ne vedno
v isti obliki. Najprej spoznamo najosnovnejsi in najpreprostejsi primer limite —
limito zaporedja. Pri funkecijah naletimo na limito, ki je splodnejsa, a Se vseeno
podobna prejsnji. Integralni radun pa nas privede na povsem svojevrsten limitni
proces, ki nastopa pri definiciji dolodenega integrala, lodne dolZine, ploséine itd.
Vsi ti primeri se dajo nadelno prevesti na limito zaporedja. MoZno pa je tudi
definicijo limite posplositi tako, da zajame vse te in Se druge primere limite,
ki se pojavljajo v matematiki (topologiji, funkcionalni analizi itd.). Posplositev
je moZna na veé na¢inov. V tem ¢lanku si bomo ogledali posploSeno definicijo
limite, ki sta jo postavila matematika E.H. Moore in . L. Smith v zadéetku
tega stoletja (1915). ‘ :

Oglejmo si najprej tri tipiéne primere limite.

a) Zaporedje A, A, ..., A, ... je funkcija, ki je definirana na mnozici
naravnih S$tevil. Vsakemu naravnemu $tevilu — indeksu — pripada ¢len za-

poredija. Cleni so urej’eni tako, da vedjemu indeksu pripada poznejsi ¢clen
zaporedja. Limita je definirana takole: Zaporedje je konvergentno in ima li-
mito A, de eksistira k vsakemu Stevilu ¢ > 0 tak indeks n, da je |A,—A|<e
za vsak p = n. Vsi nadaljnji ¢leni od A, naprej se od limite razlikujejo za
manj od e. To dejstvo na kratko zapiSemo v obliki A = lim Apy n—s oo,

b) Vzemimo sedaj neko funkcijo f (x), ki je definirana na intervalu (a, 5).
Naj bo a neka todka tega intervala. Stevilo A je limita funkcije f (%), ko gre
x— a, ¢e pripada vsakemu pozitivnemu &tevilu ¢ tako Stevilo &> 0, da je
| f (x) — A | <e, kakor hitro je |x—a| <. V tem primeru zapiemo podobno:
A = lim f (x), * — a. Limita funkcije se razlikuje od limite zaporedja in je od
nje sploSnejia. Funkcijo f(x) lahko smatramo za zaporedje, pri katerem pa -
indeksi niso samo naravna Stevila, ampak vsa Stevila intervala {(a, ). V tem
zaporedju je ¢len tem poznejdi, ¢im blizji je argument §tevilu a, ~

¢) Bolj komplicirana pa je limita pri definiciji dologenega integrala. Naj
bo f (x) zvezna furikcija na intervalu [a, b]. Ta interval razdelimo z vmesnimi
tockami na n delnih intervalov z dolZinami 0y, 84 .+.0n Natanéna spodnja
meja funkcije f(x) na k-tem delnem intervalu naj bo mj. Tvorimo spodnjo
vsoto s, = 2 my & Pravimo, da je doloCeni integral limita te vsote, e naradéa
Stevilo delnih intervalov preko vsake meje tako, da gre dolZzina vsakega
delnega intervala proti nié. To limito oznadimo z A. Po definiciji je A limita
zaporedja spodnjih vsot, de ustreza poljubnemu ¢ > 0 tako tevilo § >0, da je
lsy— A|<<e, & so'le vsi 6, <6. Tudi tu zapisemo na kratko

A= [f(x)dx = lm X my d, o — 0.
a k=1



V tem primeru so ¢leni zaporedja spodnje vsote, indeksi tega zaporedja pa
so vse mone delitve intervala [a,b]. Cim gostejSa je delitev, tem poznejsi
“@leni so v zaporedju. :

Iz vseh teh primerov limite vidimo, da je zanjo bistvena nekaks$na usmer-
jenost &lenov zaporedja, pri ¢emer pa je narava Slenov in indeksov, katerim ti
pripadajo, postranskega pomena.

V zvezi z Moore-Smithovo definicijo limite si moramo najprej ogledati
* pojem usmerjene mnoZice. Naj bo M mnozica elementov a, b, ¢, ... Ta mnozica
je delno urejena, ¢e eksistira med nekaterimi elementi relacija »veéji«, ki jo
oznadimo z znakom —, z naslednjimi lastnostmi:

1. ¢ = a velja za vsak a € M (simetri¢nost). -
2. Iza=binb=asledia=b.
3.Iza=binb=csledia=c (tranzitivnost).

Namesto »a jé vetji od b« pravimo tudi »a sledi elementu b« ali »a je nasled-
nik elementa b«. Ce je relacija definirana za vse elemente mnoZice, t. j. ¢e lahko
na osnovi te relacije primerjamo poljubna dva elementa, potem je mnoZica
urejena. S . .

Kadar ima delno urejena mnoZica M Se lastnost:

4, K poljubnima elementoma a,b ¢ M eksistira v M tak element c, da
jec=ain c =D,

imenujemo mnoZico M usmerjena mnozica. Zadnja lastnost pomeni, da lahko
vsakemu paru elementov iz M najdemo skupnega naslednika, ¢etudi elementov
para med seboj ne moremo primerjati. '

Preprost zgled za usmfrjenc mnoZico je mno¥ica vseh naravnih $tevil. Ce
uredimo ¢lene po velikosti, je to trivialen primer usmerjene mnozice. Lahko
pa relacijo = definiramo takole: Stevilo b sledi za Stevilom a, ¢e je b ved-
kratnik S$tevila a:

‘ © bz=a e je b=ka k=123,...

Ta relacija mnozico naravnih Stevil le delno uredi. Hitro se lahko prepricamo,
da je vsem $tirim pogojem zadoSceno. V pogoju 4., na primer, je ¢ skupni
vedkratnik Stevil ¢ in b.

Vzemimo sedaj neko poljubno usmerjeno mnoZico M. Elementi te mno-
Yice naj bode @, b, ¢, ... Na tej mnozZici naj bo definirano zaporedje Aq, As,
Ae, ... t. j. neki zakon, ki vsakemu elementu a € M priredi realno Stevilo A,
Tlemente mnoZice M imenujemo potem indekse tega zaporedja.

V takem posploSenem zaporedju definiramo limito takole: Zaporedje Aq,
a € M, je konvergentno in ima limito A, &e je moZno najti po predpisu po-
lJjubnega pozitivnega Stevila e tak indeks n € M. da je

|A,—A|<¢, za vsak p = n.

Neenatba |A,— A[<e je v veljavi za vsak indeks p, ki sledi indeksu 7
v smislu relacije, ki je definirana v M. ) '

Brez dokaza naj omenim, da je tudi v tem primeru Cauchyjev pogoj
potreben in zadosten za konvergenco zaporedja. Zaporedje zadoi¢a Cauchy-
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jevemu pogoju, e eksistira po predpisu poljubnega ¢ >0 tak indeks n ¢ M
da je ] Ay, — A, [ <{ & za vsak par indeksov p in g, za katera velja p = n in g = n.

Hitro se lahko prepridamo, da konvergentno zaporedje ne mpre imeti
dveh razli¢nih limit. Pa vzemimoe, da ima zaporedje Ag, a € M, dve razli¢ni
limiti A in B. Po definiciji limite lahko najdemo k vsakemu > 0 indeks n ¢ M
tako, da je } A,— A | <¢ za vsak p = n. Ravnotako pa eksistira indeks m € M
da je | A,— B|<¢ za vsak p =m, ker je tudi B limita. Zaradi pogoja 4. pa
lahko najdemo v mmozici M tak element g, da je g = n in ¢ = m. Potem sta
za vsak p = q neenaéhi |4, —A|<e in |A,—B|<e obe izpolnjeni. Tako
dobimo ‘ ! :

|A—B|= ]A,,—A{ + !Ap~B1<2e

Ta neenacba pa je v protislovju s predpostavko, da sta A in B razli¢ni stevili.
Torej je limita kve&jemu ena sama.

Posplogena limita, ki smo si jo ogledali, ima skoraj vse obi¢ajne lastnosti
limite. Neko vazno lastnost pa pri tej posplositvi le izgubimo. Ker je mnoZica
indeksov le delno urejena, ni treba, da je poljubna podmnoZica tudi usmerjena
mnozica. Torej ne moremo trditi, da je poljubno podzaporedje konvergentnega
zaporedja tudi konvergentno. Ce pa je podzaporedje tudi usmerjeno in je
konvergentno, pa nima vedno iste limite kot celo zaporedje. To nam bo po-
kazal zgled. :

Vzemimo sedaj naSe tri primere za limito in se prepricajmo, da gre
v vseh teh primerih za Moore-Smithovo konvergenco. ~

a) Pri zaporedju A, A,,... A, ... je mnoZica indeksov mno¥ica vseh
naravnih Stevil. O¢itno je ta mnoZica usmerjena mnoZica, & so tevila urejena
po velikosti. V tem primeru se navadna in posplogena definicija limite po-
polnoma ujemata. . )

b) MnoZica indeksov je v drugem primeru ves interval (a, p) z izjemo
tocke @. Ta mnoZica postane usmerjena mnoZica, & relacijo = definiramo
s predpisom: Element y sledi elementu x, y>zx, & je |y—al<< lx—al.
Potem naj pomeni Y=, da je bodisi y >x bodisi y = x. Indeksi so torej
urejeni po oddaljenosti od to¢ke a. Pri tem ne moremo primerjati le dveh takih
indeksov, ki sta enako oddaljena od a, lefita pa na nasprotnih straneh. Lahko
se prepriamo o veljavnosti vseh 3tirih pogojev za usmerjene mnoZice. De-
finicijo limite funkcije, ki smo jo navedli v primeru b), lahko sedaj povemo
takole: A je limita funkecije f (x), ko gre = — g, de lahko najdemo po predpisu
poljubnega & >> 0 tak indeks x ¢ M, da je [fly) — A4 | <& kakor hitro je y = x.
Ce vzamemo |x—a| = ¢, potem je zgornja neenaéba v veljavi za vsak ye M,
da je le |y —a| = 4. Potrebno je seveda, da je a stekalid¢e mnozice M. Limita
funkcije je torej poseben primer posplodene limite, S podobnim razmigljanjem
bi lahko obdelali tudi limite funkcije vet spremenljivk. :

0 Nekoliko natanéneje pa si bomo ogledali definicijo dolodenega inte-
grala. Spodnje vsote, ki -pripadajo raznim delitvam intervala [a, b], tvorijo
zaporedje, katerega indeksi so vse mo#ne delitve intervala. Delitve bomo ozna-
Cevali z gr8kimi érkami ¢, §,... Vsaka delitev je dolodena s to¢kami, ki raz-
delijo interval [a, b] na manjie dele. Vse delitve tvorijo usmerjeno mnozico, e
se dogovorimo: delitev o sledi za delitvijo g (oz. delitev a je nadaljevanje de-
litve g), v znakih « = §, ¢e delitev a vsebuje kot delitvene totke vse todke
delitve . Tako definirana relacija = zadodda vsem Stirim pogojem. Na primer,
pogo] 4. zahteva, da je moZno najti k poljubnima delitvama « in p delitev y,
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ki je nadaljevanje obeh delitev a in g. Delitev y je vsaka delitev, ki vsebuje
vse delitvene totke obeh delitev a in f. '

Vsaki delitvi a pripada spodnja vsota A,. Spodnje vsote konvergirajo
k limiti A, & je moZno najti po predpisu poljubnega ¢ >0 tako delitev 7,
da je lAa—A[<a za vsako delitev @, ki je nadaljevanje delitve ». Ce
je f(x) zvezna funkcija, spodnje vsote res konvergirajo k dolotenemu inte-
gralu. V prejénji definiciji (e, 9) je treba delitev » izbrati tako, da so dolzine
vseh delnih intervalov manjse od 0.

Na tem zgledu se lahko prepriamo, da ni treba, da tudi vsako usmerjenc
podzaporedje konvergira k isti limiti. Vzemimo namred tako usmerjeno pod-
zaporedje delitev intervala, pri katerem pa ostane neki podinterval, na ka-
terem funkcija f (x) ni konstantna, ves ¢as nadaljevanja delitev nedeljen. Po-
tem to podzaporedje konvergira, limita pa ni dolodeni integral funkcije f(x)
od a do b.

Tudi v tem primeru gre torej za Moore-Smithovo konvergenco.

Literatura:

Kelley: General Topology, New York (1955).
Fihtengole: Kurs differencialnogo i integralnogo isc¢islenija. Tom, II, Moskva
(1948).

VERTIKALNI KRATKOPERIODICNI SEIZMOGRAF HILLER
' »STUTTGART«
VLADIMIR RIBARIC

Astronomsko-geofizikalni institut v Ljubljani‘

1. UVOD

Seizmograf je naprava, ki ob potresu zabeleri gibanje tal z doloCeno
povedavo in tako omogodi razpoznavanje in obdelavo posameznih znadilnih
potresnih valov ali njihovih skupin. Seizmograf je pravzaprav nihalo, katerega
osnovni del je gibljiva utez, ki pa mora biti pritrjena tako, da se lahko pre-

‘mika le v dolodeni smeri. Ob premiku tal med potresom povzroda vztrajnost
utezi njeno relativno gibanje glede na okolico. To gibanje seizmograf preslika
na registrirni papir ali film. -

Med seizmologke naprave priStevamo razen seizmografov e seizmoskope,
katerih zgodovina sega nazaj v Case starih kitajskih kultur, saj pripisujejo
prvo taksno napravo Kitajcu Cang Hengu v letu 132 po naSem gtetju. Kasneje
se je pojavilo $e nekaj podobnih seizmoskopov, ki so bili ob¢utljivejsi od ¢lo-
vedkih &util; te naprave so pokazale tudi smer najmoénejsih potresnih sunkov.
Sele ob koncu 19.stoletja so se na Japonskem in v Ttaliji, ki spadata med
izrazito potresna podrccja, pojavili prvi »klasi¢ni« seizmografi. Na Japonskem
so zgradili seizmograf po zamislih F. Omorija, v Italiji pa so zgradili podobne
naprave G. Vicentini, G. Agamennone in drugi seizmologi. S seizmografom tipa
Vicentini, ki danes seveda Ze zdavnaj ne ustreza ved zahtevam seizmologije,
je bila dve leti po velikem 1jubljanskem potresu opremljena leta 1897 tudi
ljubljanska seizmolo$ka postaja. Te potresomere s0 ‘kmalu nasledili sodobnejsi,
saj je teorija seizmolo$kih instrumentov, ki se je vzporedno hitro razvijala,

pokazala velike hibe primitivnih nihal, s katerimi so seizmologi takrat raz-
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polagali. Kmalu so na zahtevo teorije tudi v praksi zgradili potresomere, ki so
se pogojem teorije zelo pribliZzali. Aparati, ki so bili konstruirani v tem ob-
dobju, se pogostoma uporabljajo Se dandanes, saj imajo, tudi ¢e jih primer-
jamo z najsodcobnejdimi seizmografi, §e vedno svojevrstne prednosti. Omenimo
naj predvsem seizmografe E. Wiecherta, C. Mainke, A. de Quervaina in
A. Piccarda, ki %e vedno delujejo na &tevilnih svetovnih seizmologkih postajah.
Wiechertov astatiéni horizontalni seizmograf z 200-kilogramsko uteZjo, ki je
postavijen v kleti ljubljanskega observatorija na Goloveu, tudi danes zadovo-
ljivo beleZi potrese. Ta seizmograf beleZi premike zemeljskih tal v vodoravni
smeri in to za dve komponenti hkrati: sever—jug in vzhod—zahed. Osajen papir
drsi na enakomerno vrtetem se valju pod konicama dveh peres. Njihovi ostrini
pusdata v sajnati plasti sveje sledi, totna ura, povezana s seizmografom, pa daje
vsako minuto ¢asovno znamenje na seizmogram. To uro vsakodnevno pri-
merjajo z natancnimi ¢asovnimi signali posebnih radijskih oddajnikov; na tak
naé¢in ne samo kontroliramo uro, ampak dolotujemo tudi popravke za ¢asovna
znamenja na seizmogramu. S tem pa je moZna natandéna Casovna opredelitev
pojava potresnega vala in seveda tudi ¢asovna primerjava z drugimi seizmo-
lo8kimi postajami. Premiki tal, ki nastanejo ob prehodu longitudinalnih, trans-
verzalnih in povrsinskih potresnih wvalov, se zaradi vztrajnosti uteZi nihala
s pomodjo prenosnega mehanizma povedani preneso na osajeni papir. Lastna
nihanja seizmografskega nihala se duSe v dusilni napravi ali amortizerju.
Dusenje je potrebno, ker nas zanima le slika gibanja tal ne pa sestavljenega
gibanja tal in seizmografa.

Mimo prednosti, med katere spada predvsem takojsnja preglednost seiz-
mograma heposredno po potresu in pa ceneno vzdrzevanje opazovanj, ima
vsak seizmograf, ki nihanja mehani¢no zapisuje, veliko pomanjkljivost: v le- -
Zajih se pri gibanju seizmografske utezi pojavlja znatno trenje. Trenje nastane
seveda tudi zaradi drsenja pisalke po osajenem papirju. Ob velikem trenju se
obcutljivost seizmografu zelo zmanjsa, kar se odraZa v majhnem S3tevilu za-
belezenih Zibkih potresov. Zaradi tega so konstruktorji bili prisiljeni zgraditi
seizmografe z uteZmi do 21 ton, da bi pri dani periodi seizmografa dosegli &m
vedjo povelavo. Za seizmografe z mehaniéno registracijo in lastno periodo
2 sekund, kar ustreza zahtevam potresomercv za bliznje potrese, moramo
vzeti nihalo z maso 1

m= ——.V2kg,
200

kjer je V stati¢na povelava seizmografa.

Pri bliZnjih potresih (do nekaj sto kilometrov) previadujejo potrebni va-
lovi s kraj8imi periodami. Ce ima seizmograf lastno periodo priblizno enako
periodam potresnih valov, doseZemo lahko z izkorifdanjem pojava resonance
zelo velike poveéave. Slabo pa je potem to, da je povelava moéno odvisna od
dolzine periode in da zato zapis v splofnem ni veren. '

Da je trenje velika ovira za instrumentalno seizmologijo, je kmalu opazil
Rus B. Golicin, ki je Ze leta 1910 zgradil seizmograf z galvanometri¢no-opti¢no
registracijo. V tem seizmografu se pri relativnem gibanju mase glede na okvir
inducirajo v posebnih tuljavah tokovni sunki; ti odklanjajo tuljavo zrcalnega
galvanometra. Zarek, ki se odbija od zrcalea, ride po prehodu skozi le¢je sled
po fotografskem papirju. -

Prednost takS$nega seizmografa je predvsem v skoraj popolni eliminaciji
trenja, zaradi ¢esar so lahko zaleli graditi seizmografe z razmeroma lahkimi
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nihali. Robustne konstrukcije klasi¢nih nihal so s tem odpadle. V novejSem
tasu so predvsem v ZdruZenih drZavah, Sovjetski zvezi in Nem¢éiji razvili
mnogoitevilne seizmografe, ki skoraj vsi izkoriS¢ajo zgoraj omenjeni princip
indukcije.

Ponekod obstaja e vrsta seizmografov s sestavljeno mehani¢no-opti¢no
registracijo, pri ¢emer mehaniéni vzvodi, povezani z nihalom, sluZijo le za
premikanje majhnega zrcala, ki posreduje opti¢ni prenos varka k fotograf-
skemu papirju. Omenimo naj, da v svetovni mreZi seizmolo$kih postaj Se zdaj
dela seizmograf s tovrstno registracijo, ki so ga zgradili pred nekaj desetletji
v Ljubljani po zamisli seizmologa Albina Belarja. Postavljen je na ¢eskoslovaski
postaji Cheb in ima naziv Belar-Zlatorog.

2. HILLERJEV SEIZMOGRAF

‘ Predvsem nas bo zanimal opis seizmografa, ki je postavljen v Astro-
nomsko-geofizikalnem observatoriju na Goloveu pri Ljubljani. To je Hillerjev

SI. 1. Kratkoperiodi¢ni vertikalni seizmograf Hiller »Stuttgart«

kratkoperiodi¢ni = elektromagnetni seizmograf tipa »Stuttgart« z galvano-
metri¢no-opti¢no registracijo. Namenjen je za beleZenje vertikalnih tresljajev.
Obstajajo $e horizontalni seizmografi istega tipa; dvojica horizontalnih seizmo-
grafov in pa vertikalni seizmograf tvorijo tako imenovani homogeni kratko-
periodi¢ni komplet. Nabava takinega kompleta naj bi bila nadaljnji korak
v izgradnji ljubljanske seizmoloske postaje.

Seizmografi te vrste so postavljeni na nekaterih postajah v zahodni
Neméiji in v avstrijskem geofizikalnem observatoriju Cobenzl pri Dunaju. Ver-
tikalni Hillerjev seizmograf je nihalo z eno stopnjo svobode; njegova naravna
perioda nihanja je astazirana, to je: umetno povecana s posebno magnetno na-
pravo. Vodoravna os tega nihala je sestavljena iz dveh 0,05 mm debelih jeklenih
vzmeti, nihalo samo pa visi na navpiéni vija¢ni vzmeti, ki je pritrjena na ogrodje
seizmografa. Ta vzmet je iz posebne ameriske zlitine »Isoelastic«, ki s spremem-
bami temperature v normalnem »sobnem« intervalu ne menja svoje dolzine niti
elasti¢nih svojstev. Roédica vodoravno leZefega nihala nosi na svoji osi $e kovinsko
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utez, tezko priblizno 1 kg. Prijemalisée utezi ali pa zgornje prijemalisée vijatne
vzmeti se dasta s pomoZnimi napravami spreminjati. Indukecijska naprava
v seizmografu je enostavna: 8tiri zaporedno vezane tuljave, kakor tudi modan
podkvast magnet, so trdno pritrjene na ogrodje seizmografa, medtem ko je del
magneta, ki je sestavljen iz dveh Zeleznih armaturnih plodic, pritrjen sime-
triéno zgoraj in spodaj na gibljivo rocico nihala. Spremembe v magnetnem
pretoku, ki nastanejo ob relativnem gibanju nihala glede na okolico, povzro-
dajo v tuljavah spreminjajote se elektri¢ne napetosti. Te tokovne sunke je
potrebno zabeleZiti, da bi dobili seizmogram, to je sliko gibanja tal.

DuSenje seizmografa je magnetno; plo§¢a iz aluminija, ki je pritrjena na
prostem koncu nihala, se lahko svobodno giblje med poloma dveh permanent-
nih magnetov iz jekla Alnico. Vrtindasti tokovi, ki nastanejo v plo$éi med
njenim gibanjem, zavirajo gibanje nihala. Medsebojni polozaji te plosce in
magnetov se lahko spreminjajo, tako da je mcino dosedi razne stopnje dusenja,
do aperioditnega. '

S1. 2. Vertikalni seizmograf Hiller »Stuttgart«

Legenda: 1—1’ vodoravna vrtilna os, 2 smer nihanja seizmografa, 3 jeklene vzmeti, 4 vijatna '
vzmet, 5 indukcijske tuljave, 6 zgornja Zelezna armaturna plodfica, 7 pol magneta, 8 Séitniki
iz mehkega Zeleza, 9 pol duSilnega magneta, 10 zrcalci, 11 nihalo. -

Lastna perioda nihala znasa okoli 0,5 sekunde; z magnetno astazirno na-
pravo se da perioda povedati do 1,5 sekunde, torej priblizno do vrednostl pe-
riode potresnih valov, ki je znaclilna zlasti za bliZnje potrese. )

Za umerjanje je konstruktor pritrdil na okvir nihala $e majhen elektro-
magnet, s katerim nihalo seizmografa lahko odklonimo iz mirovne lege. Za to
potrebujemo priroéno napravo, s katero lahko posljemo skozi tuljavo elektro-
magneta razlicno mocne tokove. Ti tokovi morajo biti tolik&ni, da povzroéijo
le majhne nagibe vodoravno leZetega nihala (do 407), ki so.sorazmerni elektrié-
nemu toku. S pomodéjo teodolita in posebne skale ter dveh ogledal, izmed ka-
terih je eno na nihalu, drugo pa na ogrodju seizmografa, lahko dolod¢ime kon-
stanto proporcionalnosti, ki jo ‘rabimo pri radunanju drugih seizmografskih
konstant. ' ‘ '
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Registrirna naprava, ki je del seizmografa, je zelo enostavna. V njej se
nahaja galvanometer, boben s fotografskim papirjem, ki ga poganja casovni
_mehanizem, in pa sistem zrcal in le¢, ki sluZijo za prenos svetlobnega Zarka
od izvora do fotografskega papirja. V tuljavah seizmografa inducirani tokovni
sunki zavrte tuljavico zrcalnega galvanometra v registrirni napravi. Svetlobni
zarek, ki iz stalnega toc¢kastega izvora svetlobe vpada na zrcalce galvanometra,
dobi na ta nacdin vlogo pisala, katero s pomocjo opti¢nih prenosov Z ravnimi
zreali in cilindri¢no le¢o prenese sliko gibanja tal na fotografski papir. Ta se
enakomerno vrti na valju, ki ga -goni ¢asovni mehanizem. Dodatna naprava
v tem mehanizmu pocasi nagiba svetlobni Zarek, tako da dobimo na valju
sled v obliki vija¢nice. Vsa naprava je povezana z cbservatorijsko uro, ki vsako
‘minuto prekine za dve sekundi elektri¢ni tok izvora svetlobe, s tem pa kasneje
omogodi &asovno opredelitev. pojava potresnih valov. Pri Hillerjevi registrirni
napravi lahke s posebnim menjalnikom uravnavajo tudi obodne hitrosti valja

S1. 3. Zunanjost registrirne aparature. Na levi se vidi pogonski mehanizem, Galvano-
meter je postavlijen v dnu zadnjega dela naprave

v intervalih od 15 do 30 mm in od 60 do 120 mm na minuto. V ljubljanski
seizmologki postaji uporabljajo hitrost 60 mm na minuto, kar ravno e omogoca
zahtevano natandnost &tanja ¢asovnih opredelitev potresnih valov do 0,1 se-
kunde natanéno.*

Omenimo naj %e zrcalni galvanometer, ki je postavljen v registrirni na-
pravi. Gre za Mollov galvanometer tipa O z lastno nedufeno periodo 1,5 se-
kunde, notranjim uporom 80 chmov in z moZnostjo zunanjega prikljucka od
1 do 400 chmov; seizmograf s svojim notranjim upcrom 160 chmov je tfore]
prilagojen pogojem galvanometra. Napetost pribliZzno 107V daje v razdalji
enega metra odklon Zarka za 1mm. ’

3. OPREDELITEV KONSTANT SEIZMOGRAFA

Seizmograf ustreza pogoju, ki ga je podal B. Golicin in ki pravi, da
morata biti lastna perioda nihala in galvanometra v nedusenem stanju enaki.
Pri obratovanju je dufenje kakor pri seizmografu tako tudi pri galvanometru
na meji aperiodiénosti. ‘

* Za registracije uporabljajo bromovo-srebrni registrirni papir z izredne ob-
¢utljivostjo. Dimenzije papirja so 920 X 300 mm. ‘
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Oglejmo si nekaj osnovnih pojmov iz teorije seizmografa! Iz mehanike
poeznamo enacbo, ki velja za gibanje fizitnega ali kakega podobnega nihala:

JO+b,0+C,0=0. . 1)

Pri tem je © kotni @dkion, J pa vztrajnostni moment nihala.

Clen b, © predstavlja momente sil, ki se pojavljajo zaradi dusenja, ¢len
C, 0 pa predsztavl;;a momente sil, ki vraéajo mhalo v ravnoteZni poloZaj.
Enacbo (1) lahko piSemo v drugi obliki

O+2:0+ w26 =0, , @)
kjer sta 2¢ = b,/J in o, = C,/J. Vidimo, da je w, krofna frekvenca nedulenega

nihala, torej w, = 2 #/T,, e je T, ustrezna lastna perioda. V mejnem primeru
aperiodicnega duSenja je ¢ = w, in enac¢ba (2) se tedaj glasi:

6+2w,0+ w20 =0. )

Pri umerjanju seizmografa odklonimo z elektromagnetom nihalo za
majhen kot &, in nihalo spustimo. Nadaljnje gibanje opifemo s tisto resitvijo
enacbe (3), ki zado$¢a zaletnima pogojema & = 8, in 6,=0 prit=0. Ta
resitev je: )

O = G, e~ (1+ w,t). ' %

Za kotni odklon g‘alvanome‘trsk*e tuljave ¢ velja podobna enacba kot (3):
¢+ 20,0+ wle=—K6. (5)

Upostevali smo, da je frekvenca galvanometra enaka frekvenci nihala, in da
je tudi galvanometer aperiodi¢no duden. Clen na desni strani enadbe pred- -
stavlja vrtilni moment, ki deluje na tuljavico zaradi toka. Ta moment je
sorazmeren kotni hitrosti @, s katero se giblje nihalo. Sorazmernostni faktor K,
v katerem se skrivajo konstante tuljavice in prej omenjenih indukcijskih tuljav,
se imenuje prenosni faktor.

! Ko ’uvrsstnrnor izraz za © iz enache (4) v (5), dobiﬁxo
(‘,m~ + 2w, (p +wle=K@0,w?te ot (6)
Resitev te enacbe (6), ki zédovoljuje pogoja ¢ = 0 in qa =0 za t =0, je:
9= 3K 6,0, 8 o ™

Odklon tuljavice doseZe prvi maksimum @max, KO je pr"v1krat spet qo = 0, to je
pri t @max = 3/w,, kar daje
K@, K ' '
K9, = 0,224 - X6, (8)
2ée? Wo Wy

Pmax =

Ta enacba omogoca dolotitev prenosnega faktorja K, ée smo izmerili 0, in @max.
~ Ta dolocitev predstavlja glavno nalogo pri umerjanju seizmografa.
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Za radunanje dinamiéne povetave Vg seizmografa za potresne valove
z razliénimi periodami lahko vzamemo ena¢bo B. Golicina

KAT
V= 0. B (9)
7l (1 + u2)2

A je pri tem razdalja med zrcalom galvanometra in registrirnim papirjem.
Dalje je I reducirana dolZina neastaziranega, svobodno nihajolega seizmografa,
u pa razmerje med periodo potresnega vala (T) in periodo astaziranega seizmo-
grafa (T,), torej '

V4 doseZe najvedjo vrednost pri umax = 1/ [/3, namre¢

KAT,
Vimax = 0,1034 ———— (10)
1
log Vd
4_’
/ S
! .
3 ‘\\
\\
\
\
2
& i e
. 1
1 ’\
i
: ~
W do a5 3p
0 4 2 3 4 5 6 7 8 9§ 1w

T

Sl 4. Dinami¢no povetanje Hillerjevega seizmografa V; -v odvisnosti od lastne
periode gibanja tal T ob potresu

Pri doloanju konstant naSega seizmografa smo se natanko drZzali kla-
si¢nih pogojev Golicina in smo regulirali nihalo na lastno periodo 1,5 sekunde,
ki se ujema z lastno periodo galvanometra. Izkazalo se je, da je najvedja moZna
povedava seizmografa 10 150-kratna, in to za potresni val s periodo okoli
0,75 sekunde. Za periodo dve sekund je povefava 4000-kratna.

V zadetku ¢lanka omenjena enacba kaZe, da bi klasien seizmograf z enako
povetavo moral imeti maso 80 ton, kar bi bilo seveda povezano z mnogimi
nevéednostmi tehniénega znadaja. Krivuljo povecanja na osnovi enacbe (9) si ‘
lahko ogledamo na sl. 4. Opazimo, da dobimo veliko povedanje le v obmodju
kratkoperiodnih potresnih valov.
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4. ZAKLJUCEK

Vertikalni Hillerjev seizmograf je pri beleZenju bliznjih potresov Ze po-
kazal svoje odli¢ne lastnosti. Zaradi velike obdutljivosti aparature, ki je za-
belezila tudi izredno sibke potrese, je navidezno porastlo &tevilo potresov
v nafih pekrajinah. Tako je na primer v prvem tromesecju letos registrirala
ljubljanska seizmolofka postaja 243 potresov, beograjska pa, ki je opremljena
s klasitnimi seizmografi, le 61 potresov. V to Stevilo so seveda viteti tudi odda—
ljeni potresi. Poudariti velja zlasti pomembno vlogo Hillerjevega seizmografa
pri registraciji potresnih valov, ki so presli skozi Zemljino jedro. Iz antipodnega
podrodja naSe Zemlje namreé pogosto zabeleZijo potrese, ki imajo svoj izvor
v tektonsko aktivnih pasovih ob otodju Tonga in Fid# v Pacifiku. Pod dolode—
nimi pogoji je s tem seizmografom mogode zabeleziti tudi zelo cddaljene
jedrske eksplozije. :

SL 5. Seizmogram: Zadfetek registracije potreba v Agadiru dne 29. februarja 1960
ob 23h 45m 3515 po svetovnem &asu, zabeleZen na Hillerjevem seizmografu. Epicenter
: je bil oddaljen 2700 km

Nadaljnja odlika Hillerjevega seizmografa je velika stabilnost njegovih
konstant, ki se v teku enega leta, odkar seizmograf neprekinjeno tede, prak-
ti¢no niso spremenile. Tudi delo na seizmografu in moZnost njegove kontrole
sta dokaj encstavna. Svojstva te naprave bi bila skoraj popolna, ¢e bi seizmo-
graf imel Se avtomatiéno napravo, ki bi v primeru moénej$ih potresnih sunkov
ojacala svetlost izvora svetlobe; zdaj se namred dogaja, da so ob moénih
potresih deli seizmograma podeksponirani, ker svetlobni Zarek prehitro rige
po fotografskem papirju. Ko bodo zgradili $e tak$no napravo, ki pa ne bo
smela vplivati na sistem seizmograf-galvanometer, se bo prakti¢na vrednost
seizmografa e povedala. g '
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MASERJI
SAVO POBERAJ
Nuklearni institut »JoZef Stefan«

V zadnjih letih so izdelali posebne ojatevalnike in oscilatorje, ki se po
svojem delovanju bistveno razlikujejo od ojacevalnikov in oscilatorjev z elek-
tronskimi cevmi in s tranzistorji. To so tako imenovani MASER-ji (Microwave
Amplification by Stimulated Emission of Radiation). Uporabljajo jih, vsaj za
sedaj, samo v mikrovalovnem frekven¢nem obmodju. Z maserji moremo ojace-
vati signale, ki so pribliZno 1000-krat Sibkejsi od signalov, ki jih Se moremo
ojatevati z cbidajnimi ojadevalniki. Nekatere vrste maserjev so uporabne kot
oscilatorji z izredno frekvenéno stabilnostjo. To so »atomske ure«.

V obitajnih mikrovalovnih napravah n. pr. klistronih, magnetronih in
ceveh na potujode valove se kineti¢na energija elektronov pretvarja v energijo
mikrovalovnega polja. Pri maserjih pa mikrovalovno polje sodeluje z elek-
tritno neviralnimi atomi ali molekulami. Pri tem se notranja energija atomov
ali molekul ali pa potencialna energija v magnetnem polju, ki jo imajo zaradi
magnetnih momentov, pretvarja.v mikrovalovno energijo. Ta proces je po-
doben sevanju vidne svetlobe n. pr. pri razelektrenju v plinih. Vendar pa je
varna razlika med emisijo v vidnem in mikrovalovnem frekvenénem obmodju.
Pri opti¢nih frekvencah so Zivljenjske dobe atomov v vzbujenem stanju zelo
kratke (~ 10~%s). Vzbujeni atomi spontanc sevajo svetlobo. Vsak atom seva
neodvisno od drugega in je zato sevanje nekoherentno. V mikrovalovnem
frekvenénem podrodju pa je spontana emisija zaradi dolgih zivljenjskih dob
(do 10%s) vzbujenih stanj precej nevaZna. Pri teh frekvencah atomi sevajo
energijo, ¢e jih k temu prisilimo. Tako prisilno ali inducirano emisijo doseZemo
tako, da atome »kopamo« v mikrovalovnem elektromagnetnem, polju. Valo-
vanje, ki nastane pri prisilni emisiji, je koherentno. Pri maserjih izkoriSéamo
prisilno emisijo za ojadevanje signalov ali za ustvarjanje izredno monohromat-
skega valovanja. ‘

Maserje delimo na dve skupini: 1. maserje na atomski ali molekulski
curek, 2. maserje s trdno snovjo. Pri maserjih na curek je emitirano valovanje
posledica elektriénih ali magnetnih dipolnih prehodov. Pri maserjih s trdno
snovjo pa izkoris¢amo za emisijo samo magnetne dipolne prehode.

Fmitirano ali absorbirano mo¢ izradunamo pri elektriénih in magnetnih
dipolnih prehodih takole: Atom ali molekulo dvignemo iz niZjega na vi§ji
energijski nivo tako, da mu privedemo energijo hviyj = E;— E;, kjer je E;
energija vidjega, E; pa niZjega nivoja. V temperaturnem ravnoteZju so niZji
energijski nivoji bolj zasedeni kot visji. Za E;—E; « kT, kjer je T tempera-
tura snovi, je verjetnost wy; za prehod z viSjega nivoja i na nizji nivo j enaka
verjetnosti wj; za prehod iz nizjega na visji nivo. Ce z ¢; in g; oznadimo kon-
centracijo atomov na niZjem' in na vi§jem energijskem nivoju, dobimo za absor-
biranc mo¢ formulo P = h vy wij (0] — 0). )

Emisija nastopi le pri »invertirani« zasedbi nivojev, t. j. za o > 0j.
Verjetnost wj; izradunamo s teorijo Casovno spremenljivih motenj. Za
elektri¢ne dipolne prehode dobimo* :
wij = (2 7% pi*h?) B (%) ge (v — vig). @y

* Glej n.pr.: L.Schiff: Quantum Mechanics, II.izdaja, McGraw-Hill Book Co.
1955, str. 195.
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pij je matri¢éni element za dipolni prehod, E, (») je efektivna elektri¢na poljska
jakost, » je frekvenca elektriénega polja, ge (v —v) pa je funkcija, ki podaja
obliko resonandne krivulje. Za ozke resonant¢ne krivulje velja

ge (v — i) = ol [(g — )2 + ()] ®)
2 Ay je razpolovna Sirina resonandéne krivulje.
Za magnetne dipolne prehode pa velja
wij = (272 up® w2k H () (S — M + 1) (S + M) g (v —»is)- 4

Tu je up Bohrov magneton, u, indukcijska konstanta, H,(») pa efektivna
magnetna poljska jakost. S je spin delca in M magnetno kvantne &tevilo. Za
magnetne dipolne prehode velja izbirno pravilo 4M = *+ 1. Funkcija gm (v — Vi)
je odvisna.od oblike resonanc¢ne krivulje.

(e vstavimo izraza (2) in (4) v (1), dobimo za absorbirano ali emitirano
mod na enoto prostornine snovi formulo '

P = (27 vy pii*/h) EZ (v) go- (05 — 01) 5)
za elektri¢ne dipolne prehode in formulo
P = 27 vy up? w2 h) HE () (S — M + 1) (S + M) g - (05— 03) (6)

za magnetne dipolne prehode.
FEmisijo in absorpcijo v snovi moremo opisati tudi fenomenolosko.
Absorbinana moé& elektridnega polja na enoto prostornine snovi je podana
7 znano relacijo P = Re (E,-j,)-E, je efektivna elektri¢na poljska jakost v snovi,
i, pa je gostota efektivnega elektriénega toka. Snov naj ima elektriéno prevod-
a0st ¢ in kompleksno elektritno susceptibilnost ye (¥) = z¢" (v) + i go” (). Realni
in imaginarni del susceptibilnosti sta funkeciji frekvence polja. Za gostoto
toka wvelija } ‘ '
iy = oE, +

ot

Casovno spreminjanje polja naj bo podanc z exp (—i2mvt). Za gostoto
toka ‘dobimo formulo j, = oE, + 2mv y." eE,—i2m vy ¢ E,. Absorbirana
mod je o B2+ 2a vy ¢, E2 Obicajno se o vkljuéi v z.”. Tukaj tega nismo
naredili zato, ker nas zanima le tisti del absorbirane mo€i, ki se spreminja
s frekvenco. Ta del je
' P=2mvy () e, E2 (v). (7)

Emisijo dobimo, ¢ je yx.” <<0. Za snovi z magnetno susceptibilnostjo
sm () =y’ () + i g’ (v) (feromagnetike izkljudimo) velja: podobna formula

P=2ny " () uH? (). . @)
Za xm” << 0 snov oddaja energijo. | .
S primerjémjem izrazov (5) in (6) s (7) dobimo
_ 1" = (pitlh e) ge (07— o) ‘ ©)
" = (o a5 /) g (S — M+ 1) (S + M) (01— 20 W)
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Zveza med realnim in imaginarnim delom susceptibilnosti je podana z
disperzijskimi relacijami. V bliZini resonanéne frekvence »; velja

20 =y i) (v — i)l A, ' 11y

kjer je 2 Av $irina resonanéne krivulje.

Negativne vrednosti imaginarnega dela susceptibilnosti imamo samo
takrat, kadar so vi§ji energijski nivoji bolj zasedeni kot niZji. Nadine, kako
dosezemo veljo zasedenost visjih energijskih nivojev kot ni%jih, bomo opisali
pozneje. Pred tem pa si oglejmo maserje s Cisto elektri¢nega staliséa.

Maser je shematiéno narisan na sl. la. Valovanje moc¢i P,, ki ga Zelimo
ojaciti, prihaja po valovodu I skozi reZo a v resonator. V resonatorju je snov

Ry L C Z-R+iX

. R,
Resonator
R— XeX'+iX" —" Ey R,
A N 7 ,
n,:1
(b)

Tn,

{c)
Slika 1

z elektriéno ali magnetno susceptibilnostjo y (v) = ¥ (») +iy” (v). Ojadeno va-
lovanje gre deloma skozi re¥o b v valovod II. Na sl. 1b vidimo nadomestno
vezje za tak maser. Izvor signala s frekvenco v = w/2 n, efektivno napetostjo E,
in mocjo P, je generator (n.pr. antena) z notranjo upornostjo R,. Resonatorju
ustreza v nadomestni shemi nihajni krog z induktivnostjo L, kapacitivnostjo C
in upornostjo R,. Vpliv snovi na razmere v resonatorju opiSemo z navidezno
upornostjo Z = R + i X. Zvezo med R in y” (v) ter X in % (v) bomo izpeljali
pozneje. R, je upornost potro$nika (n. pr. upornost naslednjega ojadevalnika).
Sklopitveni reZi a in. b nadomes¢ata transformatorja s prestavnima razmerjema
lin, in n,:1. Zaradi laZjega razmotrivanja transformiramo vezje na sl 1b
v vezje na sl. lc. . :

Zanima nas mo¢ P,, ki se spros¢a na uporu R,, ¢e je moé¢ signala na
vhodu P,. Iz sl. 1c sledi, da je efektivni tok, ki ga Zene napetost n, E,

J= _— m B, (12)
. 1
(n*R, +n2R, +R,+R)+i(wL—— +X)
. wC
Za mo¢ P, = n,2 R, J, J,* dobimo
2 E,Z
P, =nR, e 1 (13}
n2?R, +n2R,+R,+ R2+ (w L—T+ X)?
)
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Maksimalna mo¢, ki jo generator lahko odda resonatorju, je P, = E,2/ 4 R,.
Z vstavljanjem vrednosti E2? iz te enache v (13) in z deljenjem S&teveca in
imenovalca z w? L% kjer je w,? = 1/L C kvadrat kroZne resonantne frekvence
praznega resonatorja, dobimo

4P, 1

Qu Qo (i I L)2+ (i‘i_ﬂ N __X;)z
Q. Q@ Qo Qs W, ) wo L

V tej formuli je @, = w, L/R, kvaliteta praznega resonatorja,@Q. = w, L/n2 R,
in @ = w, L/n,? R, pa sta zunanji kvaliteti resonatorja. Koli¢ina Qs = w, L/R
je odvisna od lastnosti resonatorja in ojafevalne snovi.

Z mnozenjem Steveca in imenovalea z J,2 sledi @; = w, LJ¥RJ? ali

(14)

5

Povpre¢na vskladiséena energija :
QS = Wy
W =@,.

V snovi absorbirana mod¢

5 pomiodjo znane relacije za energijo magnetnega polja in formule (8)
dobimo
2oy, §u, H2dV

Q . rescnator
£

C2mw, § gy g H2 dV

snov

Ce y»” ni funkcija kraja, je Qs = 1/yn” nm. Faktor n, = [ H2dV/{Hz2dV

SNov resonator
je 1, &e je resonator napolnjen s snovjo. Pri pravkar izpeljani formuli za Qs smo
privzeli, da je %" = 0. Za 3," =0 in 5. = 0 je @; = Uy 7., kjer je 5. =
= [E2dV/(E,*dV. Iz Qs dobimo za R formulo

snov  resonator

R=w,Ly"y (15)

Najti moramo Se zvezo med X in y'. Poi§¢emo jo takole: Zaradi snowi
v resonatorju se resonan¢na frekvenca v, = w,/2 # praznega resonatorja spre-
meni v ¥ = /2 7. Izraz v drugem oklepaju v imenovalcu formule (14) smemo
v blizini w, pisati v obliki 2 (w— oo, + X/o,L = 2 (0 —w'/w,. Naj bo
g =0 1in x,'# 0. Zaradi snovi z realnim delom magnetne susceptibilnosti ¥,
se L spremeni za dL in w, za dw. Iz w2 = 1/L C dobimo do = — (0,%/2) dL/L ali
do = — (0,/2) dLJ 2/ LJ 2 Produkt dLJ? je sprememba magnetne energije v re-
scnatorju zaradi prisotnosti snovi, LJ,2 pa je v praznem resonatorju nakopitena

magnetna- energija. Torej veljajo zveze dLJ2? = {yn p,H2dV in LJ2 =
Snowv

= fu, H2dV. Za spremembo resonancéne frekvence sledi dw = — (w,/2) vu' Hm.

resonator .

Zayy =0 in x' = 0 velja dw = — (0y/2) 1 7e. Ker je o' = o, + do sledi
| X =w, Ly (16)

Zgoraj smo privzeli, da je y. = 0 pri g, ¥ 0 in obratno. To seveda ni res.
Za snovi, pri katerih izkori§¢amo za emisijo energije elekiri¢ne dipolne prehode
je xm res tako majhen, da ga smemo zanemariti. y,” pa za snovi, pri katerih
izkorif¢amo za emisijo magnetne dipolne prehode, ni majhen. Nage formule se
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ni¢ ne spremene; ¢e spremembo resonan¢ne frekvence zaradi y. vkljuéimo kar
v w, Ker ima snov tudi dolo¢eno elekiri¢no prevodnost ¢, skrijemo izgube
zaradi prevodnosti v Q.

Za mo¢ P, dobimo konéno formulo

4P, 1
- 1 2 e 2
Qa @y (E + 57 97) + (2LL + 77}

L Yo

2

kjer je 1/Qr = 1/Qq + 1/Qp + 1/Q,. V formuli (17) lahko y  izrazimo z (11). Ce
je frekvenca v valovanja, ki ga oja¢ujemo, enaka », (1 —y #/2), je drugi ¢len
v imenovaleu formule (17) enak ni¢. Prvi ¢len v imenovalcu je zelo majhen za
%" <0 in pri dovolj velikih vrednostih @ in |x” n| Ojacitev, ki je podana
z razmerjem P,/P,, more za velike vrednosti Q1 in ‘ ' m { postati izredno velika.
Ker je P, zaradi spontane emisije v oja¢evalni snovi in zaradi toplotnega Suma
v valovodih in resonatorju vedno od ni¢ razli¢en, nam v tem primeru naprava
zaniha kot oscilator. ‘

L e E—— ——/
EZ;E‘ = 23870 MHz E, ;
B E, »—\
ELEKTRIENOD POLJE
(b)
(a)
Slika 2

MASER NA AMONIAK

Oglejmo si maser na curek amoniakovih molekul. Za ojalevanje ga ne
" ‘uporabljajo; ker dela samo pri toéno doloceni frekvenci 23 870 MHz. Zelo dobro
pa se obnese kot generator izredno monohromatskega valovanja z navedeno
frekvenco. '

Strukturo amoniakove molekule vidimo na sl. 2a. Dusikov atom ima dve
ekvivalentni legi. Zaradi tunelskega efekta prehaja skozi ravnino trikotnika,
ki ga tvorijo vodikovi atomi. Frekvenca prehajanja je 23870 MHz. Prava
‘valovna funkcija je linearna kombinacija valovnih funkeij za vsako ravnovesno
lego posebej. Dvakrat degenerirani vibracijski nivoji dusika se zaradi tunel-
skega efekta razcepijo na nivoja, ki ustrezata simetri¢ni in antisimetri¢ni kom-
binaciji prvoetnih valovnih funkcij. Ce je molekula v elektri¢nem polju, je raz-
cep funkecija elektri¢nega polja. Na sl. 2b je podana energija molekul v elek-
tri¢nem polju za oba stanja, v katerih se molekula lahko nahaja. V nehomo-
genem elektri¢nem polju potujejo molekule na viSjem energijskem nivoju
v podrodje s slab&im poljem, one na niZjem pa v podro¢je z mo¢nejsim poljem.
Lo¢iti jih moremo na primer v elektri¢nem polju kvadrupolne lece.
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Shema maserja na amoniak je na sl 3. Amoniak uhaja skozi majhne
luknjice iz posode, v kateri je tlak 1tor, v posodo s tlakom 10-5tora. Mole-
kulski curek gre skozi kvadrupolno, leo. V njej se molekule z niZjo notranjo
energijo odklanjajo od osi, molekule z vi§jo notranjo energijo pa se priblizujejo
k osi lece. Po preletu skozi leéo gre curek molekul na vi§jem energijskem
nivoju skozi resonator, ki je uglasen na priblizno 23 870 MHz. V resonator
dovajamo slabotno valovanje s frekvenco blizu 23 870 MHz. To valcvanje po-
vzroca prisilno emisijo amoniakovih molekul, ki emitirajo valovanje z »inver—
zijsko« frekvenco 23 870 MHz.

Ker v resonator prihajajo samo molekule v vzbujenem stanju, je o; v (9)
enak ni¢. Za » = vy = 23 870 MHz dobimo za z.” :

” T i'z
2’ =— P g (0) o (18)

€y

Za mo¢, emitirano iz enote prostornine curka sledi iz (5) ali (7)

2 7* vij pif®

Prm— ST B G g 0o (19)
, , ' B
KVADRUPOLNA LECA ‘ RESONATOR
1ZVOR i
T o =mESEIII oo - - e T T s em——reeEs s S R T

L1
clcl T

Slika 3

Pri Ze zgrajenih maserjih je celokupna iz curka emitirana mo¢ pribliZzno
10~ W. Sirina inverzijske ¢érte amoniaka je okrog 200 Hz. Pri dovolj veliki
koncentraciji g; in velikem Qg naprava zaniha kot oscilator, ne da bi od zunaj
dovajali valovanje. Pri termostatiranih resonatorjih je frekvenéna stabilnost
maserjev na amoniak priblizno 1:1019,

MASERJI S TRDNO SNOVJO

Pri maserjih s trdno snovjo ojadujemo signale s prisilnimi bmagnetnimi
dipolnimi prehodi med Zeemanovimi nivoji v paramagnetnih kristalih. V tem-
peraturnem ravnotezju je zasedba dveh sosednjih Zeemanovih nivojev podana

z relacijo ' .
€_2 = exp (._. - _._1) s
01 . kT

kjer je E, — E, = g up B razlika energij obeh nivojev. Za obi¢ajne paramagnetne
snovi je g pribliZzno 2. V navedeni formuli je B gostota magnetnega polja, )
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Ce spinski sistem spravimo iz temperaturnega ravnotezja in ga nato
prepustimo samega sebi, se po dolo¢enem relaksacijskem ¢asu T vrne v prvotno
stanje. Za T velja 1/T = 1/T, + 1/T,, kjer je T, longitudinalni, T, pa trans-
verzalni ‘relaksacijski ¢as. Z longitudinalnim relaksacijskim ¢asom opiSemo
sodelovanje spinskega sistema s kristalno mreZo. Spin sicer neposredno ne
sodeluje s kristalno mreZo, pa¢ pa »Cuti« njeno toplotno gibanje zaradi sklo-
pitve spin-vrtilni moment atoma. Na vrtilni moment pa vpliva lokalno kole-
banje elektri¢tnega polja zaradi nihanja mreZe. Transverzalni relaksacijski as
je posledica izmenjav energije med samimi spini. Ta izmenjava nastane zaradi
lokalnih kolebanj magnetnega polja spinskega sistema. Cas T, podaljSamo
s tem, da snov magnetno razred¢imo. To naredimo tako, da dologeno §tevilo
paramagnetnih atomov v kristalu nadomestimo z diamagnetnimi atomi. Lo-
kalna kolebanja elektri¢nega in magnetnega polja nastanejo zaradi toplotnega
gibanja kristalne mreZe. S hlajenjem kristala zmanj$amo to gibanje, zato se
¢asa T, in T, podaljsata. Najdalji Cas T, ki so ga dosegli, je priblizno 107%s.

Pri maserjih s trdno snovjo izkoris¢amo dva ali tri Zeemanove nivoje.
Maser z dvema nivojema deluje takole: Snov moremo izkoristiti za ojaCevanje
signalov, ¢e je zgornji. Zeemanov nivo bolj zaseden kot spodnji. Vecjo zasede-
nost zgornjega nivoja dosezemo s tem, da damo snov v resonator, ki je
uglafen na frekvenco v, = (E,— E)/h in je v magnetnem polju. V resonator

B —

52 —_— Pz

£, —————— 0
Slika 4

dovajamo valovanje iz posebnega generatorja, ki se imenuje ¢rpalka. Frekvenco
¢rpalke periodi¢no spreminjamo. Najnizja in najvisja frekvenca morata biti
dalet od resonan¢ne frekvence v,,. Elektromagnetno polje je Vv resonatorju
moeno le tedaj, ko je frekvenca ¢rpalke blizu resonancne frekvence resonatorja.
Zaradi absorpcije energije iz valovanja prehajajo spini na vi$ji energijski nivo.
Pri dovolj hitrem spreminjanju frekvence Crpalke postane zgornji nivo bolj
zaseden kot spodnji. Ko se frekvenca ¢rpalke oddalji od resonan¢ne frekvence
resonatorja, polje v resonatorju prakti¢no izgine. Zasedenost zgornjega nivoja
zatne padati. Padanje je tem pocasnejSe, ¢im daljsi je relaksacijski éas T.
Podalj$amo ga s hlajenjem snovi v tekodem heliju. Ce takoj nato, ko izgine
polje ¢rpalke v resonatorju, dovedemo v resonator gibak signal s frekvenco v,,,
ta povzrod prehode iz vi$jega na nizji nivo. Pri tem se oja¢i. Oditno je, da
ojacevanje traja samo tako dolgo, dokler zasedenost zgornjega nivoja preved
ne pade. Zaradi pericdiénega spreminjanja frekvence ¢rpalke se igra ponavlja.
Kot ojatevalna snov se dobro obnese magnezijev oksid ali pa z Zarki gama
cobsevani kremen. .

Ceprav so maserji z dvema spinskima nivojema enostavni, je njihova
uporaba omejena, ker delajo samo v pulzih. To povzro¢a modulacijo ojacenega
signala. Oblika modulacije je odvisna od kvalitete resonatorja, relaksacijskega
¢asa T in od nekaterih manj vaznih efektov. Take maserje uporabljajo v ra-
dijski astronomiji. ‘

Trajno cjatevanje dosezemo pri maserjih s tremi Zeemancvimi nivoji.
Energijske nivoje spinskega sistema vidimo na sl. 4. Snov mora biti tako
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izbrana, da razdalje med nivoji niso enake (vpliv notranjih magnetnih polj).
Tudi pri teh maserjih damo snov v resonator, ki je v magnetnem polju. V tem-
peraturnem ravnotezju je ¢, > g, > p,. Z dovajanjem valovanja s frekvenco
vy, = (E,— E,)/h iz ¢rpalke doseemo nasidenje zgornjega niveja ali drugace
povedano: oba nivoja postaneta enako zasedena. Relaksacijski ¢as za prehode
iz tretjega na drugi nivo mora biti mnogo daljdi od relaksacijskega ¢asa za
prehode iz drugega na prvi, ki mora biti kratek zato, da je zasedenost drugega
niveoja vedno priblizno enaka oni v temperaturnem ravnotezju. Ce v resonator
prihaja valovanje s frekvenco v, = (E;,— E,)/h, povzro¢a spinske prehode
iz tretjega na drugi manj zasedeni nive. Valovanje se pri tem ojadi. Ker je
tretji nivo stalno nasifen, je ojatevanje trajno. Resonator mora biti tako kon-
struiran, da ima dve resonané¢ni frekveneci. To se dosefe z razlitnima nadinoma
nihaja elektromagnetnega polja signala in érpalke.

Kot ojacevalna snov se dobro obnese K,Co(CN), z 0,5 %/ dodatkom kroms
namesto kobalta. Najbolje pa se je obnesel rubin (ALO,) z 0,059% dodatkom
kroma, ki zamenja aluminij. Take rubine izdelujejo umetno. :

Maserji s trdno snovjo delajo samo pri temperaturi tekodega helija.
Razlogov za to je ve¢: 1. Samo pri nizkih temperaturah so relaksacijski &asi
dovolj dolgi, da lahko dosefemo nasidenje zgornjega nivoja Ze pri modéi
¢rpalke enega watta. 2. Samo pri nizkih temperaturah se more ustvariti dovolj
velika razlika v zasedenosti nivojev. 3. Pri nizkih temperaturah je teplotni
Sum nizek.

Maserji nimajo nizkega Suma samo zaradi nizke temperature, pri kateri
delajo, ampak predvsem zato, ker elektromagnetno polje signala sodeluje
z elektri¢no nevtralno snovjo. S tem odpade §um, ki nastane zaradi statisti¢nih
kolebanj elektronskega toka v elektronskih ceveh in tranzistorjih.

Maserji s trdno snovjo se kot oscilatorji obidajno ne uporabljajo, ker je
njihova frekven¢na stabilnost mnogo slaba kot pri maserjih na atomski ali
molekulski curek. Njihova prednost pred maserji na curek pa je v tem, da
moremo frekvenco, pri kateri cjatujemo, spreminjati v dolodenih mejah s spre-
minjanjem gostote magnetnega polja. Pri maserjih na curek moramo delati
samo pri Cisto dolocenih frekvencah, ki so znadilne za atome ali molekule
v curku.. ,

Zaradi rescnatorja je frekvenéni pas, v katerem ojadujemo, ozek. Zato
mnogo delajo na razvoju maserjev na potujofe valove. Pri takih maserjih
se snov nahaja v posebno konstruiranih valovodih. Pri dosedanjih izvedbah
je ojatitev manjs$a kot pri maserjih z resonatorjem.

Prednost maserjev pred vsemi drugimi vrstami ojacevalnikov je njihov
izredno nizek $um (faktor $uma je priblizno 0,05 db). Kljub temu pa je njihova
uporaba zelo omejena. Zaradi komplicirane konstrukcije so dragi, pogonski
stroski pa so zaradi hlajenja s teko¢im helijem veliki. Poleg tega pa delajo
samo v mikrovalovnem frekvenénem podroéju. Ceprav so to.velike pomanklji-
vosti, so postali nepogresljivi pri sodobnih radijskih teleskopih in pri velikih
radarskih napravah. ' '
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O ELEKTRONIH V KRISTALIH
P. GOSAR

Nuklearni institut »J. Stefan«

1. UVOD

Kristali so zelo velike molekule. Zgradba take molekule je geometrijsko
pravilna. Kristal si vedno lahko mislimo sestavljen iz enakih kosov, poloZenih
eden k. drugemu. Najmanjsi kos kristala, ki zadostuje, da iz njega sestavimo
z zlaganjem cel kristal, ne da bi bilo treba pri tem posamezne kose vrteti, se
imenuje osnovna celica. V osnovni celici je normalno samo nekaj atomov, vee-
krat en sam. Izberimo si v eni izmed osnovnih celic poljubno tocko, na primer
enega izmed ogljisé, in nato poiséimo v vseh ostalih celicah, ki sestavljajo
kristal, tej todki ustrezne totke! Tako dobimo sistem todk, ki tvorijo vozliséa
trodimenzionalne mrere. Ta mreza se imenuje kristalna mreZa. Kristalna mreZa
je pri razlitnih kristalih razli¢na. Glede na njeno zgradbo lofimo razne kri-
stalne sisteme.

Atomska jedra so vezana na dolofene »mirovne« lege v osnovnih celicah.
Jedra nihajo okoli teh mirovnih leg. Ta nihanja so tem moc¢nejda, ¢im viSja je
temperatura kristala. Vendar je amplituda nihanj v primeri z dimenzijami
osnovne celice vedno zelo majhna. Tudi pri absolutni nidli jedra ne mirujejo
popolnoma.

Elektroni so, v nasprotju z atomskimi jedri, le slabo lokalizirani v kristalu
ali pa sploh ne. To velja posebej za elektrone zunanjih atomskih lupin, to je
valentne elektrone. Za te si moramo misliti, da se razlivajo po vsem kristalu
in da ne pripadajo ve¢ posarmeznim atomom.

Po kvantni teoriji popiSemo lego elektronov v kristalu z valovno funkeijo
W (X, ¥y .- o T, .. .), V Kateri so spremenljivke koordinate r; posameznih elektro-
nov. Produkt y*y je mera za verjetnost, da najdemo pri meritvi tdko razpore-
ditev posameznih elektronov v kristalu, kot jo dolodajo izbrane krajevne koor-
dinate r;. Valovna funkcija mora zadoscati Schrédingerjevi ena¢bi za kristal
Gy = E v, kjer je G Hamiltonov operator za energijo in E celotna energija
elektronov. ' -

Hamiltonov operator je diferencialni operator in ima za elektrone v kri-
stalu maslednjo obliko:

k2 2 02 02 7.2 1 2
=" B v ]+ B S W
om \ox2 Oy 022 dme,Tig 2 dome, Ty

i, B i ]

Tzraz za sumacijskim znakom v prvem ¢lenu predstavija operator kineti¢ne
energije za i-ti elektron. xi, yi in 2 so komponente krajevnega vektorja ri - fije
Planckova konstanta h deljena z 27 in m masa elektrona. Sestevanje se vrsi
po vseh elektronih. Naslednji ¢len je izraz za potencialno energijo elektronov
v polju jeder, ki sestavljajo kristal. Z; je zaporedno Stevilo jedra f, e elemen-
tarni naboj, ¢, influen¢na konstanta in rig razdalja med i-tim elektronom in
B jedrom. SeStevanje se vrii po vseh elektronih in vseh atomskih jedrih. Zadnji
&len v Hamiltonovem operatorju predstavlja medsebojno potencialno energijo
elektronov, rj; je razdalja med i-tim in j-tim elektronom. 3 pred sumacijskim
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znakom je zabo, ker vsak par elektronov nastopi pri se$tevanju dvakrat in bi to
dalo dvojno energijo medsebojne interakcije. — Tu smo pa zanemarili spinske
efekte.

Schrédingerjeva enatba v gornjem zapisu je veljavna le, ¢e se atomska
jedra v kristalu ne gibljejo. To vemo, da ni res. Vendar so amplitude in fre-
kvence nihanj atomskih jeder dovolj majhne, da smemo pri §tudiju energijskin
nivejev elektronov skoraj vedno to gibanje zanemariti.

2. ENOELEKTRONSKE VALOVNE FUNKCILJE

Problem ved teles ni strogo refljiv. Pomagati si moramo s pribliZnimi
regitvami. Postopamo na zelo podoben nadin kot pri radunanju energijskih ni-
vojev in valovnih funkcij za atome z veé elektroni. Valovno funkcijo za vec
elektronov izrazimo s primernimi valovnimi funkcijami za posamezne elektrone.
Tako moremo na primer pisati valovno funkcijo za dva elektrona y (v, r,) kot
produkt dveh enoelekironskih valovnih funkeij y, (r;) -in o, (r,), namred
w (v, 1) = p, (v) w, (r,). Ta zapis ni prav dober, ker vemo, da mora - biti

w (r,, r,) antisimetri¢na funkcija glede na zamenjavo krajevnih koordinat
elektronov Tako lastnost pa ima naslednja funkecija: vy (x, x o) =y, (T,) y, (x,) —
— ; (1) , (x;) ali v determinatni obliki

Wy (B (1)
Y (r, 1) = ‘ (2)
A i Py (Tg), W, (T2)

Determinante te vrste se imenujejo Slaterjeve determinante. Ce imamo N
elektronov, ima tudi Slaterjeva determinanta, ki predstavlja valovno funkcijo
za te elektrone, po N vrst in stolpcev. Take determinante nam sluZijo pri rese-
vanju valovne enalbe za kristal. Zapis valovne funkcije v obliki produkta ali
determinante ima to slabo stran, da pri tem Ze vnaprej zanemarimo vsako
medsebojno korelacijo pri gibanju posameznih elektronov.

Enoelektronske valovne funkcije moramo doloditi tako, da Slaterjeva de-
terminanta &m bolje resi Schrédingerjevo enacbo. PokaZe se, da morajo
enoelektronske valovne funkcije zado$¢ati enacbi, ki je popolnoma analogna
Schrédingerjevi enacbi za en elektron, le da v njej nastopa namesto pravega
potenciala poseben efektivni potencial V (r). Efektivni potencial ni potencial
v klasidnem smislu, ker vsebuje poleg elektrostatskega potenciala elektrona
v polju atomskih jeder in povprefnega potenciala v polju vseh ostalih elektro-
nov e &ene, ki so posledica &isto valovno mehanskih efektov (to so éleni, ki
predstavljajo izmenjalno energijo). Diferencialna enacéba za enoelektronsko
valovno funkcijo v; (r) se torej glasi:

%2 02 02 02 ) ’ ) ,
[—~ - (0x2 + 05 +5—2-;} + V(r)] i () = Ejyi (x) \'3)

kjer je E; energija i-tega elektrona. Celotna energua elektronov v kristalu je
vsota energij za posamezne elektrone.

O lastnostih reditev enacbe (3) lahko povemo precej, ne da bi jo bilo treba
zares refiti. V (r) se v kristalu periodi¢no ponavlja in to se prav znatilno odraia
v obliki resitev.
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Potencial V (r) se ponavlja v osnovnih celicah kristala. To se pravi, da je
V (r) v ekvivalentnih to¢kah osnovnih celic enak. Vektoriji, ki vezejo ekviva-
lentne todke razliénih osnovnih celic, se imenujejo mrezni vektorji, Vsak mrezni
vektor R _1ahko pisemo v obliki

R=mn,a, +n,a +tn,a, . 4)

kjer so n,,n, in n, cela §tevila in a,, a, in a, osnovni vektorji kristalne mreze.
Poglejmo si nekaj primerov! V enostavni kubi¢ni mreZi ima vsaka osnovna
celica po en atom, osnovni.vektorji so pa trije med seboj pravokotni vektorji .
enake dolZine. Na primer: a, = (g, 0,0), a, = (0,a,0), a; = (0,0, a). Oblika in
lega osnovne celice ni enoliéno dolo¢ena. Tu imamo precej izbire. Najbolje je
izbrati osnovno celico tako, da po svoji zunanji obliki in notranji razporeditvi
atmov kaZe vse simetrijske lastnosti kristala. V primerih, kjer-je v osnovni
celici po en sam atom, konstruiramo tako osnovno celico na naslednji nadin:

a) b)
) Slika 1

Atomi so vedno v sredi¥¢u celice. Izbrani atom zveZemo s sosednjimi atomi
z daljicami, ki jih nato setemo pravokotno z ravninami ravno na poloviéni
razdalji med sosednjima atomoma. Te ravnine izreZejo okoli izbranega atoma
kos prostora poliedrske oblike. Ta prostor predstavlja celico s simetrijskimi
lastnostmi kristalne mreZe. Lahko je pokazati, da je také konstruirana celica
res osnovna celica in da torej ne vsebuje ve¢ ekvivalentnih to¢k. Njen volumen
je (a,, a,, a,). Pri enostavnem kubi¢nem kristalu je torej osnovna celica kocka
7 volumnom 3. Osnovne celice, ki ohranijo vse simetrijske lastnosti kristalov,
se imenujejo Wigner-Seitzove celice. Oglejmo si Se dva primera, namrec
ploskovno centrirani in prostorsko centrirani kubiéni kristal. Osnovni vektorji
so narisani na slikah 1a in 1b v kubi¢nih celicah s stranico 2 a. Osnovni celici
sta lahko poliedra, katerih robove tvorijo osnovni’ vektorji, kot je to pokazano
na sliki. Bolje pa je, da konstruiramo Wigner-Seitzove celice, ki so za ta pri-
mera pokazane na slikah 2a in 2b. Volumen osnovne celice za ploskovno cen-
trirano kocko je 2a® in za prostorsko centrirano kocko 4 a? Wigner-Seitzove
celice zgube deloma svoj pomen pri kristalih, ki imajo v osnovni celici po dva
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ali ved atomov. Vendar so Se porabne, kot kaZe primer kristala NaCl, ki je
po strukturi ploskovno centrirana kocka. Osnovno celico NaCl lahko predodimo
s poliedrom na sliki 3, kjer je v sredini celice na primer atom natrija in na
gestih ogljié&h po en atom klora. Teh Sest klorovih atomov pripada seveda
deloma tudi sosednjim celicam.

~
o, W
\V

a) . b)
Slik"a 2

Izbira oblike osnovne celice je zelo vaZna pri racunu valovnih funkeij za
kristal. S primerno izbiro celice lahko racunanje izredno poenostavimo.

Efektivni kristalni potencial V (r) ostane nespremenjen pri spremembi
krajevnega vektorja za poljuben vektor R. Vpeljimo operator translacije & (R),
ki je definiran z enacbo:

IRy =ykE+R) ‘ 5)

Slika 3

kjer je y (r) poljubna funkeija. Iz lastnosti potenciala V (r), da ostane nespre-
menjen pri transformaciji s poljubnim operatorjem & (R), vidimo takoj, da
Hamiltonov operator GF za enoelektronske valovne funkcije komutira z vsemi
operatorji 7 (R). Za dva operatorja (4 in (F pravimo, da komutirata, de je
BA f@y= AXF f(r), kijer je f(r) poljubna funkcija koordinat. Tu pomeni
g A zaporedge transformacij (4 in (4. Najprej transformiramo funkcijo
f(¥) z operatorjem (4 in nato také nastalo funkcijo #e z operatorjem (7.
Operatorji & (B) imajo %e to lastnost, da tudi med seboj komutirajo, ker je
konéni rezultat neodvisen od vrstnega reda translacij. Od tod sklepamo, da je
mozno dobiti take lastne funkecije enatbe (3), ki so obenem tudi lastne funkcije
vseh enadb:

I Ry@m=TEy [

o~

(6)

kjer so T (R) konstante.
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Kaksno obliko mora imeti regitev enacb (6), je lahko uvideti. Naredimo
na funkeiji y (r) operacijo translacije za vektor a,. Pri tem"se v (r) pomnoZi
s T (a,). Ce translacijo n,-krat ponovimo, dobimo v (r + n,a,) = T™ (a,) y (¢).
Ce imamo opravka z neskonénim kristalom in se zanimamo le za regitve, ki so
povsod konéne, torej vidimo, da mora biti /T (a,)/ = 1. Zato smemo postaviti
T (a,) = exp (i ¢,), kjer je ¢, poljubno realno S$tevilo. Pri splosni translaciji
za vektor R je torej

p(r+R)=expli(p;n, T @, ny, + @yng)] y(x) (")
Ker so konstante ¢, @,, @, poljubne, smemo gornjo formulo pisati tudi v obliki
w(r+R) =exp[ik (n,a, + n,a, + n,a)] 9 () = exp (kR) y (1) (8)

kjer je k poljuben vektor. Sedaj pa poglejmo, kako se transformira funkcija
u (r) = exp (—ikr)y (r) pri uporabi poljubnega operatorja translacije. Lahko
je uvideti, da je u (xr + R) = u (r); zatorej je u (r) periodi¢na funkcija na enak
nacdin kot potencial V (r). Tako smo dobili konden rezultat, da se dajo resitve
Schrodingerjeve enatbe za posamezne elektrone v kristalu zapisati v obliki:

P (r) = uk (x) exp (k1) 9)

Tu smo dodali funkcijama v (r) in u (¥) indeks k, da bi s tem poudarili, da
imamo opravka z re$itvijo valovne enadbe za vnaprej izbrani vektor k.
Vektor k se imenuje valovni vektor. g (r) je namreé zelo podoben valovni
funkciji za proste elektrone z valovnim vektorjem k. Tu je le amplituda valo-
vanja modulirana periodi¢no, ker se wux (r) ponavlja v vsaki osnovni celici
kristala. Valovne funkcije tipa (9) se imenujejo Blochove funkcije, ker jih je
Bloch prvi vpeljal pri refevanju Schrédingerjeve enaébe za periodi¢ni potencial.

 Krajeven potek periodi¢ne funkcije uy (r) dobimo Ie z reditvijo enabe (3)
za izbrani vektor k. Ce gremo z nastavkom (9) v enatbo (3), dobimo naslednjo
diferencialno enadbo za uy (r):

[ A2 [02 0? ()2} ik( 0 0 0)
— 2 — = ek — + Re— | +
2m \0x2 O09y2 022 Ox Oy 0z

+§i+vm]wm=Ewm (10)
2Zm .

V postev pridejo le take reitve uy (r), ki so periodi¢ne. Iz tega sklepamo, da so
dopustne le diskretne vredndcsti za energijo E elekirona. Za izbrani k dobimo
serijo energijskih nivojev, ki jih oznadimo z E, (k), E, (k),..., E; (k),... Pri
splofnem k energijski nivoji niso degenerirani. Degeneriranost lahko nastopi
le za specialne vrednosti k. Ce v gornji diferencialni ena&bi k malo spremenimo,
se tudi resitev le malo spremeni. Tako uvidimo, da so energijski nivoji zvezne
in zvezno odvedljive funkcije k.

Funkcija E, (k) ima Se ve¢ zanimivih lastnosti. Je periodi¢na. To spoznamo
takole: Pois¢emo take vektorje k, za katere je

exp (ikR) =1 : 1)
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pri poljubno izbranem mreznem vektorju R. Vektorje k, ki izpolnijo ena&bo (11),.
oznatimo z velikim K. Ti vektorji predstavljajo mreZne vektorje reciproéne-
mreze, pomnozZene s faktorjem 2 . Reciprofna mreZa je definirana z osnovnimi
vektorji b,, b, in b, takole:

a, X a, a, X a, b a, X a, (12).

b1:

5 9 3 3
(a,, a,, a,) (a;, &, a,) (a,, a,, a,)
Poljuben vektor K se zapige kot:
K=2n(nb, +n,b, +n,b,) (13)

kjer so n,, m, in n, cela Hevila. Lahko se prepri¢amo, da ti vektorji res za-
dovoljijo enacbo (11). Sedaj bomo pa dokazali, da je E,(k + K) = E, (k). Ce
v enachi (10) spremenimo k v k + K in uk(r) v ux (r) exp (—iKr), je enacha
izpolnjena pri nespremenjenem E, (k). Nova funkeija uy (x) exp (—iK71) je
periodi¢na glede na krajevni vektor r in torej predstavlja wx.x (¥) z ustrezno .
vrednostjo energije E, (k). Vidimo, da ni samo energija periodi¢na funkcija k, -
ampak tudi valovna funkcija sama.

Ker se E, (k) periodiénc ponavlja, zadostuje, da poznamo E, (k) samo.
za vektorje 'k v eni izmed osnovnih celic mreZe z osnovnimi vektorji 2nb,
2nb, in 27b,. Oblcajno si izberemo izhodii¢e koordinatnega sistema v eni
izmed mrezaih to¢k in nato konstruiramo okoli te totke Wigner-Seitzovo celico.
Také dobljena osnovna celica se imenuje prva ali osnovna Brillouinova cona.
Na sliki 2 vidimo pod a) Brillouinovo cono za prostorsko centrirani in pod b) za
ploskovno centrirani kubiéni kristal. Reciproéna mre?a ploskovno centrirane
kubitne mreZe je namreé¢ prostorsko centrirana kubitna mrefa in obratno.

Mnozica vrednosti Ey (k) za celo osnovno cono tvori energijski pas dovolje-
nih energij. V atomih imamo diskretne energijske niveje, v kristalih pa sre-.
- ¢amo namesto tega energijske pasove. Pas je oznaden z indeksom n. Razli¢na
pasova n in m sta lahko med seboj lotena tako, da je na primer vedno
En (k') <<En (k), ne glede na vrednosti k in k', ali pa se deloma prekrivata.
O tem bomo obSirneje razpravljali pozneje, pri proucevan]u razlike med izola-.
torji in kovinami.

Iz enadbe (10) lahko izpeljemo Ze eno lastnost funkcije E, (k). Ce vzamemo
konjugirano kompleksno vrednost leve in desne strani enaébe, vidimo, da je
Ey(—k)=En(k) in vy (¥r) = ur” (r). To nam pove, da ima E (k) svoj ma-.
ximum ali minimum za k = 0. Mnogo bi mogli $e sklepati o lastnostih funkcije
E, (k) iz simetrijskih lastnosti kristala glede na vrtenja in zrcaljenja, vendar-
se v to tu ne moremo spuddati. ‘

Enacbo (10) reSujemo numeri®no z raznimi aproksimativnimi metodami.
Zelo vaZna je pravilna izbira sistema funkeij, po katerih razvijemo ug (r). S pri-.
merno izbranimi zafetnimi funkcijami lahko radun konstant razvoja zelo po-
enostavimo. Vendar je v vedéini primerov 1zracunan]e Ey (k) numeriéno do-.
seglpvo le za dolocene smeri in vrednosti vektor;a k.

3. BLOCHOVA METODA ZA IZRA()UNAVANJ E E; (k)

Ogledati si ho¢emo aproksimativno metodo, k1 jo je vpeljal Bloch za izra-.
¢unavanje E, (k) pri elektronih notranjih elektronskih obel. ZdruZitev atomov-
v kristal ne vpliva mnogo na energijo teh elektronov, ker so njihove valovne
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funkcije moc¢no lokalizirane okoli atomskih jeder in tako notranji elektroni
niso posebno moteni od. polja sosednjih atomov. Ta radun je zanimiv, ker
da dobro kvalitativno sliko tudi za valenc¢ne elektrone. Vzemimo kot primer
kak nedegeneriran atomski nivo z normirano valovno funkcijo vy (xr)! To je
nujno nivo tipa s. PribliZzno valovno funkecijo za kristal zapiSemo po Blochu kot

i (1) = Sexp (kR)y (r —R) | 14
Ry

- kjer gre se§tevanje po vseh mresnih vektorjih. Funkcija (14) ima zahtevano

lastnost Blochovih funkcij, poleg tega pa pravilno popie gibanje elektrona

v blizini atomskih jeder. Mogli bi tudi pokazati, da je izmed linearnih kom-

binacij funkcij v (r — Ri) kombinacija (14) za reditev enacbe (10) najboljsa.

Prvi priblizek za energijo E (k) izra¢unamo po znanem obrazcu
E (k) = § i () Fy (r) do/fyic™ (1) i (1) do {15)

kjer izvrsimo integrala po vsem prostoru. V- (15) nastopijo integrali tipa
Ty @—R) FHy@Ex—R)dr in f¢*"@c—R)w (r —R;) d7, ¢e upostevamo za
valovno funkcijo izraz (14). Ti integrali so odvisni samo od razdalje med i-tim
in j-tim atomom. Ce je ta razdalja velika, je vrednost gornjih integralov za-
nemarljiva, ker je funkcija vy (r — R;) znatno razliéna od nic le v neposredni
okolici atoma s krajevnim vektorjem Ri. Zato zadostuje, da upostevamo pri
raduniu le neposredno sosedne atome. Vzemimo kot konkreten primer kristal
na sliki 1b s strukturo prostorsko centrirane kocke! Tu je razdalja med ne-

posrednimi sosedi a V3. Naj bo:
fop* (x) Gy (r) dv = E,
§y* (1) Awlr—a(l,1,D]dr= A (16)
fp*@ylr—a(l,1,1)]de=B

Ce upostevamo v (15) le najvecje ¢lene, dobimo naslednji izraz za E (k):

E (k) — E, -+ 8 A cos (kg a) cos (ky a) cos (k; a) (17
1 + 8 B cos (kx a) cos (ky a) cos (k. 0}

E, je praktitno enak energiji atomskega nivoja. Konstanta B je zelo
majhna, ker se valovne funkcije s sredi$®l v sosednjih atomih le malo pre-
krivajo in smemo zato v grobem priblizku postaviti B = 0. Isto pa ne velja
za A, ker imamo pri izracunu te konstante pod integralnim znakom operator /2
za kristal in ne za izolirani atom. Tu se bomo zadovoljili s priblizkom:

E (k) = E, + 8 A cos (kx a) cos (ky @) cos (k. a) 18)
Slika 4 a kaZe presek prve Brillouinove cone za k;, = 0 z vértanimi krivuljami
konstantne energije. Ce poitemo vse tocke v prostoru k, ki jim ustreza ista
energija E, dobimo zakljudeno ploskev, ki se imenuje energijska ploskev. Kri-

vulje konstantne energije pa dobimo pri preseku energijskih ploskev na primer
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z neko ravnino. Iz slike vidimo, da imajo energijske ploskve vse simetrijske
lastnosti kristala. To je splo$no pravilo. Slika 4b pa kaze potek energije E (k)
v smeri osi kx.

Iz izraza (18) sledi, da je $irina energijskega pasu 18 A. Sirina je zelo
‘majhna za elektrone blizu atomskih jeder in velika za elektrone v zunanjilx
elektronskih oblah. ,

QI e e e

a) - b)
Slika 4

Energija ima svoj maksimum ali minimum pri k = 0; to je odvisno od
predznaka integrala A. Energijske ploskve so ckoli te toc¢ke skoraj krogle in
tako velja za majhne k, da je

E(k) =E,+8A—44Aak? (19)

4. PSEUDO-GIBALNA KOLICINA IN NAVIDEZNA MASA
ELEKTRONA V KRISTALU

Izraz (19) je zelo podoben izrazu za energijo prostega elektrona v konstant-
nem potencialnem polju:

E=V +&%k¥2m o (20)
kjer prvi tlen predstavlja potencialno energijo elektrona in drugi kineti¢no;
‘M je mirovna masa elektrona in k valovni vektor, podan z izrazom k = p/ fi,
kjer je p gibalna koli¢ina elektrona. Tudi v kristalu pripiSemo vsakemu elek-
tronu, katerega v (r) ima obliko Blochovih funkecij, &sto formalno vektor p
po obrazcu p = A k. Vektor p se imenuje pseudo-gibalna koli¢ina elektrona. Tu
se moramo dobro zavedati, da p ni resni¢na gibalna koli¢ina, ki v primeru
Blochovih funkeij sploh ni konstanta gibanja. Pa¢ pa je tu pseudo-gibalna ko-
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li¢ina konstanta gibanja. Ce razvijamo. analogijo med elektroni v kristalu in
elektroni v praznem prostoru $e dalje, lahko iz primerjave med (19) in (20)
pripifemo elektronom v pristalu za majhne |k | $e navidezno maso:

mt — B8 A a? ‘ @y

Navidezna masa je lahko tudi negativna. m* je zelo velik za elektrone najbolj
notranjih elektronskih lupin, ker je tam konstanta A majhna, in majhen za
zunanje elektronske lupine. Za valen¢ne elektrone je navidezna masa veli-
kostnega reda mase prostih elektronov.

Oglejmo si analogijo med prostimi elektroni in elektroni v kristalu Se
malo podrobneje! Z linearno kombinacijo valovnih funkcij, ki predstavljajo
ravna valovanja za proste elektrone, lahko naredimo valovni paket, ki lokali-
zira elektron v prostoru. S tem seveda izgubimo natanénost pri dolocitvi
gibalne koli¢ine. Také dobljeno stanje elektrona ni stacionarno, ker moramo
dodati k vsaki valovni funkeciji wyi (r), ki je odvisna samo od krajevnih koordi-
nat, e &asovni faktor exp[—iF (k) t/A]. Casovni faktor pa je za razlitne k
razli¢en. Zato se valovni paket giblje v prostoru. Tudi v kristalu lahko sestavimo
iz Blochovih funkcij valovni paket. Ce so razseznosti paketa precej veéje kot
osnovna celica kristala, zadostuje, da upostevamo le Blochove funkcije iz istega
energijskega pasu. Blochove funkcije, ki so najbolj zastopane v valovnem
paketu, imajo priblizno isti vektor k. Hitrost gibanja tezis¢a valovnega paketa
dolotimo takole: Fazni faktorji glavmih funkecij, ki sestavljajo valovni paket,
so taki, da se ta valovanja medsebojno ojacujejo na mestu valovnega paketa.
Fazni faktor ¢ je funkcija &asa, lege v prostoru in valovnega vektorja. Velja
znana relacija:

qa(t,r,k):~5%—t—+kr (22)

Gibanje teZis¢a je dolodeno s pogojem, da se tam fazne diference med valovanji,
katerih valovni vektorji se le malo razlikujejo od srednjega valovnega vek-
torja k, ohranjajo v ¢asu. Matematitno to izrazimo z zahtevo, da je ¢asovni
odvod gradienta faznega faktorja glede na valovni vektor k za valovanje s sred-
njim k in teZis¢e valovnega paketa enak ni¢. Tu moramo seveda vzeti, da je
krajevni vektor v izrazu (22) funkcija ¢asa, ker r predstavlja tezise paketa.
Tako dobimo iz (22) naslednji izraz za hitrost tezisca:

v = r = grady E (k)/A (23)

v se imenuje tudi grupne hitrost valovanje. Takoj vidimo, da v v splo$nem
nima smeri valovnega vektorja k. To je res le tedaj, ¢e so energijske ploskve
krogle s sredif¢éem v izhodii¢u prostera k. Tak primer imamo pri prostih elek-
tronih, kjer se grupna hitrost paketa ujema s klasiéno hitrostjo elektrona.
Grupna hitrost je pravokotna na energijske ploskve in kaZe v smeri rastoce
energije. Na sliki 4a je v totki A zarisan vektor grupne hitrosti za valovni
paket z-valovnim vektorjem k,.

Valovni paket z enim elektronom predstavlja elektri¢ni tok ev. Ce v kri-
stalu nimamo zunanjega elektriénega polja, so vse smeri vektorjev k enako
zastopane in tako na zunaj ne opazimo toka. Razmere se pa lahko spremene,
ko vkljudimo zunanje elektri¢no polje E. Poglejmo, kaksen vpliv ima elektritno
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polje na gibanje valovnega paketa! V majhnem ¢asovnem intervalu di se va-
lovni paket premakne v prostoru za v dt. Pri tem opravi polje na elekfronu
delo — e E v dt. Sprememba energije elektrona se v valovnem paketu odraza
le v drugaéni izbiri valovnih funkcij, ki sestavljajo paket. E (k), kjer je k
srednji valovni vektor paketa, postane funkcija ¢asa, ker se k pod vplivom
zunanjega polja s dasom spreminja. Sprememba E (k) v ¢asovnem intervalu df,
namred grady E (k) dk, mora biti enaka delu, ki ga opravi elektri¢no polje na
elektronu. Z uporabo izraza (23) za grupno hitrost pridemo tako do zanimivega
rezultata, da je ¢asovni odvod vektorja k proporcionalen elektri¢nemu polju,
namred:

k— —eE/A 7))

Ce namesto k vpeljemo pseudo-gibalno koliéino p, dobimo klasi¢no relacijo med
gasovnim odvodom gibalne koli¢ine in silo na elektron. Iz (24) sklepamo, da
elektriéno polje normalno lahko povzrodi, da so v kristalu bolj zastopane va-
lovne funkecije, ki imajo ve¢jo komponento vektorja k v smeri, ki je nasprotna
smeri polja E, kot obratno. V tem primeru kaZe kristal na zunaj elektri¢ni tok.
Vendar taka asimetrija v zasedbi energijskih nivojev ni vedno moZna, kot bomo
videli v nadaljnjem razpravljanju o koné¢nih kristalih.

Zanimivo je pogledati, kaksen je pospeSek tezis¢a valovnega paketa, ki je
v elektriénem polju. Ce zapifemo hitrost tezi8fa v, ki je dana z izrazom {23),
v komponentah in nato vsako komponento odvajamo po casu, upoitevajol
dasovno odvisnost vektorja k, dobimo naslednje izraze za pospeske v smereh

koordinatnih osi x, ¥ in z:

. e (0°E 0*E 0*E
z=——|—E +——E, + ———E,
A2 0k T 0k,0k, 0k, 0k,
- 02E 02E 02 E
yz__i( L SR &] (25)
A2 0k, 0k, Ok,2 0k,0k,
e ( O°E 02 E 0E
z——( E. + — y+——E,}
B0k, 0k, 0k,0k, 0k,?
Zveza med silo na elektron in pospefkom je tenzorska. V tenzorski obliki lahko
enadbo (25) zapiSemo kot r = — e T.E, kjer je T naslednji tenzor: '
02E 02E 0% E

0k2 0k,0k, 0k,0k,

RE 0 E 0*E
0k, 0k, Okz 0k,0k,

3
I
2 |

02E 02 E 0k,?
0k, 0k, 0k, 0k, Ok,




K tenzorju T inverzni tenzor T-! se imenuje tenzor navidezne mase. V primeru.
prostih elektronov se ta tenzor reducira v konstanto, ki je enaka masi elektrona.
T preide v skalarno koli¢ino tudi v kristalu, ¢e so energijske ploskve krogle,
kot to vidimo na primer pri energijskih ploskvah, podanih z obrazcem (19).
Tam smo vpeljali pojem navidezne mase, ki ravno ustreza tenzorju }_’"1 za pri-

mer krogelnih energijskih ploskev.

5. KOVINE, POLPREVODNIKI IN IZOLATORJI

Do sedaj smo obravnavali le razmere v neskonéno velikih kristalih. Stevile
dopustnih nivojev je bilo neskonéno, saj smo dobili namesto energijskih nivojev
kar dopustne energijske pasove. Resni¢ni kristali so kont¢ni in mora biti tudi
itevilo nivejev, ki ustrezajo posameznemu atomskemu nivoju, konéno. Po-
glejmo, v &em se spremene razmere, ¢e vzamemo namesto neskontnega konden
kristal! Ravna valovanja tipa (9) se na povrsini kristala odbijejo. PovrSina
kristala predstavlja potencialni prag, ki prepretuje, da bi se valovne funkcije
razdirjale znatno v zunanji¢ino kristala. Po vectkratnem odboju valovanja na
povrsini- kristala nastane stojno valovanje. Tako valovanje je pa mozno le za
nekatere valovne vektorje. Zaradi enostavnosti ra¢una vzemimo, da ima kristal
obliko paralelopipeda s stranicami v smereh osnovnih vektorjev! Naj bo dolzina
stranic N, |a,|, N,|a,| in N,|a,|, kjer so N,, N, in N, cela Stevila. Pogoj za
nastop stojnega valovanja je naslednji:

H
—

exp (ik N, a,) =" ;
exp (ikNya,) = =1 (27)
exp(ikN,a)= T 1

Prav lahko je uvideti, da se dopustni vektorji k izrazijo kot:

‘k:ﬂ{ﬁ%bﬁ“—zbﬁi‘ibg} 28)

1 2 3

kjer so mn,, n, in n, cela §tevila. Ker morajo biti vsi ti vektorji v eni izmed
osnovnih celic reciprodne mreZe (na primer v prvi Brillouinovi coni), vidimo,
da je Stevilo moZnih n, enako N,, moZnih n, enako N, in moZnih n, enako N
Iz kontinuuma energijskega pasu smo s pogojem (27) dobili diskretne nivoje.
Dopustni vektorji k so enakomerno in goste posejani v prostoru k. Celotno
$tevilo dopustnih nivojev je N, N, N,. Tako pridemo do zelo vaZnega rezultata,
~ da je Stevile nivojev v vsakem energijskem pasu ravno enako Stevilu osnovnih
celic, ki sestavljajo kristal.

Na vsak energijski nivo v kristalu lahko spravimo po dva elektrona
z obrnjenimi spini. Nekateri energijski pasovi so popolnoma zasedeni, drugi
deloma zasedeni ali popolnoma prazni. Popolnoma zasedeni so predvsem pa-
sovi, ki ustrezajo elektronskim niveojem notranjih lupin v atomih. Vendar so
pri nizkih temperaturah popolnoma zasedeni pri izolatorjih ali polprevodnikih
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tudi energijski pasovi, v katerih imamo valenéne elektrone. Ti pasovi se
imenujejo walenéni pasovi. Kovine se razlikujejo od izolatorjev in polprevod-
nikov ravno v tem, da so pri njih valen¢ni pasovi le deloma zasedeni tudi pri
absolutni ni¢li, Popolnoma prazni so pasovi z vedjimi energijami.
Zunanje elektriéno polje ne more povzroditi elektriénega toka pri pasovih,
ki so popolnoma zasedeni. Tu je asimetritna zasedba nivojev glede na vektorje k
 nemogota. Elektri¢ni tok nastopi le pri deloma zasedenih nivojih, kjer elektroni
lahko prevzamejo nekaj energije od elektritnega polja. Pri zasedenih pasovih so
mozni le prehodi elektronov v visje nezasedene pasove. Vendar je verjetnost
za take prehode pri majhnih poljskih jakestih, ki pridejo v postev v praksi,
izredno majhna. Paé pa pride veckrat do tega pojava pri elektriénem preboju
izolatorjev, ko so poljske jakosti velikostnega reda 10° V/em ali vel.
Zasedba energijskih nivojev je odvisna od temperature. Verjetnost, da je
neki nive zaseden, je podana s Fermijevo porazdelitveno funkeijo

1
1+ exp[E— Ep)/k T]

29

F(E) =

kjer je k Boltzmannova kons;ta‘nta, T absclutna temperatura, E energija nivoja
in Ep konstanta, ki ima dimenzijo energije in se imenuje Fermijeva energija.
Ce poznamo razporeditev nivejev v kristalu, lahko z uporabo porazdelitvene
funkcije (29) izraCunamo Stevilo elektronov v kristalu. V rezultatu nastopa
edini $e neznani parameter, namre¢ Fermijeva energija, ki jo dolodimo tako,
da je izradunano §tevilo elektronov enako resni¢nemu §tevilu elektronov, ki so
v kristalu. Oc¢ividno je,;\ da se Fermijeva energija spreminja s temperaturo,
vendar so te spremembe majhne. Stevilo elektronov v energijskih pasovih kri-
stala je najlaZze izradunati z vpeljave pojma gostote nivejev. Nivoji so v posa-
meznih pasovih tako gosto posejani glede na energijske razmake, da smemo
vpeljati zvezno funkcijo N (E), ki pove, koliko nivojev pride na enoto energij-
skega intervala. Gostoto nivojev normalno podajamo za enoto prostornine in ne
za cel kristal. Koncentracija elektronov N v kristalu je torej:

N = [ f(E) N (E) dE (30)

kjer integriramo po energijskem intervalu vseh moZnih energij. Pri absolutai
ni¢li so zasedeni vsi nivoji do E = Er. Energijska ploskev, ki ustreza energiji Er,
se imenuje Fermijeva ploskev. Ta ploskev se pogosto razdirja &ez razlicne
energijske pasove, to je razliéne valendne pasove, ¢e se ti med seboj prkrivajo.
V takih primerih je Fermijeva ploskev precej komplicirana. Vpeljava pojma
Fermijeve ploskve je smiselna le za kovine, kjer imamo opravka z le deloma
zasedenimi pasovi. '
Dolocitev Fermijeve energije povzro¢a nekaj tezav pri izolatorjih in pol-
prevodnikih. Energijska shema izolatorja ali polprevodnika je shematsko po-
kazana na sliki 5. Tu vidimo posamezne energijske pasove. Pasovi, ki so zasedeni
z elektroni pri absolutni ni¢li, so ¢értkani. Spodnji pasovi na sliki ustrezajo
energijskim nivojem elektronov notranjih atomskih Iupin. Ti pasovi so precej
ozki, v skladu z nasim prejdnjim razmisljanjem. Zadnji zasedeni pas oziroma
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skupina pasov, ki se med seboj prekrivajo, pa ustreza valenénim elektronom.
Prvi nezasedeni pasovi, ki slede valenénim pasovom, so prevodni pasovi.
FElektroni v teh pasovih morejo biti nosilci elektri¢nega toka in jim.zato pra-
vimo prosti elektroni. Energijski interval med valen¢nimi in prevednimi pasovi,
v katerem ni nobenih energijskih nivojev, se imenuje prepovedani pas. Razlika
med izolatorji in. polprevodniki je le v §irini 4E prepovedanega pasu. Pri izola-
torjih je ta velika, normalno ve&ja kot 2 eV, pri polprevodnikih pa velikostnega
reda 1€V. Pri absolutni nié¢li ni v prevodnih pasovih ni¢ elektronov in je zato
vseeno, kaksno lego ima Er v prepovedanem pasu. Toda kakor hitro dvignemo
temperaturo, dobimo nekaj elektronov v prevodnih pasovih in nekaj praznih
mest v valentnih pasovih. S tem pa postane Fermijeva energija to¢no . dolo-
¢ena. Er je normalno skoraj v sredini prepovedanega pasu. Kristal postane pre-
viodnik elektritnega toka, ker imamo elektrone v prevodnih pasovih in tudi
valendni pasovi niso ve¢ popolnoma zasedeni. Nezasedenim mestom v valenénih
pasovih pravimo wvrzeli. Pri navadnih temperaturah je prevodnost izolatorjev
majhna, ker je 4E velik in je zato le malo prosfih elektronov in vrzeli. Pri pol-
prevodnikih pa imamo Ze pri sobni temperaturi precej prostih elektronov in
vrzeli in je zato njihova prevodnost precej vecja, toda Se vedno mnogo manjsa
od kovinske prevodnosti.
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Slika 5

Pri izolatorjih in polprevodnikih je Fermijeva energija zelo odvisna tudi
od raznih napak v kirstalni mreZi in od tujih atomov, ki so ali vgrajeni na
normalna mesta kristalne mre¥e ali pa vrinjeni na vmesne lege med atomi
kristala. Napake in tuje primesi dostikrat povzrode, da je §tevilo elektronov,
ki sestavljajo kristal, vedje ali manjSe kot v idealnem kristalu. Povzrode pa
tudi majhne spremembe v legi in §tevilu energijskih nivojev. V takem primeru
tudi pri nizjih temperaturah valenéni pasovi niso popolnoma zasedeni ali pa
imamo elektrone v prevodnih pasovih. To pa ofividno povzroéi velike spre-
membe v legi Fermijeve energije v prepovedanem pasu.

Literatura
R. E. Peierls: Quantum Theory of Solids, Oxford University Press 1955.
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NOVICE

MERITEV MAGNETNEGA DIPOLNEGA MOMENTA MEZ’ONOV U

Fizika se zadnja leta vedno bolj zanima za elementarne delce. Med njimi
sta vredna mion* in elektron posebne pozornosti. Imata namreé skoraj enake
elektromagnetne in Sibke interakcije, kljub temu pa razlitni masi. Problem
njunih mas je zato posebno zanimiv in fizika si obeta dobiti z reditvijo tega
problema vaZen klju¢ za razumevanje narave elementarnih delcev.

Za primerjavo naj povemo, da moramo razloziti masni razcep bamonov
in hyperonov (4 in nukleon, 3 in 4, # in K) z delovanjem moé¢nih interakeij.
Mion in elektron pa takih interakeij nimata. Razlika njunih mas je zato
verjetno posledica nekih Se nepoznanih interakeij, ali pa jo moremo popisati
z uvedbo novega kvantnega §tevila, kot predlaga Gell-Mann.

Ker bi pomenilo tolmadenje razlike mas miona in elektrona pomemben
korak naprej v razumevanju elementarnih delcev, je potrebno meriti bolj
natanéno in z vedjo obcutljivostjo vse lastnosti miona in elektrona. Te meritve
bodo namre¢ potrdile ali zavrgle hipoteze o obstoju dveh stanj, ki se razlikujeta
samo v vrednosti mase.

Ker je znano, da so Sibke interakcije miona in elektrona enake na ~2 %,
preostane meriti Se elektromagnetne lastnosti:

(1) Sipanja mion-nukleon in elektron-nukleon. Ce bodo opazﬂl kaksno
razliko, bo najbolj verjetno posledica strukturnih razlik  miona in elektrona.
Drugace povedano, razlika v sipanju bi blla dokaz za razlitne elektromagnetne
interakcije obeh delcev.

(2) Sipanje p-e in e-e. Sipanje elektron—elektron Ze preiskujejo, sipanje
u~e pa zahteva mocéne ¢urke mionov visoke energije, ki danes $e niso dosegljivi.

(3) Stati¢ne elektromognetne lastnosti. Te lastnosti moremo ¥e danes
meriti z izredno natanénostjo. Ce je razlika v masi med mionom in elektronom
posledica kaksne nove interakcije, bi ta interakcija mogla povzroditi razlike
v magnetnem dipolnem momentu.

Drug poudarek daje meritvi MDM* kvantna elektrodinamika.

Diracova enacba dé za delce s poloviénim spinom za g vrednost 2.
Ce upoStevamo 3e sklopitev miona z njegovim sevalnim poljem, dobimo

E 2
g=2 (1 + 5-05 + 0,75 % .. ) = 2(1.0011654), pri emer je o konstanta
JT 7T
:Eme strukture. Iz primerjave izradunane in izmerjene vrednosti g lahke ne-
posredno vidimo, kako natanéno veljajo zakoni kvantne elektrodinamike.
Meritve MDM elementarnih delcev so si v osnovi vse podobne.
Najprej je potrebno Zarek delcev polarizirati, t. j. vsem delcem zasukati
spin v dolodeno smer. Nato pustlmo da pretece zarek neko pot v magnetnem

polju, ki deluje na MDM delcev z navorom u © X B. Zaradi navora zalnejo
spini delcev precesirati okoli smeri polja — spremehi se smer polarizacije.
Konénoe izmerimo z analizatorjem, za kakSen kot so se spini zavrteli.

Precej bolj nerodna pa je meritev pri relativistiénih deleih, V tem pri-
meru ne moremo tako enostavno izradunati precesijske frekvence V mirovnem

* mezon u imenujemo mion.

* magnetni dipolni moment oznadimo s kratlco MDM, elektri¢ni dipolni mo-
ment pas kratico EDM.
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sistemu delca k1 se giblje v hitrostjo v, dobimo namreé¢ Se elektri¢no poljsko
jakost — » X B in, ¢e imamo poleg magnetnega p;olja ge kakrinokoli elektri¢no

X E
Y 2. Obe relativistiéni polji

polje, $¢ dodatno miagnetno poljsko jakost — .
‘ c

prav tako vrtita smer spina, prvo le, ¢e ima elementarni delec elektri¢ni

dipolni moment, kar pa ne smemo vnaprej izkljuditi.

Dodatna teZava je, da so izvori mionov revnl in zato ne moremo delati
tako, kot na primer pri nevtronih z metodo atomskih Zarkov,* ampak moramo

uporabiti nekatere nove prijeme.

V najbolj splo$nem primeru, ¢e bi imel delec EDM in MDM, ¢e uposte-
vamp relativistiéno elektriéno in magnetno polje in ¢isti relativisticni efekt,
Thomasovo precesijo,** dobimo, da je celokupna precesija vsota precesije MDM
_v magnetnem polju, precesija EDM v elektrinem polju in relativisti¢ne Tho-
masove precesije: R R R R

wp = wypyu + wppy T o1

V poskusih, ki si jih bomo ogledali, pa mion praktiémd miruje. Zato
odpadejo vsi relativisti¢ni efekti in, ker nimamo nikakr$nega elektrinega polja,
odpade tudi precesija EDM (ne vemo 3e, ali je EDM miona ni¢). lzraz se zelo
poenostavi:

g eB
W= =" —,
2. m

e je osnovni naboj, m je masa miona.

Tzvor mionov je curek pionov, ki se zaustavi v taréi, Ker se parnost pri
razpadu nt—wut + ¥ ne ohranja,”** so pri razpadu piona nastali mioni longi-
tudinalno polarizirani (vektor spina je paralelen smeri gibanja miona). Ker
se tudi pri razpadu miona u*— et + ¥+ ¥ parnost ne ohranja, so tudi razpadni
pozitroni polarizirani. Kotna porazdelitev pozitronov okoli smeri mionovega
spina je P =1 -+ acos ¥, pri tem je ¢ kot med smerjo gibanja miona in med
smerjo gibanja pozitrona. Meritve so pokazale, da je a = — 0,33 £ 0,03.

Ze Lee in Yang sta napovedala, da je longitudinalna polarizacija mionov,
ki jih dobimo z razpadom pionov, idealni naravni polarizator. Moremo ga
izkoristiti pri meritvi MDM. Za analizator nam rabi kotna porazdelitev po-
zitronov, ki je cbéutljiva za spremembo smeri mionovega spina.

Prvo meritev MDM miona so napravili Garwin, Lederman in Weinrich
leta 1957.

Shemati¢no je narisana njihova aparatura na sliki 1.

Meritev se zaéne, ko prileti pion #* v absorber a in v ngem razpade
(n+ = ut + »). Iz absorberja a izleti mion u*, ki se zaustavi v absorberju b.
Delca sprozita §tevea 1 in 2, ki sta vezana v koincidenci. Ta koincidenca cdpre
z zakasnitvijo 0,75 ,usek;pomtronska $tevca 3in 4 in ju drzi odprta 1,25 usek.***
Tako iteje stik 12,34 samo pozitrone, ki so se rodili v ¢asu od 0,75 do 2 usek
rotem, ko se je mion zaustavil v absorberju b.

* J. H. Smith, Phys. Rev. 108, 120 (1957).
#* glej Moller, The Theory of Relativity, str.53.
#+* glej L.Pi¢man, Obzornik 157, 1956-57.
#+xx Koincidenco 1 in 2, vezano z zakasnitvijo na $tevea 3 in 4, zapiSemo sim-
boli¢no 12,34.
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Pridelek pozitronov se zaradi polarizacije P =1 + acos® v neki smeri
spremeni, ¢e se zavrii spin mionov. Spin je precesiral v magnetnem polju B,
pravokotnem na pot miona. Ker so vklopili polje takrat, ko je miroval mion
v taréi b, ni bilo relativisti¢nih efektov. .

Garwin in sodelavci so za meritev g izkoristili odvisnost §tevila sunkov 12,34
od smeri mionovega spina. Pri stalni legi pozitronskega detektorja so merili
Stevilo pozitronskih sunkov v odvisnosti od magnetilnega toka. Ker se je pre-
cesijska frekvenca spreminjala s tokom I~ B ~ w, je itevilo sunkov s tokom
pojemalo in naraS$calo. Poskus se je ujemal z ratunom, v katerem so upostevali
porazdelitev P =1-—0,33cos @ in g = 2,00 + 0,10.

Sl 1. Garwinova naprava za meritev MDM mionov

1 in 2 sta scintilacijska &tevea z organskim scintilatorjem, a je ogljen absorber pionov,
b je absorber mionov, t je na obsorber b tesno navita tuljava, 3 in 4 sta scintilacijska
Stevca za pozitrone. Med §tevcema 3 in 4 je absorber ¢, v katerem se zaustavijo vsi
pozitroni z energijo W <25 MeV. Pozitronski Stevni stik (3, c, 4) steje zato samo
pozitrone z energijo W > 25 MeV, ki so nastali pri razpadu u+ —et +» 4+ »

- Mnogo natan¢nejsi poskus so napravili leto kasneje Coffin in sodelavci
z resonancéno metodo. ‘
Shemati¢no je narisana naprava na sliki 2. i ,
Navs;lﬂ;i so 1,2, 3 in 4 scintilacijski $tevci, Cu je taréa iz bakra, med 1 in 2
je oglen absorber. Absorber a (CHBr,) je ovit s tuljavo. V absorberju je
homogeno polje B, in kadar tece skozi tuljavo tok, $e radiofrekvendno polje B,,
ki je pravokotno na B, in tudi na smer mionove hitrosti. "
~ Vstop piona #* v kanal magneta, rojstvo miona ut v bakrenem absor-
berju in zaustavitev miona v absorberju a poka¥e keincidenca Steveev 1, 2, 3
v antikoincidenci s Steveem 4.* Signal 1234 sproZi dvoje: skozi tuljavo stede

* simboliéno zapifemo 1234
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radiofrekvenéni pulz in po 2usek se odpro $tevna vrata za pozitrone, ki
ostanejo odprta 3 usek. Isti Stevci Stejejo sedaj pozitrone, ki letijo glede na
smer mionov v nasprotni smeri (P = 1 — 0,33 cos ##). Pozitrone Stejejo Stevcei 3,
2 in 1, ki so vezani v koinciden¢nem stiku ter v antikoincidenci s Stevcem 4.
Pulze 3214 sproZijo seveda samo tisti pozitroni, ki se rodijo v intervalu, ko so
odprta vrata, ki jih sprozi pulz 1234, to je med 2 usek in 5 usek po zaustavitvi
miona.

Meritev je potekala tako: Najprej so $teli sunke 3214, ne da bi prikljuéili
radiofrekvendéno tuljavo (brez polja B,). V tem primeru ne deluje na mion
noben navor, ker je polje B, vzporedno z miagnetnim momentom miona. Smer
spina ostane nespremenjena. Zato so dobili najve¢ pozitronov v nasprotni

smeri mionove poti, Stevilo sunkov 3214 je bilo najvedje.

. \ Bo
. R

H Tt OGLJE H%ﬂm

| vz [N |

1 2 3 a 4

‘ Cu ,
MAGNET | ~ |MAGNET
RF

S1.2. Coffinova resonanéna aparatura za meritev MDM mionov

Nato so vkljucﬂl radiofrekvencno polje B, take frekvence, ki je zado-
$¢ala resonanénemu pogoju** za g = 2, in s podasnim spreminjanjem polja B
iskali pravo resonanco. V resonanci so se spini zasukali za 180°, na;;vec_ pezitro-
nov je tedaj odletelo v smeri §tevca 4, Stevilo sunkov 3214 je bilo najmanjse.
Frekvenco vpp so drzali ‘med poskusom stalno, spreminjali so magnetno
polje B,. Polje B, so merili s protonsko resonanco.

S tem poskusom so dobill g 4, = 2 (1.0025 + 0,0009), kar se dov013 dobro
ujema z vrednostjo, ki jo da kvantna elektrodinamika.

M. Pintar
Institut J. Stefan
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NOVA POTRDITEV SPECIALNE RELATIVNOSTNE TEORLIE

O veljavnosti specialne relativnostne teorije nas prepri¢ajo mnogi poskusi.
Izmed teh pa sta do nedavnega samo dva, Michelsonov in Ivesov, neposredno
potrjevala princip relativnosti. Ta pravi, da je hitrost svetlocbe v vseh iner-
cialnih sistemih (sistemih, ki se gibljejo s konstantno hitrostjo) enaka.

Michelsonov poskus je prvi ovrgel etrsko hipotezo. Po tej naj bi bila
hitrost svetlobe enaka ¢ samo v nekem’ odlikovanem sistemu — etru, V drugih
inercialnih sistemih naj bi bila odvisna od hitrosti teh sistemov proti etru.
Neosnovano bi bilo domnevati, da ravio Zemlja v etru miruje. Hitrost Zemlje
proti etru pa bi moral pokazati Michelsonov poskus.

Michelsonov interferometer,. s katerim izvedejo poskus, ima dva med
seboj pravokotna kraka. Oba koherentna svetlobna curka pretefeta enaki, med
seboj pravokotni poti. Najprej kaZe prvi krak interferometra v smer gibanja
etra. Ko potem interferometer zavrtijo, da kaZe v smer gibanja etra drugi
krak, bi se morali premakniti interferenéni kolobarji. Premik bi moral biti
sorazmeren z (v/c)?, kjer je v hitrost Zemlje proti etru. Ce priakujemo za o
vrednosti okoli 30 km/s, kolikor je hitrost letnega gibanja Zemlje okoli Sonca
(hitrost dnevnega gibanja je zanemarljive majhna), bi moral biti premik pri
nekaterih izvedbah vedji od enega kolobarja. Poskus pa neodvisno od zadetne
© smeri interferometra in dnevnega ali letnega c¢asa ne da s;kora; nobenega
premika.

Drug pojav, s katerim lahko ovrZzemo etrsko hlpotezo, je Dopplerjev
efekt. Iz akustike je znano, da je frekvenca zvoka, ki jo meri opazovalec, od-
visna od relativne hitrosti zvodila in opazovalca in od hitrosti obeh proti zraku.
Ista trditev bi morala veljati za svetlobo, ¢e bi bila etrska hipoteza pravilna:
frekvenca svetlobe, ki jo meri opazovalec, bi morala biti odvisna od relativne
hitrosti svetila in opazovalca in e od hitrosti obeh proti etru. Poskus, ki je
dal odgovor na tak3no vprafanje, je prvi napravil Ives. — Curek ioniziranih
molekul vodika z elektri¢nim poljem pospe&ijo do velikih hitrosti. Pri tem zelo
natanéno merijo frekvenco svetlobe, ki jo sevajo molekule, medtem ko se
gibljejo z veliko, toda konstantno hitrostjo. Izmerjena frekvenca se ne ujema
s frekvenco, izra¢unano po etrski hipotezi, &e vzamejo za hitrost Zemlje proti
etru od ni¢ razlino vrednost. Izid tega poskusa torej prav tako kot izid
Michelsonovega poskusa pove, da etrska hipoteza ne more biti pravilna in da
velja princip relativnosti.

Pred tremi leti je Moller predlozil nov poskus ki naj ravno tako ne-
posredno potrdi princip relativnosti. Za ta poskus sta potrebna dva maserja®
na curek molekul amoniaka.

Izratunajmo frekvenco tak3nega maserja po etrski teoriji! Ce molekule
in opazovalec proti etru mirujejo, meri opazovalec inverzijsko frekvenco v,. Isti
rezultat dobi v etru mirujoé opazovalec tudi, kadar se molekule gibljejo, de
meri frekvenco sevanja pravokotno na smer gibanja molekul. Toda rezonator
zbere sevanje v vseh smereh. Zato je treba pri ra¢unanju rnasérjeve frekvence
poiskati povprecje po vseh smereh. V izradunanem povpredju je en &len od- -
visen od kota med smerjo etra in smerjo hitrosti molekul; vsi drugi so odvisni
samo od absolutne vrednosti hitrosti molekul.

Od kota odvisni ¢élen pa dobimo tudi, e poenostavljeno radunamo, kot
da sevajo molekule NH,, ‘tedaj ko rezonator v etru miruje, samo pravokotno

* Glej ¢lanek S. Poberaja: Maserji, v tej stevilki Obzornika.
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nd smer svojega potovanja. Vzemimo, da se giblje rezonator s hitrostjo v
proti etru. Za opazovalca, ki miruje proti rezonatorju, molekule ne sevajo ved
pravokotno na smer potovanja. Eter nosi namre¢ valovanje s seboj. Kot ©
med smerjo potovanja molekul in smerjo, v kateri zazna sevanja proti rezona-
torju mirujo¢ opazovalec, je Cy .

O =3nx—vlc (1)

~ Zaradi tega nastopi Dopplerjev efekt in frekvenca maserja » ni ve¢ enaka lastni
frekvenci rezonatorja: »

y =, (1—ucos ®c) = »,(1—uv/c2+...). (2)

Pri tem je u hitrost molekul NI, proti rezona‘corgu Lastna frekvenca rezona-
torja je tako blizu inverzijski frekvenci v, da smo cbe frekvenci izenadili.

Ce sta dva, sicer popolnoma enaka maserja name$cena tako, da v prvem
molekule NH, potujejo proti etru, v.drugem pa z etrom, se razlikujeta fre-
kvenci obeh maserjev za

Ay = v, (1 + uv/c?) —r, (1 — uv/c?) = 2 v, uv/c. (3)

(Pri tvorbi razlike odpadejo ¢leni; ki so odvisni samo od absolutne vrednosti
hitrosti w, in je rezultat navzlic poenostavljenemu rac¢unu pravilen.) Ako po-
lozaj maserjev zamenjamo, se razlika podvoji, znasa torej 2 Av. V primeru,
ko je povpreéna hitrost molekul NH, pri sobni temperaturi w = 600 m/s, hitrost
resonatorja proti etru v = 30 km/s in », = 2,387.10° 571, sledi 2 Ay = 20 s

V enacbi (3) nastopa v linearno in ne kot pri Michelsonovem poskusu
v kvadratu. Podoben rezultat kot (3) pa bi dobili po etrski hipotezi, ¢e bi letalo
7z Michelsonovim interferometrom letelo najprej v smeri etra. in drugi¢ v na-
sprotni smeri ter bi prlmer]ah interferenéne kolobarje v obeh primerih.

Mbllerjev poskus so izvedli Cederholm in sodelavei. Dva maserja so
v opisanem poloZaju skupaj s pomoZnimi napravami pritrdili na klop, vrtljivo
okoli navpitne osi. Valovanji, ki sta ju oddajala maserja, so zmeSali in ojadili
utripanje. Lastni frekvenci obeh resonatorjev sta se za malenko st razlikovali,

namreé ravno za toliko, da je imelo utripanje frekvenco 20 s~
' Po etrski hipotezi bi se ob zasuku klopi iz neke smeri za 1800 frekvenca
utripanja morala spremeniti za okoli 20s™'. Toda nicesar podobnega niso
opazili. Klop so postavili v smer vzhod—zahod, pa se frekvenca utripanja v
enem dnevu ni spremenila za veé kot za 0,02s~. Ker se Zemlja v tem &asu
zavrti za poln kot, paé etrska hipoteza ne more biti pravilna. Zato je rezultat
poskusa nova potrditev principa relativnosti in specialne relativnostne teorije.

Ce so klop zasukali, se je frekvenca utripanja malo spremenila. Motnje so
bile posledica zemeljskega magnetnega polja in lokalnih magnetnih polj.

7 Méllerjevim poskusom ugotovljena zgornja meja za »hitrost etra« (ki
meri v resnici le natanénost poskusa) je 0,03 km/s, medtem ko je z Michelso-
novim poskusom ni bilo mogode zniZati pod velikostno stopnjo 1km/s.

Zaradi relativistiénih efektov  je frekvenca maserja odvisna od hitrosti
molekul NH,. Clen, ki to odvisnost izraZa, vsebuje (u/c)2. To bi se dalo meriti
z dvema maserjema, ki imata razliéno hitra molekulska curka. Vendar je do-
segljiva natanénost za meritve takine vrste za zdaj Se premajhna.

C. Moller, Nuovo Clmento Suppl 6, 381 (1957). '

J. P. Cederholm G. F. Bland, B, L, Havens, C. H. Townes, Phys. Rev. Letters 1,

342 (1958). J Strmad
. Strna
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K CLANKU »CESTNE KRIVINE«

Vozilo na sliki 1 a v &lanku »Cestne krivine« (Obzornik VI, str. 133—136)
je v bistvu traktoriograf (sL 1).! Ta nam omogoca risarsko izvedbo
kvadrature kroga po matematiéno totnem postopku [2].2

V pri¢ujodi notici hotem izrabiti izsledek iz omenjenega glanka in po-
kazati omenjeno izvedbo.

S traktoriografom riSemo po papirju, ki je v horizontalni legi. Ce vle-
Semo konico traktoriografa (fo je prednje kolo vozila na sl. 1a v [1]) po kaki
dani krivulji D, popisuje koleS¢ek traktoriografa (zadnje kolo vozila na sl. 1a
v [1]) krivuljo T, ki se imenuje traktrisa dane krivulje; dana krivulja pa je
njena direktrisa. (Glej sl. 2: N je konica, M pa kolei¢ek traktoriografal)

I A

Slika 1

Iz opisanega je razvidno, da so premice MN tangente na traktriso T.
Zato lahko retemo, da je traktrisa ogrinjata druZine premic MN [2].

Kot ¢ ima isti pomen kakor v ¢lanku [1]: ¢ je namre¢ kot med prireje-
nimi si tangentami krivulj T in D (v to¢kah M in N, sl. 2). Krivulja D naj bo
zvezna in ne lomljena. Pri teh pogojih je kar nazorno razvidne, da se ¢ od -
totke do totke zvezno spreminja in je natanéno doloten, e smo ga izbrali
v zadetni totki N = N,. Kot ¢ je torej funkcija tofke N. Pri pravkar naStetih
pogojih za krivuljo D moremo vzeti ¢ kot funkcijo lofne dolZine s=s (N).
Zadetna totka N, kjer je s = 0, je Se poljubna. :

Nas predvsem zanima traktrisa kroZnice. Izkazalo se bo, da je najugod-
neje, ¢e izberemo razdaljo MN = R tako, da je ta enaka polmeru kroZnice,
kateri ho®emo narisati traktriso. (To doseZemo s pomodjo vijaka T na sl 1.)
Ker gre pri kvadraturi kroga za 3tevilo s, vzemimo zaradi enostavnosti, da je
polmer dane kroZnice enak enoti. .

i Ljubomir Klerié, profesor Velike Zkole v Beogradu (1844—1910), je izboljSal
traktomograf Koles¢ku je prikljudil pomoZnega, da ga maZe s ¢&rnilom, konici pa
vrt131v1 jarem, ki daje pripravi stabilnost [2].

2 V [2] ni podan postopek za kvadraturo kroga. Tudi mi ni znano, kaksneda
je imel v mislih M, Pe‘movm :
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Za krivuljo, ki jo popiSe prednje kolo, najdemo na koncu élanka [1]
tole diferencialno enac¢bo

1/¢ = sin ¢ + dg/ds

Tu je 1/o ukrivljenost krivulje D, ds loéni diferencial krivulje D, ¢ pa kot,
ki ga oklepata prirejeni si tangenti na kroZnico in njeno traktriso. Ker je
v naSem primeru krivulja D kroZnica s polmerom 1, je njena ukrivljenost
-enaka 1 in velja zato tale diferencialna enacba

1 =sing + de/ds

Slika 2

Ce v njej lodimo spremenljivki, se glasi

d
P —ds
1—sing

Integrirajmo jo v mejah od s =0 do s = a, kjer je a sredid¢ni kot (v loCni
meri). Kratek ra¢un nam da zvezo

tgho —1—360/na - (1
(kjer je sedaj a merjen v stopinjah.) ’ ;
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S slike 3 pa dobimo na podlagi kosinusovega izreka enatho
r? = 2 (1 —sin ¢) | &)
 Z 'iste slike najdemo %e naslednjo zvezo
2@+ =90+¢ ®

Tu je a kot, ki ga oklepa radijvektor do totke na kroZnici s pozitivno smerjo
abscisne osi, § pa kot, ki ga pri istem a oklepa radijvektor do totke na
traktrisi s pozitivno smerjo osi (x).

Slika 3
Iz enadébe (1) dobimo za o= 0, da- Jé tgd @ =— 8. Od tod moremo
vzeti, da je %@ = —90° oziroma ¢ = -—180°. Nazorno je razwdno da je

tedaj r = ]/2 Isto dobimo iz enalbe (2). Enacba (3) pa pove, da je f = 45°
Tedaj moramo postaviti koleidek traktoriografa ‘pokonéno navzgor.

Z rasto¢im kotom a se glblje traktoriograf nekaj ¢asa nazaj. Iz enadbe (1)
Je razvidno, da kot ¢ hkrati s kotom « raste in je za ¢ = — 90° kot o = £ ter
7= 2. Od tu se traktoriograf giblje s konico naprej. Kot a je prehitel kot 3.
(Glej enatbo (3).) Za tocke, kjer traktrisa sede kroZnico, Je @ ze <0, kar
ugotovimo iz enatbe (2), ¢e vzamemo 7 = 1.
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Izra¢unajmo r za a = 180°! Ce upoStevamo znane zveze med kotnimi
funkcijami ter ena¢bo (1), dobimo iz (2)

= 8/[n® + (m—2)*]

oziroma
‘ Pt —2r2a+20@2—2) =0
0d tod je : V .
a1+ Y@tn@E—n @
T

Ocitno pmde v postev le znak + pri korenu saj je ena re$itev negativna. (Pri
a = 180° je namred r<<1.)

Konéno se vpraiajmo po risarski izvedbi kvadrature kroga! Predvsem
moramo doloditi r za o = 180°%. S srediféem v to¢ki N (—1,0) opiSemo del '
kro¥nice s polmerom R = 1 tako, da sece traktriso v M. Razdalja OM je
potem enaka r = 7 (180%, kar je neposredno razvidno. Ko smo nasli r, moremo .
konstruirati Stevilo 7 samo z ravnilom in $estilom in sicer tako, da konstrui-
ramo izraz (4).

Literatura
[1] Janez Strnad Cestne krivine.. Obzornik za matematiko in fiziko, VI,
str. 133—136.
[2] Mihajlo Petrovi¢: Clanci. NK, Beograd 1949 (str. 33-—36).

[3] France Krizani¢: Kvadratura kroga. Obzornik za matematiko in fiziko, II,
str. 97—106. ) ;
Janez Usan, Vriac

SOLA

MERITEV GRAVITACIJSKE KONSTANTE KOT DEMONSTRACIJSKI
POSKUS

Newtonov gravitacijski zakon
F = » mm,/R? (1)

je eden izmed osnovnih naravnih zakonov. Pove, s kolik$no silo F se privlacu-
jeta kroglasti masi m in m,, ée je R razdalja med njunima tezis¢ema. Koefi-
cient » je gravitacijska konstanta. Vrednost zanjo lahko predavatelj pri osnov-
nem tefaju eksperimentalne fizike kar napise na tablo. Bolj pouc¢no pa je, Ce
jo izmeri z demonstracushm poskusom.

Sile med. masami, s katerimi imamo opravka na Zemlji, so zelo*majhne.
Za merjenje tako majhnih sil moramo uporabiti posebne napravel. Ena 1zmed

1 Handbuch der Experimentalphysik II, Akadem1sche Ver]agsgeselschaft Leip-
zig 1926. Str.131.
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teh je torzijska tehtnica na visedo Zico. Meritev z njo ni tako zahtevna, &e se
- zadovoljimo z natanc¢nostjo na nekaj procentov. Demonstracijska naprava, ki jo
uporabljamo na Fizikalnem 1nst1tutu univerze, je narejena po Ebertovih pred-
logah? (sl. 1).
Torzijsko tehtnico sesbavlja zelo tanka Zica, na kateri visi precka z dvema
kroglicama. Na sredi precke je pritrjeno zrcalce. Tehtnica je zaprta v kovinsko

S1.1, Torzijska tehtnica za merjenje gravitacijske konstante.
Na levi je svetilka za svetlobni kazalec

ohisje s steklenim oknom. Na obeh straneh ohi$ja sta v vidini prec¢ke kovinski
palici, po katerih drsita ve¢ji svinceni krogli. Vse skupaj je pritrjeno na stran-
sko steno predavalnice.

Legi svindenih krogel pred poskusom in po njem kaze sl. 2. Ce premak—
nemo svindeni krogli v nasprotni strani, bo pre¢ka zanihala okrog nove mi-
rovne lege. Amplitudo ¢, tega nihanja dobimo iz enacbe za torzijsko tehtnico

o« = M/D, B , )
2 H. Ebert: Lehrbuch der Physic, Veit & Co., Leipzig 1917. Str. 223.
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pri ¢emer je M celotni navor, ki deluje na prec¢ko, D pa torzijski koeficient
Zice. Ker privladi vsaka svin¢ena krogla obe kroglici, je celctni navor

M= 22xrmm,{1— (R/21)3[1 + (R/21)?|7/} /R? = 4 % v m m, K/R?, 3)

kjer smo s K zaznamovali izraz v zavitem oklepaju. Pri tem je m masa svin-
dene krogle, my, masa kroglice, 2 r dolZina precke in R razdalja teziS¢ svintene
krogle in bliZnje kroglice. Razdalja R se zaradi gibanja kroglice le malo spre-
minja, tako da jo smemo vzeti za konstantno.

— , | PR r

A Ve

~L

Sl. 2. Gravitacijska tehtnica v tlorisu. Izvledeno je narisana lega prec¢ke in svinenih
krogel pred poskusom. Konéna lega krogel in nova mirovna lega precke ‘sta narisani
értkano. Tloris je narisan v merilu, razen odmika prec¢ke, ki je mocfno pretiran

Kaksna mora biti torzijska tehtnica, da je amplituda ¢, ém vedéja?
Enacba (3) kaZe, da je treba vzeti ¢im daljSo precko. Svinéena krogla mora biti
dim teZja. Masa m krogle s premierom 2 7, je sorazmerna z r,% razdalja R pa je
priblizno enaka r,. Zato je ¢, priblizno sorazmeren z r,3/r,% torej sorazmeren
z r,. Obéutljivost tehtnice pa. je predvsem odvisna od Zice, saj je torzijski
koeficient

D =3%zma*G/l, ' 4)
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“kjer je G strizni miodul, 2 ¢ premer in [ dolfina-Zice. Masa 2m,, ki jo Zica e
lahko nosi, je sorazmerna s presekom = a® Iz enathb (2) do (4) sledi zato, da je
@, sorazmeren z m,/D, torej sorazmeren z a?/(a*l) = 1/(a2l): treba je vzeti dim
tanjSo in ¢im daljSo Zico. Ker pa je naprava namenjena za demonstracijski
poskus v polni predavalnici (ko motijo tresljaji, ki jih stena prenasa do teht-
nice), ne sme biti Zica pretanka.

Pri nas smo uporabili volframsko Zico dolZine 1m s premerom 0,05 mm.
Ta Zica je dovolj modna, da nosi pretko s kroglicama v skupni teZi 210 g.
Z zahtevo, da naprava ne sme biti prevelika, so dolotene ostale koli¢ine: dol-
zina precke 2 r = 10 cm, masa svinéene krogle m = 3 kg in razdalja R = 6 cm.
Amplituda ¢, je premajhna, da bi jo lahko direktno izmerili. Zato spu-

‘stimo na zrcalce curek svetlobe, ki se na njem odbije in pade na nasprotno

steno predavalnice. Amplituda odklona merjenega na steni (sl. 3), je

s, = 2 ¢, L/sin 9, ' (5)

Svetilko

Sl. 3. Svetlobni kazalec pri mrzms}n tehtmcx Slika ni narisana V merﬂu
Odklon Po je v resnici zelo majhen

kjer je ¥ kot, pod katerim curek zadene steno, a L razdalja med zrcalcem in
nasprotno steno. V naSem primeru je L = 10,6 m in ¥ = 45°. Potrebujemo e
koeficient D, ki ga izrazimo z vztrajnostnim momentom tehtmce J in mhaJ—

nim ¢asom t, -
= 2 a/t)?J = (2 al/t)2 m, 1 (6)

Pri pribliznem raéunanjﬁ vztrajnostnega momea{ta tehtnice smo zanemarili
vztrajnostni moment same precke, kroglici pa vzeli kot tocki. Tako dobimio
konéno za gravitacijskoe konstanto naslednji izraz

» = n* R? rsin ¢ s,/(K m L t,?). S ' (7)

Tako izpeljavo smo izbrali zato, da smo dolo¢ili obéutljivost tehtnice. Pri
demonstraciji je izpeljava krajsa: vsaka od obeh svindenih krogel privladuje
bliznjo kroglico s silo F' (1). Ko premaknemo svinfeni krogli v drugo s