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ATOMSKI SPEKTRI I NUKLEARNI SPIN

BRANIMIR MARKOVIC, Fizi¢ki institut i institut »R. Boskovié«, Zagreb

L Frekvencija » svjetlosti odredjene spektralne linije u atomskom spektru
nekog elementa proporcionalna je s diferencijom dvaju energetskih stanja
atoma — to je jedan od osnovnih postulata Bohrove teorije o atomu, — t. j.

E,—E,=hv, (1)

gdje je h Planckova konstanta, a E, i E, energije atoma prije i poslije emisije
fotona, koji ima energiju h .

Ako znamo kakva energetska stanja moze imati atom i ako znamo iz-
kojeg energetskog stanja moZe atom prelaziti u neko drugo energetsko stanje,
onda znamo toc¢no kako izgleda spektar tog atoma. No i obrnuto: ako znamo
atomski spektar nekog elementa iz tog spektra mozemo zakljuditi kakva sve
energetska stanja moZe imati atom doti¢nog elementa, odnosno iz toga si
mozemo stvoriti sliku ili model kako atom izgleda.

Proudavajuc¢i atomske spektre mogla se i stvoriti slika o gradnji atoma.
Diskretne spektralne linije kod atomskih spektara upucéivale su na to, da atom
ne moze imati bilo kakvu energiju, ve¢ da su energetska stanja atoma diskon-
tinuirana ili kvantizirana. Znaéi, da elektron oko jezgre ne moZe kru¥iti u bilo
kojoj udaljenosti od jezgre, ve¢ samo na stazama, koje imaju odredjene »kvan-
tizirane« udaljenosti od jezgre — to je drugi postulat Bohrove teorije o atomu.*

Energetsko stanje atoma ovisi o tome na kojoj se po redu stazi nalazi
elektron, ratunajuéi staze od jezgre prema sve veéim udaljenostima. Broj koji
nam kaZe na kojoj se po redu stazi nalazi elektron zove se glavni kvantni
broj n.

Odredjena n-ta staza elektrona je opcenito elipsa, ali ta elipsa moZe biti
razli¢itog ekscentriciteta, pa ¢ak i kruZnica. Zbog toga ée i zakretni moment**
elektrona biti na istu n-tu stazu razli¢it; ovisit ée o obliku elipse po kojoj
kruZi elektron. No ni taj momenat ne moZe imati bilo koju vrijednost, veé
odredjene kvantizirane vrijednosti. Valno mehani¢ka ispitivanja atoma daju
nam, da je moment staze elektrona jednak [/l(l + 1) (h/2 7)), gdje je 1=
=0,1,2...n—1; I je angularni kvantni broj staze.

Prema tome koliki je I za pojedine elektrone, zovemo te elektrone: za
l =0, s-elektron; za [=1, p-elektron, za [ =2, d-elektron; za =3,
f-elektron itd.

No uz to Sto elektron kruzi oko jezgre, on rotira i oko svoje osi -—
postoji momenat™ ili spin elektrona, a valno mehanidka teorija daje, da je taj

spin jednak Vs (s + 1) (h/2 7), gdje je s = 3.

) * Izvajanja v ¢lanku so vseskozi osnovana na Bohrovem modelu atoma. To

bo dobrodo$lo tistim bralcem naSega lista, ki jim kvantna mehanika — po Kkateri

ostro doloceni tiri elektronov sploh ne obstajajo — morda ni tako domada. —- Op. ur.
#* Slovensko: vrtilna kolié¢ina.



Napomenut ¢emo ovdje, da u atomu ne mogu postojati vise nego dva
elektrona koja bi imala iste kvantne brojeve n il (Paulijev princip).

Elektron kruzeéi oko jezgre stvara magnetsko polje, a postoji magnetsko
polje i od spina elektrona — zbog toga dakle mora postojati medjudjelovanje
(interakcija) izmedju kruZnog gibanja elektrona oko jezgre i spina elektrona.

Ako je energija koju bi imao atom, jer mu se elektron giba po stazi koja
ima kvantni broj I, ali bez spina elektrona, Ez o, a energija koju atom ima,
jer mu se elektron giba po stazi koja ima kvantni broj I, a elektron ima spin s,
jednaka E; s, onda ra¢un daje, da je promjena energije, koju atom ima zbog
toga, §to elektron ima spin, dana relacijom

Eio—E,s = AE,s = A.L.S cos (LIS), @)

gdje je A konstanta koja ovisi o atomu i elektronu, a L = l/l (I + 1), odnosno
S = s(s+1).

Angularni moment elektrona, mjeren u jedinicama h/2 7 je L = ]/l 1+ 1);

L je vektor. Isto tako i S = 1/3 (s + 1) je vektor. Ta dva vektora — zbog

—_— — JEE

medjudjelovanja — daju rezultujuéi vektor J = ]/j (j+1), gdje je L+ S =J.

Broj j zovemo unutarnji kvantni broj (sl. 1), koji moze imati vrednost: I —s
ili T + s (ili pak samo s, ako I = 0, ra¢unajuéi da je s = 3).

> > >
Sl. 1. Sastavljanje vektora L i S u vektor J

1z formule (2) uz sl 1, dobijemo, da je
AE, s =A3(2—1*—8? (3)

Ako desnu i lijevu stranu jednadzbe (3) podijelimo s h.c, gdje je ¢ brzina
svjetlosti dobijemo: .
Av, s = a-5(J2—L*— 8% (4)

gdje je » valjni broj, t. j. »/c, i a = Alhc.

II. Proudavajuéi rentgenske i atomske spektre znademo kako su raz-
mjesteni elektroni oko jezgre pojedinih atoma. S druge strane znademo, da
atomski spektri nastaju na taj naéin, $to se vanjski elektroni, t. j. oni elektroni,
koji se nalaze na stazama, koje nisu popunjene elektronima, svojim prelazima
daju emisiju energije iz atoma, t. j. daju emisiju fotona iz atoma.

Uzmimo na pr. atom Na. U nepobudjenom stanju oko jezgre atoma Na
kruzi 11 elektrona, koji su razmje$teni tako, da u prvoj stazi ili ljusci kruze
2 elektrona (n =1, 1 = 0): simboli¢ki to piSemo 1s% U drugoj ljusci kruzi
8 elektrona (n = 2, 1 = 0 i1 = 1): simbolicki to pisemo 2 s, 2 pb. U trecoj ljusci
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je samo jedan elektron (n = 3, I = 0): simboli¢ki to piSemo 3 s!. Elektron 3 st
jest onaj, koji je odgovoran za atomski spektar Na. Ako je Na atom u ne-
pobudjenom stanju, onda se taj elektron nalazi u 3 s stazi (n=3,1=0). KaZe
se, da se cijeli atom nalazi u S stanju. No taj elektron — ako Na atom po-
budimo — mozZe doéi na stazu 4p (n =4, [ = 1). KaZemo, da se cijeli atom
nalazi u P stanju.
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SL. 2. Grafi¢ki prikaz energetskih nivoa atoma natrija: a) bez obzira na finu struk-
turu, b) fina struktura nivoa (s poveéanim razmacima), ¢) hiperfina struktura nivoa
(s poveéanim razmacima)

Prelazom atoma iz P stanja u S stanje, t. j. ako elektron predje iz 4p
staze u 3 s stazu, iz atoma se emitira kvant energije — foton, koji daje po-
znatu Zutu D spektralnu liniju u atomskom spektru natrija. Graficki bi to
mogli prikazati kao na sl. 2 a, gdje nam P i S znate odgovarajuéa energetska
stanja (nivoe) u atomu, a strelica od P do S znadi emisiju fotona odredjene
energije, ked nas konkretno energiju Zute D spektralne linije u atomskom
spektru natrija.

No zbog spina elektrona postoji drugadija shema energetskih nivoa. Ako
je elektron na 3 s stazi, onda je I = 0,s=3% aj=1+s=4%. Simboli¢ki pisemo,
da je atom u S; = Sy stanju. Ako je pak elektron na 4 p stazi, onda je I = 1,

=% pajej=1+s=2ilij= l—s=13. Atom je u stanju Pj, t. j. u stanju
P3pili Py, To znadi,da atom moze prije¢i iz stanja Pz, u stanje Sz ili iz Py,
u Sy Dakle atom u stanju P ima dva energetska nivoa: Pgj i Py,



Iz jednadibe (4) izlazi, da je zbog spina elektrona pomaknut nivo Pgj
prema gore obzirom na nivo P za:

" 32@2+1)—11+1)—3(E+1) _a
2 2

VY = 5

odnosno pomaknut je nivo Py prema dolje obzirom na nivo P za:

13+ —10+n+3(—3+1)
2

Av=a

Nivo Sy, nije pomaknut prema nivou S; naime za taj nivo

— Bt —00+1)—5(
NG g B 0(0; H—:GE+D _,

Grafitki je to predodeno na sl 2b. Postoje dakle dvije spektralne linije —
postoji dublet, Zute D spektralne linije natrija. Eksperimenat to i potvrdjuje.
Zuta D spektralna linija natrija (gledajuci je spektroskopima, koji imaju
dovoljno veliku mo¢ razludivanja) raspada se u dvije komponente u D,
(5895,9 c'A) i D3=¢5890,0 A). To je fina struktura spektralne linije, koja je uzro-
kovana spinom elektrona.

Eksperimenti pokazuju (gledajuéi spektar sa spektroskopima veoma ve-
like moéi razludivanja, t. j. s interferencionim spektroskopima), da svaka od
linija D, i D, pokazuje jo$ finiju strukturu, postoji hiperfina struktura spek-
tralne linije (hfs. s. 1.). Pauli je doSao na ideju, da do te hfs. s. 1. dolazi zbog
toga, §to i jezgra atoma ima zakretni moment, tako zvani nuklearni spin.
Radun pokazuje, da je nuklearni spin jezgre I (h/27) = l/z @i+ 1) (h/2 =), gdje
je i odgovarajué¢i kvantni broj. Kod jezgara sa parnim brojem nukleona i je
celi broj (obi¢no 0), dok kod neparnih jezgara moze biti i = 3 ili § itd. Po-
stoji zbog toga medjudjelovanje izmedju spina jezgre i angularnog momenta
elektrona i spina elektrona, odnosno postoji medjudjelovanje izmedju vektora
Ii vektora J, koji daju rezultujuéi vektor F:

= > =
F=I1+1J, ®)
gdje je, analogno prijasnjim oznakama, F :]/f(f 4+ 1); F je totalni moment
atoma. Kvantni broj f poprima vrednosti ¢ +4,it+i—1,... ] i—3j |
Zbog toga — kao zbog spina elektrona — imamo sada zbog spina jezgre
jo§ finije cijepanje energetskih nivoa. Pomaci energetskih nivoa, zbog spina
jezgre, analogno jednadzbi (4), izrazeni u valnim brojevima, dani su izrazom

Avjj=a"-5(F2—D1—J?) (6)

Jasno je, da je tu konstanta a” znatno (Cesto oko 10% puta) manja, nego kon-
stanta o u jednadzbi (4).

Zbog spina jezgre, koji na pr. kod jezgre sNa2 iznafa i = &, energetska
stanja Sz, P12z 1 P3pe cijepaju se na vise nivoa.

Stanje Sy ima: f 0od3 +3=2do3—3% = 1, dakle f=2 ili 1, stanje
Syj2 cijepa se na 2 nivoa.
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Stanje Pyjpima: f od§ +
Py cijepa se na 2 nivoa.

Stanje Pggima: f od § +
P 3 cijepa se na 4 nivea.

Koliko su ti nivoi pomaknuti prema nivou, kad ne bi postajao spin jezgre,
moZemo izracunati iz jednadzbe (6).

wiH
|

=2do2—3% = 1, dakle f = 2 ili 1, stanje

=3 do%—3 =0, dakle f = 3,2,1 ili 0, stanje

(R

Pomaci za nivo Sy i Py iznose:

o 2eHD—32@2+ ) —1212+1)

A_V— — . gau
1/2, 2 5 ks
odnosno
- 11+1)—32@2+1)—1/2@13/2+1 .,
Arims —ar LOHED =320+ 1) —1/2 ) _sq,
: 2
ali za Syj3 je a” vece nego za Pyj.
Pomaci za nivio Pgj iznose:
— L, 3@+ —32@B2+1)—3/2@2+1)
Appp s SEFD 3202+ D322+
2
— ,22+1)—3/2@3/2+1)—3/2(13/2+1 ,
ATy - 2CFD ( ) ( ) _ 4.
’ 2
— 11+1)—3/2@3/2+1)—3/2@1B/2+1 "
ATys s —ar LAHD ( ) ( ) g,
’ 2
— , 000+ 1)—3/2(3/2 +1)—3/2(3/2 + 1) ,
bl 1) —3/2 ( : ) __u,

Graficki je to predoceno na sl.2ec.

Teorija nam daje, a eksperiment potvrdjuje, da niso moguéi svi energet-
ski prelazi u atomu. Postoje odredjena izborna pravila, koja glase: moguéi
su samo oni prelazi za koje je:

Al==*1 ‘
Aj=0ili £ 1 (ali prelaz j = 0 na j = 0 je zabranjen) (7)
Af=0ii + 1 (ali prelaz f=0na f=10 je zabranjen)
Primjenivsi ta izborna pravila u nasem sluc¢aju (gledaj sl. 2 ¢) vidimo, da
D, linija ima hfs.,, koja se sastoji od 4 komponente, a D, linija ima hfs., koja
se sastoji od 6 komponenata. NaglaSavamo ponovno, da je a” znatne manje
od a, pa su zato i razlike u valnim brojevima pojedinih komponenata hfs.

veoma malene i zbog toga je hfs. uodljiva samo sa spektroskopima velike
moéi razludivanja.

III. U daljnjem razmatranju pokazat ¢emo kako se moZe iz proudavanja
atomskog spektra odrediti nuklearni spin ili momenat jezgre nekog elementa.
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Pokazat ¢emo, kako je odredjen momenat jezgre atoma ,,Ne®.* Poznato je, da
se prirodni neon sastoji od tri izotopa i to ,,Ne?* (90,00 %), ,,Ne?! (0,27 %) i
oNe22 (9,73%). Momenat jezgre onih atoma, koji imaju parnu atomsku masu
jednak je nuli. Znadi, da izotopi ;,Ne* i ,,Ne? nemaju hfs.s.l. Gledamo li
spektar prirodnog neona u spektrografu s Fabry-Perotovim etalonom, t. j.
s takvim spektrografom, koji ima veoma veliku mo¢ razludivanja, uodit ¢emo
da je svaka linija dvostruka. Jedna pripada ,,Ne*, a druga ,,Ne®. Linije, koje
pripadaju ,,Ne*' ne ¢e se vidjeti, jer tog izotopa ima veoma malo. Na sl. 3
snimljen je spektar prirodnog neona. Taj spektar dobiven je na taj nadcin,
da je Geisslerova cijev specijalnog oblika bila napunjena s veoma malo pri-
rodnim neonom i helijem. Uz to bila je hladjena tekuc¢im zrakom. Sve je to
u¢injeno zato, da bi se &m viSe smanjila Sirina linija:. Svaka spektralna linija

S
e
o
£

S1. 3. Hiperfina struktura spektralnih Sl. 4. Hiperfina struktura
linija prirodnog neona ~ spektralnih linija Ne*

je rastavljena u niz koncentriénih krugova, koje daje Fabry-Perotov etalon.
Na slici uotavamo, da kod svake spektralne linije postoji sistem dvestrukih
krugova. Jedan sistem krugova (intenzivniji) pripada ,,Ne®, a drugi (manje
intenzivan) pripada ,,Ne*:.

Ako analogan pokus ponovimo s Geisslerovom cijevi punjenom s ,,Ne*!
i helijem opazamo, da su mnoge linije sastavljene od vise komponenata. Po-
stoje vise sistema krugova kod mnogih linija (sl 4). Dakle linije u spektru
Ne2t pokazuju hfs. Zna¢i, da jezgra ,,Ne?' ima momenat razli¢it od nule.

Spektar neona je poznat, t. j. poznata je fina strukiura spektralnih linija
neona. To znadi: poznata su energetska stanja atoma neona.

Da bi se iz hfs. s. 1. odredio momenat jezgre, zgodno je, da se analiziraju
one spektralne linije, koje nastaju prelazom iz energetskog nivoa, gdje je
unutarnji kvantni broj j &= 0, na energetski nivo, gdje je j= 0 ili obrnuto.
Naime, onaj energetski nivo. gdje je j = 0, nema hfs.

* Ova istrazivanja izvrio sam veéim dijelom u Fizi¢kom institutu Sveudilista
u K@venhavnu kod prof. dr. E. Rasmussena.
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Spektralne linije neona keje zadovoljavaju gornji uvjet su na pr.

6532A 1s,—2p, 0—1
6266 A 1s,—2p, 0—1
607T4A  1s,—2p, 1—0
5400 A 1s,—2p, 1—0
U prvom stupcu unesene su valne duzine spektralnih linija u A. U dru-
gom stupcu oznatena su energetska stanja atoma (u Paschenovoj simbolici)

poslije i prije emisije fotona, koji daje doti¢nu spektralnu liniju. U treéem
stupcu unesene su cdgovarajuée vrijednosti unutarnjeg kvantnog broja ;.

A= 6532 A .
1/2
00242 cm’
00395 cm'
%
j=0

SI.5. Shema nastajanja spektralne linije Ne: 1 = 6532 A

Uzet ¢emo u pobliZze razmatranje na pr. spektralnu liniju 1 = 6532 A. Ona
nastaje prelazom iz energetskog stanja gdje je j = 1 na energetsko stanje gdje
je j = 0. Na spektrogramu se vidi, da ta linija ima tri komponente hfs. Po-
znavajuéi razmak izmedju ploa Fabry-Perotovog etalona (u naSem sludaju
razmak izmedu plo¢a iznosio je 40 mm) moZe se mjerenjem odrediti kolike su
razlike u valnim brojevima pojedinih komponenata hfs. Nadeno je. da su te
razlike: 0,0395 cm™ i 0,0242 cm™!. Znadi, da visi energetski nivo ima 3 kom-
ponente razmaknute u omjeru 0,0395:0,0242. NiZi energetski nivo ima samo
jednu komponentu (j = 0). Na sl. 5 je to shematski nacrtano.



Iz teorije znamo, da vrijednosti nuklearnog spma m]erene 1 jedinicama
h/2 7 mogu biti: 3, 1,2, 2,5,... Uz to znamo, da je F~I+ I

Nac¢inime tablicu za razne vrijednosti i i vrijednost j = 1.

. Broj komponenata Omjer razmaka energetskih
i i f hfs. nivoa hfs.
1 3 1
z 1 3 3 2 -
1 1 2, 1 2 —
3 5 3 1 .
3 1 A A 3 5:3
2 1 3, 2, 1 3 5:3
5 1 7,5, 1 3 7:5
2 2" 2’ 2

Eksperiment nam daje, da se razmaci energetskih nivoa hfs., gdje je
j =1 odnose kao 0,0395 :0,0242, a to je priblizno kao 5:3. To znaci, da je mo-
menat jezgre ili nuklearni spin jezgre atoma ,,Ne* jednak

ﬁ
Il
lico

Istu vrijednost dobivamo analizirajuéi i druge spektralne linije.

Otstupanje vrijednosti mjerenog omjera razlike energetskih nivoa od
totne vrijednosti 5: 3 ne dolaze samo zbog eksperimentalne pogreske mjerenja,
veé imaju svoj dublji razlog. Naime, ako jezgra atoma ima kvadrupolni mo-
ment, t. j. ako jezgra atoma stvara oko sebe elektri¢no polje takvo kao da je
jezgra elektriéno nabijeni sploSteni ili produZeni rotacioni elipsoid, onda to
utjede na razmak energetskih nivoa hfs. Iz pomaka energetskih nivoa, nastalih
na taj nadin, dade se izradunati koliki je kvadrupolni moment jezgre. Ti
pomaci kod ,,Ne?! su neznatni i padaju u podruéje pogreske mjerenja, pa iz
toga moZemo zakljuéditi, da je kvadrupolni moment jezgre 1oNe?t priblizno
jednak nuli, t. j.

QZO,

a to je u skladu s ljuskastim modelom jezgre.
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RAVNINSKI ELASTOSTATICNI PROBLEMI

TOMISLAV SKUBIC
t(Odde‘lek za tehnisko fiziko)

I. UVOD

Pri reSevanju osnovnih problemov teorije elasti¢nosti pridemo kmalu do
velikih matematiénih tezav. Zato ne moremo reSevati vseh problemov na enak
nacCin, ampak je treba izdelati za reSitev vsake skupine problemov posebne
metode. Ena najvaznej$ih takih skupin so ravninski problemi teorije elastié-
nosti, Za reSevanje teh problemov obstaja ve¢ metod. V naSem d&lanku si
ho¢emo ogledati novejSo metodo, ki uporablja teorijo funkcij kompleksne
spremenljivke. Medtem ko dajo starejSe sploSnejie metode redkokdaj kaj ved
kot eksistenco reSitev, omogo¢a omenjena metoda eksplicitne refitve mnogih
tehni¢no vaznih problemov. Osnovana je na tem, da prevede robne probleme
ravninske teorije elasti¢nosti na reSevanje funkcionalnih ena¢b na nekem
kompleksnem polju. Prvi je vpeljal to metodo ruski matematik G. V. Kolosov
Ze leta 1909. Do njene uporabe pri reSevanju konkretnih problemov pa je
priSlo Sele cez slabih Stirideset let v glavnem po zaslugi skupine ruskih
matematikov, med katerimi je najbolj zasluZen in najbolj znan N. I. Mushe-
ligvili.

Dvodimenzionalne elastostati¢ne probleme lahko razdelimo v dve fizikalno
razlitni skupini. Pri prvi gre za obravnavanje deformacij dolgih valjastih teles,
na katera delujejo zunanje sile tako, da je komponenta deformacije v smeri
osi valja enaka ni¢, ostale komponente pa se ne spreminjajo po dolzini valja.
To so problemi ravninske deformacije. Druga skupina problemov pa obravnava
deformacijo tankih plo&¢, ki so obremenjene tako, da so komponente napetosti
v smeri debeline plosée enake nié, To so tako imenovani problemi ravninskih
napetosti. Izkaze se, da je matemati¢na formulacija teh dveh skupin problemov
identi¢na. ReSevanje nas pripelje na doloditev dveh funkcij kompleksne spre-
menljivke, ki ju je treba dobiti iz danih funkcionalnih enadb.

II. OSNOVNE ENACBE IN ROBNI PROBLEMI STATIKE
PROZNIH TELES

Oglejmo si nekaj znanih ena¢b mehanike proZnih teles, ki jih bomo
rabili pri nadaljnjem izvajanju! Iz ravnovesnih pogojev dobimo ravnovesne
enacbe, ki se glasijo

0o, N 07y | 07y

+ + X=0
Ox 0y 0z
01,y 0o, O,
—® oy 7y +Y=0 1)
ox 0y 0z W
01,, 07y, N 0o, Y Z—0

Ox 0y 0z



Pri tem smo zaznamovali normalne napetosti s o, tangencialne napetosti s 7,
komponente prostorninske sile pa z X, Y in Z. Tangencialne komponente na-
petosti so simetri¢ne, tako da je 7zy = Tya, Tyz = Tey N Toz = oz

Med komponentami napetosti in komponentami u, v in w premikov ve-
ljajo naslednje zveze, ki so samo razsirjeni Hookov zakon

‘ 0 0
P L Y N DAy § N Y s
Ox 0y : 0z

. [0w‘+0v) ., [()u+ Ow] z (Ov+()u)
yz = My T — | Tex = -— — Ty =u|l— +—
et 0y 0z # 0z 0x v odx Oy

pri gemer je ¥ = 0 w/0x + 0v/0y + 0w/0z specificna prostorninska deforma-
cija, 2 in u pa sta Laméjevi konstanti, ki sta znadilni za snov, iz katere je telo.

Ker mejne ploskve telesa v sploSnem niso vzporedne koordinatnim rav-
ninam, rabimo tudi izraze za komponente napetosti X,, Y, in Z, na poSevni
ploskvi, katere zunanja normala oklepa s koordinatnimi osmi kote (n, x), (n, )
in (n, ). Ravnovesni pogoji na tetraedru, ¢igar tri mejne ploskve so vzporedne
koordinatnim ravninam xy, ¥z in zx, nam dajo naslednje enacbe

@)

X, = oz cos (n, x) + 7yz cos (n, y) + Tz cos (n, 2)

Y. = 72y cos (n, x) + oy cos (n, y) + T2y COS (n, 2) 3)

7y = T4z COS (M, ) + 7y2 cOs (n, y) + 0z cos (n, 2)

Iz sistemov diferencialnih enachb (1) in (2) je treba doloditi devet neznanih
funkecij u, v, w, 0z, Oy, Oz Tay, Tyz N Tze Enacbe (1) in (2) popolnoma dolocajo
stati¢no ravnovesje telesa, ¢e so znane zunanje sile, ki delujejo  na telo, in
prostorninske sile. Ravnovesno stanje telesa je znano, & poznamo v vsaki
todki telesa komponente napetosti ali, kar je zaradi enac¢b (2) isto, komponente
premikov. Pri tem pa morajo zadoS¢ati napetosti oziroma premiki na mejni
ploskvi S podro¢ja V, ki ga zavzema telo, tako imenovanim robnim pogojem.
7 ozirom na robne pogoje lo¢imo v splos$nem tri vrste osnovnih problemov.

Pri prvem osnovnem robnem problemu so na povrsini telesa prwedpisaxie
komponente napetosti X, =Tz, Yo =Ty, Zp= T3. Ce te vrednosti vstavimo
v enadcbe (3), dobimo robne pogoje, ki jim morajo zadoSdéati reSitve sistemov (1)
in (2), pri ¢emer so seveda Ty, Te in T3 znane funkcije na mejni ploskvi telesa.

Pri drugem osnovnem robnem problemu je treba resiti sistema (1) in (2),
¢e so na povrdini telesa predpisani premiki. Komponente premikov morajo
zado$¢ati robnim pogojem

u=g¢g; vV=¢g W=7 (%)

pri ¢emer so gs, g2 in g3 znane funkcije na mejni ploskvi.

V praksi imamo vedkrat opravka z mesanim osnovnim robnim problemom,
pri katerem so na enem delu povrsine telesa predpisani premiki, na drugem
- pa napetosti.
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III. RAVNINSKI PROBLEMI STATIKE PROZNIH TELES

Pri ravninskih elastostati¢nih problemih je komponenta w premika enaka
ni¢, komponenti u in v pa sta funkciji sama spremenljivk x in y. Enacbe (1)
in (2) se v tem primeru glasijo

OoijOTnytho 0_’£+ 00 4y _ N G)
0x oy ox 0y
' )
ox:lﬁ—f‘Z;,{,gu,Uy:/129+2/1"0—2,7xy_ﬂ(9£+(_v]’ 6
0x Oy dy Oz

pri ¢emer je d = 0 u/0x + 0 v/0y. .

Ker so vse kolic¢ine, ki v teh ena¢bah nastopajo, neodvisne od spremen-
ljivke 2z, se lahko omejimo pri obravnavanju teh problemov na totke ravnine
xy. Kadar bomo govorili o polju R, ki ga zavzema telo, bomo vedno mislili
na dvodimenzionalno polje, ki je presek telesa z ravnino xy. Predpostavili
bomo, da so komponente premikov enoliéne in zvezne funkcije z zveznimi od-
vodi do vkljutno tretjega reda po vsem polju R. Iz enacb (6) potem sledi, da so
komponente napetosti enoli¢ne in zvezne funkcije z zveznimi drugimi odvodi.

Potrebovali bomo Se eno enacébo, ki je zaradi pomanjkanja prostora ne
moremo izpeljati, sledi pa neposredno iz ena¢b (5) in (6). Glasi se

_20+w (_ﬁ . OY]
I+2u 0y

V2 (0z + 0y) = (M

Pri tem pomeni V2 = 0?0 x2* + 0?/0 y? Laplaceov operator v dveh dimenzijah.

Pri obravnavanju ravninskih elastostatiénih problemov se bomo omejili
le na najpreprostejse. ' Polje R v ravnini xy naj bo kon¢no in naj ga omejuje
- ena sama krivulja C. Mejna krivulja naj bo izraZena parametriéno v obliki
x = x(s), y =y (8), pri ¢emer je s naravni parameter, to je dolZina loka. Zaradi
preprostosti vzemimo Se, da je mejna krivulja v vseh toc¢kah gladka. To po-
meni, da sta funkciji x (s) in y (s) zvezno odvedljivi in da oba odvoda nista
enaka ni¢ za isto vrednost parametra s.

Oglejmo si Se robne pogoje! Naj bosta T;(s) in T3 (s) komponenti na-
petostnega vektorja, ki deluje na robu C polja R, g;(s) in g2 (s) pa komponenti
premikov na mejni krivulji. Ker oklepa normala n z osjo z pravi kot, dobimo
zaradi enacb (3) robna pogoja

0z €0S (N, X) + 74y cos (n, y) = T1(s)

(8)
Tzy €OS (N, x) + 0, cos (n, y) = T (s)
in namestoymbm'h pogojev (4) imamo
u=gi:(s), v=ga(s) ‘ C)

Te enacbe morajo biti izpolnjene na krivulji C. Funkciji Ty (s) in T (s) morata
biti izbrani tako, da so zunanJe sile na robu C v ravnovesju s prostorninskima
silama X in Y. :
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Ravninski problemi se nekoliko poenostavijo, ¢e v diferencialnih ena¢bah.
ne nastopajo prostorninske sile. Ker so ravnovesne enacbe linearne, jih vedno
lahko prevedemo v homogeno obliko, ¢e najdemo eno od partikularnih resitev.
Zato bomo v naslednjih izvajanjih predpostavljali, da prostorninskih sil ni.

IV. NAPETOSTNA FUNKCIJA

Ce ne upos$tevamo prostorninskih sil, se enacbi (5) glasita

do, L9 Ozx,, _o, ()rxy 4 Oa, _o (10)

0x 0y 0x 0y

enac¢ba (7) pa preide v obliko
V(o toy) =0 (11)

Iz ravnovesnih ena¢b (10) izhaja obstoj funkcije U (x, y), ki je definirana
takole
02U 2U U

Oy = ——, Tgy = — —, Oy =
T o0 Y 0xoy | Oaz

(12)

Ta funkcija se imenuje napetostna ali tudi Airyjeva funkcija, ker jo je vpeljab
1. 1862 angleski astronom G. B. Airy.

Ce izrazimo komponente napetosti s funkcijo U, vidimo, da sta izpolnjeni
enac¢bi (10) identi¢no, medtem ko enacba (11) zahteva, da zadoS¢a funkcija U
na polju R biharmoniéni enacbi

vE2viU=0
ali
0t U 5 04U 0tU

MU= 42— +
0xt Ox20y2 Oyt

=0 (13)

Zato se imenuje funkcija U bihaermoniéna funkcija. Ker smo predpostavljali,
da so napetosti 0z, o, in 7y enoli¢ne in zvezne funkcije skupaj z drugimi odvodi,
mora imeti funkcija U zvezne odvode do vklju¢no Cetrtega, odvodi od drugega
reda dalje pa morajo biti enoli¢ne funkcije na polju R.

Zaradi robnih pogojev (8) veljajo za funkcijo U dolofene omejltve Ce
upostevamo enacbe (12), imata robna pogoja (8) obliko

2 2
0y cos (n, x) — ig; cos (n, y) = Ty (s)

0(:;% cos (n, x) + %;—[i cos (n,y) = T2 (s)

(14)
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Iz slike 1 je razvidno, da je
' d
cos (n, x) = cos (s,y) = ey
. ds

dx
cos (n,y) = —cos (s, )= — — (15)
ds
Pri tem smo upo$tevali, da je odvod krajevnega vektorja r = (x,y) pe na-

ravnem parametru s enak vektorski enoti £ na tangenti krivulje.

Y

x|

Slika 1

Zaradi enac¢b (15) lahko piSemo enac¢bi (14) v obliki

d (0U d (0U
Sl ety A ) YV
ds (Oy] 1 ds [()x] 2(9)

Ce integriramo ti dve enadhi po krivulji C od neke zadetne todke s, do neke
spremenljive tofke s, dobimo

ou = —SST;) () ds = f1(s) + ¢c1

Ox So

ouU s "
— =[Ti(s)ds=fa(s) + c2

()y So

Pri tem sta f; (s) in fo (s) znani funkciji. Iz ena&b (16) je razvidno, da prva odvoda
funkcije U na krivulji C nista enoli¢no dolodena in da je po drugi strani tudi
za notranjost polja R neka prostost v izbiri funkecije U in njenih prvih odvodov.
To je razumljivo, saj so komponente napetosti dolodene z drugimi odvodi
funkcije U.
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V. SPLOSNA RESITEV BIHARMONICNE ENACBE

Pokazati hocemo, da se da reditev biharmonic¢ne enacbe (13) izraziti
z dvema analiti¢nima funkcijama.* V ta namen vpeljimo funkcijo P (x, y), ki je
definirana z enacbo V2 U = P. Ta funkcija je na polju R harmonic¢na, ker Je
zaradi (12) enolitna in ker zado$c¢a Laplaceovi diferencialni enc¢bi V2P =
= 22 U = 0. Zato lahko konstruiramo analiti¢no funkcijo f (2) = P (x,y) +
+iQ (x,y). Ce naj bo P+ iQ analiti¢tna funkcija na polju R, morata biti P
in @ enolitni in zvezni funkciji spremenljivk x in y in morata zadoScati
sistemu Cauchy-Riemannovik diferencialnih enacb

0P _0Q 0P _ 0Q

—()—x—gy’ 0y 0x

Diferencialni ena&bi kaZeta, da je s funkcijo P dololena tudi funkcija @ do
aditivne konstante in da je @ harmoni¢na na polju R. Funkcija ¢ (z) ki je de-
finirana takole

¢(2)=%Sf(2)dz:p+iq,
je zato na polju R tudi analiti¢na in zato je

¢'(2)=0—p+i0—=%(P+ZQ)
0x Oox -

Ce upostevamo, da zadosata tudi funkciji p in g sistemu Cauchy-Riemannovil
diferencialnih enac¢b, dobimo

Op _0da_4p 9P__04__ 49 an
ox Oy 0y 0x

Ce %e upostevamo, da sta funkciji p in g harmoniéni, velja na polju R enactba
VE(U—px—qy) =0
Zato lahko piSemo funkcijo U (x,y) v obliki
U=px+tqy+p(x9),
pri ¢emer je funkcija p1. (x,y) harmoni¢na na polju R. S pomocjo te funkcije
lahko enako kot prej dobimo analiti¢no funkcijo g (2) = p1 (x,y) +iqs(x, ).

Potem se da funkcija U izraziti z analitinima funkcijama ¢ (2) in x (2) na
naslednji nadin

U=3[zg@ +20@ +71(@ +2@]=Relzp @) + 1] (18)

Pri tem smo s pretnimi értami zaznamovali konjugiranc kompleksne vredno-
sti, Re pa pomeni realni del izraza v oglatem oklepaju.

* To je prvi ugotovil E. Goursat 1.1898.
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VI IZRAZAVA NAPETOSTI IN PREMIKOV Z NOVIMA FUNKCIJAMA

Zaradi enacb (12) se dajo tudi komponente napetosti izraziti z analiti¢-
nima funkcijama ¢ (2) in y (). Iz omenjenih ena¢b lahko hitro izpeljemo na-
slednji enacbi

. 02U . 0rU ; 0 [()U ()U)
Or T ity = —i =— + i
Oy

0 y2 dxoy ()y
02U . 00U __(l(()U _OU}

Oy — i Tey = —— = + i
T 0z T ozoy  ozlox "oy

(19)

Izraz 0 U/0x + 10 U/0y, ki nastopa v obeh enadbah, dobimo iz enatbe (18)
z odvajanjem po x in y

ou _ . N _
0 “Ele@ Tz @ TR tze @)+ ()1 ()]
OU —Li[— @ +2¢ @)t o @ —2¢ @) + 1 (&) — 2 @]
0y
Odtod sledi
QE +10_U:(p(z)—i—z$_(;) ’I‘m, (20).
0x 0y

pri Cemer je w(2) =y (2) tudi analititna funkcija. Ce izraz (20) odvajamo
najprej po x in nato e po y in vstavimo dobljeni vrednosti v enadbi (19),
dobimo

ortitey =¢ )+ ¢ (2)—z9" (2) —v (2) 1)

oy—ity =0 @)+ ¢ @ +z29" (2) + v (2)

Ce enalbi (21) najprej seftejemo, nato pa ods$tejemo in vzamemo na obeh
straneh konjugirano kompleksno vrednost, dobimo

o+ oy =2[9 (2) ¢ ()] = 4 Re[¢/ ()]
Oy—0p + 2i1,y = 2[2¢" (2) + v (2)]

(22)

Ti dve enacbi povesta, kako se izraZajo komponente napetosti z anahtlcmma
funkcijama @ (2) in vy (2).

Sedaj je treba izraziti e premike s funkcijama ¢ in . Pri tem moramo
upostevati enacbe (6), ki povezujejo premike z napetostmi. Ce razre§imo.prvo
teh enac¢b na 0 u/0 x, dmgo pa na 0 v/0y in upostevamo enadbe (12) ter da je
ozt oy=vV2U in ¢ =0uwdx+0v/dy= A2U/2( + w)], dobimo

2 1 ou ()2U“_ y) ALT
Ox 0 y2 20+ w

9 @ ()2U_ y) A
bow " om 20+

(23)
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Ce pa %e upoStevamo, da je P = V2U, torej 0° Uloy? =P—02U/0x* in
RU/Ox: =P —02U/0y® ter da je zaradi (17) P=40p/0x =404g/0y, lahko
pisemo enacbi (23) v obliki

ou 02U 24 +2uw 0p
ot T 4 s
Ox 0 x2? A+p Ox
y, 00 U 2052w 0
0y 0 y? A+pu Oy

Ce integriramo prvo ena¢bo po x, drugo pa po ¥, dobimo

oU  2(A+2
2pu=— — + —(——“—)erFz(y)

Ox A+ u
(24)

oU  2(3+2
v —— 20 L 2ET20 gy @)
0y At u

Pri tem sta F;(y) in Fs(x) poljubni funkciji. Ce vstavimo dobljena izraza
za u in v v tretjo enatbo (6), ki jo zaradi (12) lahko piSemo v obliki

o U (?ﬁ+ﬂ]
Y 0xoy # oy O

in &e upostevamo, da je zaradi (17) 0 p/0y + 0 /0 x = 0, dobimo
F/ () + FY (x) = 0

Odtod sledi, da sta F; in Fs linearni funkciji spremenljivk y oziroma x in
predstavljata samo premike togega telesa. Zato teh dveh funkcij pri obravna-
vanju ravninskih elastostati¢nih problemov ni treba upoS$tevati in jih zato
v enatbah (24) smemo c¢rtati. Ce drugo enacho (24) pomnozimo z i in jo
oriftejemo prvi ter upostevamo, da je ¢ (2) = p + iq, dobimo enacbo

2uwt+iv)=x¢@—2¢ @—v @, (25)

ki pove, kako se izrazajo premiki s funkcijama ¢ (2) in v (2). Pri tem pomeni
%=1+ 3u/(A+p =3—40, kjer je o Poissonovo Stevilo.

Sedaj nastane vpraanje, ¢e je kaj poljubnosti v izbiri funkeij ¢ (2) in
w (2). Zanima nas, kaks$na je razlika med dvema skupinama funkecij ¢, y in
@s Wo, ki ustrezata isti porazdelitvi napetosti na polju R. Ce upo$tevamo
pravkar izpeljane enalbe, se izkaZe, da je funkcija ¢ (2) dolofena do linearne
funkecije ciz + a, ¥ (2) pa do aditivne konstante B, pri ¢emer je c realna kon-
stanta, ¢ in § pa sta poljubni kompleksni konstanti. To nam dovoljuje Se nekaj
prostosti v izbiri funkcij ¢ in .

16



VII. IZRAZAVA ROBNIH POGOJEV S FUNKCIJAMA ¢ () IN y(2)

Z analititnima funkcijama ¢ (2) in v (2) se dajo izraziti tudi robni pogoji
(8) in (9). Ce sta dani komponenti napetosti T; (s) in T (s) na ograji C polja R,
sledi iz enacb (16), da je na krivulji C izpolnjena enacba

Qg + O_IZ = f1(s) +ifs(s) + konst.,

Ox 0y
pri ¢éemer je

Ji(s) Tif2(s) = ijs[T; (s) + iTs(s)] ds

S
Ce upostevamo $e enacbo (20), dobimo robni pogoj v obliki
@) +z¢ @ +yv@ =Ff+if + konst. (26)

Tej enatbi morata zados¢ati funkciji ¢ (2) in w (z) na robu: polja R. Kon-
stanta na desni strani te enacbe je v splosnem kompleksna. Lahko pa ji damo
doloCeno vrednost, ¢e upoStevamo, da je neka poljubnost v izbiri funkcij
@ (z) in y(2).

Ce sta dani komponenti premikov g, (s) in go (s) na robu C polja R, dobimo
iz. enacbe (25) robni pogoj

xpR)—z9 (&) —w @) =2ulgi(s) +igs(s)], (27)

ki mu morata zadoS¢ati funkciji ¢ (2) in v (2) na ograji C polja R.

VIII. KONFORMNA UPODOBITEV

Ravninske elastostati¢ne probleme refimo najpreprosteje tako, da kon-
formno upodobimo polje R v kompleksni ravnini z s pomocjo analiti¢ne funk-
cije z = w ({) obratno enoli¢no v notranjost enotnega kroga |{|=1 v kom-
pleksni ravnini {. Iz teorije analiti¢nih funkcij izhaja, da je upodobitev, ki jo
da analititna funkcija o ({), konformna v vseh to¢kah ravnine 7, kjer je -
odvod o’ ({) razliten od ni¢. Ce ho¢emo to dosedi, je po teoremu Smirnova
dovolj, da ima ograja C polja R zvezno ukrivljenost. Vzemimo, da ima kri-
vulja C to lastnost. Ce leZi totka z = 0 v notranjosti konénega polja R, lahko
za | {| =1 razvijemo funkcijo w ({) v potenéno vrsto

Z2 =0 (C) = § k}z Cn N (28)

n=1

Pri tem smo vzeli, da to¢ki { = 0 ustreza totka z = 0. Poglejmo sedaj, kako
se s prehodom k { transformirajo enatbe (20), (25), (26) in (27)! Najprej vpe-
ljimo naslednje oznadbe

?@E=¢lo@l =g v@ =vlo @] =v @)



Ker je ¢’ (2) = der df of () - 1 , preideta za |{| = 1 enacbi (20) in
r dz “(©
(25) v obliko
ou . 0U o0 @) — 7= . T
5o + 1 oy @1 (0) ) @i (©) + w1 (D)
w (£)

2w+ iv) =xpr () — ——= ¢1 ) —y1 ()
o’ ()

Zato preideta robna pogoja (26) in 27 v

o+ 2O B+ O =F® (29)
o’ (£)

w1 O— 2O OO =G (30)
o ©

Enagbama (29) in (30) morata zadoScati funkeiji ¢z (€) in s () na robu y
enotnega kroga lé‘] — 1. Pri tem sta funkciji F (¥ in G (J) na tem robu
enoli¢no dolodeni z (28) iz znanih vrednosti izrazov fr + ifo + konst. in
2 1 (91 + i gs), ki sta dana na robu C polja R v ravnini z. Za funkciji @s &) in
w1 (£) zahtevamo, da sta na polju |¢] =1 zvezni. Ce je polje R omejeno,
sta @z () in w7 (¢) analiti¢ni funkeiji na polju |¢|<1. Zato ju za |¢| =1 lahko
razvijemo v potencno vrsto

@ =20, p©=bt (31)

Pri tem smo izbrali funkecijo ¢y (£) tako, da je @1 (0) = 0. Ce ti dve vrsti vstavimo
v robna pogoja (29) in (30), dobimo sistem ‘enadb za koeficiente @, in b, Ce
koeficiente dolo¢imo, dobimo funkeiji @z (f) in w7 () in s tem je v ravnini
problem refen. S prehodom v ravnino 2 dobimo nato funkciji ¢ (2) in v (2)
in iz enadb (22) in (25) komponente napetosti in premikov.

Metoda dologevanja koeficientov je veckrat zelo nerodna. Obstajajo Se
druge metode, ki so pripravnejse in véasih hitreje pripeljejo do cilja, so pa
zato matematiéno zahtevnej$e, ker je treba reSevati integralne in integrodi-
ferencialne enacbe.

IX. RESITEV OSNOVNIH PROBLEMOV ZA KROZNO POLJE

Oglejmo si na zelo preprostem zgledu, kako pridemo z obdelano metodo
do resitve ravninskih elastostati¢nih problemov! Naj bo polje v ravnini z
notranjost kroga |z| = R. Funkcija, ki konformno upodobi to polje v notra-
- njost kroga | (| =1, je
z=R{ .
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Spremenljivko { pi§imo na robu y enotnega kroga |{|=1 v obliki ¢ = ei?.*
Potem se robni pogoj (29) glasi

1 (0) + ;“J—"(—’) o7 (@) + w1 () = F (), (32)

enacbi (31) pa imata obliko

@1 (0) = s ar o®, wy (o) = b by ok
k=1 k=0
Potenéna vrsta, v katero je treba razviti izraz o (0)/w’ (0), se reducira na
en sam ¢len w (o)/w’ (6) = R o/R = o.
Funkcijo f; (9) + if: (9), ki doloda porazdelitev napetosti na robu Y, raz-~
vijmo v Fourierovo vrsto ,
F(9) =X Ap ok, (33)
k=—cw
pri ¢emer je
1 2=z .
Ap=— [F(9)etk? 49, k=0, + 1, + 2,...
27mo
Ce vstavimo dobljene vrednosti v robni pogoj (32), dobimo za koeficiente a
in by enadbo _
apok+ 63 ICE;{, okt 4 Eg/ga_k = X Ay o*
k=1 k=1 k=0 k=—o
Ce primerjamo koeficiente pri enakih potencah spremenljivke o, dobimo na-
‘slednje enacbe
ar + a; = Ay )
ap = Ay, k=2, (34)
by =A p—(k+2)Apys k=0, 1, 2, ...

Prva enatba pove, da je koeficient A; realno Stevilo. Funkeiji @7 (0) in ywy (&)
se potem glasita
o A ©
P1(0) = 2 ap 0* = ?1 L+ 3 Ak
k=

k=1 2

Y1) =Zbplk =3[A p—(k+2) Ay 4 5] £
k=0 k=0
Ce vstavimo v ti dve enadbi { = 2/R, dobimo funkciji @ {(2) in vy (2).
Napetosti in premike v pravokotnih koordinatah ‘dobimo iz enadb (22) in (25).
Kadar so pri tem problemu dani premiki na robu polja, razvijemo funk-
cijo G(9) = 2 ulg: (9) +igs (9)] v Fourierovo vrsto

G (9) = 3 By o

kK=—cw

Enaébo za doloditev koeficientov dobimo v tem primeru iz robnega pogoja (30)

=) -] — © __ Lt
HEakok—-OEka}go—k+1——2 br o~k = 3 By ok
k=1 k=1 k=0 k=—c

* V literaturi je navada pisati za et ? znak o, ki ga pa ne smemo zamenjati
s Poissonovim &tevilom. Konjugirana vrednost je potem ¢ = e—i¢ = -1,
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Ce spet primerjamo koeficiente pri enakih potencah spremenljivke o, dobimo
za koeficiente aj; in bp enacbe

%az——E]:Bj,
ﬁak:Bk: k>1;
bp=—B_p—((k+2)art2, k=0.

S tem dobimo funkciji ¢z (¢) in i ({) oziroma ¢ () in w(2) in problem
je reSen.

Zgled. Ce deluje na robu kroga s polmerom R enakomeren tlak p, se
komponenti napetosti na robu polja glasita T; = —p cos 9, Ts = —psinv.
Zato je

N S 9
f1(s) Fifa(s) =i (Ts+iTy)ds=—ifpe? Rdd = —pRet?
So o
in
f1(@ +if2(9) =—pRO

Iz enatbe (33) je razvidno, da je samo koeficient A; = — p R razlicen

od nié, vsi ostali pa so enaki nié. Iz enac¢b (31) in (34) dobimo

R
pi(Q) = — "5 w0
in odtod v
Dz
7 () == w(z)=0
Komponente napetosti in premikov nam dajo enatbe (22) in (25). Iz njih
dobimo
Op =0y =—D0, Tay=10,

p(I—=x) pI—*x)
___x’ v: -_—

4u 4u

u =

Pri tem problemu je treba obicajno dobiti komponente napetosti in premikov
v polarnih koordinatah. Tega pa tu zaradi pomanjkanja prostora nismo mogli
izpeljati, ker bi rabili enacbe (22) in (25) v polarnih koordinatah.

Naga izvajanja naj sluzijo le za uvod Vv metode, ki se pri reSevanju
ravninskih elastostati¢nih problemov posluzujejo funkcij kompleksne spre-
menljivke. Zato smo se omejili le na najpreprostejsi primer, ko je polje R,
ki ga zavzema telo, kon¢no in omejeno z ena samo krivuljo, za katero smo
vzeli, da je v vseh to¢kah gladka in da ima zvezno ukrivljenost. Prav ni¢ se
nismo dotaknili vprasanja, kako se reSujejo ravninski problemi, ¢e je polje
neskonéno ali ¢e je omejeno z ved krivuljami, skratka ¢e rob ne zadoS¢a vsem
omenjenim zahtevam. Prav tako si nismo mogli ogledati elegantnejSe, a ma-
tematidno teZje poti za reSevanje ravninskih problemov, pri kateri je treba
poznati teorijo integralnih in integrodiferencialnih enacb.
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ELEMENTARNA TEORIJA DISTRIBUCIJ
ANTON SUHADOLC

Iz analize vemo, da ni vsaka zvezna funkcija odvedljiva. Vemo tudi, da
lahko dobimo iz konvergentne vrste z odvajanjem po &lenih divergentno vrsto.
Prav tako ni zmerom limita zveznih funkecij zvezna funkcija. Te tezave so na-
vedle matematike, da so iskali tako razdiritev pojma zvezne funkcije, limite
in odvoda, da bi te tezave odpadle. Res se je to posredilo matematiku
L. Schwartzu s teorijo distribucij. Schwartzova vpeljava distribucij ni elemen-~
tarna, zato so v zadnjih letih poskuSali matematiki izdelati teorijo distribucij
na druge nacine. Posebno enostavno se je to posredilo poljskima matematikoma
Mikusinskemu in Sikorskemu. V naslednjem si bomo ogledali njuno teorijo
distribucij. )

Iz osnov analize je znano dejstvo, da je limita konvergentnega zaporedja
racicnalnih $tevil lahko racionalno ali iracionalno &tevilo, Potreben pogoj, da
je zaporedje { a, { konvergentno, je, da zado$¢a Cauchyjevemu pogoju: po
predpisu poljubnega $tevila ¢ > 0 moremo dobiti tako naravno &tevilo N, da je

|an—an | <e, za vse m, m > N.

Vzemimo, da iracionalnih §tevil §e ne poznamo! V okviru racionalnih $tevil pa
Cauchyjev pogoj ni tudi zadosten; zaporedje decimalnih priblizkov za ]/2 1 1;
1,4;1,41; 1,412; ... zados6a Cauchyjevemu pogoju, limite pa to zaporedje v ob-
segu racionalnih Stevil nima, saj vemo, da ni racionalnega S$tevila, katerega
kvadrat bi bil enak 2. Nemgki matematik G. Cantor je definiral pojem realnega
Stevila z zaporedji: vsako zaporedje racionalnih Stevil, ki ustreza Cauchyjevemu
pogoju, definira neko realno $tevilo. Dve taki zaporedji definirata isto &tevilo,
¢e konvergira njuna razlika proti 0. Pravimo, da sta zaporedji med seboj ekvi-
valentni. Vsa ekvivalentna zaporedja dolotajo isto realno $tevilo.

Podobno bomo vpeljali pojem distribucije. Kot osnova nam bodo sluzila
zaporedja zveznih funkcij. Najprej $e definirajmo, kdaj konvergira zaporedje
zveznih funkecij skoraj enakomerno.

Zaporedje zveznih funkcij { Fy (x) } konvergira na odprtem intervalu
A <x<B skoraj enakomerno proti funkciji F (x), &e konvergira enakomerno
na vsakem zaprtem intervalu, ki je vsebovan v intervalu (A,B). Z znaki
zapiSemo to takole:

Fo@ =>F(@), n-oo, —wo<A<z<B=cw

Limita F (x) je zvezna funkcija za vsak x med A4 in B, le v krajiséih tega
intervala ni vedno zvezna.

Analogno pojmu Cauchyjevega zaporedja bomo vpeljali pojem fundamen-
talnega zaporedja.

Zaporedje zveznih funkeij { f, (x) ! imenujemo na intervalu A < x < B
fundamentalno, ée eksistira celo &tevilo k > 0 in zaporedje zveznih funkcij
{ Fy (x) } tako, da je

1L R (2) = fu (@) | (F,)
2. Fo(x) => F(x), n—oco. (F.)



Z besedo povemo zgornje takole: Zaporedje { fu (x) { je fundamentalno, ¢e
zaporedje, ki ga dobimo s k-kratno integracijo tega zaporedja, konvergira
skoraj enakomerno.

Vsako skoraj enakomerno konvergentno zaporedje { fn (x) } je tudi funda-
mentalno; ¢e namre¢ vzamemo k =0 in Fy (x) = fa (x), sta res pogoja (F,) in
(F,) izpolnjena.

Med fundamentalnimi zaporedji definiramo relacijo ekvivalence takole:
Fundamentalni zaporedji{ fa (x) }in{ gu (x) } sta ekvivalentni, ¢e eksistira celo
gtevilo k = 0 in taki zaporedji zveznih funkcij{ Fy (x) } in{ Gn (%) f, da je

fu@ = Fu® (x), gn(®) = G ™ () (E,)
Fy (x) => F (x), Gn(x)=>F(x), n > (E.)
Relacija ekvivalence ima obi¢ajne lastnosti:

Refleksivnost: Vsako fundamentalno zaporedje je ekvivalentno sa-
memu sebi.

Simetrija: Ce je fundamentalno zaporedje fu (x) ekvivalentno zaporedju
{gn (x) }, je tudi zaporedje { gn (x) } ekvivalentno zaporedjud fu () }.

Tranzitivnost: Ce je fundamentalno zaporedje{ fu (x) { ekvivalentno za-
poredju { g (x) } in zaporedje { gn () } ekvivalentno zaporedju{ hn (x) }, sta tudi
zaporedji{ fu (x) } in { ha (x) } ekvivalentni.

Prvi lastnosti sta iz definicije o¢ividni, tretjo pa je mo¢ dokazati brez
posebnih tezav. '

S pomo&jo relacije ekvivalence lahko razdelimo fundamentalna zaporedja
na razrede med seboj ekvivalentnih zaporedij. Razred [fm] tvorijo vsa funda-
mentalna zaporedja, ki so ekvivalentna zaporedju{ fn (x) t. Iz lastnosti ekviva-
lenéne relacije sklepamo, da sta razreda [fu] in [gn] enaka tedaj in le tedaj, ce
sta fundamentalni zaporedji{ fa (x) }in{ gn (x) } med seboj ekvivalentni.

Definicija distribucije je sedaj na dlani.

Razred med seboj ekvivalentnih zaporedij doloCa distribucijo f (x).

Enakost distribucij definiramo takole: Distribuciji f (x) in g (x) sta enaki
tedaj in le tedaj, ko sta enaka razreda, ki ti distribuciji doloc¢ata. Razreda sta
enaka tedaj in le tedaj, ko najdemo v prvem razredu fundamentalno zaporedje
{hy ()}, ki je ekvivalentno nekemu fundamentalnemu zaporedju { kn (x) } iz
drugega razreda. '

Taka posplositev zvezne funkcije je smiselna, ker vsebuje vse zvezne funk-
cije kot poseben primer. Naj bo namreé f (x) zvezna funkcija! Zaporedje, ki ima
vse &lene enake f (x), torej fa (x) = f (x) za vsak n, je fundamentalno, saj sta
zahtevi (F,) in (F,) izpolnjeni za k = 0 in je Fu (x) = fu (x) = f (x). Razred, ki
ga dologa to zaporedje, tvorijo fundamentalna zaporedja, ki limitirajo proti f (x)
skoraj enakomerno. Razred [f] smemo torej istovetiti z zvezno funkcijo f (x).

Ni vsaka distribucija neka navadna funkcija, kot kaZe zgled:

fa () = (n/2 7)'"" exp (— nax?).

To zaporedje konvergira proti 0, ¢e je x 4 0. Pri © = 0 pa nara3da f (0) z n preko
vsake meje. Tvorimo funkcije

t x
gu () = [ fa (W) du, Fu(x) ={gu(®)dt 1
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Funkcije gy (x) limitirajo proti 0 za negativne x-e in proti 1 za pozitivne. Funk—
cije Fn (x) limitirajo skoraj enakomerno proti 0, ¢e je <0, in proti x, ¢ je
x = 0. Od tod vidimo, da je zaporedje { fu (x) } fundamentalno, ker sta izpolnjena
pogoja (F,) in (F,) s k = 2. Zaporedje{ Fy (x) } je definirano z ena¢bo (1) ter
F(x) =0, x<<0, F(x) =x, == 0. Razred zaporedij, ekvivalentnih zaporedju’
{fa ()}, imenujemo distribucijo ¢ (x). Natanéneje bomo spoznali naravo te
distribucije pozneje.

Za distribucije moremo vpeljati algebraine operacije. Vsota distribucij
f(x) in g (x), ki ju dolotata zaporedji{f, ()} in{gn (x)}, je distribucija, defini-
rana z zaporedjem{ fy (x) + gu (x) }. Podobno definiramo razliko. Distribucija
2f (x), kjer je A &tevilo, pa pomeni distribucijo, definirano z zaporedjem
{2fn (x) }. Brez tezave bi se prepriéali, da so tako vpeljane algebraiéne operacije
res smiselne.

Z uvedbo iracionalnih $tevil smo dosegli, da je korenjenje pozitivhega
Stevila vedno izvrsljiva operacija. Kaj pridobimo z uvedbo distribucij, bodo
‘povedali naslednji izreki.

Za vsako, na intervalu A <<x <{B zvezno funkcijo F (x), eksistira zaporedje
polinomov { Py (x) }, ki konvergira proti F (x) skoraj enakomerno.

Naj bo{ an { narai¢ajoce zaporedje 3tevil, ki konvergira proti 4, b, }pa
padajoce zaporedje, ki konvergira proti B. Uporabimo znani Weierstrassov
izrek o aproksimaciji zveznih funkecij s polinomi! Po tem izreku moremo najti
za vsak n. tak polinom Py (x), da je |F (x) —P, (x) |<'n, an =2 < b, Ta
enacba pove, da konvergira zaporedje { P, (x) } skoraj enakomerno proti F (x).

Distribucijo f(x) dolo¢a neko fundamentalno zaporedje{ fu (x) t. Zato
eksistira celo Stevilo k = 0 in tako zaporedje zveznih funkecij, { Fu(x)}, da je

Fu® (@) = fu(@), Fa(@)=>F (@), n—> o

K funkciji F (xr) moremo po prejinjem izreku najti zaporedje polinomov,
{Pn(x)}, ki konvergira skoraj enakomerno proti F (x). Zaporedje polinomov
{Pn (x) }, pri Cemer je pn (x) = Po® (x), pa je ekvivalentno zaporedju{ fu (x) },
saj sta izpolnjeni zahtevi (E,) in (E,). Tako smo dobili izrek:

Vsako distribucijo moremo izraziti z nekim fundamentalnim zaporedjem
polinomov { pn (x) }.

Sedaj Ze moremo- definirati odvod distribucije.

m-ti odvod distribucije f(x) = [pa (x)] definira razred zaporedij, ki so
ekvivalentna zaporedju { pn™ (x) }.

Iz te definicije je neposredno razvidna veljavnost izreka:

I. Vsaka distribucija je poljubnokrat odvedljiva.

V nadaljnjem bomo rabili Se naslednji pomo#ni izrek:

Ce je fundamentalno zaporedje f, (x) t sestavljeno iz funkeij, ki so m-krat
zvezno odvedljive, je distribucija, dolodena z zaporedjem { f,(m (x) }, kar m-ti
odvod distribucije [fy (x)], torej

[ (@)] = [fa (x)]0.

Zaporedje { fu (x) } je fundamentalno, zato eksistira celo $tevilo k = 0 in
zaporedje { fu™ (x) } tako, da sta izpolnjena pogoja (F,) in (F,). Zaporedje



{ fo@™ (x) }je tudi fundamentalno, kar vidimo, ¢e vzamemo v definiciji funda-
mentalnega zaporedja namesto Stevila k Stevilo k 4+ m. Izberimo si sedaj za-
poredje polinomov{ pa (x)}, ekvivalentno zaporedju fu (x) . Fundamentalni za-
poredji{ fu® (x) }in { po™ (x) } sta ekvivalentni, ker sta izpolnjena pcgoja (E,)
in (E,), ¢e zamenjamo k s k + m. To pomeni, da je distribucija, ki jo doloca
zaporedje | fu®™ (x) }, enaka m-kratnemu odvodu distribucije {fa (x)]. To dejstvo
zapiSemo takole:

[fa™@ (@)] = [fa @)1

Se posebej nam ta izrek pove, da sovpada odvod distribucije, ki je m-krat
zvezno odvedljiva funkcija, z njenim navadnim odvodom.

Zvezna funkcija ni vedno odvedljiva; pa¢ pa moremo odvajati zvezno
funkcijo kot distribucijo. Odvod zvezne funkcije kot distribucije bomo imenovali
posploseni odvod zvezne funkcije. '

II. Vsaka distribucija je posplofeni odvod neke zvezne funkcije.

Naj bo distribucija f(x) dolofena z zaporedjem { fu (x)}! Po definiciji
fundamentalnega zaporedja eksistira tako zaporedje {Fy(x)}, da je

fo () = Fu@™ (x) , Fo(x)=>F(x), n—> &

Razred [Fy (x)] doloda prav zvezno funkcijo F (x). Zaporedje{ Fn (x) | je sestav-
-1jeno iz k-krat zvezno odvedljivih funkcij, zato moremo nanj uporabiti prej$nji
izrek:

f @) = [fa (@] = [Fa® @)] = [Fn @)]® = FO (2).

Distribucija f (x) je res k-ti posploSeni odvod zvezne funkcije F (x).

Naslednjega izreka ne bomo dokazovali, ker je dokaz predolg.

II1. Ce je odvod distribucije enak 0, je distribucija kar neka konstanta. '

Naj pripomnimo, da je mnozica distribucij, kot jih je definiral L. Schwartz,
obsirnej$a od nase. Med Schwartzovimi distribucijami so namre¢ tudi take, ki
niso odvod kon¢nega reda nobene zvezne funkcije. To pomanjkljivost naSe
teorije bi lahko odpravili s primerno posplositvijo pojma fundamentalnega za-
poredja.

Z distribucijami moremo tvoriti zaporedja. Refemo, da zaporedje distri-
bucij fa (x) konvergira k distribuciji f (x), v znakih lim fn (x) = f (), ¢e eksistira
celo stevilo k = 0, zvezna funkcija F (x) in zaporedje zveznih funkcij{ Fn (x) },
da velja:

P (1) = fu (), Fa@=>F (), FO@=f@. (2)

Tu razumemo odvajanje v posploSenem smislu.
Vrsta iz distribucij 2 fa (x) konvergira proti distribuciji f (x), ¢e konver-
gira zaporedje delnih vsot v zgoraj definiranem smislu proti distribuciji f (x).
S tema definicijama moremo dokazati izreka, ki jasno kaZeta, kako je
teorija distribucij enostavnej$a od klasi¢éne analize.
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IV. Ce konvergira zaporedje distribucij f, (x) groti distribuciji f (x),
konvergira zaporedje m-tih odvodov proti m-temu odvodu limite f(x),

v znakih:
lim £, (x) = (Hm f, ()@,

Iz konvergence zaporedja distribucij fu (x) sledi eksistenca takega za-
poredja zveznih funkcij, { F, (x)}, da so izpolnjeni pogoji (2). Isti pogoji so
izpolnjeni tudi za zaporedje distribucij f,™ (x), ¢e nadomestimo v (2) celo
Stevilo k s celim Stevilom k + m; s tem je izrek dokazan. Podoben izrek velja
tudi za vrste iz distribucij. Poseben primer tega izreka je izrek:

V. Za vsako konvergentno vrsto je veljavna enadba
2 fa (x) = X fa (2)).

Za distribucije velja torej: Konvergentna zaporedja in konvergentne
vrste smemo c¢lenoma odvajati.

Vemo, da so zvezne funkcije vsebovane med distribucijami. Zanima nas,
kakSne nezvezne funkcije so tudi zastopane med distribucijami. Vzemimo .
funkecijo f (x), ki je integrabilna na vsakem intervalu, ki je vsebovan v inter-

x
valu (4,B)! Naj bo F (x) = {f (t) dt, A<<ax <B. Iz teorije Riemannovega (ali
a
Lebesguesovega) integrala poznamo formulo:

F' (x) = f (x) skoraj povsod.

F (x) je zvezna funkcija, zato v posploSenem smislu odvedljiva. Distribucija,
ki je posploSeni odvod te funkcije, naj nam predstavlja navadno integrabilno
funkcijo f (x).

Na ta nadin je postala n. pr. nezvezna funkcija In [ X'l neka distribucija,
namre¢ ravno posploSeni odvod zvezne funkcije

F(x):fln‘x'dx.

Funkcija l/x ni niti zvezna, niti integrabilna na intervalu, ki vsebuje
totko x = 0. Pa¢ pa moremo zaradi enatbe (In|x|) =z, x#0, indentifi-
cirati navadno funkcijo l/x z odvodom distribucije In |z |.

Podobno moremo smatrati funkcijo (x— x,) % kot k-kratni odvod distri-
bucije [(—D¥In|x—zx, [[/(k—1)

Tako smo dosegli, da spadajo med distribucije vse integrabilne funkcije
in funkcije s poli.

MnoZenje distribucije z distribucijo se ne da zadovoljivo definirati. Pac
pa moremo distribucijo mnoziti z neskonénokrat odvedljivo funkeijo. Vzemimo
iz razreda [fy(x)], ki definira distribucijo f(x), neko zaporedje {fy (x)}! Iz
tega zaporedja tvorimo novo zaporedje{ fu (x) w (x)}. V primeru, ko je w (x)
neskon¢nokrat odvedljiva funkcija, je zaporedje { fa (x) w (x) } fundamentalno,
kot bi nam to pokazal krajs§i radun. Razred [fy (x) w (x)] vseh fundamentalnih
zaporedij, ki so ekvivalentna zaporedju{ fu (x) ® (x)}, imenujemo produkt funk-
cije w (x) z distribucijo f (x), torej w (x) f (x). Navadni radunski zakoni, n. pr.
komutativnost, distributivnost, estanejo v veljavi.
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Distribucijo f. (x), ki je odvisna od zveznega parametra «, definiramo
2z razredom med seboj ekvivalentnih fundamentalnih zaporedij, pri katerih so
vsi ¢leni zvezno odvisni od parametra a.

Distribucije fq (x) so pri razliénih vrednostih parametra « lahko defini-
rane na razliénih intervalih A, <<x << Bg; zato moramo pojem skoraj enako-
merne konvergence malo posplositi.

Naj bo interval (4, B) tak, da je vsak zaprti interval [a, b], ki je vse-
bovan v (A4, B), vsebovan tudi v intervalih (Aq, B.) za vse ¢, ki so dovolj
blizu vrednosti «, Zvezne funkcije Fq(x), definirane na intervalih
A, < x < B, konvergirajo na intervalu A <x<B skoraj enakcmerno k
funkciji F (x), ko gre a — a, Ce konvergirajo Fg (x) na vsakem intervalu
[a, b] enakomerno proti funkciji F (x):

Fy(x) =>F(x), a— a.

Distribucija fa (x), definirana na intervalu A, <<x <<B,, limitira na in-
tervalu A < x < B-proti distribuciji f (x), ko gre a - «,, v znakih:

lim fo (x) = f(x), a—>a,

ge so izpolnjeni tile pogoji: Eksistira neka na intervalu A <x <<B zvezna
funkcija F (x), nadalje na intervalih A, <ax <<B, zvezne funkcije F.(x) ter
neko celo $tevilo k = 0 tako, da konvergira F, (x) skoraj enakomernc proti
funkciji F (x) in je Fo® (x) = fu (x), F® (x) = f (). .

Mogli bi se prepridati, da je limita f(x) enoli¢no dolodena, Ce eksistira.

Za distribucije moremo definirati tudi pojem »vrednost v toc¢ki«. Rekli
bomo:

Distribucija f (x) ima v totki x, vrednost f(x,), kadar eksistira limita
f (ax + x,), ko gre a — 0.

Ce ta limita eksistira, je konstanta. Dokaz tega dejstva bomo izpustili.
Ce eksistira funkcijska vrednost v to¢ki x, imenujemo to totko regularno;
totko, v kateri limita ne eksistira, pa imenujemo singularno.

Pojem nedolodenega integrala vpeljemo s pomocjo izreka 1I. Naj bo
distribucija f (x) k-ti odvod zvezne funkcije F (x)! Postavimo F&) (x) = @ (x);
potem je f(x) = ¢’ (x). Distribucijo ¢ (x) imenujemo nedolo¢eni integral distri-
bucije f(x). Naj bo u (x) kak drug nedolofeni integral distribucije f (x)!
Odvoda distribucij ¢ (x) in v (x) sta enaka f(x), odvod razlike ¢ (x) — vy (x)
je tedaj enak 0. Po izreku III. se nedolocena integrala razlikujeta kvecéjemu
za konstanto.

Doloceni integral definiramo kot razliko dveh distribucij:
b
[fet+tydt=p@®tx)—g@+tx), - 3
a
kjer je ¢ (x) nedolodeni integral distribucije f (x).
Za radunanje s tem integralom veljajo navadni racunski zakoni; do-

kazimo za zgled pravilo

(F et tdt+ (f o+t de = (f(+ 1) adt.
a b a
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Po definiciji je:
a;bf(x+ 1) dt +bjcf(x+t)dt:(p(b ta)—p @tz + otz —
—opb+x)=¢pcta)—¢p+x :_j'cf(x + t) dt.
v a
Posebno zanimiva sta izreka o integriranju zaporedij in vrst.

VI. Ce konvergira zaporedje distribucij fy (ac) proti dzstrzbuczyz f (x), kon-

wvergira tudi zaporedje dololenih integralov jfn (x + t) dt proti distribuciji
b

§f(x +t)dt, v znakih

a .

b b .
Iim ffa(x+t)dt = flimfy(x+t)dt, n—>oo.
a a

Ce je zaporedje distribucij f,(x) konvergentno, eksistira celo &tevilo
k = 0 in zvezne funkcije Fy (x) tako, da je Fyu® (x) = f, (x) in F& (x) = f (x).
Ker konvergira zaporedje zveznih funkecij { Fy (x) } skoraj enakomerno proti
F (x), konvergira zaporedje razlik { F,(x + b)—Fy (r + a) ! skoraj enako-
merno proti  razliki F (x + b) —F (x + a). Po izreku IV. smemo enaébo
Fo(x+b)—Fy(x+a) => F(x +b) —F (x + a) (k—1)-krat odvajati. To

nam da po definiciji (3) lim jfn (x+t)ydt = jhm fn (x + t) dt.

Po‘dioben izrek velja za vrste:

VII. Ce je wrsta distribucij Efn (x) konvergenfma jo smemo délenoma
integrirati, torej velja

Ej.bfn (x+t)ydt = sz fn (x + t)dt.

b
Vrednost distribucije §f (x + t) dt v to¢ki x = 0, ée eksistira, bomo ozna-
a

b
¢ili z | f(t) dt. V primeru, ko je funkcija f (x) lokalno integrabilna, je to prav
a

njen doloCeni integral v navadnem smislu.

S pomocjo tako vpeljanega integrala lahko bolje spoznamo naravo distri-
bucije 6 (x); dokazati sé da namreé¢ formula
ox), ae<x<b-

b
w (1) 6 (t—x) dt =
aS 0a( ) {0, x>0b ali x<<a.

o (x) je neskonénokrat odvedljiva funkcija. V primeru, ko je o (x) = 1, imamo

1, a<<zx<b

b
fo(t—a)dt =
a 0, b<xalia>w
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Ceprav je distribucija 6 (t— x) povsod 0, razen v tocki ¢t = x, je njen integral
po intervalu, ki vsebuje totko t = x, enak 1!

Fourierjeva analiza za distribucije je posebno preprosta. Distribucija, de-
finirana na intervalu (— oo, ®), je periodi¢na s periodo 2z, ¢e zado$¢a enacbi
f(x+ 2x) = f (x). Za vsako periodi¢no distribucijo eksistira integral Svf (t) dt.
To vidimo takole:

Sf@tyat-getn—p@—m @

Odvod te distribucije je f(x + 7)) —f (x— ) = 0 zaradi periodi¢nosti distri-
bucije f(x); integral (4) ima zato po izreku III. konstantno vrednost, ki jo
oznadimo z’ ff(t) dt. Prav podobno bi mogli uVideti, da so tudi integrali

t—
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§f(t)cosntdt in [ f(t) sinntdt konstante. Ti integrali, deljeni s =, sc ravno

Fourierjevi koeficienti distribucije f(x). Od tod vidimo, da so Fourierjevi
koeficienti vsake periodi¢ne distribucije konstante. Nadalje bi mogli doka-
zati izrek:

’

VIII. Vsaka periodi¢na distribucija f(x) s periodo 2a je vsota trigono-
metricne vrste
f(x) = % a, + = (an cos nx + by sin nx),

pri tem so koeficienti
an = 1/n jlf (t) cosnt dt, by, = 1/n ff (t) sin nt dt.

Primer periodi¢ne distribucije, ki ni navadna funkcija, je o, (x), ki je
odvod funkcije E (x/27); E (x) pomeni najvedje celo Stevilo, ki ne presega
Stevila x. g, (¥) moremo =zapisati tudi kot vsoto d2.(x) = YO (x+ 2kan).
d9, (x) se da razviti v vrsto po cosinusih takole:

S9, () = 1/ (1/2 + cosx +cos2x + cos3x +...).

Z uporabo gornjega izreka dobimo zanimive formule:

[V

Vsin:c+sin2x+srin3x+...=%co»t x
(sinx)™t =2 (sinx +sin3x +sind5x +...).

Te formule so v navadnem smislu brez pomena, saj so vrste divergentne.
Formule imajo pomen v okviru teorije distribucij.

Literatura:

Mikusinski, Sikorski, Elementary Theory of Distributions, Warszawa 1957.
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NOVICE

RAZPOLOVITEV TRIKOTNIKA

Proteus! je pred casom postavil bralcem vpraSanje, kako bi z eno pre-
mico ploS¢insko razpolovili dva trikotnika, ki leZita v ravnini v poljubni
medsebojni legi. Pozneje pa je vprasanje opustil, ker presega odgovor okvir
poljudnega lista.

Na tem mestu si postavimo bolj splono vprasanje: Kje leZe vse premice,
ki ploséinsko razpolavljajo dani trikotnik? Zaradi preglednosti uporabimo
vektorsko pisavo in zaznamujmo z r; krajevne vektorje do posameznih tok.
Vsi ti vektorji lezijo v ravnini xy. Ce dva izmed njih vektorsko med seboj

Sexy,)

E(xs, Ys)

A X,

]
&=
N
(=}
2
,\,.x
&
-

Y,)
Slika 1.
pomnoZzimo, ima produkt smer osi z. Da bo krajSe, pa piSimo v takS$nem
primeru p namesto (0,0, p). Potem je plos¢ina p trikotnika, ki ga oklepata
vektorja a in b s skupnim kraji§¢em C, enaka: p == 3b X a (glej sliko 1).
Ce naj daljica DE razpolovi plo§éino p, trikotnika ABC, mora veljati

3 (r4 — ;) X (1‘5 ——1‘3) =3 Po (1)
Toc¢ka D leZi na stranici b, totka E pa na stranici a, zato je

Yy — Yy =g (x;— ) 2
Y5 — Yy = S(xs—xs)

kjer sta q = (y; —y.,)/(x;,—=x,) in s= (y,—vy,)/(x,—x,) strmini stranic b
in a. Iz (1) in (2) dobimo, da je

Xy Xy — Xy (T, + ;) = S —ua,? (3
pri Cemer je 28 = (x; —x,) (x, —x,) = 2 p,/(s—q).
* Proteus 14, 78, 175, 212 (1952).
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Enac¢ha premice, ki razpolavlja trikotnik ABC, se glasi:
(xr—r,) X (r;—1,) = P, (4)

Z uvedbo parametra t = x,— a, dasta (3) in (4) enac¢bo enoparametri¢ne dru-
Zine premic

Fryt)=@—x)(sS—qt’) —(y—yy) (§—t) —p, t =0 (5

Ce naj le?i totka D med A in razpolovii¢em b, mora veljati za parameter
ena izmed omejitev

b, —x) =St=x,—a, (6)

B, —xy) =t=x;,—

a b

Da obseZzemo v celoti druZino premic, ki razpolavijajo nas trikotnik, moramo
v (5) in (6) dvakrat cikliéno permutirati indekse.

Ogrinjaco?® druzine (5) dasta enacbi
F(z,y,t) =0
OF (x,y,t)/0t =0
Z njima dobimo?®
x=x, T (S+t)/2t; y=y,+(sS+qt)2¢ (7)
2 1. Vidav: Vi§ja matematika I, DZS, Ljubljana 1947, str. 493.

3 Ce uvedemo kot parameter t=7ys—ys, dobimo podobne formule, ki jih
moramo uporabiti, kadar je x1 = xs.

30



To pa je Sele en odsek ogrinjate. Druga dva da cikli¢na permutacija indeksov
v (6) in (7). Celotno ogrinjato sestavljajo torej odseki treh krivulj. S kratkim
ratunom se prepri¢amo, da so to odseki hiperbol. Njihove osi leZe na sime-
tralah trikotniskih kotov. TeZi¢nica je skupna tangenta na dve sosednji
hiperboli. Dotikalis¢e pa je obenem ost ogrinjade.

J. Strnad

ELEKTROLUMINESCENCA

Luminescenca je skupno ime za pojave emisije svetlobe, ki se bistveno
razlikujejo od obic¢ajnega toplotnega sevanja. Le-to je odvisno od povpreéne
energije molekul, medtem ko gre pri luminescenci za vzbujanje posameznih
molekul ali atomov z energijo, ki zdale¢ presega povpretno termiéno. Tempe-
ratura takSnega svetila se pri tem ne spremeni dosti in po navadi ni visoka,
tako da lahkc govorimo o hladnih svetilih. ‘

Glede na vzroke, ki povzrofajo luminescenco, lodimo fotolurminescenco
(fluorescenco in fosforescenco), kjer gre za vzbujanje delcev s svetlobo:
kemoluminescenco (beli fosfor, kresnica), manj znano kristaloluminescenco, ki
jo opazamo pri rasti ali drobljenju kristalov (n. pr. pri drobljenju sladkorja),
katodno luminescenco, ki jo izkori§¢amo pri katodnih ceveh, ter sorodno
elektroluminescenco, ki si jo bomo v nadaljnjem ogledali. :

filektroluminescenco moremoc opazovati na nekaterih trdnih sneveh, kot
so ZnS, CaS, BaS, ZnO, in drugih. Ce damo tako snov v izmeni¢no elekiri¢no
polje, opazimo svetlenje — luminescenco.

[ A B Y A A A A A
- v v o W A W g Va4
AR AR A Y Y &Y Y Y /A A 4

A e N

Sl. 1. Shemati¢na  slika elektroluminescentnega svetila. 1 steklena plo§ca (nosilec),

2 zelo tanka, prozorna in prevodna plast kositrovega oksida, 3 kovinska kontaktna

folija, 4 plast ZnS v suspenziji v prozornem laku (25 u debela), 5 bel reflektor

(20 ¢ debel), 6 kovinska elektroda. Delovna napetost je nekaj 100 voltov, frekvenca
po od 50 do 10000 Hz

Vse snovi, pri katerih opazujemo elektroluminescenco, so polprevodniki
in vsebujejc manje koli¢ine (okoli 1:10%) drugih primesi, kot na primer
bakra v obliki CuSO,. Te tuje snovi, ki jih imenujemo fosforogene, povzroéajo,
da so nekateri elektroni prosto gibljivi in jih moremo z elektri¢nim poljem
pospesiti. Ob trku z vezanim elektronom odda prosti elektron pridobljeno
energijo vezanemu, ki se vzbudi in odda ob prehodu v osnovno stanje svetlobni
kvant — foton.

Podobnost elektroluminescence s katodno je oéitna; saj gre v obeh pri-
merih za vzbujanje s pospeSenimi elektroni. V prvem pospeSujemo elektrone,
ki so Ze v snovi, v drugem pa se svetleta plast vzbudi zaradi trkov z elektroni
od zunaj, ki prihajajo na primer iz elektronske brizgalke pri katodni cevi.
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Slika 1 daje shemati¢no podobo elektroluminescentnega svetila, V bistvu
gre za plo§éni kondenzator. Pritisnjena napetost povzrodi svetlenje tanke
plasti luminescentne snovi, pri ¢emer ne nastopijo nikake kemi¢ne ali fizikalne
spremembe svetila, ki se komaj ob&utno segreje.

Na steklenc nosilno plos¢o je nanesena prozorna elektroda, na primer
tenka plast kositrovega dioksida, ki ga nabrizgajo pri poviSani temperaturi.
Nad elektrode je plast luminescentne snovi, ki obstoji iz suspenzije primerno
pripravljene cinkove svetlice v prozornem laku. Debelina plasti je nekako 25 u.
Sledi tanka plast belega laka, ki sluZi kot reflektor, nad njo pa je kovinska
elektroda.

Casovni potek svetlosti pri vzbujanju z izmeni¢no napetostjo kaZe slika 2.
Maksimum nastopi v vsaki polperiodi. V frekventnem obmoé&ju od nekako
10 do 1000 Hz je v posameznih periodah oddana mnoZina svetlobe skoraj
neodvisna od frekvence in je zato &asovno povprecje svetlosti priblizno so--
razmerno frekvenci.

Odvisnost svetlosti (B) od napetosti (U) podaja naslednja empiri¢na
enacba .

(1) B = B, exp (—konst /V U),

kjer je U napetost na sponkah svetila. Ta rezultat lahko tudi izpeljemo, ka-
kor sledi.

Ce hotemo dobiti foton z energijo h¥», mora v vezani elektron zadeti
prost elektron z energijo, ki je vecja od h?. Prosti elektron mora pretec¢i med
dvema trkoma dovolj veliko napetost, to je pri vidni svetlobi priblizno

92 do 3V. Povpretna prosta pot (I) elektrona v kristalu je okroglo 100 A
Poljska jakost (E), ki bi bila zadostna pri tej prosti poti, bi bila torej okrog
2,5.108 V/m. Pogoj za uspelen trk se glasi:

2 e,Ex = hv,

kjer je x pot, ki jo pretece elektron, preden tréi. Verjetnost, da bo imel
elektron dalj$o prosto pot kot x, je'

3) W (x) = e~

Ce izradunamo iz enadbe (2) mejni x = hv/e, E, dobimo za verjetnost uspes-
nega trka pri dani poljski jakosti E takle rezultat:

3) W (hv/e, E) = exp (—hv/e, El).

Svetlost svetila je odvisna od Stevila emitiranih fotonov in je torej sorazmerna
verjetnosti za uspesen trk. Lahko bi torej zapisali enacbo

{4) B = B, exp (— konst/E).

Iz primerjave enacb (1) in (4) zlahka vidimo, da polje v svetilu ne more
biti homogeno; saj bi sicer bila poljska jakost E sorazmerna napetosti U,
ne pa VU.

1 podobno enadbo kot velja tu za elektrone, poznamo tudi za absorpcijo

svetlobe, kjer velja @ = Ppexp (—ax/l). Pri tem je I-! absorpcijski koeficient, ali
drugate povedano, 1 je povpretna prosta pot fotonov.
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Da je elektriéno polje v resnici nehomogeno, sledi tudi iz dejstva, da
moremo opaziti elektroluminiscenco pri tako majhni napetosti na svetilu, da
bi bila poljska jakost v primeru homogenosti premajhna (n. pr. samo 10¢ V/m),
za, opazno S§tevilo uspe$nih trkov. .

Nehomogenost polja si razlagamo takole: Zaradi vzbujanja se atomi
kristala ionizirajo. Zaradi primesi ionov bakra, ki ima niZjo wvalenco kot

ona1y

N

Sl. 2. Odvisnost svetlosti od ¢asa pri dolo¢eni frekvenci

cinkovi ioni, ostane pozitivni naboj vezan v bliZini bakrovega iona. Ko nastane
v blizini negativne elektrode v kristalu dovolj pozitivnih ionov, je poljska
jakost tu vedja kot drugod. To pospesi vzbujanje ter nastanek novih pozitivnih
nabkojev, tako da se polje Se bolj skréi na obmocje tanke plasti ob katodi.
Vzemimo, da skoraj vsa napetost pade na tanki plasti prostorskega naboja
in da nosijo Ze vsi bakrovi ioni v tej plasti dodaten pozitiven naboj! Ce sedaj Se
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SL 3. Zgradba amplificona z zunanjim krmiljenjem; desno: nadomestna shema;
1 in 2 prozorni elektrodi; I fotoprevodnik, II elektroluminescentna plast.
Vse tri slike so vzete iz ¢lanka Diemlerja, Klasensa in Zalma v Philips Technische
Rundschau, z ljubeznivim dovoljenjem uredni$tva te revije

poviSamo pritisnjeno napetost, se poveda tudi prostorski naboj @ in s tem
sorazmerno tudi debelina plasti prostorskega naboja. Ker moremo smatrati
tako plast za plo$éni kondenzator z debelino d, vidimo, da njegova kapaciteta
pada z vecanjem pritisnjene napetosti; saj raste d, s katerim je C obratno
sorazmeren. Iz U = Q/C in iz pravkar omenjenih sorazmernosti sledi, da je U
sorazmeren d?, poljska jakost E = U/d pa V U, kar je v skladu z enadbo (1).
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Elektroluminescen¢na svetila niso uporabna za razsvetljavo, ker imajo
slab izkoristek in majhno svetlost. 1 m? takSnega svetila daje komaj telikSen
svetlobni tck kot 200 wattna Zarnica. Pa¢ pa se tak$na svetila uporabljajo za
osvetlitev skal merilnih instrumentov, ur in podobnega.

Prednost teh svetil je v tem, da ne zahtevajo nobenih vakuumskih delov.
Svetlost pcsameznih delov ploskovnega svetila se da na preprost nacin spre-
minjati, kar izkori§¢amo pri slikovnih ojadevalnikih. Amplificoni, kakor ime-
nujemo te ojacevalnike, so sestavljeni v glavnem iz dveh plasti. Nad plastjo
7ZnS (slika 3) je plast fotoupora (plast I, na primer kadmijev -sulfid). Plasti
vezemo zaporedoma na napetost U. Na mestih, ki niso osvetljena, je pri pra-
vilni izbiri debelin obeh plasti vsa napetost na fotouporu in je svetlost foto-
luminescentne plasti (II) majhna. Na osvetljenih mestih se povela napetost
. na plasti II, ker se zmanjSa upornost fotoupora. To povzrodi povetanje svetlosti
svetlete se plasti. Tako reproducira plast II ¢asovno in krajevno spreminjanje
osvetljenosti plasti I. Narejeni so bili Ze amplificoni, ki sevajo na kvant vpadle
svetlobe 50 kvantov. Zveza v splo$nem ni linearna, da se pa linearizirati s tem,
da amplificon ne napajamo s d¢isto sinusno napetostjo, ampak z meSanico veé
frekvenc. Kadar pa Zelimo povecati kontraste, je nelinearna karakteristika
za¥elena in ‘jo izkori§¢ajo pri ojadevanju rentgenskih slik.

Kot redeno, ni verjetno, da bi elektroluminescentna svetila kdaj na-
domestila svetila, ki so danes v obid¢ajni rabi; po drugi strani pa lahko pred-
videvamo, da se bodo slikovni ojatevalniki marsikje koristno uveljavili, zlasti

v rentgenski tehniki. _
S. Sterbal,
E. Pirkmajer
(Nuklearni institut »Jozef Stefan«, Ljubljana)
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ZAZNAVNOST V RADIOGRAFIJI Z ZARKI GAMA

Radiografija (po slovensko presvetljevanje) z rentgenskimi zarki se ze
dolgo rabi v zdravilstvu, v novejSem ¢asu pa tudi v tehniki (tudi pri nas ze).
Namesto da bi svetili skozi ¢lovesko telo, lahko posvetimo skozi kak odlitek ali
del kakega stroja. Morebitne votline v notranj$éini odlitka se pokaZejo kot
svetlejée pege na senc¢ni fotografiji, podobno kot se kaZejo poskodbe kosti
na zdravnigkem rentgenskem posnetku. ’

Za presvetljevanje debelejsih kovinskih kosov navadni rentgentski Zarki
z valovnimi dol’inami po nekaj desetink angstroma (to je z emergijami po
nekaj deset keV) niso dobri, ker se premoc¢no absorbirajo. Lahko bi dali na
rentgensko cev vedjo napetost in s tem zmanjsali valovno dolZino. Rentgenski
aparati za napetosti po ve¢ sto kilovoltov pa so Ze precej okorni. TeZavam se
izognemo tako. da uporabljamo Zarke gama, to je rentgenske Zarke, ki jih
sevajo mnoga radioaktivna jedra. Energije teh Zarkov so vefinoma v obmocju
od nekaj sto keV do 1MeV ali Se Cez.

Za radiografske namene se dandanes dobi naprodaj Ze cela vrsta radio-
aktivnih izotopov, ki sevajo Zarke gama z razli¢nimi energijami. Ni vseeno,
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za kateri izotop se odla¢imo, ampak moramo vnaprej preceniti, kak#ni Zarki
bodo za dano nalogo najbolj primerni. Odlodilna je dosegljiva zaznavnost, ki
je definirana z velikostjo najmanjse napake, ki jo v materialu ravno e za-
znamo. Zaznavnost je odvisna od vrste uporabljenih zarkov, filmov in pre-
iskovanega materiala.

Vzemimo, da posvetimo skozi preiskovani material z vzporednimi Zarki
gama, kot kaZe slika 1. Material ima debelino I in absorpcijski koeficient .
Vpadajo¢i rentgenski svetlobni tok ima gostoto I,. 'Po prehodu skozi material
je na mestu, kjer ni napake, izstopajota gostota svetlobnega toka I, =
= I, exp (— ul). V materialu je $pranja z debelino Al Po prehodu na tem
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Sl 1. Absorpcija Zarkov v materialu ) Sl. 2. Karakteristika filma
z napako ’

mestu je izstopajoda gostota svetlobnega toka I, = I, exp [— u (I — /A 0)]. Raz-
merje obeh jakosti je I/I, = exp (u /A 1l). Velikost napake lahko izradunamo
iz navedenega razmerija: ‘

Al =1In (I/L) u .

V radiografiji ne merirno'izstoprajoéih gostot svetlobnih tokov, temved
razlike v polrnitvi filma. Po&rnitev filma (D) je definirana z negativnim de-
kadi¢nim logaritmom prepustnosti filma za vidno svetlobo: D = log @,/®, kjer
sta @, in ¢ vpadli ter prepuddeni svetlobni tok. Poznati moramo karakteri-
stiko filma, ki prikazuje poérnitev filma v odvisnosti od logaritma ekspozicije.
Ekspozicija F je enaka produktu osvetljenosti in ¢asa osvetlitve E == I t. Pri-
mer karakteristike kaZe slika 2. S slike razberemo strmino ravnega dela
krivulje, ki se tudi imenuje strmina filma: 7 = tg a = /A D/log (E,/E,).

V naSem primeru je.ekspozicija na mestu brez napake E, = I,t in na
mestu z napako E, =1t Od tod je log (E/E;) = log (I,/1,) = In (I,/1,).1og e.
Velikost napake dobimo torej iz razlike pocrnitve takole:

Al = AD/uyloge.

Velikost najmanjSe zaznavne napake je omejena z najmanjSo razliko
v poérnitvi filma, ki jo &loveiko oko lahko e zazna. Ta razlika znaSa pri-
blizno AD,, = 0,02. Potem je velikost najmanj8e zaznavne napake

Al = ADm/ﬂ yloge.,

[
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Vidimo torej, da je najmanjSa zaznavna napaka odvisna od strmine
filma v, ki je pri veéini filmov enaka okrog 2, in od absorpcijskega koeficienta.
Ta je odvisen od materiala in energije zarkov. Absorpcijski koeficient v splos-
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Sl. 3. Masni absorpcijski koeficient Zeleza v odvisnosti od energije [3]
nem pojema z nara$ajoco energijo yarkov, razen pri zelo visokih energijah,
kjer zopet naraséa (slika 3). Zato bo zaznavnost slab$a pri delu z zarki gama,

ki imajo vedjo energijo. Zato se pri delu z radioaktivnimi izotopi raje odlo-
¢imo za iridij. 192 kot pa za kobalt 60, Ceprav ima iridij 192 v primeri s ko-
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Sl. 4. Spekter Zarkev gama iz radija (s potomei)

baltom zelo kratko razpolovno dobo (kobalt 5 let, iridij pa 68 dni). Z iridi-
jem 192 zaznamo namrec zaradi manjde energije zarkov (v glavnem 0,3 in
0,5 MeV) manj$o napako kot pa s kobaltom 60 (energija blizu 1,2 MeV).
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Ce vnesemo v diagram razmerje /AlLy/l v odvisnosti od debeline material a,
dobimo krivuljo teoreti¢ne meje zaznavnosti napak. S pomodjo teh krivulj
se v praksi odlo¢imo, kaksne izvore bomo uporabili z ozirom na nase zahtewve
pri delu. Absorpcijske koeficiente za posamezne izvore Zarkov gama izradu-
‘namo s pomocjo diagrama na sliki 3. Radun je enostaven v primeru, ko seva
izotop Zarke gama z eno samo energijo. Tak$na izotopa sta n. pr. tulij 170
(84 keV, 129 dni) in cezij 137 (0,67 MeV, 33 let).

Radij, iridij 192 in kobalt 60 imajo ve¢ ¢ért. Absorpeijska krivulja je enaka
vsoti absorpcijskih krivulj za posamezno ¢érto. Absorpcijski koeficient je enak
w=—dlInI/dx. Kobalt 60 seva zarke gama =z energijama (,171 MeV in
1,331 MeV. Relativni jakosti obeh ¢rt sta v povpredju enaki. Tr je absorpcijski
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S1. 5. Spekter Zarkov gama iz iridija 192 Sl 6. Krivulje zaznavnosti napak v Ze-
lezu za uporabne izvore Zarkov gama

koeficient praktiéno konstanten. Radij ima 12 ért, iridij 192 pa 20 ért [4].
Energijo in relativno jakost posameznih ért za oba izvora kaZeta sliki 4 in 5.
Z izraC¢unanimi absorpcijskimi koeficienti dobimo krivulje zaznavnosti napak,
ki jih kaZe slika 6. Iz slike je razvidno, da je zaznavnost napak z iridijem 192
in cezijem 137 boljSa kot pa zaznavnost s kobaltom 60.

Rajko Korbar,
Iskra, Kranj
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DOMACE VESTI

XIII. PLENUM ZVEZE DRUSTEV MATEMATIKOV IN FIZIKOV
JUGOSLAVIJE

Dne 30. septembra 1959 je v Beogradu zasedal XIII. plenum Zveze. Na
dnevnem redu so bila obidajna poroéila o delu izvrinega odbora, komisij in
republidkih drustev, razpravljanje o tekmovanju ucencev, razpravljanje o
pismu Drustva NR Hrvatske glede kongresa; pretresala so se vpraSanja o pra-
vilih Zveze.

V referatu izvrinega odbora je bilo ugotovljeno, da se naSa republiska
drustva in Zveza iz leta v leto bolj kaZejo kot samostojni pobudniki delavnosti
na podrod&jih prosvete, Solstva in znanosti ter tako postajajo vedno bolj ko-
ristna za nago skupnost in nelodljiv del sploSnega mehanizma naSe socialisti¢ne
demokracije. Ta delavnost pa se ¢uti mnogo bolj v sredig¢ih nasih republik
kakor v notranjosti — na terenu nasih komun. — Zastopniki republiskih
drustev so imeli v pretekli poslovni dobi dva sestanka: v oktobru 1958 v Za-
grebu, ta je bil z referati in z razpravo o referatih posveden novim uénim
programom iz matematike in fizike v srednji Soli; v decembru istega leta
v Ljubljani so pa razpravljali o vprasanjih u¢nih nacrtov za matematiko in
fiziko na univerzah ter o izvajanju podiplomskega Studija. — Po sklepu
Zveznega sveta za znanost januarja 1959 predstavlja nao drzave v Med-
narodni uniji za matematiko in v Mednarodni uniji za fiziko nasa Zveza.
Glede na to sta bila ustanovljena v okviru Zveze Nacionalni komite za ma-
tematiko in Nacionalni komite za &isto in uporabno fiziko.

Komisija za organizacijo znanstvenega dela in zveze z inozemstvom se
je bavila z izdajanjem zbranih del pok. akademika M. Petroviéa. Clani komisije
so si razdelili njegova dela, da jih pripravijo za tisk. Sklenjeno je bilo, da bo
ta komisija priredila za ¢lane Zveze seminar o njegovih znanstvenih delih. —
Komisija se je tudi ukvarjala z organizacijo referatov za II1. kongres.  Razen
nekaterih nagih &anov je povabila tudi nekaj inozemskih znanstvenikov sve-
tovnega slovesa, da bodo referirali iz sodobnih raziskovalnih podrod¢ij matema-
ti¢ne analize, geometrije, matematiéne fizike in kvantne mehanike.

Nastavi matematike i fizike, zveznemu d&asopisu, namenjenemu ucite-
ljem na srednjih Solah, ni uspelo resiti nekatera osnovna vpraSanja, kakor
redno izhajanje ter raziritev kroga sodelavcev in naro¢nikov. Ceprav je éa-
sopis pomemben v zvezi z nalogami, kako uveljaviti $olsko reformo, je pomo¢,
ki jo dasopisu nudijo republiska drustva, premajhna. — Kakor na prej$njih
plenumih, tako je bilo tudi na tem z zadovoljstvom ugotovljeno, da Mate-
matidko-fizicki list opravlja koristno delo med ulenci in uditelji ter da redno
izhaja. Ima 14 801 naro¢nika, od teh jih je iz naSe republike 843. .

Uéenci osnovnih in srednjih %ol v vseh republikah tekmujejo v znanju
matematike in fizike, zlasti nara3éa njihovo Stevilo v prosvetnih sredis¢ih. Ta
delavnost nasih drustev spada med najkoristnejse. V. NR Srbiji n. pr. je iz
matematike na prvi stopnji tekmovalo 2000 ucencev iz 68 gimnazij, na tretji
stopnji oziroma na finalnem tekmovanju pa je bilo 109 ucencev iz 44 gimnazij;
pri tem delu je sodelovalo najmanj 150 uditeljev matematike. V beograjskem
okraju so organizirali tudi tekmovanje v dveh stopnjah za udence 8.razreda
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osnovnih Sol. Na prvi stopnji je tekmowvalo 600 udencev iz 57 $ol, na drugi,
finalni stopnji pa preko 100 uéencev. Zanimivo je, da so rezultati tekmovanj
vzbudili nepri¢akovano zanimanje tudi pri star§ih dijakov-tekmovalcev. V Ma-~
kedoniji so izvedli tekmovanje uencev iz fizike; udenci so dobili numeri¢ne
in eksperimentalne naloge. Dani so Ze vsi pogoji, da se v tekodem Zolskem letu
organizira zvezno tekmovanje iz matematike. Pred tem tekmovanjem pa mo-
rajo biti republiSka tekmovanja, ki naj izberejo najbolje dijake. Izbrana je
bila posebna komisija, ki mora izdelati predlog, kako organizirati tekmovanje
ucencev iz vse Jugoslavije. — V razgovoru je bilo ugotovljeno, da n. pr. poljska
drzava Ze celo vrsto let daje velika sredstva za taka tekmovanja, da se tam
nekateri uditelji ukvarjajo samo s to delavnostjo in da so bili na takih tekmo-
vanjih odkriti talenti, ki so danes med matematiki sploino znani.

V aprilu 1959 je izvrsni odbor predlagal republitkim drustvom, da naj se
IT1. kongres matematikov in fizikov Jugoslavije preloZi na jesen 1960, ker so
druzbene organizacije prijavile za leto 1959 Ze preko petdeset kongresov in
je bilo zato treba pretehtati preloZitev. Na ta predlog je poslalo v pismu
izvr$nemu odboru svoje pripombe samo Drustvo NR Hrvatske. Le-to zavrada
zgornji sklep in predlaga drugaden znalaj kongresa. V razgovoru, ki ga je
vodil in v katerem je posredovalno vplival predsednik naSega drustva
dr. A.Vadnal, je bilo ugotovljeno in sklenjeno: 1. izvr$ni odbor je moral
iz upravi¢enih razlogov predlagati odloZitev kongresa za leto dni; 2. kongres
bo septembra 1960 v Beogradu; 3. znafaj in vsebina kongresa bosta taka,
kakor je bilo sklenjeno na plenumu v Pristini; 4. izprememba znadaja in
vsebine prihodnjih kongresov je v tesni zvezi z ustreznimi izpremembami
pravil Zveze.

Prebran je bil predlog za izpremembo pravil Zveze, o katerem se je Ze
razpravljalo na plenumih v Sarajevu in Ljubljani. Po razgovoru je bila pred-
lagana izprememba sprejeta. Nato je bilo Se sklenjeno: 1. v najkrajiem &asu
naj vsa druStva pripravijo svoje morebitne predloge za spremembo pravil ter
jih dostavijo Zvezi in drugim drustvom; 2. izvrini odbor naj po dobljenih pred-
logih izdela kon¢no redakcijo, ki bo predloZena plenumu oziroma kongresu.

_Po porotilih in razgovorih o njih so bili sprejeti $e naslednji sklepi:
V Zagrebu bo v kratkem sestanek komisije za pouk matematike in fizike
v srednjih Solah. Na njem bo treba pretresati in izdelati skupen naért o dolgo-
rotnem strokovnem izpopolnjevanju uéditeljev — morda o tecajih iz opisne
geometrije, iz geometrije, iz tehni¢ne vzgoje, iz risanja itd. Tam bo treba
reSiti tudi ostala vpraSanja pri realizaciji reforme osnovne in srednje Sole.
V zvezi s poslednjim vpralanjem morajo nasa drustva ge naprej sistemati¢no
sodelovati z republiskimi Zavodi za proudevanje Zolstva. — V Beogradu bo
sestanek komisije za organizacijo znanstvenega dela. Razpravljal bo o nalogah,
‘kako organizirati znanstveno delo po republikah, o sodelovanju z republi§kimi
sveti za znanost in o organizaciji mednarodnih simpozijev za ustrezna podrodja
matematike in fizike. — Nacionalna komiteja za matematiko in fizikc naj se
takoj konstituirata in izdelata statut in nadért dela, — Izvrsni odbor naj prosi
Zvezni svet za znanost, da naSa Zveza predstavlja drZavo tudi na podrodju
‘astronomije. Ta pa mora takoj nato formirati e Nacionalni komite za astro-
momijo;, — Zveza naj takoj prid¢ne sodelovati pri pripravah za proslavo
250-letnice rojstva R. BoSkovica, ki bo 1961. leta. — Plenum je odobril poroéilo
blagajnika in predlog proraduna Zveze za 1960. leto.
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Postala je e tradicija, da je po vsakem plenumu Zveze organizirano
strokovno pedagoiko posvetovanje. Letos je tako posvetovanje organiziralo
Drustvo NR Srbije. Na njem so razpravljali o razli¢nih podro¢jih matematike

in vzporedne fizike. To je bilo v dneh 1., 2. in 3. oktobra. . .
JoZe Povsic

OBCNI ZBOR DRUSTVA MATEMATIKOV IN FIZIKOV LRS

94. oktobra 1959 je bil v Ljubljani redni obéni zbor Drustva matematikov
in fizikov LRS. Upravni odbor je dal obracun o delu v pretekli poslovni dobi.
Iz porcéil predsednika dr. A. Vadnala in vodij posameznih sekcij je bilo raz-
vidno, da je odbor uspe$no opravil delo, ki je zahtevalo zelo veliko prizadevnost
in vztrajnost.nekaterih odbornikov.

Drustvo $teje 388 &lanov. V minuli poslovni dobi je bilo v rednih stikih
z ostalimi republiskimi dru$tvi in z Zvezo drustev matematikov in fizikov
FLRJ v Beogradu. Delo drustva je bilo organizirano po sekcijah.

Zelo uspesno je delovala sekcija za popularizacijo matematike in fizike
ped vodstvom prof. Ursica. Za ljubljanske srednjeSolce je organizirala krozke
iz matematike in fizike. Dijaki so se jih udelezevali v velikem $tevilu in z za-
nimanjem. 5. aprila 1959 je uvedla v Ljubljani tekmovanje dijakov vseh gim-
nazij in strokovnih 3ol v Sloveniji. Drudtvo je nagradilo najboljSe tekmowalce.

Najvetji uspeh v pretekli poslovni dobi je jzdajanje knjiZnice Sigma,
ki bo skrbela za Sirjenje matemati¢ne in fizikalne izobrazbe. Drustvo, ki bo
skrbelo za izbiro in strokovno kvaliteto izdaj, je sklenilo dogovor z Mladinsko
zalozbo, ki je prevzela vse zaloZniSke posle. Do obénega zbora je iz8la prva knji-
- %ica te zbirke, in sicer delo dr.I. Vidava: ReSeni in nereSeni problemi matema-
tike. V tisku sta $e dve knjiZici.

Lepe uspehe je dosegla sekcija za dvig pouka in predavanja pod vodstvom
prof. SusterSi¢a. Poleg rednih mesedénih sestankov s predavanji je ob koncu
Solskega leta organizirala ekskurzijo na Stajersko in v Pomurje z ogledom
tovarne glinice in aluminija v Kidri¢evem in naftnih polj v Lendavi.

Sekcija za tisk je izdajala Obzornik za matematiko in fiziko. Uredniki
zelijo veé prispevkov in toplo vabijo ¢lane k sodelovanju.

Mariborska podruZnica je pod vodstvom F. Bezjaka prirejala predavanja
iz raznih podrodij matematike, fizike in iz metodike matematike. V marcu je
orgnizirala tekmovanje srednjeSolcev v Mariboru, Ptuju in Ravnah. Najboljsi
so se aprila udelezili tekmovanja v Ljubljani.

Delovanje druétva ne bi bilo uspe$no, ako ne bi bilo izdatne materialne
in moralne pomo¢i nasih prosvetnih oblasti. Za to veliko razumevanje in pomo¢
je obéni zbor izrekel posebno zahvalo zlasti republidkemu in okrajnemu svetu
za Solstvo.

Drustvo je v pretekli poslovni dobi posvetilo ve¢ pozornosti problemom
s podro&ja matematike kot fizike. Zato naj bi se v delo drustva vkljudili tudi
tisti fiziki, ki se ne ukvarjajo s pedagoskim delom.

V novi upravni odbor so bili izvoljeni: dr. A. Vadnal, predsednik, J. Povsi¢,
podpredsednik, M. Svikarsi¢, tajnik, J. Vrtaénik, namestnik, F. Plevnik, bla-
gajnik, kot odborniki pa: F. Ahlin, dr. F. Dominko, dr. I. Kuséer, F. Kvaternik,
7. Knap, N. Prijatelj, V. Rupnik, F, Sustersi¢, S. Ursi¢, dr. V. Vidav.

V nadzorni odbor so bili izvoljeni: F. Cemazar, M. Potisek, O. Sajovic.
v dastno razsodiide pa: I. Molinaro, dr. A. Peterlin, dr. A. Vakselj.

M. Svikarsié
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BESEDA O DELU AKTIVA MATEMATIKOV IN FIZIKQOV
OLO LJUBLJANA ZA SOLSKO LETO 1958/9

Namen strokovnih aktivov, ki so po vojni zaZiveli po vseh nasih veéjih
kulturnih sredis¢ih, je paé ta, da se po vseh Solah &m bolj dvigne raven pouka
matematike in fizike ne le v strokovnem, temveé tudi v metodi¢hem in di-
daktitnem oziru. Strokovni aktivi naj bi poglobili, poenotili in vskladili naSe
ucno in vzgojno delo ter nas hkrati zdruZili v neprisiljeno tovarisko skupnost.
Skoda le, da $e do danes — po ved kot désetletnem uspesnem delu —-- strokovni
aktivi niso mogli zajeti vseh naSih tovariSev! Delo v strokovnem aktivu bi
moralo biti nasa skupna potreba in osebna dolZznost. Kdor Ze ne more aktivno
sodelovati, naj bi vsaj redno prihajal na mese¢ne sestanke, dobrohotno sve-
toval in stvarno kritiziral. Ni namreé¢ lahko kroziti program sestankov za to

Skupina izletnikov ob vrtini pri Lendavi

veliko in heterogeno skupnost, ki zdruZuje skoraj 200 uditeljev matematike in
fizike od osemletke do univerze. Od tod na videz upravi¢ene pripombe, ¢e$
da je bilo predavanje previsoko in pretezko; pa spet, da je bila tema pre-
enostavna in Ze obdelana. Nasprotno pa tisti tovarisi, ki redno prihajajo na
mesecna predavanja, radi priznavajo, da vedno nekaj pridobe, hkrati pa s svo-
jifm zanimanjem in udele’bo dajejo priznanje in pobudo vsem onim, ki
navzlic veliki zaposlenosti $e najdejo ¢asa za aktivno in nesebi¢no pomoéd
skupnosti. Razveseljivo je dejstvo, da na strokovne sestanke v vedno vedjem
Stevilu prihajajo na$i tovarisi s podezelja, ¢etudi morda z velikimi gmotnimi,
c¢asovnimi in fiziénimi Zrtvami.

Tudi letos je bila udeleZba na mese¢nih sestankih zadovoljiva. Povpredéno
je znaSala 35, najve¢ pa 72. In vendar se upravideno vpraSujemo, ali ne bi
mogla biti Se znatno ve&ja, ¢e... Najbolj privlatna so predavanja iz fizike,
¢e so podprta z lepimi eksperimenti.

Na prvem sestanku 19. oktobra 1958 je Francé Suster$i¢ govoril o pro-
gramu reformirane osnovne $ole in gimnazije, Stanko Ur3i¢ pa o matematiénih
in fizikalnih kroZzkih. Na drugem sestanku 26. novembra 1958 je Francé Ahlin
prozil metodi¢ne in didaktiéne pomisleke pri pouku mehanike na niZji stopnji.
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Ing. Janko Bleiweis je 17. decembra 1958 na Vodogradbenem institutu obrav-
naval prelive v hidravliki. Dr.Ivan Vidav in dr.Ivan KuScer sta 9. januarja
1959 nadela temo: Med gimnazijo in univerzo. Dr.Francé Krizani¢ je 12. fe-
bruarja 1959 razlagal elektronske racunske stroje in njihovo funkcijo. Mirko
Adlesi¢ je 18. marca 1959 vodil Stevilne posluSalce po svetu barv. Silvo Bre-
skvar je 23. aprila 1959 predaval o galaksijah. Konéno je 9. maja 1959
ing. M. Ocepek mojstrsko obdelal problem nafte v FLRJ in s tem hvaleZzne
poslugalce lepo pripravil na pou¢no ekskurzijo v Prekmurje, ki je potekla
pribliZzno takole:

V zgodnjem sobotnem jutru sta dva velika avtobusa potegnila malo
o¥krbljeno hekatombo Pitagorovih naslednikov izpred ljubljanskega kolodvora
v megleno sivino. Okretni gosenici sta hitro poZirali kilometre, skremZeno
jutro pa se je zrcalilo tudi na obrazih iz vsega okraja mobiliziranih izletnikov.

f

Skupina izletnikov pred odhodom iz Slatine Radenci

Sele, ko se je tam nekje pri Kamniku (gostoljubne in slavne Trojane smo zal
morali obiti v velikem loku) prismejalo sonce, so se zvedrila tudi nasa lica.
Sunkovita voznja po diviem cestnem reliefu skozi Tuhinjsko dolino je sprozila
prenekatero $alo in vzbujala dober tek. Pri Lodici smo se lodili od te zanikrne
ceste drugega reda in motorji nasih udobnih vozil so veselo zabrneli po
asfaltu. V zaletu smo preckali Celje, mesto belo in veselo, ter sre¢no prispeli
v Kidri¢evo. V Hajdini smo si utirali pot skozi visoko rosno travo do prvega
mitreja. Kar sme$no je bilo, da kakih deset fizikov ni znalo odpreti nezakle-
njenih vrat drugega mitreja, kakor da bi bila na voljo res samo »Deo soli
invicto Mithrae«, Dveurni postanek v Ptuju so mnogi izkoristili za obisk pre-
krasnega muzeja, drugi so pretezali od dolge voZnje premrle ude ob obali
mogotne Drave, tretji pa so s teko¢ino merili volumen steklenih prisekanih
stozcev. Ko smo po polurni zamudi le ugotovili, da so se tudi vse naSe tovari-
$ice Ze vrnile, smo spet pognali proti OrmoZu in Cakoveu ter se ustavili pri
belih rudarjih v Lendavi. Tisti, ki Ze iz navade niso prisli poslusat predavanje
inZenirja Ocepka, so z vidnim zanimanjem napenjali uSesa in od¢i, mi drugi
smo pa vse to teoreti¢no Ze — obvladali. Nas ekspedicijski fotograf Albin je
pridno streljal na vse koli¢kaj -vabljive cilje in s tem vznemirjal nekatere to-
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variSice, da so si nehote morale venomer popravljati frizuro in pozo. Sonce
se je Ze nagibalo, ko smo pridrdrali v Mursko Soboto. Na$i dobri tovari§i iz
prekmurske metropole so Ze pustili vse nade na na$ prihod in nam zatc tem
bolj prisréno stisnili roko, ko smo vendarle prisli. Cesta do Slatine Radencev
je Se prekosila ono iz Tuhinjske doline, prereSetala nam vse ude in povzroéila,
da je veferja teknila tudi izbirénim in da so mnogi baje to no& prespali
v tridetrtinskem taktu. V prekrasnem mnedeljskem jutru smo se spoditi in
okreplani spustili po valoviti, prelepi Stajerski deZeli mimo Ptujske gore in
Rogaske Slatine v Podplat, kjer so nas ¢akali novi napori: odli¢no kosilo in
pohod v vinske gorice. V naskoku smo zavzeli veliko zidanico tamognje Vi-
narske zadruge in dostojno proslavili to zmago. Pa da ne bi kdo kaj napaénega
mislil! Vse je bilo prav, lepo in veselo — tako, da je celo resni in skrbni
komandant drugega avtobusa, tovari§ Stane morda desetkrat zapored intoniral
isto, zares ganljivo narodno pesem. Menda ni ved treba poudariti, da smo
v visokem razpoloZenju zbrali raztresene ude in da smo to¢no po nadértu pri-
stali v zaspani Ljubljani.
Francé Sustersié

DELO MLADIH MATEMATIKOV

SrednjeSolski krozki iz matematike, ki jih Ze tretje leto prireja Drustvo
matematikov in fizikov LRS, so tudi v letosnjem $olskem letu privabili mlade
ljubitelje te eksaktne znanosti. Predavali so: Zvonimir Bohte — Priblizno do-
lo¢anje korenov enacb; Anton Suhadolc — Radunanje plo§éin, Stanko Ur$i¢ —
Stevilski sistemi; Jamnik — Kombinatorika in verjetnostni racéun; dr. Ivan
Vidav — Neevklidska geometrija; Francé Ahlin — Poliedri; Milan Ziegler
— Enacbe 3. in 4. stopnje. Vsako predavanje je bila zakljudena celota,
po predavanju pa so s primernimi vajami aplicirali pridobljeno znanje. Ude-
leZba na predavanjih je bila povpre¢no 50 dijakov tedensko. Med temi je veliko
takih, ki so vsa tri leta pridno sodelovali v nasih krozkih in pri tekmovanju.
Po treh letih uspesnega dela z na$imi srednjesolci moremo ugotoviti, da so
bili krozki potrebni in koristni, saj so mnogi vzljubili matematiko in jo bodo
tudi v bodofe gojili. Lahko refemo, da smo pomagali pri prehodu iz srednje
Sole na univerzo marsikateremu dijaku, ki sedaj na univerzi nadaljuje delo, ki
ga je Ze v srednji Soli vzljubil, .

Razveseljivo je tudi, da je podruZnica nasega drustva v Kranju z uspe-
hom zadela tako delo. Tudi tu so srednjeSolci poslusali ista predavanja
kot v Ljubljani. Pri teh so sodelovali profesorji iz Kranja in nekateri iz
Ljubljane. Izkazalo se je, da je tudi v Kranju nekaj ljubiteljev matematike
med mladino, kar je potrdilo Ze lansko republigko tekmovanje v Ljubljani,
kjer so se srednjeSolci iz Kranja zelo dobro odrezali.

Na plenumu Zveze drustev matematikov in fizikov Jugoslavije, ki je
bil 30. septembra-1959 v Beogradu, je bila izbrana komisija, ki.naj bi proudila
smotre tekmovanja najbolj§ih matematikov srednjedolecev v zveznem merilu.
Komisija je sklenila, naj se do meseca marca izvriijo tekmovanja po posa-
meznih republikah. V drugi polovici aprila 1960. leta pa naj bi bilo zvezno
tekmovanje, v katerem naj bi sodelovalo 25 dijakov iz tretjega razreda in 25
iz é&etrtega razreda gimnazij ali strokovnih %ol. Tisti, ki bodo pokazali naj-
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boljii uspeh v republiskem tekmovanju, se bodo udelezili konénega tekmovanja
v Beogradu, in sicer za vsak razred po 7 dijakov iz Srbije, 5 iz Hrvatske, 4 iz
Slovenije, 4 iz Bosne in Hercegovine, 3 iz Makedonije in 2 iz Crne gore.

Glede vsebine in karakterja tekmovalnih nalog je komisija sklenila, naj
bi bilo zastopano 50 %o takih nalog; ki jih obi¢ajno reSujejo v Soli, ostalih 50 °/o
pa takih, ki zahtevajo globlje razmisljanje.

Sklenjeno je bilo tudi, naj zveza drustev priporoca univerzam in vi§jim
$olam, da se vsakemu udeleZencu zveznega tekmovanja prizna sprejemni izpit
iz matematike za sprejem na univerzo ali vi$jo Solo.

Dobro bi bilo, da bi posamezne gimnazije in strokovne Sole do konca
februarja izbrale tiste dijake, ki bi sodelovali pri republiskem tekmovanju
v Ljubljani meseca marca 1960. V Ljubljani bi tekmovali po posameznih ‘raz-
redih, snov bo pa zajeta iz u¢nega naclrta za gimnazije, vkljuéno snov prvega
cemestra letosnjega leta. Izvzeta bi bila opisna geometrija.

Stanko Ursié

TECAJ ZA MATEMATIKO IN FIZIKO V NOVEM MESTU

Tajnidtvo za $olstvo, kulturo in prosveto pri OLO Novo mesto je v avgli-
stu 1959 organiziralo &tiridnevni tecaj za uditelje matematike in fizike na
osemletkah. Program je pripravil matemati¢ni aktiv v Novem mestu. Anketa,
izvedena na koncu tecaja, je po‘kazala, da je bil program dobro izbran in tudi
izpeljan. Teme so bile naslednje: 1. Terenska merjenja (Tone Trdan), 2. Fi-
nanéna matematika (ing. Karel Marn), 3. Nekatera metodi¢na vprasanja (Tone
Trdan), 4. Ponazorila pri pouku matematike, zlasti o flanelografu (insp. JoZe
Zabkar), 5. Fizika in biologija (Viktor Fabian), 6. Preprosta oprema zbirke za
optiko (Dusan Modic), 7. Osnovna udila za pouk elektrike (DuSan Modic).
Zadnji dve predavanji so spremljale vaje za udeleZence. Razen tega so udele-
Zenci obiskali tovarno zdravil v Novem mestu.

Telaja se je udelezilo 19 uditeljev. :
Du$an Modic

SOLA

O PROGRAMIH MATEMATICNO FIZIKALNE SKUPINE
NA VISJI PEDAGOSKI SOLI

Kakor je znano, je glavni namen Visje pedagoske Sole ta, da vzgaja ucno
osebje za visje razrede osemletk in za sploSne predmete na tehni8kih Solah
nizje stopnje. Njen defektoloski odsek pa pripravlja osebje za pouk na spe-
cialnih Solah. B

Zato so bili programi za one predmetne skupine, ki pripravljajo za pred-
metni pouk, torej tudi skupine za matematiko in fiziko sestavljeni tako, da
vsebujejo tisto snov, ki mora biti nujno strokovno ozadje oziroma obzorje
vsakega uditelja matematike in fizike na prej omenjenih $olah.
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Zaradi velje logi¢ne povezanosti matemati¢nega gradiva je bilo take
programe tezko narediti in so gotovo moZna e zbolj$anja. Jasno pa je seveda,
da mora biti matemati¢na izobrazba absolventa VPS $ir$a in globlja od
izobrazbe absolventa gimnazije, po drugi strani pa skromnej$a od absolventa
fakultete, Solanega za pouk matematike.

Visja pedagoska Sola je bila prvotno namenjena skoraj izkljuéno udite-
ljem iz prakse, ki so kazali veselje do strokovne izpopolnitve za pouk na
nekdanjih mesCanskih Solah oziroma kasneje na nizjih gimnazijah. Sedaj pa
sprejema absolvente vseh srednjih $ol, vendar absolvente strokovnih $ol le na
ustrezne skupine. Programi na matemati¢no-fizikalni skupini so bili sestavljeni
v smislu prvotnega nmamena Zole tako, da rafunajo z osnovnim znanjem, ka-
krino ima iz teh dveh predmetov absolvent uéiteljisca. '

Predmetnik vsake predmetne skupine, ki zajema po dva Solska uéna
predmeta, vsebuje strokovna in metodska predavanja za ta dva predmeta,
razen tega pa Se sploSna predavanja: pedagogiko, psihologijo, tuji jezik in
predvojasko vzgojo.

Strokovna pv»re‘davanja na skupini za matematiko in fiziko so naslednja:

L. semester: aritmetika in algebra (4 ure na teden), planimetrija (5 ur),
trigonometrija (3 ure), fizika (8 ur), fizikalni praktikum (3 ure); vsega torej
23 ur na teden.

II. semester: algebra (3 ure), infinitezimalni radun (4 ure), analiti¢na
geometrija v ravnini (3 ure), stereometrija (3 ure), fizika (8 ur), fizikalni prak-
tikum (3 ure); vsega 24 ur na teden. ,

III. semester: viSja algebra (3 ure), infinitezimalni ra¢un (3 ure), anali-
ti¢na geometrija v prostoru (3 ure), opisna geometrija (2 uri), fizika (8 ur),
fizikalni praktikum (2 uri), metodika matematike (2 uri), metodika fizike
(2 uri); vsega 25 ur.

IV. semester: infinitezimalni ra¢un (4 ure), opisna geometrija (2 uri),
fizika (8 ur), fizikalni praktikum (2 uri), metodika matematike (2 uri), me-
todika fizike (2 uri); vsega 20 ur.

Matemati¢ni predmeti prvega semestra v znatni meri zajemajc snov
gimnazije; v neki meri jo tudi dopolnjujejo, sistemizirajo in pojmovno po-
glabljajo. V drugem semestru sta Se taka predmeta analititna geometrija
v ravnini in stereometrija, medtem ko se obravnava v algebri in v infinitezimal-
nem racunu v precej$nji meri nova snov. V tretjem in ¢etrtem semestru je snov
vsa nova.

V aritmetiki se natan¢neje obravnavajo §tevila, raunske operacije z njimi
in deljivost, v algebri seZe program najviSe v obravnavi determinant, sistemov
linearnih enacb, enadb tretje in detrte stopnje, poglavia o polinomih, sime-
tricnih funkcij in enostavnih aproksimacijskih metod za dolo¢anje realnih
korenov enach.

V infinitezimalnem rac¢unu je precejSen poudarek na pojmu limite in na
lastnostih funkecij, obravnavata se odvod in integral ter njuna uporaba v geo-
metriji in fiziki. '

V planimetriji in stereometriji se bolj sistemati¢no in kritiéno obravnava
snov, ki je bila doslej v programih vi$je gimnazije.
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V trigonometriji se bolj kriti¢no obravnava snov, ki je tudi v programih
dosedanje vije gimnazije z dodatkom o ciklometriénih funkcijah in sferni
geometriji.

V analitiéni geometriji v ravnini gre program ez srednjc Solo le z vek-
torsko algebro in vektorskim obravnavanjem analiti¢ne geometrije ter z obrav-
navanjem splo$ne enacbe druge stopnje. Novi so elementi prostorske analiti¢ne
geometrije, kjer se poleg osnovnih pojmov obravnavajo ravnina, premica in tipi
ploskev druge stopnje. .

V fiziki je program nekaj §irsi, kot je program za gimnazijo, obravnavanje
v nekaj ve¢ji meri kvantitativno kot v gimnaziji in spremljano s fizikalnimi
prakti¢nimi vajami.

V celoti bi torej lahko rekli, da je popolnoma novega programa glede na
gimnazijo le kaka tretjina. Zahteva pa se povsod seveda aktivno znanje, saj
je to matematiéno oziroma fizikalno obzorje, ki ga naj dobi absolvent na Soli
in ki mu kasneje pomaga pri njegovem pouku.

Metodiki obeh predmetov pa direktno pripravljata Studente za njihovo
kasneje delo; poleg splodnih stvari se pri teh dveh predmetih pregleda snov,
ki jo bodo uéili, z metodi¢nega staliS¢a. V zvezi s tema predmetoma je tudi
primerno $tevilo hospitacij in dva nastopa, eden iz matematike, eden iz fizike,
ki ju mora vsak absolvent opraviti.

Iz vseh predavanj mora $tudent delati izpite oziroma kolokvije; kolokvije
iz predavanj predmeta, ki si ga je izbral za diplomski predmet, izpite iz pre-
davanj ostalega predmeta. Diplomski izpit je le iz diplomskega predmeta.

Skupina dela v tezkih razmerah posebno pri fiziki, saj nima niti lastnih
prostorov in je brez pomoZnega osebja.

Po izkugnjah, ki jih ima Sola s Studenti, bodisi da pridejo z uditeljisca,
bodisi z gimnazije ali s strokovnih $ol, predstavlja omenjena snov dovolj
veliko nalogo skoraj za vse $tudente. Precej je celo takih, ki jo obvladajo bolj
te¥ko oziroma v nekaj daljem &asu, kot traja Studij. Morda preseneca, da je
med temi precej absolventov gimnazij. K temu je treba pripomniti, da pri-
vabljata tehnika in prirodoslovje absolvente gimnazij z vecjimi ambicijami in
sposobnostmi mnogo bolj kot pa VPS, od koder so perspektive zelo ozke. Tako
pridejo seveda na VPS vobée le povprecni ali celo podpovpreéni absolventi
gimnazij. Za $tipendiste, ki so v vedini, pa je treba pripomniti, da so veckrat
brez primernega posluha za matematiko in fiziko; lotijo se tega §tudija, ker
nimajo pravih predstav o njem, $tipendijo pa dobijo zaradi velikih potreb
lahko le za ta $tudij. )

Ker so potrebe po tovrstnem kadru Se vedno zelo velike, se pojavljajo

~zunaj Sole zaradi zmotnega mnenja, da je glavna ovira za zadosten dotok kadra
pretezak $tudij, tendence po krlenju strokovnega programa. Smatram, da bi
vsaKo znatnej$e skréenje predmetnikov in programov v Zivo prizadelo ze .itak
minimalno strokovno izobrazbo absolventov VPS in tako povzroéilo neposredno
tkodo pri pouku matematike in fizike na osemletkah. Znano je namre¢, da
uditelji brez zadostne strokovne izobrazbe ne morejo razviti svojih uéencev
tako, da bi jih napravili sposobne za nadaljevanje $tudija na srednjih Solah.

Pravilna pot do zadostnega dotoka kadra za pouk matematike in fizike je

zbolj$anje pogojev za delo na VPS ter stimulacija in primerna izbira Studentov.

Francé Ahlin
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HITROST ZVOKA PRI IZTEPANJU (PRAKTICNA VAJA ZA OSEMLETKO)

Ce karkoli iztepa$ v primerni razdalji d (ugodno kakih 35 m) od vertikalne
stene, razlo¢no slisi§ odmeve udarcev. Izberi si tak ritem udarjanja, da bog
odmeve slifal ravno v sredah med po dvema zaporednima udarcema, torej tako,
da si bodo udarci z odmevi vred sledili v enakih presledkih. To lahko dokaj
natanéno doseZe§, ¢e ima§ zadovoljivo razvit smisel za ritem. Dobro bi to na-
pravil muzik in morda ni¢ slabfe tudi mlati¢. Saj konéno to ni nié drugega kot
mlatenje dveh mlatidev, pri ¢emer je eden izmed njiju paé¢ odmev. V éasu od
zaznave udarca in njegovega odmeva preleti zvok razdaljo do stene in nazaj
(2d), v ¢asu od udarca do naslednjega bi pa to storil dvakrat, torej preletel
razdaljo 4d. Ta zadnji ¢as pa prav lahko dolods. Z uro, ki ima sekundni _
kazalec, ugotovi§ s Stetjem Stevilo p presledkov med po dvema zaporednima
udarcema recimo v 100 sekundah. Potem je en tak presledek 100/p sekund in
hitrost zvoka 4 d: (100/p) ali 4 dp/100 m/s. Prakti¢ni rezultati so seveda odvisni
od razvitosti smisla za ritem, vobée pa so prav zadovoljivi. Morda se bo kdo od
ucencev celo spomnil, da mora3 razdaljo 2d zmanjsati za razdaljo od mesta
udarjanja do udes in ti s tem napravil veselje.

Metoda spominja na Fizeaujev na¢in doloditve svetlobne hitrosti, na do-
lo¢anje razdalj z radarjem ali globin z zvokom oziroma ultrazvokom.

France Ahlin

NOVE KNIJIGE

Z. Mamuzié: Kombinatorika. Matematicka biblioteka 6. Beograd 1957.
Strani 122.

Matematicka biblioteka je zbirka, ki jo izdaja matemati¢na katedra elek-
trotehniéne fakultete v Beogradu. O namenu te zbirke in o prvih §tirih knjigah
glej Obzornik VI, str. 141. Tu je zdaj nadaljnjih pet zvezkov te zbirke,

Elementi kombinatorike se uporabljajo v raznih matemati¢nih disciplinah:
v verjetnostnem racunu, pri determinantah itd. Vendar obravnavamo tam kom-
binatoriko le mimogrede, kot pomo#no sredstvo. Avtor pa je to podrodéje ma-
tematike razlozil sistemati¢no, toda elementarno, tako da je knjiga dostopna
tudi dijakom visjih gimnazij. Njena vsebina je bogata: obgirno so obravnavane
permutacije, kombinacije in variacije. Vsebuje pa tudi osnovne pojme teorije
mnoZic: preslikavanja, relacije, funkcije itd. Kot zgledi za uporabo pa so razen
binomske formule $e definicija determinante in grupe. Tako se lahko zadetnik
seznani tudi s temi pojmi.

D. S. Mitrinovié: VaZnije nejednakosti. Matematidka biblioteka 7. Beograd
1958. Strani 64.

Ta zvezek je posvelen velikemu srbskemu matematiku M. Petroviéu.
O njegovem Zivljenju in delu govori avtor v uvodu. Neenacbe imajo pomembno
vlogo na raznih matemati¢nih podro&jih. Spomnimo se le najznamenitejsih:
geometrijska sredina pozitivnih $tevil je zmerom manjSa od aritmeti¢ne sre-
dine, Cauchyjeva neenac¢ba, Minkowskijeva neenadba (le-ta pove, da je v tri-
kotniku stranica manjSa od vsote drugih dveh stranic), Holderjeva neenadba,
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Hadamardova ocena determinante itd. Pricujoa knjizica govori o vseh teh
neenadbah in $e o mnogo drugih. Nekatere avtor dokazuje, druge le omenja v
konéni zbirki neenac¢b. Pri prebiranju te knjige pa se mi vsiljuje tole vpraSanje:
Delo je pisano elementarno, vendar so v njem obravnavana Ze precej specialna
podrod¢ja in take neenacbe, ki jih sicer redkokje sretamo v matematiki. Ali je
taka knjiga najprimernej$e berilo za srednjesolce? Podoben pomislek imam tudi
pri nekaterih drugih knjigah te zbirke.

D. Mihailovié: Elementi vektorske algebre i analiticke geometrije v pro-
storu. Matemati¢ka biblioteka 8. Beograd 1958. Strani 178.

Knjiga obravnava vektorsko algebro in njeno uporabo v analiti¢ni geome-
triji. Namenjena je predvsem Studentom tehnic¢nih fakultet (pa tudi $tudentom
naravoslovne fakultete), kjer se vektorska algebra predava v okviru predmeta
matematika I. Vsa teorija je v knjigi razloZena elementarno in lahko umljivo,
povsod je dosti zgledov in nalog. Glavna poglavja so: Elementi vektorske alge-
bre, elementi analititne geometrije (ravnina in premica Vv prostoru), ploskve
druge stopnje in rotacijske ploskve.

M. S. Popadié: Deljivost celih brojeva. Matematitka biblioteka 9. Beograd
1959. Strani 96.

Knjiga obravnava tisti del elementarne teorije &tevil, ki govori o deljivosti
celih &tevil. Kratka vsebina: uvod, osnovni pojmi, najveéja skupna mera in
najmanjsi skupni veckratnik, Diofantske enacbe, prastevila in lastnosti neka-
terih Stevilskoteoreti¢nih funkcij. Na koncu vsakega poglavja je dodana dokaj
obsezna zbirka nalog.

R. S. Mitrinovié: Male planete. Matematicka biblioteka 10. Beograd 1959.
Strani 44.

Namen tega dela je seznaniti bralca z izsledki pri raziskavanju malih
planetov. Prikazana je zgodovina teh planetov od njihovega odkritja do danes
in problematika, ki se nanje nanasa. Pri tem so upostevani doprinosi jugoslo-
vanskih znanstvenikov. KnjiZica govori o odkritju malih planetov, o njihovi
oddaljenosti od Sonca, o premeru, prostornini in masi, o Stevilu malih planetov,
njihovem izvoru, o planetih, ki so bili odkriti na astronomskem observatoriju

v Beogradu, o vlogi teh planetov pri interplanetarnih poletih itd.
Ivan Vidav

OBVESTILO

Kakor smo Ze porodali, je zalozba Mladinska knjiga v Ljubljani s sodelo-
vanjem Drustva matematikov in fizikov LR Slovenije pri¢ela izdajati matema-
titno knjizno zbirko SIGMA. Do zdaj so iz8le 3 knjige:

Ivan Vidav: ReSeni in nereSeni problemi matematike.
Alojzij Vadnal: Verjetnostni raéun.

Niko Prijatelj: Uvod v matemati¢no logiko.
Knjige, razen prve, ki je Ze razprodana, se dobijo v vseh knjigarnah.
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OPRAVICILO

Uredni$tvo Obzornika za mat. in fiziko prosi cenjene naroénike in bralce
lista, da oproste zamudi, ki je nastala v izhajanju Casopisa zaradi bolezni
tehni¢nega urednika. Upamo, da bo v hodode list spet lahko redno izhajal
4-krat letno.

U3BUHEHUE

Penaxius marematnuecko-gussueckoro KypHana «OG30DHHK» H3BUHACTCH Tepe)
MOANHCIMKAMH M YMTATENSIMH, YTO 3amO3Jan BBHINYCK XKYPHANA H3-33 GOJNE3HH TEXTEPCOo-
Hana. Haneemcs, uyto B 6yaymem skypHan OyneT BLIXOAHTH PeryispHo u 4 pasa B rop.

JUSTIFICATION

Owing to the illness of the technical editor the subscribers and readers
of the “Obzornik” are politely asked by the editors to apologize the delayed
issue of the newspaper. — We hope that in future the newspaper will be
able to issue in regular terms.

UREDNISTVO JE PREJELO V ZAMENO

Bulletin scientifique, Zagreb 1959, T.4, No.4, T. 5, No. 1.

Elektrotehniski vestnik, Ljubljana 1959, §t. 1—2, 3—4, 5—6, 7—8.

Farmacevtski vestnik, Ljubljana 1959, &t. 1—2, 3—6, 7—12.

Fotokemijska industrija, Zagreb 1959, s&t. 2, 3, 4.

Glasnik mat.-fiz. i astr., Zagreb 1959, T. 14, No. 1, 2, 3.

Gospodarski vestnik, Ljubljana 1959, §t. 43—101, 1960, st. 1—15,

Idrijski razgledi, Idrija 1959, &t. 2, 3, 4.

Matematic¢ko fizidki list, Zagreb 1959/60, st. 1, 2.

Philip’s Technische Rundschau, Eindhoven 1958/59, No. 9, 10, 11, 12 in 1959/60,
No. 1, 2, 3.

Physics Today, New York 1959, Vol. 3, 4, 5, 6.

Proteus, Ljubljana 1959/60, &t. 2, 3, 4—5.

Procedings of the mathematical and physical Society ob Egypt, Cairo 1958,
No. 22.

Publikacije elektrotehnitkog fakulteta, Beograd 1959, No. 23, 24, 23, 23, 27.

Publications mathématiques, Paris 1959, No. 2.

Sodobna pedagogika, Ljubljana, X., &t. 3—4, 5—6, 9—10.

Ukrajinskij matematiteskij Zurnal, Kijev 1959, T. XI,, No. 1, 3.

Uspehi matemati¢eskih nauk, Moskva 1959, T. XIV., Vyp. 2, 3, 4, 5, 6.

Varilna tehnika, Ljubljana 1959, VIIL, &t. 1, 2, 3, 4.

Vestnik Moskovskogo Universiteta, Moskva 1959, No. 1.

Zdravstveni vestnik, Ljubljana 1959, st. 4—5, 8—9, 10.

SPOROCILO UPRAVE

To stevilko »Obzornika« smo poslali vsem dosedanjim naroé¢nikom, ki niso
iista odpovedali. Vsem smo prilozili tudi poloZnico za plaéilo naroénine, isto¢asno
pa smo tistim, ki imajo dolg Se za prejsnje letnike, posebej poslali racun.
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7veza Drustev matematikov in fizikov FLRJ izdaja Casopis:

Nastava mvatematike i fizike

Naro¢nina je za ¢lane vseh republiskih drustev matematikov in fizikov
300 din, za ostale naro¢nike, $ole in biblioteke 400 din. Narotila in narocnino
poéiljajte na ziro-racun Nastave 101-701-5-1262 z oznako »za Nastavu«.

Drudtvo matematikov in fizikov NRS izdaja

Vesnik Drudtva matematiéara i fizicara NRS

Letno izide v dveh dvojnih §tevilkah, letna naroénina je 400 din. Naro¢nino
potiljajte na ¢ek. radun 101-707-3-119 Drudtvu matematitara i fizicara NRS pod
oznachbo »Za Vesnik«. Dopise pogiljajte na naslov drustva Beograd post. fah 791.

Druitvo matematikov in fizikov NRH izdaja za vso dr#avo

MATEMATICKO FIZICKI LIST

za utence srednjih %ol. Letnik ima 4 Stevilke, med pocitnicami ne izhaja.
Letna naro¢nina je 240 din, posamezna $tevilka 60 din.

Profesorji srednjih $ol, priporocajte list dijakom! Narotila in naro¢nino
pogiljajte na naslov:

Matematicko-fizi¢ki list, Zagreb, Ilica 16/111, p. p. 165 ali na ¢ekovni racun
§t. 400-73-5-1834.

Druitvo matematikov in fizikov LR Hrvatske izdaja Casopis

Glasnik
matematicko-fizicki i astronomski

Naro¢nina za leto 1958 znasa 480 din. Casopis narocite pri admi-
nistraciji Glasnika: Hrvatsko prirodoslovno drudtvo, Zagreb, Ilica
st. 16-III. Cekovni radun 400-73-3-1077 za Drustvo matematicara i
fizicara NRH.

Gbzornik za matematiko in fiziko izhaja vsak tretji mesec. Izdaja ga Drustvo
matematikov in fizikov LRS. Urejujejo ga: Robert Blinc, Peter Gosar, A. Kuhelj,
1. Kugéar, A. Moljk, N. Prijatelj, I. Vidav. Odgovorni in tehni¢éni urednik: F. Kvaternik.
Upravo vodi F. Kvaternik. — Tiska tiskarna CZP »Ljudska pravicax v Ljubljani. —
Naroénina je 250 din, za podjetja in ustanove, ki pla¢ajo po raéunu in za naroc¢nike,
ki placajo po ter‘ja(;cvi,%a 280 din. Posamezna Stevilka 100 din. Naro¢nino nakaZile na

600 —

e e aXiTiaddA i itk navadaita na naclaxre



