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i5s7-:c_OBIORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO %5

VERIGE IN PROCESI MARKOVA
RAJKO JAMNIK

Shema markovskih verig spada med novejSe probleme verjetnostnega ra-
¢una. Prve dosezke na tem podrodju je objavil leta 1907 ruski matematik
A. Markov in tako je dobil problem po njem tudi ime. C4d tedaj naprej so mar-
kovske verige predmet Zivahnega proucevanja. O tem pri¢a velika mnoZica
revialne in monografske literature, pri kateri imajo posebno velik delez
M. Fréchet, A. N. Kolmogorov, V. I. Romanovski in T. A. Sarymsakov. Tako je
nastala obseZna teorija, ki se 8e vedno razvija.

1. Markovske verige

Markovska veriga je neposredno posploSenje zaporedja neodvisnih po-
skusov. Pri le-tem gre za naslednji problem: Napravimo n poskusov! V vsakem
od njih lahko nastopi eden izmed dogodkov A4,, A,, ..., Ak, ki so edino moZni in
so si med seboj tuji. Verjetnost, da nastopi dogodek Aj, naj bo p; i = 1,2,..., k)!
Te verjetnosti so pri vseh poskusih enake in neodvisne od tega, kaksni dogodki
so nastopili pri Ze izvrSenih poskusih. Razen tega je p; + p, + ...+ px =1,
ker smo rekli, da so dogodki A4, 4,, ..., Ax edino moZni in si med seboj tuji.

Preprost primer za zaporedje neodvisnih poskusov je metanje kocke. Ce je
kocka homogena, je enako verjetno, da bomo vrgli bodisi eno piko bodisi katero
koli drugo Stevilo pik do Sest. Opraviti imamo torej s $estimi edino moZnimi in
med seboj tujimi dogodki. Verjetnost, da nastopi kateri koli izmed njih, je 1/6
v vsakem poskusu, ne glede na to, kaks$ni so bili izidi v Ze izvrSenih metih.
V tem je ravno ¢ar kockanja.

Pri markovski verigi pa je zadeva takale: Spet imamo opraviti z zapo-
redjem poskusov. V vsakem izmed njih lahko nastopi samo eden izmed moznih
in med seboj tujih dogodkov A,®, A,®), ..., Ax®), pri emer oznaduje $tevilo s
indeks poskusa. Verjetnost, da v poskusu z indeksom s -+ 1 nastopi dogodek
A+, pa je tu odvisna od tega, kak$en dogodek je nastopil v poskusu z in-
deksom s. Od izidov v poskusih z manj$§im indeksom verjetnost ni odvisna.
V seriji poskusov je tako vsak poskus odvisen le od neposredno pred njim
stojedega; povezanost je verizna, zato imenujemo tako zaporedje poskusov
markovska veriga, oziroma natanéneje: navadna markovska veriga.

Markovsko verigo lahko opredelimo $e na drug nacin. Dan naj bo fizikalni
sistem S, ki je lahko v enem izmed stanj A,, 4,,..., Ax! Prehod iz enega stanja
v drugo je moZen le v predpisanih trenutkih ¢,, t,, .. ., tn, ... Pri markovski verigi
je verjetnost, da bo sistem S v casu 7 (t; <<v<ts,1) v katerem koli izmed
stanj A; (i =1, 2,..., k), odvisna Ie od tega, v kakSnem stanju je sistem v dasu
t (Lt <t<<tg).

Oglejmo si tako verigo $e na primeru! Na premici naj se giblje delec pod
vplivom slu¢ajnih trkov, ki nastopijo v trenutkih t,,t,,t,, ... Delec je lahko
le v totkah s celoStevilskimi koordinatami a,a +1, a+2,...,a+k = b.

4 49



¢ totkah @ in b sta steni, ki delec odbijata. Ce delec ni ok steni, ga vsak trk
prestavi za enoto na desno z verjetnostjo p ali za enoto na levo z verjetnostjo
g = 1—p. Ce pa je delec ob steni, ga vsak trk prestavi za enoto v notranjost
prostora med stenama. ‘

Navedeni primer je zelo shemati¢en. Treba pa je pomisliti, da smo pri
sistemu S dovolili.le koné¢no $tevilo moznih stanj in prehode iz enega stanja
v drugo samo v diskretnih trenutkih. Oboje pa je za naravni pojav huda
omejitev.

Oglejmo si sedaj podrobneje spremembo sistema S, ¢e se ¢as spremeni od ¢
do 7, torej za en korak! Sistem lahko ostane v istem stanju ali pa preide v ka-
terega izmed ostalih. Za vsako izmed teh moznosti eksistira dolo€ena verjetnost.
Ker je bil v ¢asu t sistem lahko v vsakem izmed k moZnih stanj, nam vedenje
sistema v tem ¢asovnem razmaku doloda k2 Stevil P (4;/A;) = pij, kjer pomeni
pij verjetnost, da preide sistem S iz stanja A; v Casu t v stanje A; v Casu 7.
Ta &tevila imenujemo prehodne vefjgtnosti. Ocitno tvorijo te verjetnosti kva-

Pi1 Piy - -+ Pik
P21 Pz -+ P2k

Pr1 Pk2 ... Pxk

|
|
|

Imenujemo jo prehodna matrika ali zakon markovske verige.

Prehodna matrika markovske verige, ki smo jo.navedli za primer, je

0100...00
quO...OO‘
0g0p...00 |
LS =t w5 8 e ms
0000...0p
0000...10 |

Elementi prehodne matrike so verjetnosti. Zato je za vsak i in j

0 < py=1
Prehodna matrika spada torej med nenegativne matrike. Ker so dogodki A;
(i=1,2, ..., k) edino mozni in si med seboj tuji, je nadalje
k
2o =1;i=1,205K 1)

j=i
Vsota elementov v vsaki vrsti matrike je torej enaka 1.

Matrika P, karakterizira vedenje sistema S, ¢e gremo v markovski verigi
za en korak naprej. V splonem seveda ni vseeno, od katerega ¢lena verige ta
korak napravimo. Ker smo v drugi interpretaciji potek verige oznadcili s para-
metrom ¢, lahko tudi retemo, da je prehodna matrika v splosnem funkcija
¢asa t. Najbolj preproste in prouc¢evanju najbolj dostopne pa so take markovske
verige, pri katerih je prehodna matrika konstantna. Take verige imenujemo
homogene. V nadaljnjem bomo govorili le o homogenih verigah.
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Pri homogeni verigi smemo zahtevati, da nima prehodna matrika v no-
benem stolpcu samih nicel. To bi namreé¢ pomenilo, da je v sistemu S stanje,
v katerem more biti sistem edino na zadetku verige, pozneje pa sploh ne veé.
Tako stanje pa je za verigo povsem brez pomena in lahko vzamemo, da ga
v sistemu moznih stanj ni.

Doslej smo govorili le o prehodnih verjetnostih za primer, da gremo v ve-
rigi za en korak naprej. Pri homogenih verigah pa lahko dolo¢imo tudi verjet-
nosti, da preide sistem iz danega stanja po n korakih v kako drugo stanje.
Verjetnost, da preide sistem S iz stanja A; v poskusu z indeksom s v stanje A;
v poskusu z indeksom s + n, bomo oznadili z znakom Pj; (n).

Da dolo¢imo te verjetnosti, si oglejmo kakSen poskus z indeksom
s +m (m <<n)! V tem poskusu nastopi eden izmed dogodkov 4; (r =1, 2, ..., k).
Verjetnost prehoda iz stanja A; v poskusu s v stanje A; v poskusu s+ m je
v nasih oznakah enaka Pj; (m); verjetnost, da preide sistem iz tega stanja v sta-
nje Aj v poskusu s + n, pa je Prj (n — m). Torej je Pi; (m) Pj: (n — m) verjetnost,
da preide sistem S iz stanja A; najprej v stanje A: in od tod v A;. Ker more
priti S iz stanja A; v stanje A; preko katerega koli stanja A;, imamo koné¢no

k
Pj; (n) = leir (m) Pyj (n—m) (2)

r=

Verjetnosti Pj; (n) spet tvorijo kvadratno matriko, in sicer prehodno ma-
triko ¢ez n korakov

| Py (n) P12(n)-~A-P1k(n)

P, (n) P,, (). .. Py (n)
Pos | Pymy|= | o mteeetEdR

‘ Pir1 (n) P (n) ... Pxk (n)

V formuli (2) imamo na desni strani produkt i-te vrstice matrike Py, z j-tim
stolpcem matrike P,—n. Tako je torej

Py, = Pn-Pp n

Ce je n = 2, ima ta relacija obliko P, = P,.P, = P2, prin = 3 je P, = P23 in pri
poljubnem n
P,=pPpn

Po tej formuli je mogofe matriko P, direktno izratunati. Kot vidimo, je ta
matrika odvisna le od zakona markovske verige P, in od tega, za koliko ko-
rakov gremo v verigi naprej. Popolnoma vseeno pa je, od katerega poskusa
gremo za n korakov naprej in v kaksnih stanjih je sistem S v vmesnih poskusih.
Druga zanimiva ugotovitev pri homogenih verigah pa je naslednja:
Sistem S bodi tak, da je kaka prehodna matrika P, pozitivna, to se pravi, da so
vsi njeni elementi veéji od ni¢. Tedaj se da dokazati, da najveéja izmed ver-
jetnosti Pj; (n) z rasto¢im n ne narasc¢a, najmanj$a pa ne pada. Opraviti imamo
torej z dvema monotonima zaporedjema, ki sta obe omejeni; zato eksistirata

limmaxPi;(n) =pj; l<i<k n—> o

limminPij(n)=5j; l<i<k, n—->
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Razen tega je mogole ugotoviti, da gre z rastotim n tudi maksimum razlike
Pi; (n) —Py; (n) (3,1 =1, 2,...,k) proti ni¢. Zato je

Pi = pj = pj
Tako torej eksistirajo taka $tevila p; (j = 1, 2,..., k), da je neodvisno od indeksa i
pj=lmP;(n) n —> o«

Stevila p; imenujemo limitne prehodne verjetnosti, zakon markovske verige,
pri kateri limitne verjetnosti eksistirajo, pa regularen.

Pri verigah z regularnim zakonom je torej vedenje sistema S v dovolj
poznem trenutku skoraj neodvisno od njegovega stanja v zaletnem trenutku
in je skoraj enako vedenju sistema z neodvisnimi stanji A; z ustreznimi
verjetnostmi p;.

Za primer si oglejmo prehodno matriko

0 12 172
P, = 2 0 1/2
12 12 0

Ta matrika $e ni pozitivna, paé¢ pa je tak njen kvadrat

1/2 1/4 1/4
P, = 1/4 1/4
1/4 1/4 2 |

Matrika je torej regularna, limitne prehodne verjetnosti eksistirajo, tako da je
D, = P, = Py =1/3.

Nadaljnje lastnosti homogenih markovskih verig in njihova klasifikacija
so odvisne od strukture sistema S, oziroma od oblike prehodne matrike. Ker pa
je oblika le-te odvisna od lastnosti sistema S, je dovolj, ¢e si ogledamo le sistem.

Naj bo v sistemu S kako tako stanje Aj, da je mogoce najti v sistemu
stanje A; in tako naravno Stevilo k, da je Pjj (k) >0, toda Pj; (m) = 0 za vsako
naravno S$tevilo m! Z drugimi besedami, stanje A;i je tako, da more sistem
po kondéno mnogo korakih preiti v neko stanje, iz katerega se ne more veé
vrniti v stanje 4;. Od tu dalje se vede sistem S, kot da v njem stanja A4; sploh ni.
Zato bomo imenovali taka stanja, kot je Ai, nebistvena, vsa ostala stanja pa
bistvena.

Ce sta stanji A4; in A; bistveni in eksistira tak k, da je Pj (k) >0, mora
eksistirati tudi tak m, da je Pji(m)>0. V tem primeru je mogoé¢ prehod iz
enega bistvenega stanja v drugo in nazaj. Taki stanji imenujemo zato med seboj
povezani. Povezanost je o¢itno tranzitivna: e je mogode preiti iz stanja Aj
v stanje A;j in obratno, iz stanja A; v Ax in obratno, je mogo¢ tudi prehod
iz A; v Ax in obratno.

Na ta nadin razpadejo vsa bistvena stanja sistema S na razrede
B, B,..., Bk 3)

tako, da so stanja istega razreda povezana med seboj, stanja razli¢nih razredov
pa ne. Pri kon¢énem sistemu S je seveda §tevilo razredov konéno.
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Razredi (3) v sploSnem Se ne obsegajo vseh stanj sistema S, saj so v njem
lahko tudi nebistvena stanja. Ce ta eksistirajo, jih je tudi mogode razstaviti
v razrede

Biyti1, Bxt2, ..., Bxym 4)

Sistem iz razredov Biiuw(h =1,2,...,m) ne more preiti v nobenega izmed
razredov Bxy4, Bk ypts -« Bkym, pa¢ pa lahko ostane v istem razredu ali
papreide bodisi v kak razred Byii(i=1,2,...,h—1) bodisi v katerega izmed
razredov (3). Ce je sistem enkrat v katerem izmed razredov (3), ostane v njem
za vselej.

Razredi (3) vsebujejo le bistvena stanja sistema S, poleg tega pa iz takega
razreda ni izhoda; zato imenujemo razrede (3) izolirane, razrede (4) pa iz
analognih razlogov neizolirane. O¢itno je gornji razpad stanj sistema S na izoli-
rane in neizolirane razrede edin.

Oglejmo si zdaj kako bistveno stanje A; sistema S! MnoZico vseh naravnih
stevil k, za katere je Pj (k) > 0, ozna¢imo z M (i). Ta mnoZica gotovo ni prazna,
ker je stanje A; bistveno. Ce sta k in m $tevili mnoZice M (i), spada vanjo tudi
njuna vsota k + m; Se veé: tedaj je tudi

ak+ fmeM (@) (5)

kjer sta a in f poljubni naravni Stevili.

Naj bo d; najveéji skupni delitelj §tevil iz mnoZice M (i)! Dokazali bomo,
da so v M (i) tudi vsi dovolj veliki ve¢kratniki delitelja d;. Ce je delitelj d; sam
element mnoZice M (i), sledi naSa trditev neposredno iz relacije (5). V nasprot-
nem primeru pa sledi iz (5), da je mogofe v mnozici M (i) najti taki $tevili
k = k, di in m = m, d;, da sta si faktorja k, in m, med seboj tuja. Tedaj lahko
vsako Stevilo N, vecje od nekega doloc¢enega Stevila, odvisnega od k, in m,,

zapiSemo v obliki
N=k x+my,

kjer sta x in y dve naravni Stevili. Potem pa sledi naSa trditev iz o¢itnih neenadb
Pji (Ndi) = Pji (k, xdi) Pii (m, ydi) = P (kx) Py (my) = Py (k) Pii (m) >0

Stevilo d; imenujemo periodo stanja A;. Izkazalo se bo, da imajo bistvena
stanja, ki spadajo v isti razred Bg, enako periodo, ki jo imenujemo periodo
razreda Bg in oznadimo z d (g). Zares! Naj bosta A4; in A; elementa istega izoli-
ranega razreda, razen tega pa Stevili k in m taki, da je Pj; (k) = 0 in Pj; (m) > 0!
Nadalje naj bosta di in d; periodi stanja A; oziroma A;! Po prejSnjem je
Pj; (Nd;) > 0 za vsak dovolj velik N. Tedaj pa je

Pj (Nd; + k + m) = Py (k) Pj; (Nd;) Pji (m) > 0.

To se pravi, da so vsa $tevila Nd; + k + m v M (i) in so zato deljiva z d;. S tem
§tevilom pa je deljiva tudi vsota k + m. Torej mora biti tudi prvi sumand N d;
deljiv z d;. Ker je N poljubno dovolj veliko Stevilo, mora biti Stevilo d; deljivo
z di. Na enak nadin ugotovimo, da mora biti tudi d; deljivo z d; in zato d; = d;.
Ker sta bili A; in A;j poljubni stanji razreda Bg, je s tem naSa trditev dokazana.

Iz zgoraj povedanega je razvidno, da je za stanji A; in A; iz razreda By

istocasno
Pij(k)>0 in P;(m)>0
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le tedaj, kadar je k + m deljivo z d (g). Imejmo zdaj dano stanje AjeBg! Za
poljubno nadaljnje stanje A; iz istega razreda eksistira tedaj tak h med Stevili
1,2,...,d(g), da je Pj (k) >0 samo tedaj, ¢e je k—h deljivo z d (g). Tako
razpadejo vsa stanja razreda Bg na d (9) podrazredov Bgh, od katerih je vsak
prirejen dani vrednosti h. )

V splos$nem bi se zdelo mogode, da je kateri izmed podrazredov Bgp prazen.
IzkaZe pa se, da eksistira za vsak h izmed S§tevil, 1, 2,...,d (g) vsaj eno tako
stanje Aj, da je Pjj (k) >0, ¢e je le k—h deljivo z d (g9). Zares, naj bo
k—h =Ek,d (g), Stevilo N pa tako veliko, da je deljivo z d(g), kvocient
N/d (g) > k, in Pj (N) > 0! Izrazimo ga v obliki

N=Fk,d(g) +h+myd(@@)—h
kjer je m, = N/d (9g) — k, > 0 in zato tudi m, d (g) — h > 0, Zapisimo identiteto
Psi (N) = Z Pjj (k, d (9) + h) Pji (m, d (9) —h)
Iz nje je razvidno, da je Piij (N) > 0 samo tedaj, ¢e eksistira vsaj en tak j, da je
Pij (kyd(g) + h)>0 in Pji(m,d(g) —h) >0

Ker je k, d (9) + h = k, velja res P;; (k) > 0. S tem je gornja trditev dokazana.
Tako smo ugotovili, da razpade izolirani razred Bz natanéno na d (g) nepraznih
podrazredov Bgn, kjer je d (g) perioda razreda B,. Vsak izmed podrazredov je
sestavljen iz takih stanj A4;, da je Py (k) >0, ¢e je k — h deljivo z d (9). Izkaze
se, da razcep razreda Bg na podrazrede ni odvisen od tega, iz katerega stanja 4;
smo izhajali.

Oglejmo si Se, kako prehaja sistem iz enega podrazreda v drugega! Naj bo
sistem v danem trenutku v podrazredu Bgh, kar pomeni, da je k— h deljivo z
d (9). Z naslednjim korakom se k poveta za eno; zato se mora za eno povedati
tudi h, da bo razlika ostala deljiva z d (g). To pomeni, da se je sistem preselil
v podrazred Bgny,. Po naslednjem koraku je sistem v podrazredu Bgy ,. Tako
potuje sistem do konénega podrazreda Bgg (s), iz katerega preide v zadetni raz-
red Bgi. Sistem se torej cikli¢no seli po podrazredih.

Izolirani razred ima lahko tudi periodo enako 1. Tak razred ima en sam
podrazred, oziroma sploh ne razpade na podrazrede. Da se dokazati, da v tem
primeru eksistira tako naravno tevilo k,, da velja za vsako celo $tevilo k > I,
in za poljubni stanji A4; in A; iz tega razreda neenadba Pj; (k) = 0.

Na podlagi zgornje teorije o vedenju sistema moZnih stanj, ki jo je dal
A. N. Kolmogorov leta 1937, je mogote markovske verige takole razdeliti:

I. Nerazcepne verige; te nimajo neizoliranih razredov, marveé¢ en sam izoli-
rani razred. Ta tip verig razpade na dva podtipa:

a) Acikliéne verige, ki imajo en sam podrazred.

b) Cikli¢ne verige; pri teh ima edini izolirani razred veé podrazredov.

II. Razcepne verige; te imajo ali ve¢ izoliranih razredov ali poleg izoliranih
tudi neizolirane. Tudi pri teh verigah je moZnih veé podtipov, ki so po svojih
lastnostih podobni ali podtipu Ia ali podtipu Ib.

2. Markovski procesi

Na primeru smo videli, da je shema markovske verige precej ozka in zato
za uporabo ne preveé¢ primerna. Ce upostevamo, kako mnogostevilna so do-
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gajanja v naravi, podvrzena markovskemu zakonu, se izkaZe potreba po raz-
§iritvi markovske sheme zelo nujna. Ta potreba se ti¢e tako ¢asa kakor mnozice
moznih stanj. V celoti imamo tako naslednje moznosti:

I. Sheme z diskretnim ¢asom. MnoZica moZnih stanj je lahko pri tem:
a) konéna;
b) Stevna;
‘c) zvezna.

II. Sheme z zveznim ¢asom. Tudi tu je lahko mnoZica moznih stanj:

a) koncéna;
b) Stevna;
c) zvezna.

Shema Ia je navadna markovska veriga, Ib pa posploSena markovska
veriga; za ostale primere se je udomacilo ime markovski procesi. Zgled za IIb je
n. pr. Bohrov atomski model, za IIc pa Brownovo gibanje.

A. N. Kolmogorov je pokazal, da spadajo markovski procesi v naslednji
splo$ni okvir.

Naj bo E mnozica moznih stanj sistema S, F pa razdelitvena funkcija
verjetnosti v E! Tedaj eksistira za vsak ¢asovni interval od trenutka s do tre-
nutka t>> s linearni in unitarni operator,

Hst(F) =F1,

s katerim je mogoce doloditi razdelitveno funkcijo F, v trenutku ¢, ¢e poznamo
razdelitveno funkcijo F v trenutku s. Operator Hg zado$¢a za vsak s <<u <<t
enacbi

Hst = Hut Hsu (6)

To je osnovna enacba sludajnega markovskega procesa.

Kakor pri navadnih markovskih verigah je tudi tu najvaZnejsi in najbolje
raziskan primer, kjer je operator Hs homogen glede na ¢as, to se pravi, da je
Hg = H;_. Operator Hg zdaj ni ve¢ odvisen od trenutkov s in t, ampak le od
njune razlike t —s. Enacba (6) ima tu obliko

Ss+t = HS Ht 9

pri navadnih markovskih verigah pa preide (6) v (2).

Med osnovne naloge v teoriji markovskih procesov spada predvsem pro-
ulitev vedenja razdelitvene funkcije F,, ¢e raste t—s preko vsake meje.
V zvezi s to nalogo je treba tudi prouditi splos$no reSitev enacbe (6). In konéno
je treba ugotoviti, kako se razSirijo na markovske procese osnovni zakoni ver-
jetnostnega racuna, ki veljajo za zaporedje sluc¢ajnih koli¢in. Teh obseznih nalog
pa se v naSem okviru ne moremo lotiti.
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STIELTJESOV INTEGRAL
J. GRASSELLI

Definicijo integrala zvezne funkcije so matematiki raziirjali v raznih
smereh. Te razSiritve so znatno povedale druZino integrabilnih funkecij ali pa
vedle do novih pojmov, kot je n. pr. Stieltjesov integral. V naslednjem si ho-
¢emo nekoliko -ogledati Stieltjesov integral, omejili pa se bomo pri tem na
prostor ene razseznosti.

) 1. Omenimo najprej nekaj za nadaljnje obravnavanje vaznih lastnosti
monotono nara$éajo¢ih funkcij.

Funkcija g (x), definirana na zaprtem intervalu la, bl, je monotono na-
raS¢ajoca, ako z nara$cajotim x njena vrednost nara$la ali se vsaj ne manjsa;
¢e sta tedaj x;, in x, dve Stevili iz tega intervala in je x, <z, je tudi
9 (X)) = g ().

Omejena naraSéajota funkcija more biti ponekod nezvezna. Toda tudi
v to¢kah nezveznosti se obnaja dokaj pravilno. Tako se da hitro ugotoviti,
da v vsaki to¢ki c obstajata leva limita g (c—0) in desna limita g (c + 0).
Naj bo namreé h, > h, > h, > ... padajode zaporedje pozitivnih $tevil z limito
ni¢; iz ¢ —h, <c—h,<<c—h, <...dobimo nara$tajode zaporedje

gle—h) =glc—h)=glc—hy)=...=g(c)

Ker je naraScajoce, navzgor omejeno zaporedje vedno konvergentno, je s tem
obstoj leve limite g (¢ — 0) zagotovljen. Podobno ugotovimo obstoj desne limite
g (c + 0). Razlika g (¢) — g (c—0) pove velikost levega skoka, razlika g (c +0)—
— g (c—0) pa velikost celotnega skoka v tocki c. Ce je funkcija g (x) v tej
tocki x == ¢ zvezna, je seveda g (c—0) = g (¢ + 0) = g {c). Nohen skok ni ve&ji
od g (b) — g (a). Ta razlika je zaradi omejenosti funkcije konéna.

Ugotovimo 8Se, da ima omejena nara3éajoda funkcija g (x) kvedjemu $tevno
mnogo toc¢k nezveznosti. Ker je razlika g (b) —g (a) celoten prirastek funkcije
g (x) na intervalu [a, b], funkcija pa nikjer ne pada, je Stevilo skokov vedéjih
od 1/n najveé n[g (b) — g (a)] in torej pri vsakem naravnem Stevilu n konéno.
Vzemimo po vrsti n =1, = 2, = 3,... Najprej numerirajmo skoke veéje od 1,
nato nadaljujmo numeracijo pri skokih veéjih od 1/2, 1/2 itd. Séasoma bodo
prisli vsi skoki oziroma vse to¢ke nezveznosti na vrsto. MoZnost numeriranja
skokov dokazuje, da je skokov in tedaj tudi teck nezveznosti najved $tevno
mnogo. . .

Ce je x kak3na totka z intervala [a, b], je tudi od a do x najveé $tevno
mnogo skokov in je zato moZno tvoriti vsoto

g*(x) =g (a+0)—g(a) +<2 [g(ck +0)—g (ck—0)] + g (x) —g (x-—0)
a<cp <x

Le-ta zajame vse skoke funkcije g (x) na intervalu [a, x], v kraji$¢ih pa desni

oziroma levi skok. Funkcija g** (x) = g (x) —g* (x) je brez skokov in je torej
zvezna in monotono naraséajoca, Od tod imamo

g (x) =g" (x) + g** (x)
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Ta enacba pove, da se da omejena nara¥tajoca funkcija g () izraziti kot vsota
zvezne narai¢ajode funkcije g ** (x) in nara3éajode funkcije skokov g* (x).
Podobne lastnosti kot omejene naraiéajole funkcije imajo funkcije z
omejenim razmahom. Te funkcije se dajo pisati kot razlika dveh omejenih
nara$c¢ajocih funkeij. Naj ima funkcija g (x) na intervalu [a, b] omejen %otalni
razmah. Potem je
g (@) = g, () — 9, (x)

pri éemer sta g, (x) in g, (x) narasc¢ajoci funkciji.

2. Vzemimo zvezno funkcijo f (x) in funkcijo z omejenim razmahom g (x).
Obe naj bosta definirani na intervalu [a, b]. Razdelimo ta interval s to¢kami

Pol= O < By v~ X <.&n — D

na podintervale in tvorimo vsoto

T
on = ?13‘ (¢x) [9 () — 9 (Tr—1)]

kjer je &k totka k-tega podintervala: xx—1 =< & < xx. Naj naraséa Stevilo
delilnih to¢k axx preko vsake meje in gre obenem dolZina &k = X — %1
vsakega podintervala proti nié. Vemo, da v primeru, ko je g (x) = x, vsote o,
konvergirajo proti neki limiti — namreé ravno proti Riemannovemu integralu
funkcije f (x). Enak preudarek nam pokaZe, da tudi v nalem splo¥nejem pri-
meru vsote 0, konvergirajo in sicer vedno proti isti limiti, kakor koli izbiramo
delilne tocke v skladu z gornjim predpisom. To limito imenujemo Stieltjesov
integral funkcije f (x) po funkciji g (x) na intervalu [a, b] in zapiZemo

b
(¢)) " §f (@) dg (x) = lim 2 f (5 [9 (xx) — g (xx—1}]
a O —»0

- Mnogi izreki, ki veljajo za Riemannov integral, se dajo dokazati tudi
za Stieltjesov integral. Prav tako moremo vpeljati nedolodeni integral. Tu bi
posebej omenili le dve lastnosti Stieltjesovega integrala.

Vsoto o, lahko zapiSemo v obliki
2 f (5x) [9 (xx) — g (xx—1)] = f (b) g (b) —f (a) g (@) — = g (xx) [F (Bk) — F (Ex—1)]
Ker limitira vsota na levi, ko gredo dx—»0, proti integralu (1), limitira seveda

tudi vsota na desni. Njena limita pa ni ni¢ drugega kakor Stieltjesov integral
funkcije g (x) po funkciji f (x). Torej je

b b b
Jf@)dg (@) =1[f(x)g (x)]a— Sag () df (x)

kar pomeni, da smemo tudi pri Stieltjesovem integralu integrirati po delih in
da je funkcija z omejenim razmahom vedno integrabilna po zvezni funkciji.
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Podobno se dokaze, da velja za zvezno funkcijo f(x) ter za funkciji g, (x)
in g, (x) z omejenim razmahom pravilo

b = b
§f(x)dg, (x) + 9. @)] = [f(x)dg, (x) + Saf (x) dg, (x)

Poglejmo zdaj, kako izracunamo Stieltjesov integral zvezne funkcije po
funkciji z omejenim totalnim razmahom.

Naj bo najprej g (x) odvedljiva funkcija z zveznim odvedom g’ (x). Tedaj
je dg (x) = ¢’ (x) dx in zato

b b
[f@dg @) =[f@®) g (x)dx

Stieltjesov integral preide v navadni integral zvezne funkcije f (x) g° (x).

Vzemimo nadalje, da je funkcija g (x) zvezna in strogo nara3¢ajoca, to se
pravi: za ax; <z, je tudi vedno g (x,) <g (x,). Ko gre x od a do b, zavzame
funkcija & = g (x) vsako vrednost med ¢ (a) in g (b) enkrat in le enkrat.
Zato lahko iz enacbe g (x) = ¢ izratunamo x in dobimo, da je x = x (§) zvezna
nara3¢ajoca funkcija spremenljivke £ Torej lahko uvedemo novo spremenljivko
§ = g (x) v Stieltjesov integral in dobimo

b gb)
§f(x)dg (x) = Sgh ¢ aé
a (a)

kjer je h (£) = f[x (§)]. Ker je funkcija h (£) zvezna, smo spet pri§li na navadni
integral zvezne funkcije.

Ako je funkcija g (x) zvezna pa ne strogo naraséajcéa, upostevamo, da jo
je mozno kot funkcijo z omejenim totalnim razmahom izraziti kot razliko dveh
narasc¢ajoc¢ih zveznih funkecij: g (x) = g, (x) — g, (). Kadar funkciji g, (x) in
g, (x) Se nista obe strogo naraséajo¢i, vzamemo izrazavo

g (x) = [gy (x) + x] —[g, (x) + ]

kjer sta na desni funkciji v oklepajih obe strogo naraSéajo¢i. Zdaj postavimo

=g, (x) +x, n =g, (x) + 2 V funkeciji f (x) izrazimo spremenljivko x enkrat
s & in drugi¢ z ), tako da je f (x) = h, (§) = h, (). S tem prevedemo Stieltjesov
integral na razliko navadnih integralov zveznih funkcij

8:(b) +
Kf(x)dg(x) —Sh (ﬁ)df—Sh (n)dn
gi(a)+a  g(a)+a

Poid¢imo $e Stieltjesov integral zvezne funkcije f (x) po nara¥ajodi funk-
ciji skokov

g @) =9(@a+0)—g()+ =g (cx+0—g(x—0)]+gx)—g@x—0)
a<cp <x
Bodi najprej Stevilo to¢k nezveznosti cx enako N! Interval [a, b] razdelimo na
podintervale tako, da vsebuje vsak podinterval kveéjemu eno to¢ko nezveznosti,
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nobena delilna tofka pa naj ne bo to¢ka nezveznosti razen krajis¢ a in b, e
sta to to¢ki nezveznosti. Oglejmo si za tako delitev vsoto on = 2 £ (&) [g¥ (k) —
—g* (xx—1)]- V njej so od ni¢ razli¢ni le tisti sumandi, ki se nanafajo na
podintervale, kjer je to¢ka nezveznosti ck. Ko gre dolZina podintervalov proti
ni¢, je vsaka toc¢ka nezveznosti ograjena z zmeraj manjsim intervalom. Toc¢ki ¢k
pripadajo¢i sumand gornje vsote, namre¢ f (&) [g” (xx) — g™ (vk—1)], gre proti
vrednosti f (cx) [g¥ (ck + 0) — g* (ck — 0)]. V tem primeru je torej

b 5 k=N
§f (@) dg* (x) =k2_ f (cx) [9¥ (cx + 0) — g™ (cx-— 0)]

Veljavnost te formule pa se da raztegniti tudi na splo$ni primer, ko ima
funkcija g* (x) 3tevno mnogo to¢k nezveznosti. Vrednost integrala je tedaj

b =)
§ f (x) dg* (x) =k2= f (cr) [97 (cx + 0) — g™ (ck— 0)]

kjer vzamemo skoke kar po velikosti.

Ker se da narascajo¢a funkcija g (x) izraziti z vsoto zvezne naraSéajoce
funkcije ¢g** (x) in funkcije skokov g* (x), preide Stieltjesov integral v vsoto
navadnega integrala zvezne funkcije in kovergentne vrste:

b b ) b ) by
§f(x)dg (x) = | f (x) dg™ (x) + { f (x) dg” (x) = gh ©aé+

+ 2§ (e [9 (ex + 0) — g (cc—0)]

Podobno izrazavo dobimo, kadar je g (x) poljubna funkcija z omejenim total-
nim razmahom.

Tako smo prisli do spoznanja, da je Stieltjesov integral zvezne funkcije
po funkciji z omejenim razmahom v vsakem primeru izrazljiv z navadnimi
integrali in z vrstami.

3. Navedimo $e neki pomemben izrek o funkcionalih prostora zveznih
funkcij, ki se naslanja na pojem Stieltjesovega integrala.

MnoZico vseh zveznih funkecij, definiranih na intervalu [a, b], imenujemo
prostor zveznih funkcij in ga zaznamujemo s C. Kakor so elementi navadnega
prostora tocke, tako so elementi prostora C posamezne zvezne funkcije, defini-
rane na intervalu [a, b].

Pravilo, s katerim moremo prirediti vsaki funkeciji f (x) iz C neko realno
§tevilo, imenujemo funkcional v prostoru C. Primeri funkcionalov so

b b
§f@yde, [f@)dr, f[E(+D)]

V vseh teh primerih pripada res vsakemu elementu iz C, to je vsaki zvezni
funkeciji f (x), neko natan¢no doloc¢eno Stevilo.

59



Vzemimo zvezni funkciji f, (x) in f, (x) ter realni §tevili ¢, in ¢,; o&itno
so funkcije ¢, f; (x), ¢, f, (x), c; f1 (x) + ¢, f» (x) zvezne in so zato v prostoru C.
Funkcional @ je distributiven, ako velja zanj

Ples fo (@) + e fy (@)] = ¢, P [fy (X)] + ¢, @ [f, (@)]

pri poljubnih zveznih funkcijah f, (x), f, (x) in pri poljubnih realnih $tevilih
¢, C,. Iz distributivnosti za dva sumanda sledi distributivnost za poljubno 3te-
vilo sumandov. Funkcional & je omejen, ¢e se da dobiti tako pozitivno Ste-
vilo N, da je za vsako funkcijo f (x) iz C izpolnjena neenacba

|®1f @]| = N.maks.|f (@) |

Distributiven in omejen funkcional je linearen.

Vzemimo kaksno funkecijo g (x) z omejenim razmahom na intervalu [a, b].
Vsako funkcijo f(x) iz prostora C moremo integrirati po tej funkciji g (x).
Na ta nacin je vsaki funkeciji f (x) prirejeno neko realno Stevilo, namreéd

b
D [f (x)] = Saf (x) dg (x)
Ker je
b b b
§lesfi@) +e.fo @1dg (@) = ¢, {fi () dg () + ¢, § . (%) dg (x)
in nadalje

b
| f(x)dg (x) | = A-maks.|f () |

sledi od tod:

D(cyfysTefo)=cDF) +c.®(fo)
in
| D [f (x)]| = A-maks.|f (x) |

Torej je Stieltjesov integral za vsako funkcijo g (x) z omejenim razmahom
linearni funkcional @ v prostoru C zveznih funkcij.

Toda Stieltjesov integral ni le kak poseben primer linearnega funkcionala
v tem prostoru, temve¢ ima tu osrednji pomen: Kajti vsakemu omejenemu
linearnemu funkcionalu iz prostora C pripada neka funkcija g (x) z omejenim
totalnim razmahom, tako da je vrednost funkcionala @ [f (x)] kar enaka Stieltje-
sovemu integralu funkcije f (x) po funkciji g (x): :

b
D [f (x)] = § f (x) dg (x)
a
To je znameniti Rieszov izrek.
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IZOPERIMETRICNE NEENACBE IN NJIH
UPORABA V FIZIKI

ANTON SUHADOLC

Izoperimetri¢ne neenac¢be so neenalbe. ki veljajo med nekaterimi geo-
metriénimi in fizikalnimi koli¢inami: n.pr. med obsegom in ploséino lika,
med povrSino in prostornino telesa itd. V teh neenacbah je enacdaj le pri
dolocenem liku ali telesu. Pri tistem liku doseZe ena izmed kolidin, ki so
v neenacbi, ekstremno vrednost, ée so dane druge koli¢ine, ki so tudi v neenacbi.

Studij izoperimetriénih neenaéb ni zanimiv samo za matematika, temved
tudi za fizika in celo inZenirja v praksi, kot bodo pokazali zgledi. Vedina na-
vedenih podatkov je vzetih iz knjige ’Isoperimetric Inequalities in Mathematical
Physics’, ki sta jo napisala G. Polya in G. Szegb.

Izoperimetriéni problemi so Ze stari: Eden izmed prvih je tale: Med vsemi
sklenjenimi krivuljami z danim obsegom o je treba najti tisto, ki ograja
najvecjo ploS¢ino p. Odgovor na ta problem so poznali Ze Grki: Ta krivulja je
krog. Nadalje je znana tudi kvantitativna relacija med obsegom in plo&éino
ravninskega lika:

0?=4axmp

To je izoperimetriéna neenacba, ki ustreza temu problemu. Enakost je v njej
le pri krogu. .

Podoben problem si moremo staviti tudi v prostoru: od vseh teles z dano
povrsino P iS¢emo tisto, ki ima najvedjo prostornino V. Odgovor se glasi: To
telo je krogla. Ustrezna izoperimetri¢na neenadéba pa ima obliko.

P3—367V2=0

Ta zveza med povsino in prostornino velja za vsa telesa.

Poleg teh dveh ’velikih’ izoperimetriénih problemov poznamo $e enostav-
nejse, ‘male’: n. pr. med vsemi pravokotniki oziroma trikotniki z danim obse-
gom iS¢emo tistega, ki ima najveéjo plo$éino.

Pozneje, posebno v 19. in 20. stoletju, so se pojavili §e novi izoperimetrié¢ni
problemi in izreki. Francoski mehanik de Saint-Venant je postavil 1.1856
domnevo, da ima od vseh palic z dano ploSéino pravokotnega prereza najveéjo
direkcijsko konstanto okrogla palica; to tudi pomeni, da je okrogla palica
v nekem smislu najbolj odporna proti obremenitvi na torzijo. Lord Rayleigh
je 1. 1887 postavil domnevo, da ima od vseh plo$¢énih kondenzatorjev z dano
plos¢ino krozni kondenzator najmanjSo kapaciteto; od vseh ploskih membran
z dano plos¢ino pa ima okrogla membrana najniZjo osnovno frekvenco.

Nadalje je H. Poincaré 1.1903 postavil in delno dokazal trditev, da ima
med vsemi telesi z dano prostornino krogla najmanjSo elektrostati¢no kapaci-
teto. Vse nastete domneve so bile v preteklih desetletjih res dokazane; po-
stavljenih in dokazanih pa je bilo $e mnogo drugih.

Geometrijske in nekatere fizikalne koli¢ine so odvisne l¢ od oblike
in velikosti lika: n. pr. obseg, plo$¢ina, vztrajnostni moment homogene ploice
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okoli teziSca, direkcijska konstanta preseka homogenega stebrita, osnovna
frekvenca membrane, katere prosti rob je dana sklenjena krivulja, elektro-
stati¢na kapaciteta plo$¢nega kondenzatorja in Se druge koli¢ine. Podobne so
razmere pri prostorskih telesih. Pri konveksnih telesih je vaZen tudi pojem
»povprecna debelina telesa«, ki jo je uvedel H. Minkovski in jo bomo oznadili
z M. Intuitivno je ta pojem jasen. Strogo pa ga moremo definirati za kon-
veksno telo takole:

1
2T

M =

§HdS

pri ¢emer pomeni H povpre¢no ukrivljenost mejne ploskve, dS pa element
povrsine. Integriramo po vsej povrsini telesa. Pri krogli je povpretna debelina
enaka M = 2.

Vse pravkar omenjene fizikalne koli¢ine moremo smatrati kot geome-
tri¢ne: postanejo namreé¢ take, ¢e privzamemo, da je specifiéna gostota snovi,
iz katere je telo, enaka 1. Vztrajnostni moment homogene ploie je n. pr.
definiran z integralom J = ¢ {§ 72 dp; tu pomeni p ploskovno gostoto, r razdaljo
totke od tezisda, dp pa element ploi¢ine. Ce v tej definiciji postavimo o = 1,
dobimo nov vztrajnostni moment J, ki je ¢isto geometri¢na koli¢ina z dimen-
zijo, ki je Cetrta potenca dolzine. Podobno moremo napraviti z drugimi kolidi-
nami. Tako dobi n. pr. kapaciteta dimenzijo dolZine, osnovna frekvenca pa ima
dimenzijo dolZina na ekspoment — 1. Na ta nadin definirane koli¢ine bomao
imenovali izoperimetriéne. Med njimi eksistirajo izoperimetri¢ne neenadbe.
Najstarejsa je, kakor smo Ze omenili, 0*> = 4 7 p. Spoznali jih bomo Se ved.

Koli¢ine kot obseg o, plo§¢ina p, povrsina P, prostornina V, povpreéna
debelina M in vztrajnostni moment J, moremo smatrati v nekem smislu za
elementarne, saj jih dobimo tako, da izratunamo enojne ali dvojne integrale.
Drugaéne pa so koli¢ine: kapaciteta C, osnovna frekvenca A in direkcijska
konstanta D. Le-te niso elementarne, ker so to konstante, ki jih dobimo pri
reSevanju parcialnih diferencialnih ena&b 2.reda v 2. ali 3.dimenzijah s pri-
mernimi robnimi pogoji. Le pri posebno enostavnih oblikah teles oziroma plos¢
jih znamo eksplicitno izradunati. Z aproksimativnimi metodami dobimo vred-
nosti, za katere navadno ne moremo dolo¢iti velikost napake. Tu pa nam po-
magajo izoperimetri¢ne neenacbe: te nam namre¢ omogocajo oceniti tezko
izracunljive koli¢ine z laZe izracunljivimi.

~ Oglejmo si primer! Dokazati se da naslednji izoperimetri¢ni izrek: Od
vseh trikotnih membran z dano plo§¢ino ima membrana v obliki enakostranié¢-
nega trikotnika najniZjo osnovno frekvenco. Pri enakostrani¢nem trikotniku
imamo eksplicitno formulo za osnovno frekvenco. Za sploSen trikotnik take
formule ne poznamo. Torej nam more sluziti gornji izrek za oceno osnovne
frekvence trikotne membrane. Taka ocena ni brez prakti¢ne vrednosti. Zato so °
izoperimetri¢ne neenacbe zanimive tudi za inZenirja praktika.

V naslednjem si bomo ogledali nekaj vaznej$ih primerov izopermetri¢nih
neenacb ter metod, kako do takih neenacb pridemo.

Ena najvaZnej$ih metod je simetrizacija. To geometri¢no operacijo je
uvedel J. Steiner. Simetrizacija glede na dano ravnino X spremeni telo T
v telo T” s temile lastnostmi:
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1. Telo T” leZi simetri¢no na ravnino X.

2. Pravokotnica na ravnino X, ki se¢e telo T, sece tudi telo T’; obe pre-
se¢ni daljici sta enako dolgi.

3. Presek pravokotnice s telesom T’ sestoji iz ene same daljice ali tocke.

Nazorno si lahko predstavljamo, da pridemo do simetrié¢nega telesa 7"
takole: Mislimo si, da smo razrezali telc T na same vzporedne palidice, ki so vse
pravokotne na ravnino X. Vsako od teh pali¢ic premaknirao vzporedno samo
s seboi, tako da pride njeno sredi$¥e na ravnino X. Vse premaknjenc palice
skupaj tvorijo telo T’, ki lezi simetri¢no glede na ravnino 2. O¢itno je njegova
prostornina ista kakor prostornina telesa T, saj se prostornina pali¢ic ni spre-
menila med vzporednim premikanjem. Dokazati se da, da ie povrSina telesa T”
manj$a od povriine telesa T, ¢e ni T" samo vzporedno premaknjeno telo T.
Kot primer vzemimo polkroglo. Ce jo simetriziramo glede na mejno ravnino,
dobimo podolgovat rotacijski elipsoid.

Podobno moremo definirati simetrazacijo ravninskega lika glede na dano

premico. Ce sefe pravokotnica na dano premico lik L, see tudi lik L’. Obe
preseéni daljici imata isto dolZino. Plo$¢ina lika L’ je enaka ploséini lika L.

Velik pomen pri &tudiju izoperimetriénih neenac¢b ima naslednji izrek
o simetrizaciji:

Simetrizacija telesa ohrani prostornino nespremenjeno; povrsine telesa,
povprecéna debelina in kapaciteta pa se zmanjSajo. Simetrizacija ravninskega
lika ohranja plodé¢ino. Zmanjdajo se obseg, teZiséni vztrajnostni moment, ka-
paciteta in osnovna frekvenca (plos¢o si mislimo kot membrano); zveéa pa se
direkcijska konstranta.

Trditve o prostornini, povrsini, plo$éini in obsegu je dokazal Ze J. Steiner
cam. Druge trditve sta dokazala G. Polya in G. Szegé.

Kot zgled za uporabo tega izreka si oglejmo naslednji problem: Treba je
izracunati kapaciteto ploS¢nega kondenzatorja, ki ima obliko polkroga.

" Polkrog, simetriziran glede na mejni premer, se spremeni v elipso z osema
1 in 2r. Kapaciteta te elipse se da eksplicitno izracunati: dobimo vrednost
C = 0.464 r. Ta vrednost nam more sluZiti kot ocena za kapaciteto polkroga.
G. Polya in G. Szegd menita, da je prakti¢no skoraj nemogoce dobiti boljSo
oceno za kapaciteto polkroga.

Krogla je simetri¢na glede na vsako ravnino, ki gre skozi sredi§ée. Sime-
trizacija pa pretvori telo T v tako telo T’, ki ima vsaj eno ravnino simetrije.
Po veckratni simetrizaciji na primerno izbrane ravnine preide telo T v telo,
ki se malo razlikuje od krogle. V limiti dobimo res kroglo z enako prostornino
kakor prvotno telo. Podobno nam simetrizacija, izvr§ena zaporedoma na ne-
skonéno mnogo primerno izbranih premicah, prevede prvotni lik v krog
z enako plos¢ino. Med tem procesom se koli¢ine P, C, 4, D itd. spreminjajo
vedno v isto smer: bodisi se manjSajo, bodisi se vefajo v skladu z izrekom
o simetrizaciji. Za kroglo moremo vse te koli¢ine izracunati, prav tako za
krog. Enostavna posledica izreka o simetrizaciji so zato naslednje neenaébe
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(1) PP =36nV2, C3=3V/dn
za prostorska telesa ter

02=4np, J=zp*2m, C2 = 4 p/nd

(2)
A2 =3 alp, D =p2nm

za ravninske like. Tu pomeni j = 2,4048 ... prvi koren transcendentne enacbe
Jo(x) =0, pri cemer je J,(x) Besselova funkcija. V neena¢bah (1) nastopi
enakost le pri krogli, v neenacbah (2) pa pri krogu.

Ce se omejimo na konveksna telesa, moremo dobiti e nekaj neenacb

1
(3) (BV/4am)® < (P/4 az)’IT =M/4n
ter .
(4) BV/4 n)%' =<C=Ml/4n

V vseh §tirih primerih nastopa enakost le pri krogli.

Za ravninske like se dasta dobiti naslednji verigi neenadb

(5) D/4dn < (p/n)? < (2 J/7) < (o/2 m)*
in
(6) (5/4)2 < (plm) < (7 C/2)2

Veé podobnih neenac¢b pa Se ni dokazanih. Kot primer navajata G.Polya in
G. Szeg6 zelo verjetno neenacbo

C2=2a3P

ki naj bi veljala za konveksna telesa. Ta neenacba je gotovo zelo prakti¢na, saj
bi mogli z njo oceniti spodnjo mejo za kapaciteto telesa skoraj brez raduna.
Povrsine telesa namreé¢ navadno ni tezko izradunati ali vsaj izmeriti.

Kot prakti¢na uporaba izoperimetri¢nih neenacb nam bo sluzil naslednji
zgled: Treba je dolo¢iti osnovno frekvenco rombske membrane. Eksplicitno ne
znamo izradunati osnovne frekvence za romb. Priblizne metode so v toliko
pomanjkljive, ker je pri njih tezko doloéiti velikost napravljene napake. S sime-
trizacijo in izoperimetri¢nimi neenacbami pa dobimo ocene za osnovno fre-
kvenco. Ce romb simetriziramo glede na premico, ki je pravokotna na osnov-
nico, preide romb v pravokotnik. Osnovno frekvenco pravokotne membrane
znamo izra¢unati in je enaka md~! (1 + sin?d)%/cos3d. Pri tem pomeni d
diagonalo in J kot ob osnovnici. Ker se pri simetrizaciji osnovna frekvenca
zmanjsa, sledi od tod ocena

A>adt (1 + sin? 8)¥/cos 3 6
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Iz izoperimetriénih neenacb se da izpeljati Se neka zgornja meja za 4. Od tod
dobimo tele ocene (d = 7):

0 = 90° 2000 = 4

0 = 88° 1965 < A4<<1973
0 = 859 1915 <A4<<1924
0 = 80° 1832 <<A4<1849
0 ="75° 1753 <<4<1781
0 = 60° 1527 <<A4<<1610

Ce je 6 med 75° in 90° lahko od tod izratunamo osnovno frekvenco do na-
tanénosti 1 %o.

Vedina neenadb za D, C in 4 je bila dobljena s pomocjo variacijskih metod.
Med temi tremi koli¢inami eksistira precej$nja analogija. V vseh treh primerih
moremo izraziti potencialno energijo fizikalnega problema kot prostorski ali
ploskovni integral kvadrata gradienta. Potencialna energija mora dose¢i mi-
nimum pri pogojih, ki jih doloé¢a fizikalni problem. Tako pridemo do problemov
iz variacijskega racuna in diferencialnih enacb, ki so v vsakem primeru sicer
razliéne, vendar zelo sorodne druga drugi. Oglejmo si kot primer osnovno
frekvenco membrane:

Membrano si mislimo v ravnini (xy). Njen rob naj bo krivulja K. Rob K
ograja polje 4. Vzemimo na polju 4 zvezno odvedljivo funkcijo f (x,y), ki je
na robu K enaka ni¢ in ustreza enacbi

M §fdedy =1
Za vsako tako funkcijo velja
®) 5§ (f? + f®) dr dy = 42

pri demer pomeni 4 osnovno frekvenco membrane. Integral (8) doseZe namred
ekstrem, ¢e ustreza funkcija f (x, y) diferencialni enacbi

fxx+fyy+/12f= 0
in tem-le robnim pogojem
flz. )y =10 na robu K in f(x,y) >0 v notranjosti

Od tod sledi, da je funkcija f (x, y) sorazmerna odmiku nihajofe membrane od
mirovne lege.

Iz te formulacije je razvidno, da nam da vsaka zvezna funkcija f (x, y),
ki je na robu K enaka ni¢ in ustreza pogoju (7), Ze neko zgornjo mejo za .
Podobno velja za druge koli¢ine C, D, itd.

Za dokazovanje nekaterih izoperimetri¢nih neenacb so potrebne posebne
metode. V skoraj vseh primerih pa so dokazi silno dolgi in tezki.

Literatura:

G. Polya — G. Szegé: Isoperimetric Inequalities in Mathematical Physics. Annals
of Math. Studies. Princeton, 1951.
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MERJENJE DEBELIN Z RADIOAKTIVNIMI 1ZOTOPI
JOZE PAHOR

I. UVOD

Princip meritve debelin z radioaktivnimi izotopi je v kratkem tale: Med
radioaktivni izvor in detektor postavimo preiskovalno plo$¢o ali plast. Zaradi
absorpcije v plosé¢i se del delcev, ki jih oddaja izvor, izgubi in zadene detektor
le oslabljen curek. Ce imamo opravka s plo$¢ami iz iste snovi, lahko iz oslabitve
sklepamo na debelino. Ta nadin meritve je posebno ugoden, ker noben del
merilne aparature ne prihaja v dotik z merjencem. Zato z njim uspe$no merimo
debeline celo tedaj, ko se vzorec (n. pr. papir v tovarni papirja) z . veliko
hitrostjo pomika mimo merilne glave.

Mehanski nacini merjenja (taki, kjer spremlja ro¢ica povr§ino vzorca)
hitrim spremembam debeline ne bi mogli slediti, dostikrat pa niso niti izvedljivi
(n. pr. za merjenje. vroce valjane plocevine). Nekateri starejs$i nekontaktni
nacini meritve so se sicer Ze uporabljali, vendar so bili dokaj nezanesljivi.
Debelino papirja so ugotavljali tako, da so merili kapaciteto kondenzatorja,
skozi katerega je tekel papirni trak; Zal pa je spremenljiv delez vlage v papirju
rezultate zelo kvaril. Podobno doloamo lahko debelino Zeleza iz njegovih
magnetnih lastnosti. Vsi ti naéini so omejeni le na nekatere primere.

Kljub vsem prednostim se je merjenje debelin z izotopi uveljavilo raz-
meroma kasno. Omogoceno je bilo Sele tedaj, ko so reaktorji zadeli proizvajati
celo vrsto umetno radioaktivnih izotopov. Z vrsto razliénih izvorov pa lahko
merimo najrazlicnejSe materiale, od najtanjSega papirja do 5cm debelih Ze-
leznih plosé. ,

Primerjava med avtomatsko in s starejSimi metodami kontroliranimi iz-
delki kaZe, da je pri prvih natanénost obdelave vsaj trikrat boljSa, kar gotovo
opravic¢uje uporabo nove metode.

2. MERJENJE S PRESEVANJEM

Kadar je merjenec med radioaktivnim izvorom in detektorjem, govorimo
o merjenju s presevanjem. Izvori so lahko sevalci § ali y; ker je detekcija del-
cev f (elektronov) lazja, imamo te rajsi. Za delce f iz nekega izotopa je zna-
¢ilna njihova povpreéna energija. Ce hodemo meriti debelejie kose in gostejse
materiale, moramo vzeti sevalce f dovolj visokih energij, da delci $e prodro
skozi material. Ugodni so izvori s ¢im daljSo Zivljenjsko dobo, da se izognemo
njithovi prepogosti menjavi. Industrijsko vaZne izvore in obmoéja njihove
uporabnosti za materiale razli¢nih debelin kaZe naslednja tabela.

Izvor Koristno obmoé¢je v milimetrih

in razpolovni Papir, lepenka, Azbest, Zelezo, baker,

cas kavcuk, polivinil aluminij, steklo medenina
35S (87 dni) 0,02—0,06 0,01—0,03 0,003—9,01
WWPm (2,6 let) 0,06—0,20 0,03—0,10 0,01—0,03
20471 (4 leta) 0,30—1,5 0,1 —0,8 0,03—0,20
90Sr (20 let) 3—10 1—4 0,2 —fl,O

“106Ry (1 leto) 4—20 2—8 0,4 —2
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Meriti moramo fluks delcev f, ki prehaja skozi preiskovano plast. Naj-
enostavneje napravimo to z ionizacijsko celico, s katero ne Stejemo posameznih
delcev, ampak merimo nesamostojni tok, ki tede skoznjo zaradi ionizacije
vpadajofih delcev. Ker je povpre¢na energija, potrebna za ionski par, 30 eV,
ustvari delec f iz Sr (+ °°Y) s povpre¢no energijo-600 keV v celici lahko 2.10%
ionskih parov. Izvor. 1 mC (= 3,7.107 razpadov na sekundo) daje 7,4.10'! ionskih
parov v sekundi, kar pomeni tok 10~7 A skozi celico. Dejansko je tok Se manjsi,
saj celica ne zajame vseh delcev pa tudi delci ne porabijo v njej vse svoje
energije, ker njihov doseg v zraku ni majhen v primeri s premerom celice
(pri energiji E = 0,6 MeV je doseg elektronov v zraku enak 18 cm). Kljub
temu pa ta tok lahko merimo. Saj daje Se tisoCkrat manjsi tok na delovnem
uporu 10° Q napetost 0,1V, ki je $e lepo merljiva s cevnim voltmetrom. Meritev
tokov navzdol do 107'2 A ne dela nobenih teZav, ¢e uporabljamo elektrometrske
elektronke (elektronke z zelo majhnim mreZnim tokom, I, = 10~14 do 10-15 A).
— Za delce y pa se celica ne obnese, ker ti le slabo ionizirajo. Zato so pri tem
na¢inu potrebni izvori do 500 mC in nastopajo tezave, kako zas¢ititi 1judi pred
zarki. Zato je v tem primeru bolj pripraven scintilacijski Stevec (glej § 3).

Druga slaba lastnost celic je $e njihova velikost; saj volumen 5 litrov
ni nobena redkost. S tolikSno celico preiskujemo lahko le velike ploskve ma-
teriala, tako da daje meritev le povprecéne lastnosti te ploskve. Precej$nji lokalni
odmiki povpreéno vrednost le malo spremene in ostanéjo neopaZeni, ¢eprav
lahko moc¢no kvarijo mehanske lastnosti preiskovanega kosa.

Ionizacijsko celico veckrat uporabljamo v kompenzacijski vezavi. Dve
enaki celici, med katerima je izvor na sredi, dajeta na izhodu enaki napetosti;
razlika teh napetosti je enaka ni¢. Ce postavimo med izvor in prvo celico
merjenec, med drugo in izvor pa standardni vzore¢, dobimo na izhodu neko
napetost le tedaj, ¢e se merjenec razlikuje od standarda. Spremembe tem-
perature, zradnega pritiska in pojemanje aktivnosti izvora ¢utita obe celici
enako, tako da vse to na meritev ni¢ ne vpliva.

Kadar ho¢emo meriti kovinske plosce, debelejSe od 2 mm, vzamemo izvor .
Delci y iz 1¥7Cs (E = 0,66 MeV) in %Co (E = 1,33 in 1,17 MeV) so mnogo bolj
prodorni in lahko oba izvora uporabljamo s pridom tudi do debelin 5cm
Zeleza. Namesto ionizacijske celice pa moramo vzeti scintilacijski Stevee, ki je
za te delce mnogo bolj obcutljiv. Kristal NaJ(Tl) debeline 30 mm ima pri
energiji 1 MeV izkoristek priblizno 50 % in zaradi tega lahko delamo z zelo
gibkimi, nenevarnimi izvori (priblizno 10 uC). Ker je mogoce s scintilacijskimi
tevei meriti tudi zelo majhne ploskve, kaZe, da bodo ti s¢asoma sploh izpodrinili
ionizacijske celice, kljub svoji vi§ji ceni.

Geigerski Stevei pri meritvah debelin niso uporabni zaradi majhne &tevne
hitrosti (do nekaj 1000 v sekundi) in omejene Zivljenjske dobe (prestejejo le do
10° sunkov). 3

3. MERJENJE S POVRATNIM SIPANJEM

Pri meritvah te vrste postavimo izvor in detektor na isto stran merjenca
in ju lo¢imo s svinceno steno. Tako doseZejo detektor le tisti delci, ki se sipljejo
na merjencu. K sipanju prispevajo vse plasti merjenca, ¢e ta ni predebel.
Gotovo velja neka zveza med §tevilom delcev, ki jih detektor presteje v sekundi;
in med debelino merjenca. Ce to zvezo s poskusom ugotovimo, lahko tudi tako
merimo debeline. Ta naéin uporabljamo tedaj, ko nam nista dostopni obe
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strani merjenca, tako na primer pri merjenju debeline sten cevi ali za3¢itnih
premazov na raznih kovinah.

Poglejmo si pojave, ki nam omogotajo merjenje debelin s povratnim
sipanjem delcev §! Razmerje med odbitim in vpadajoé¢im fluksom, ki je odvisno
od debeline sipalnega materiala, imenujemo koeficient povratnega sipanja p.
Ta rase z debelino. Vrednost, ki jo v limiti doseZe, imenujemo koeficient
nasienega povratnega sipanja pn. Le-ta je odvisen od vrstnega &tevila (Z)
sipalca, kot kaze sl.1. Na sl.2 pa vidimo, kako debele plo$¢e materiala so
potrebne, da doseZemo nasi¢eno povratno sipanje. Z nekim izvorom lahko
dobro merimo le debeline, ki ne presegajo polovice debeline nasi¢enega po-
vratnega sipanja. Ker je pn za razli¢ne snovi razliden, lahko to izkoristimo za
merjenje prevleke snovi A na podlagi B, ¢e sta Zs in Zp med seboj dovolj

pn I /a
0.6 |
b
0.4 |
02}
o 20 40 60 80 Z

Sl. 1. Odvisnost koeficienta nasitenega povratnega sipanja od Z sipalca. Krivulja a
je za difuzen, b pa za paralelen vpad delcev (1)

razli¢na. Na plosci iz snovi B se namreé odbije @, pyp delcev v sekundi; &e pa
plosco pokrijemo s tanko prevleko snovi A, se bo $tevilo odbitih delcev zvisalo
in bo pri zelo debeli plasti A doseglo vrednost @, paa. Meritev prevlek bo tem
laZja, ¢im bolj se razlikujeta koeficienta nasi¢enega povratnega sipanja za oba
materiala. Za dobro meritev tudi ne sme biti prevleka debelej$a od polovi¢ne
debeline nasicenega povratnega sipanja. Tako n. pr. s 20Tl (Epax = 0,87 MeV)
merimo lahko 2 do 30 mg/cm? barve na Zelezni plodevini s °Sr pa 10 do
150 mg/cm?®. Ugodni sta Se naslednji kombinaciji, ki sta v praksi pomembni:
Sn na Fe (pokositrena plo¢evina) in Se na Al (selenski usmerniki).

Sl. 3 kaZe v prerezu merilno glavo, ki sem jo uporabljal za te vrste
meritev.* V plastiénem scintilatorju je luknja z izvorom 2%Tl v svinéeni posodici.
Pod scintilatorjem je fotopomnoZevalka, vse skupaJ pa varuje pred zunanjo
svetlobo valj, pokrit s tankim aluminijastim okencem (d = 4 mg/cm?). Elektri¢ne
sunke, ki jih daje fotopomnoZevalka, najprej ojatujemo, nato pa jih vodimo

. X Diploxﬁsko delo Ipo'd vodstvom doc. Moljka, opravijenc v In&titutu Jozefa
Stefana leta 1957/58.
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v pogostnostni merilnik (ratemeter), kjer debelino neposredno odéitavamo. De-
lovno napetost na fotopomnozevalki moramo imeti dobro stabilizirano, sicer
meritve ne bi bile zanesljive. Izkoristek plasti¢nega scintilatorja za delce £ je
zelo visok, geometrija pa ugodna; saj zajamemo skoraj vse odbite delce. Oboje
nam omogo¢i uporabo Sibkih, nenevarnih izvorov, saj Ze 20 do 30 uC popolnoma.
zadostuje.

Debelin preko 200 mg/cm? (0,3 mm Zeleza) pa s sevalci § Zal ne moremo
meriti, ker se blizamo debelini nasi¢enega povratnega sipanja tudi za energijsko
najviSe stojece izvore. Lahko pa delamo z isto napravo, ¢e vzamemo izvor y,
na primer ®Co, ter kristal NaJ(Tl) namesto plasticnega scintilatorja. Zaradi
vedje prodornosti delcev y se sicer zdi, da potrebujemo zelo moéno svindeno

300mg/cm?2
kL tolija
200 | \\ merjenec
izvor svine’ﬁ_
scintil.
100 fotopomn.
6260
/ /
0 1 2 3 4Mev -

S. 2. Debelina nasienega povratnega sipanja v odvisnosti Sl 3. Merilna glava za
maksimalne energije sevalca f (1) merjenje povratno si-
panih delcev g

zaS¢ito med izvorom in scintilatorjem, za kar pa ni prostora. Tej tezavi se pa
k srec¢i lahko izognemo s tem, da sipane Zarke spektralno analiziramo.

Posnemimo kobaltov spekter s kristalom NaJ(Tl)! Kljub temu, da seva
kobalt le delce z energijama E, = 1,32 MeV in E, = 1,17 MeV, dobimo zaradi
razliénih efektov v kristalu zvezen spekter sunkov. Ce postavimo tik za izvor
plos¢o iz poljubnega materiala, se pa spekter spremeni; posebno zrase $tevilo
delcev v energijskih razredih okoli 200 keV, manj pa v vi§jih in niZjih, Ce
izberemo za Stetje le sunke, ki ustrezajo energiji fotona okoli 200 keV (to na-
pravimo z enokanalnim analizatorjem), nas direktni fotoni (1,32 MeV, 1,17 MeV)
razmeroma malo motijo. Oba spektra, posneta s kristalom NaJ(Tl) dimenzij
2r = 14mm kaZe sl. 4. Tudi tukaj so potrebni le 8ibki izvori (20 uC), ker so
kristali NaJ(Tl) za delce y zelo obdutljivi. Izkoristek naSega kristala je za
energijo 0,2 MeV enak 70, za energijo 1MeV pa le 30 . Vidimo, da je
debelina kristala ravno primerno izbrana. Saj z vefanjem debeline izkoristek
za fotone z energijo 1 MeV (ki jih nofemo zaznavati) hitreje naraséa kot pa
za 0,2 MeV; po drugi strani pa sta pri tanjSem kristalu oba izkoristka priblizno
sorazmerna z debelino, tako da ostane razmerje nespremenjeno.
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Pri meritvi izvor merjencu vedno ¢m bolj pribliZamo. Iz dela materiala
tik nad izvorom pridejo tedaj v scintilator le fotoni, ki so se odbili pod velikimi
koti; iz okolice pa tisti, ki so se odbili pod manjimi koti. Te fotone pa lahko
pri Stetju v precej$nji meri izlo¢imo, ker imajo vi§je energije. Tako lahko brez
kolimacije ugotavljamo v materialu Se majhne lokalne napake.  Poskusi (2)
so pokazali, da je Se mogoce najti 3 mm globoko in 3 mm $iroko luknjo v 6 mm
debeli steni,

&
]
E"
>
> v
_g H 80co, 2a izvorom Felezo
=N
w c
7500
S000
Oco
2500}
1 L 1 1
0 0,1 02 03MeV  energija

Sl. 4. Spekter %°Co, posnet s kristalom NaJ(T1). Vi§ja krivulja kaZe prisotnost materiala
tik za izvorom. Razredi okoli 200 keV so najgosteje zasedeni

4. UPORABNOST RAZLICNIH IZVOROV

Gotovo je, da niso vsi izvori za merjenje neke debeline enako uporabni.
Delci f s prenizko energijo se premoé¢no absorbirajo, tako da z njimi ne moremo
meriti. Nasprotno pa curek delcev § z visoko energijo pri prehodu skozi tanko
plosco premalo oslabi, da bi mogli oslabitev dobro meriti. Da ne bomo navezani
le na obcutek, ki pogosto vara, si bomo poiskali ra¢unsko oceno za uporabnost
razliénih izvorov. Poglejmo, kolik§no relativno napako napravimo pri meritvi
ob danih pogojih! Ce napravimo pri enaki meritvi z drugim izvorom manjéo
napako, je ta izvor gotovo za ta primer ugodnejsi.

Pojemanje curka delcevf ali y se da pri prehodu skozi snov dovolj dobro
opisati s funkcijo:

D = P e rX

kjer pomeni- @, vstopajoéi fluks (Stevilo delcev na sekundo), @ fluks v plosdi
v globini x, u pa absorpcijski koeficient, ki je odvisen od energije delcev in od
materiala, skozi katerega' delci prehajajo. Z logaritmiranjem in odvajanjem
te funkcije dobimo: d®/® = — u dx. Ker je Stevilo delcev; ki jih prestejemo
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v Casu t, enako N = ®t, je AP/P = A N/N. Ce nadomestimo diferenciale
s kon¢nimi spremembami, dobimo (priblizno): 4 N/N = — u Ax. Napako Ax pri
meritvi debeline x naredimo zaradi nenatan¢nega preStevanja razpadov, za
katere velja Poissonova porazdelitev. Pri.njej je relativna efektivna (stan-
dardna) napaka 4 N/N = 1/\/N. Ko upostevamo Se, da N = N, e #¥ dobimo
konéno relativno efektivno napako izmerjene debeline:

Adxlx = — e #x2[yx N, (1)

Absorpcijski koeficienti za razliéne izvore so znani (3), tako da lahko
izracunamo relativno napako meritve v odvisnosti od debeline. Rezultate teh
racunov kaZejo krivulje na sliki 5. Debelino poi¢emo na vodoravni osi. Cim
viSe sega na tem mestu krivulja, tem ugodnejsi je ta izotop za meritev plosé
z izbrano debelino.

385 4T, 2047, 905, u 108,

Qs

o ) ' 10 02 1o¥ng/em?

S1. 5. Napaka, ki jo napravimo, ¢e merimo debeline snovi z absorpcijo delcev B

razliénih izvorov. Ny je 105 Krivulja Sr pripada dejansko ?Y, ki je s 9Sr v ravno-

teZju in seva delce § vedjih energij. Pikéasta érta je posledica prisotnosti®®Sr. Pri

nizkoenergijskih izvorih se koristno obmoé&je zaradi debeline okenca na detektorju
zozi, kar kaze ¢rtkana &érta za 35S in debelino okenca 3 mg/cm?

5. KAKO MOCAN IZVOR POTREBUJEMO?

Delo z radioaktivnimi izotopi je vedno zvezano z neko nevarnostjo zaradi
sevanja. Mocni izvori, tudi ¢e so dobro zas¢iteni, nam gotovo delajo teZave pri
zamenjavi. Zaradi tega nikoli ne jemljemo moénejSega izvora, kot je za meritev
s predpisano natanénostjo potreben. Zanima nas torej najmanj$a potrebna
jakost izvora, ¢e so podani vsi pogoji meritve.

Kadar i8¢emo debelino nekega kosa, ki v merilniku miruje, $tejemo sunke
toliko ¢asa, da doseZemo zahtevano natan¢nost meritve. Ce imamo predpisan
tudi ¢éas meritve ,moramo vzeti dovolj mocan izvor. Iz nase enadbe (1) dobimo
potrebno $tevilo N,, ki jih mora preSteti Stevec, ¢e ni vzorca:

N, = e*®/[4 x/x)? u? x?] )
iz tega pa potrebno aktivnost izvora I (to je Stevilo razpadov na sekundo), ¢e
uposStevamo Se izkoristek Stevca in prostorski kot 2, pod katerim se vidi
Stevec iz izvora:

I =47ex/[dx/x)?u2x®t Q) (3)
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Aktivnost lahko izrazimo z obi¢ajno enoto milicurie, ¢e upo$tevamo, da je
1 mC = 37.108 razpadov na sekundo.

Pri prakti¢ni uporabi navadno ne delamo z mirujoéim vzorcem, ampak
hoéemo ugotoviti vsak odmik od neke predpisane vrednosti pri traku materiala,
ki se premika med izvorom in detektorjem s hitrostjo v. Ce se nam debelina
na razdalji L lahko Ze obdutno spremeni in ¢ée hofemo to spremembo ugotoviti,
mora biti ¢asovna konstanta pogostnostnega merilnika nekajkrat manjSa od
razmerja L/v.* Izhodna napetost pogostnostnega merilnika uravnava avtomatsko
razmak med valji, med katerimi tefe material. Da drZimo vrednost ves ¢as
na 4 x/x natanéno, morajo valji ¢utiti le spremembo debeline materiala, ne pa
tudi statisticnega kolebanja sunkov. Gornja enacba ni ve¢ uporabna, saj je tam
precejSen del odSitkov bolj zmoten, kot je to dopustno. Pisali smo namred
AN/N =1/ \/ N, kar pomeni, da smo pri pribliZzni tretjini vseh meritev debeline
dobili rezultate z vecjo relativno napako, kot je izradunani efektivni A x/x.
V tej tretjini primerov bi se vedno sproZil mehanizem za korekturo debeline
kljub nespremenjenemu merjencu. O¢itno tukaj ne smemo predpisati 4 N/N =
= 1/\/ N, ker dobimo v tretjini primerov rezultat bolj zmoten, kot si to Zelimo.
Vedeti ho¢emo, koliko razpadov moramo presteti, da bo samo $e skrajno malo
verjetno, da bi bila napaka veéja, kot jo po predpisih dopustimo.

Zaradi lazjega ra¢unanja nadomestimo Poissonovo porazdelitev z najbliZjo
Gaussovo. Verjetnost, da lezi §tevilo sunkov pri meritvi, kjer jih priéakujemo
N, med vrednostima N in N + dN, je priblizno enako

i (N) AN = (1/V2 7 N) exp [— (N — N)*/2 N].
Verjetnost za rezultat, ki bo bolj zmoten kot za 4 N/N, pa je:

W (4N) = 2/\/57:1_77) _Fe—uv—ﬁ)z/z‘ﬁ dN
N+AN

Zahtevajmo na primer, da naj bo W = 0,001! Stevilo sunkov, ki jih moramo
za to presteti, dobimo iz enacébe: @ (4 N/ \/2N) = 0,999, kjer je @ (x) Gaussov
integral.** Iz tabel dobimo: 4 N/ \/2 N = 2,3. Torej

AN/N =\/10,6/N.

Ce zahtevamo $e manjso verjetnost, W = 0,0001 (to pomeni, da bo le vsak deset-
tisoéi odéitek zmoten za ve¢ kot za 4 N/N), pa mora biti

AN/N =\145N.

* Dokazati se da (4), da je efektivna napaka posameznih vrednosti, ki jih pokaZe
pogostnostni merilnik s ¢asovno konstanto 7 = RC, enaka, kot ¢ée bi presteli posamezne
sunke v Casu 2 7.

2 X
*# D (x) =——= fe-x*dx. Glej n. pr. E. Whitakker, Robinson: Tefaj num. mat.,

V7o
str. 165.
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Vidimo, da verjetnost za zmoten od¢itek zelo naglo pada, ¢e veéamo aktivnost
izvora. Ker je verjetnost 10— za prakso Ze dovolj majhna, zadostuje pri stalni
avtomati¢ni kontroli debeline priblizno 15-krat moénej$i izvor, kot bi ga po-
trebovali pri enkratni meritvi z istimi pogoji.

Vsi ti raduni veljajo le tedaj, kadar napako zakrivi samo statistiéna po-
razdelitev sunkov. Za industrijsko uporabo merjenja debelin to ve¢inoma drZi.
Saj nas zanimajo podatki le za nekaj procentov natan¢éno; na elektronske na-
prave pa se lahko zanesemo nekako do natanénosti 19%o. Sele ¢e bi zahtevali
natan¢énost rezultatov na blizu 1% bi tudi nepopolnost teh naprav odloéala o
celotni napaki.
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THICKNESS MEASUREMENT WITH.,B AND y RAYS

(Summary)

The general principles of thickness measurements with beta and gamma
rays are presented and the accuracy of the method discussed. The required
activity, if the standard error in thickness is' prescribed, is given by Eq. (1).
(Only errors due to statistical fluctuations are assumed to be present.) If the
activity is increased about 15 times, the probability, that the error would
exceed the same prescribed limit, is reduced to about 10~%, as shown in § 5. This
is important for continuous control by a ratemeter.

The backscattering method has been applied to measure the thickness
of lacquer or tin coatings upon iron. A measuring head, shown by Fig. 3,
with a 204T1 beta source, a plastic scintillator, and a EMI type 6260 photomulti-
plier have been used.

UTRINKI

Kje neki je ta planet? — Shapley pravi, da Zivijo ljudem podobna bitja na
tretjem planetu iz druZine rumenkaste zvezde na zunanjem robu znacilne ga-
laktike, kakr$nih je v vesolju mnogo. Ljudska pravica, 1. 9. 1958

Antirevmati¢no perilo, narejeno iz rovilona (registrirana znamka). Trenje
med vlakni tega edinstvenega, volni podobnega materiala proizvaja stati¢ni
elektri¢éni naboj, ki neprestano elektriéno uéinkuje na koZo. Ugodna strokovna
mnenja francoskih zdravniskih avtoritet. PiSite za podrobnosti in cenik (poceni).
Lycenter Ltd., Wisbech. Oglas v »Sunday Times, 31. 8. 1958.

Vsako znanstveno odkritje zacenja kot krivoverstvo in neha kot prazno-
verje. Prosto po J. Huxleyu
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NOVICE

RESEVANJE ENACB Z ITERACLJO

Enacbe in’ sisteme ena¢h velkrat najhitreje reSujemo z iteracijo. Ce
iS¢emo koren X enacbe y (x) = 0, potrebujemo taks$no funkecijo G (x), da za-
poredje priblizkov a,, ki je definirano z iteracijsko formulo

Znp1 = G (xn) » 0y

limitira vsaj pri dovolj dobro izbranem zafetnem priblizku a, proti korenu X.
Potem velja G (X) = X. Naj bo napaka n-tega pribliZzka &,. Iz iteracijske formule
dobimo

Tap1=X+ea=GE+a)=GX +G X ea+tiG (X)a+

iz tega pa
enp1=G (X)ea T 3G (X) 2 + ... 2)

Zaporedje priblizkov x, konvergira tem hitreje proti korenu X, &m veé zadetnih
odvodov funkcije G (x) je v to¢ki X enako nié.

- Ce G’ (X) ni ni&, je eyp1 priblizno sorazmeren &, O tak$ni iteraciji pra-
vimo, da je prvega reda.! Primer za to je iteracija po spirali oziroma po stopni-
cah? (glej sliko). .

Naj bo G'(X) =0, G” (X) pa razlid¢en od ni¢. Potem je e,,.1 pribliZzno
sorazmeren ¢&,2. Taksno iteracijo imenujemo iteracijo drugega reda. Primer za to
je iteracija po znani Newton-Raphsonovi formuli:?

Tnp1 = G (%) = Xn—7Y (xn)/y (cn) (3)

Pri tem je x,,1 preseCis¢e tangente v to€ki (xn, yn) z osjo x. Drugi dovod
G" (X) = [y (X)/y (X)]* je po navadi razliten od ni¢. Cim manjsi je y” (X),
tem hitreje bo ta iteracija konvergirala. Vzemimo namesto funkcije y (x)
funkcijo*

z(@) =y @/ Vv @ @

Ta funkcija ima iste nicle kot y (x), poleg tega pa je tudi 2” (X) enak ni& Zato
je iteracija po formuli

Tnyl = Tn— z () _ Ty — 29y (xa) Y (xn) )

2" (xn) 2y () —y () ¥” (n)

tretjega reda.

Podobno iteracijsko formulo tretjega reda dobimo, de skozi togko (20s Yn)
potegnemo pritisnjeni krog ali parabolo in vzamemo za nov pribliZzek preseéisce
tega kroga oziroma parabole z osjo x.
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Iteracijsko formulo poljubnega reda pa dobimo, ¢e razvijemo x po poten-
cah y.* Dobimo

X=‘xu—-—

Yo _ Y <y_> _ 3U = (gn_>3 4 )

Ya  2yn \Yhn 6 yn Y'n
Namesto y (x,) smo pisali y, in enako za odvode. Ce prenehamo vrsto s ¢lenom,
ki ima potenco (yu/yn)N, je iteracija (N + 1)-tega reda.
V vseh teh iteracijskih formulah nastopajo ulomki. Ti so pri ra¢unanju

z radunskimi stroji vedkrat nezaZeleni. Za reSevanje algebrai¢nih enac¢b pa lahko
dobimo iteracijske formule brez ulomkov.’ Naj bo

G@E)=x—P@y® (M
kjer sta P (x) in y (x) polinoma. Polinom y (x) naj ima samo enojne nicle,
P (x) pa je Se poljuben. Ce je X koren enacbe y (x) = 0, je pogoju G (X) =X
zadog¢eno. Ce hodemo, da bo gornja iteracijska formula drugega reda, mora

veljati
GX)=1—PX)y (X)=0.

Temu pogoju ustreZemo tako, da postavimo
1—P @)y (x) = Q (x) y (x)

P@y @) +Q@y =1 @)

oziroma

kjer je @ (x) zopet neki polinom.

Ker sta si polinoma y (x) in ¥ (x) tuja, lahko vedno dobimo dva taka po-
linoma P, (x) in Q, (x), da je pogoju (8) zadoSteno. Kako dolo¢imo P, (x) in
@, (x), si oglejmo na primeru enacbe y (x) = x*—x—1. Iz (8) dobimo

l—@t—r—1)Q, (x) _

P 1+ @z +1)Q ()

— }2Q @) +
453 —1 R 43 —1

Ker sta P, (x) in @, (x) polinoma, mora biti tudi ulomek na desni strani polinom.
Oznadimo ga z R (x). Na isti na¢in kot za P, (x) dobimo za @, (x)

425 —1)R (x) —1 16 4 16 283/27) R =01
Q, (x) = (,7,, ) L)—=——<x2——x-}——\’R(x)—(~~- )_ﬁ)
a1 3 3 9. fx+1
Sedaj lahko postavimo R (x) = — 27/283 in dobimo:
4 6
Ql(x)=—l4—4<x2—~ac+-l—>, Pl(x)=i<4x3——gx2+—6jx—-3>
283 3 9 283 3 9

* Najprej poiSéemo inverzno funkcijo x = x (y), potem razvijemo x (y, + h) po
Taylorjevi vrsti. Za h = —y, dobimo x (0) = X, x (y,) = x, in iz tega formulo (6).
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Tako- dobimo iteracijsko formulo drugega reda

G(x)::)c—-i<4:r3—IE 2%+ %x—{i\ (xt—ax—1) 9)
283 3 9

Namesto tako dolofenih P, (x) in @, (x) lahko vzamemo
P(x) =P, (x) T R(x) y (x) in Q (*) = Q; (*) — R (x) ¥ ()

pri demer je R (x) neki polinom. Tega sedaj lahko dolo¢imo tako, da je itera-
cijska formula
G (x) =x—P, (x)y () —R () y ()

tretjega reda. Pogoju G’ (X) = 0 je Ze zadoS¢eno. Pogoj G” (X) =='0 pa nam d4
A P,(X)y" (X)—2P, (X) ¥ (X)—2R(X) y*(X) =0
Kot prej zadostimo temu pogoju tako, da postavimo
P, (@) y" (x) —2 P, (x) ¥ (x) —2 P, (x) .y'z (@) = Q, (X) y (x)
kjer smo namesto R (x) pisali P, (x), @, (x) pa je zopet neki polinom. P, (x)-in

®, (x) dolo¢imo podobno kot P, (x) in @, (x). Na ta nacin lahko dobimo itera-
cijske formule poljubnega reda.

y
~\’+
123+
]
1
P !
/ 1
/ ‘

N
Nk
X —
X
X
~
8
x
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Kot zgled? izraéunajmo pozitivni koren enacbe x*—x—1 = 0. S poskusa-
njem na logaritmi¢nem racunalu hitro dobimo, da je koren priblizno 1,23. Za

iteracijo po stopnicah napiSemo enac¢bo v obliki x = i/x + 1. Pri zadetni vred-
nosti x’ = 1,23 dobimo naslednje vrednosti priblizkov: x, = 1,222, x, = 1,221.
Z vsakim korakom dobimo pribliZno eno novo pravilno decimalno mesto
(glej sliko). '

Z iteracijo po Newton-Raphsonovi formuli dobimo: x, = 1,23, x , = 1,2209,
x, = 1,220744. Zadnji priblizek je Ze pravilen na Sest decimalnih mest. Pri dovolj
dobro izbrani zadetni vrednosti x, lahko vec¢krat aproksimiramo y,” = yy’, ne da
bi s tem kaj posebno poslab3ali konvergenco priblizkov, racunanje pa je precej
krajSe. Podobno dobimo z iteracijo po formuli (9): x, = 1,23, x, = 1,2204,
x, = 1,220744. Z iteracijo po formuli {(5) pa dobimo: x, = 1,23, x, = 1,220745.
Ker je za ta primer s, = 1,25 &?* dobimo iz &= x,—x; = 9,25.10-3 za ¢, ==
= 0,99.10-% za ¢, pa 1,2.10—18, Druga iteracija po formuli (5) bi nam dala ko-
ren, pravilen na prakti¢no osemnajst decimalnih mest.

V veéini primerov se zadovoljimo s priblizki, ki so pravilni na nekaj deci-
malnih mest. Takrat raéunamo z iteracijo po stopnicah oziroma spirali ali po-
navadi bolje po Newton-Raphsonovi iteracijski formuli. Kadar pa Zelimo dobiti
veliko natanénost v &ém manj korakih, radunamo z iteracijskimi formulami
vi§jih redov. Iteriranje po formuli (9) se izplaca le pri rutinskem delu, ko imamo
na primer opravka z rafunanjem nicel polinoma za razliéne vrednosti koefi-
cientov. AR

Sergej Pahor
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STEVILO z NA DESET TISOC DECIMALK

Pred kratkim je G. E. Felton izracunal $tevilo &z na 10 000 decimalk na-
tanéno. Seveda ni radunal samo s svinénikom in papirjem, temveé z elektronskim
radunskim strojem srednje velikosti Ferranti Pegasus. Stroj je vsega skupaj
delal 33 ur. Z navadnim radunskim strojem bi potrebovali za to delo okoli
100 let. Ze 1. 1949 so s strojem ENIAC dolodili 7 na 2035 decimalk, leta 1955 pa
s strojem NORC na 3089 decimalk in sicer v 13 minutah. Z racunskimi stroji,
ki so zdaj v naértu, bo mogoce v manj kakor eni uri izra¢unati Stevilo = na deset
tiso¢ decimalk. Domnevajo, da je $tevilo # normalno, to se pravi, da je ena
desetina njegovih decimalk enaka 0, ena desetina enaka 1 itd. Feltonov priblizek

bo lahko to domnevo le podkrepil.
LV,
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JURLJ VEGA V LUCI SOVJETSKIH ZGODOVINSKO-MATEMATICNIH
“RAZISKAV

Stevilnim domadim in tujim Vegovim biografom se je v novejSem &asu
pridruzil Se I. J. Depman iz Sovjetske zveze. Ta je 1. 1953 v Sestem zvezku
Istoriko-matematideskie issledovanija, ki jih izdaja Gosudarstvennoje izda-
tel’stvo tehniko-teoreti¢eskoj literaturi v Moskvi, napisal razpravo z naslovom
Zamedatel’nye slavjanskye vydcisliteli G. Vega i 1. F. Kulik. V njej je Zivljenje-
pisu Vege odmerjenih 21 strani. Poleg besedila prinasa med ilustracijami Se
Vegov portret, naslovni strani prve in druge izdaje najstarej$ih ruskih logari-
temskih tablic, naslovno stran prvega Vegovega logaritmovnika in latinsko
naslovno stran Thesaurusa. Spis je razdeljen na Zivljenjepisne podatke, na vo-
jaske uspehe, na oznacbo Predavanj in logaritemskih tablic ter na znanstveno
delovanje; konéa pa se s kratko oznako Vegovega znacaja.

Ugotoviti moramo, da je to ena najobseznejsih in najboljsih tujih Vegovih
biografij, ¢eprav se pisec opira le na Kaucéi¢a, Cantora, Doehlemanna in Vreéka.
Takoj v uvodnem odstavku ugotavlja, da je po svetu od.tistih, ki uporabljajo
tablice »barona Vege«, malo takih, ki hkrati vedo, da je bil njihov avtor
Slovan ter da je dobil baronski naziv Sele v 46. letu svoje starosti zaradi
znanstvenih in vojaskih zaslug. Navaja pravilen rojstni datum in opozarja na
zmedo, ki jo je vnesel Poggendorff v skoraj vse tuje biografije z navedbo
napac¢ne letnice.! Videti je, da je vestno in skrbno preveril vse podatke in
navedbe drugih biografij. Spretno se je tudi izognil nekaterim netoénostim,
ki so pri Kauédi¢u in pri Vrecku. Dodal pa je izsledke svojih preucevanj, zlasti
Se podatke o razSirjenosti Vegovega logaritmovnika v ruS¢ini. Ti rezultati pa
so novi in za nas zanimivi.

Da bi dognal, kako se je razSiril Vegov sedem-decimalni priro¢nik v
ruskem prevodu, je Depman preiskal biblioteke v Leningradu in Moskvi. Ugo-
tovil je, da je v njih sedemnajst raznih izdaj v ruscini, ki so vse izSle v zaloZbi
Weidmann v Berlinu v letih od 1859 do 1911 in ki jih je ta knjigarna posiljala
v Rusijo. Razen teh so Vegove tablice, popolnoma enake berlinskim izdajam,
izsle Se v letih 1879, 1882, 1885 in 1889 v zalozbi knjiZevnega magazina V. Dum-
nova v Moskvi ter v letih 1896 in 1910 v zalozbi M. O. Wolfa v Petrogradu in
Moskvi, vse s predgovorom A. F. Malinina. — Kakor je znano, so Vegov logarit-
movnik zadeli prirejati v raznih prevodih $ele po letu 1856, ko ga je Bremiker
izpopolnil. V ru&éini pa je izSel prvi prevod Ze prej, in sicer leta 1835 v Petro-
gradu, toda skrajSan za Solsko uporabo. Priredil ga je F. I. Busse (1794—1859).
Naslednje izdaje so nato izSle v letih 1846, 1855 ter Se Sestkrat do leta 1885. —
V sovijetski dobi je iz§la popolna izdaja Vegovega priro¢nika do leta 1949 $tiri-
krat v Moskvi, Leningradu in Novosibirsku, Priredil jo je in z razlagami k
tablicam opremil profesor V. Visocki. — K vsem tem ugotovitvam pripominja
Depman: »Ta seznam izdaj pa ni popoln. Ce pri tem uposStevamo, da mnogo
drugih ruskih izdaj logaritemskih tablic v devetnajstem 'in dvajsetem stoletju
temelji v glavnem na Vegovih tablicah, potem nam S$ele postane jasen pomen
dela tega slovanskega matematika za rusko Solo.«

Depman tudi precej obsirneje kakor drugi biografi razlaga Vegove
razprave, Do sedaj smo vedeli, da je Vega o $tevilu «, ki ga je izraunal na

1 Poggendorff, zvezek II, 1863, navaja napacno in zanika pravo rojstno letnico
takole: geb. 1756 (nicht 1754). — Isto napatno letnico ima tudi Velika sovjetska
enciklopedija iz 1. 1951.
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140 decimalk, izdal leta 1795 poseben spis v Casopisu petrograjske Akademije.
Depman nam sedaj podaja o tem spisu ob$irno pojasnilo. Delo je bilo pred-
lozeno Akademiji 20. avgusta 1789. V casopisu pa so natisnili Sest let pozneje
le izvlecek iz tega dela s pripombo, da se Akademiji ne zdi primerno, da bi
tiskala v celoti Vegove dolge in utrudljive radune. Omejila se bo le na objavo
razvrstitve za =z, ki jo je avtor uporabil. V opombi uredni$tvo opozarja,
da vrsti, s katerima je tu izraZen m, sicer konvergirata zelo hitro, vendar
so §tevei in imenovalci, ki nastopajo v ulomkih, zelo neprikladni za nu-
meri¢no racunanje. Pravi, da je Euler izrazil = z drugima dvema  vrstama?
ki sicer ne konvergirata tako hitro kakor Vegovi, vendar imata strukturo, ki je
bolj pregledna in prikladna za numeri¢no ra¢unanje. Depmanov zakljuéek je
po smislu tale: Primerjanje 140 decimalk, ki jih je dobil Vega, in 127 decimalk,
ki so jih do takrat izra¢unali razni avtorji z nedvomno toénimi vrednostmi za =
naSega Casa, nam pokaze, da je Vega s tem raéunom popravil napake prejs$njih
avtorjev in prvi izra¢unal & na 140 decimalk. — Nadalje navaja Depman
Vegove kriti¢ne opazke glede francoskega republikanskega koledarja in mu
izraza priznanje, da je propagiral metrski sistem. .

Vse pa kaZe, da avtor te biografije ni dognal Vegove prave domovine:
Ljubljano imenuje dosledno »Ljubljanice«. Za »Vego« — pravilneje »Veho« —
pravi, da je »slovinskoje slovo« (slovinska beseda). Trikrat je napisal, da je bil
Vega iz druzZine oziroma sin »slovinskogo krestjanina« (slovinskega kmeta),
enkrat pa celo, da so bili njegovi starsi in sorodniki revni »rusinskije krestjane«
(rusinski kmetje). Tako bo bralec sklepal, da je bil Vega nekakSen severni
Slovan. Saj zive Slovinci na Poljskem, tako imenovani Rusini pa v Ukrajinski
SSR. — Na te naSe pripombe je I. J. Depman odpisal med drugim naslednje:
»Moj ¢lanek o Vegi je bil prvi o njem v ruséini. Predvsem sem hotel seznaniti
nase bralce s tem znamenitim matematikom; zato so mnoga druga vpraSanja
o njem ostala ob strani. Napake, do katerih je prislo, bom skusal popraviti
ob prvi priloZznosti.« — Upostevati moramo tudi, da je avtor ¢rpal biografske
podatke iz gradiva, ki mu je bilo dostopno, to pa je bilo spisano v stari Avstriji,
ko so pisci rod ozir. narodnost ali zamoléali ali pa skopo in nejasno navedli.

Kako uspesno se Depman poglablja v zgodovinsko-matematiéne raziskave,
dokazujejo naslednje njegove knjige in razprave zadnjih let:

Mery i metri¢eskaja sistema. Detgiz, Moskva-Leningrad 1953.

Rasskazy o matematike. Detgiz, Leningrad 1954.

O merah i metriceskoj sisteme. Znanije, Moskva 1955.

Vozniknovenije sistemy mer i sposobov izmerenija veli¢in. Uépedgiz,
Moskva 1956.

»Geometrija praktika«. Ist.-mat. issledovanija VIII, Moskva 1955.

‘Pervyj russkij- doktor matemati¢eskih nauk parizskogo universiteta.
Prav tam.

J. A. Littrov — uditel’ N. J. Lobacevskogo. Ist.-mat. issledovanija IX,
Moskva 1956.

K. F. Gauss i Derptsko-jurjevskij universitet. Voprosy istoriji jestestvo-
znanija i tehniki, Moskva 1956.

Pobeditel’ ¢isla 7 — Ferdinand Lindemann. Uéenyje zapiski leningradskogo
gosudarstvennogo pedagogiceskogo instituta. Fiz.-mat. fakultet, T. XVII, vyp. 2.

Vosstanovlenije prioriteta B. Bolzano. Prav tam. . viw
JoZe Povsic

2 Euler je predloZil zadevni spis isti Akademiji Ze leta 1779, objavila ga je pa
Sele 1. 1798.
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SANJARJENJE Z ODPRTIMI OCM1i?

Dandanes se izkoriSca jedrska energija le preko toplotnih strojev, ki
érpajo toploto iz jedrskih reaktorjev. Pri tem je precej teZav. Sredstvo, ki
toploto odvaja, je veckrat moéno radioaktivno in zato ne sme priti v neposreden
stik s toplotnim strojem. Potreben je torej vmesni toplotni izmenjevalec, ki
prejema toploto od reaktorskega hladilnega sredstva (voda, CO,, zrak, tekoce
kovine) in jo predaja toplotnemu stroju. Toplotni stroji (kotel s paro in turbina)
so Ze sami po sebi okorni, toliko bolj pa, ¢e pride zraven Se zaddita proti
radioaktivnosti ter toplotni izmenjevalec. Reaktorsko hladilno sredstvo moti
delovanje reaktorja in zahteva dodatno povedanje njegove velikosti ter mnoZine
goriva. Vsi ti problemi dajejo jedrski energiji skoraj neeleganten videz. Zato
se ne smemo cuditi prizadevanjem, kako bi jedrsko energijo izkorii¢ali bolj
neposredno in bolj uéinkovito.

Lansko leto so fiziki s kalifornijske univerze objavili preliminarne radune
za reaktor s plazmo, ki naj bi neposredno dajal elektriéno energijo. Ideja sama
je zanimiva, Ceprav je do prakti¢ne izvedbe Se zelo daleé.

Grafitni zid, zunaj obloZen z Al Elektromagnet
\\_/
/v
/%//\/
_ Y%
D0 D0

\Kritiéno podrocje

Shema reaktorja na nihajo¢o plazmo

Sredica tega reaktorja ima obliko podolgovatega valja, ki je polnjen
s plinastim U?3 pri visoki temperaturi (glej sliko). Valj je obdan s tezkovodnim
reflektorjem, ki obenem sluZi za hlajenje. Gostota uranskega plina v posodi
naj bo tolikSna, da je sistem nekoliko podkritiéen, ¢e je plin enakomerno
porazdeljen po vsej posodi. Le pri neenakomerno porazdeljenem plinu se lahko
zgodi, da postane del reaktorja (tam, kjer je gostota vedja) kriti¢en ali celo
nadkritiéen (to pomeni, da se tam nevtroni razmnoZujejo). Najve¢ moznosti za
nadkritiéno reakcijo imata podroé¢ji na konceh, kjer je posoda popolnoma obdana
z reflektorjem. Srednji del posode je glede tega v slabSem poloZaju, zlasti Se
zaradi absorpcije nevtronov v tuljavah (glej spodaj).
~ Ce torej na kak na&in uranski plin na eni strani posode dovolj zgostimo,
pride tam do nadkriti¢ne veriZzne reakcije. Ce se pri tem sprosti dovolj toplote,
Se preden se plin v kritiénem podrodju utegne raztegniti zaradi poviSane tem-
perature, nastane eksplozijski val, ki potuje z veliko hitrostjo proti drugemu
koncu posode. Zaradi vala se plin na drugem koncu posode stisne do nad-
kriti¢nosti, nakar se igra ponovi v obratni smeri. Dobimo torej stojeée valovanje
(podobno kot v zaprti piscéali), ki je lahko nedusSeno, ¢e je sistem pravilno
dimenzioniran; lahko pa celo amplituda nara$éa.
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Energijo tega valovanja lahko izkoristimo za elektri¢no delo. To je moZno
zato, ker je plin zaradi visoke temperature skoraj popolnoma ioniziran (tak
plin imenujemo plazmo) in zato elektri¢no prevoden. Na sredi valjaste posode
ustvarimo z elektromagneti stalno vzdolZzno magnetno polje. Val plazme »reZe«
silnice tega polja le ob vstopu in izstopu iz polja. Pri tem se v plazmi inducira
tok, ki je ab vstopu v polje (po Lenzovem pravilu). antiparalelen s tokom, ki na-
paja magnet, pri izstopu pa paralelen. Inducirani tok ustvari dodatno magnetno
polje, ki je zaradi nihanja plazme izmeni¢no. To izmeni¢no polje nam v zunanji
tuljavi indueira izmeniéno napetost, ki jo lahko izkoristimo za delo. Na ta nadin
se torej del kineti¢ne energije, ki jo ima plazma, izkoristi za elektriéno delo.
Kineti¢tna energija -se ustrezno zmanjsa (magnetno zav1ran3e) Izkoristek pa ni
popoln zaradi upora plazme (del elektriéne energije preide v Joulovo toploto).

Taks$na je ideja. Kako pa je s prakti¢no izvedbo? o

Uéinek bo tem vedji, ¢im viSja bo temperatura uranskega plina; visji tem-
peraturi ustreza vecja hitrost plazme med ekspanzijo in tudi vi§ja stopnja
ionizacije. V vsakem primeru mora biti temperatura plina vi§ja od 3900 °K
(vreli$ée plina pri 1 atm). Pri tak$nih pogojih je lahko stena posode le iz grafita,
ki prenese temperaturo tudi ez 3500 °K. Seveda $e ni jasno, ali bo 'grafit
zadostil tudi ostalim, zlasti kemi¢nim pogojem. Sredi$éna temperatura uran-
skega plina bi potem bila blizu 6500 °K, ¢e predpostavimo, da oddzaja plin
toploto le s sevanjem in da seva kot &rno telo (povpreéna prosta pot fotonov
v plinu je mnogo manjSa kot dimenzija kritiénega podroé¢ja). Pri tem radunamo
z gostoto toplotnega toka blizu 1 kW/em?2. Grafitni zid naj bi od zunaj hladili
s tezko vodo. Zato mora biti debel okrog 1,3 cm. (Toplotna prevodnost grafita
pri visokih temperaturah je priblizno 0,1 kal/cm st sek ali 24 W/m st.) Zaradi
krhkosti grafitnega zidu so izbrali 1atm kot najprimernejsi tlak.

Doslej Se ni nobenega natancnejSega projekta, ampak so bili narejeni
le priblizni racuni, katerih rezultati podajajo le velikostno stopnjo posameznih
koli¢in. Predpostavili so, da se plin po prihodu vala stisne na priblizno dva-
kratno gostoto. Zaradi nenadnega povecanja temperature bo del plina izletel
iz kriticnega podrocja s hitrostjo, ki je priblizno enaka dvakratni hitrosti zvoka
v »hladnem«, to je nestisnjenem plinu. Opisanim razmeram ustreza maksimalna
hitrost plazme nekako 1600 m/sek. Ustrezajota stopnja ionizacije bi bila okrog
879 in elektri¢na prevodnost 26 (2 cm)—! (prevodnost bakra je pa5.10% 2—1 em™?).
Nadalje so vzeli, da se pri prehodu magnetnega polja z gostoto 0,3 Vs/ro2 zmanjsa
hitrost plazme na polovico zadetne hitrosti. Torej naj plazma izgubi okrog 75 %o
svoje kineti¢ne energije. Del te energije se uporabi v plazmi sami v obliki
Joulove toplote, preostali del pa je na razpolago za koristno elektriéno delo.
Procent ‘izgubljene energije bo tem manjsi, ¢im ve¢ji bodo hitrost plazme.
stopnja ionizacije ter polmer valja* Ce izberemo 70 %/o-ni izkoristek kot naj-
primernejsi, bi moral valj imeti polmer okrog 4 m! Oddana elektriéna modé pa
bi dosegla okrog 480 MW.

* BeZen ratun pokaze, da ima v plazmi inducirani tok I enako stopnjo velikosti
kot produkt v Bpor?(Bg = gostota stalnega magnetnega polja, r = polmer val]a,
o = prevodnost plazme). Dodatno magnetno polje, ki ga povzrocx ta tok, ima
v obmo¢ju tuljav gostoto s stopnjo velikosti B ~ ug I/r. Energija, ki JO odda prostor-
ninska enota plazme pri enkratnem prehodu skozi polje magneta, je pribliZzno to-
lik§na kot gostota energije omenjenega dodatnega polja, to je Bz/2 o ~ ¥ ugv2 Bo? 02 12
Po drugi strani ima v enoti volumna proizvedena Joulova toplota enako velikostno
stopnjo kot v Be®ocr, ¢e ratunamo, da meri ¢as vstopanja v polje nekako r/v.
Kvocient Joulove toplote in dzkoriSéene energije bi imel potemtakem stopnjo
velikosti (% po v o 7).
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Pri izbiri gostote uranskega plina in dolzine valjaste posode se moramo
ravnati po veriZni reakciji, ki naj da potrebno energijo v dovolj kratkem Zasu,
da bo nastal eksplozijski val. Ce rafunamo, kot da ima kriti¢no obmocje
uranskega plina obliko krogle s polmerom valja in ¢e si mislimo, da prihaja
val od nasprotne strani valja, se mora energija sprostiti v ¢asu, ki ga rabi
val, da po odboju od stene posode zapusti kritiéno podrogje (to je pribliZzno
v ¢asu, ki ga zvok rabi za prehod dvakratnega premera posode). V naSem
primeru se mora energija sprostiti v casu do 0,0l sek. Ce naj v tem Ccasu
nastaneta recimo dve generaciji nevtronov, mora biti v vsakem kubinem
centimetru vsaj 5.1017 atomov U?3%. Zaradi svoje majhne gostote je uranski
plin za nevtrone skoraj prozoren. Posoda pa je obdana z odli¢nim refiektorjem,
ki nevtrone zavira in jih vrada v plinasto sredico. S tem se povecuje &tevilo
cepitev. Nevtroni, ki so po povratku iz reflektorja Ze termiéni, Se veckrat
preletijo uranski plin, preden v njem doZivijo trk. To je tudi vzrok. zakaj
ostane vedina nevtronov v krititnem podro¢ju tudi potem, ko preceilen del
plina odide z eksplozijskim valom. Nevtroni, ki so odsli z valom, bodo imeli
na poti do nasprotnega kriti¢nega podrocja dovolj priloznosti, da se izgube ali
absorbirajo. Medtem se v krititnem podro¢ju zaradi manjse mase obc¢utno
poveda opti¢na propusinost, tako da se lahko plin dovoljno ohladi Se pred
povratkom vala. Priblizna ocena zahteva skoraj 50 m dolg valj (6 premerov).
Pri tej dol#ini bi bila frekvenca nihanja okrog 20 Hz. Upajo, da bo mogoce
na ta nadin obdrZati povpre¢no temperaturo in povpreéni nevtronski fluks
na stalnem nivoju.

Poglejmo 3e, kolik$en skupni izkoristek so napovedali. Val naj bi odnesel
okrog 80 %o z razcepi uranovih atomov nastale energije, od tega 50 9/ v obliki
kineti¢ne energije, ostalo kot sevalno energijo. 75 %o kineti¢ne energije odvzame
magnetno polje; 70 %o te odvzete energije bi lahko opravljale delo. Torej bi
bil skupni izkoristek konec koncev le okrog 0,80.0,50.0,75.0,70 = 0,2 = 20 %o.
Seveda so aproksimacije pri doloditvi posameznih koli¢in hude in imajo objav-
ljene $tevilke pomen le v okviru velikostnega reda.

O dobrih in slabih lastnostih predlaganega stroja bi se dalo povedati
naslednje: Novi reaktor nima gibljivih mehanskih delov (¢rpalk); tlak v posodi
ni velik, tako da je nevarnost ob eventualni eksploziji manjsa; elektri¢no
energijo daje neposredno. Verjamejo, da bodo dvignili celokupni izkoristek
na 30 do 40 9. Danasnji reaktorji za moé¢ (n.pr.Calder Hall in podobni) pa
bodo lahko dosegli kve&jemu 30 %o.

Seveda je odprto vprasanje, kako prepreciti, da vuranski plin pri tako
visokih temperaturah (do 6500°K) ne bi kemi¢no napadal grafitnega zidu.
Najslab$e pa je, da so Ze najmanjSe potrebne dimenzije tako velike, da ne
moremo delati predhodnih poskusov v manjSem merilu. Ze posoda sama je
velika (8 X 50 m), debelina tezkovodnega reflektorja (1—2 m) in potrebne za-
$¢ite pa raziri reaktor preko dimenzij obicajnih reaktorjev. Poseben problem
predstavlja 3e stabilnost nihanja plazme, ki tudi e ni raziskana.

Prav lahko se zgodi, da bo opisana ideja ostala le ideja, torej — sanjarjenje

z odprtimi oémi.
Rudi Kladnik

Literatura: S. A. COLGATE, R. L. AAMODT: Plasma Reactor Promises Direct
Electrical Power. Nucleonics, 15, No. 8, 50 (1957). ,
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ZBOROVANJE MEDNARODNE UNIJE ZA FIZIKO

(Izvlecek iz porocila)

Mednarodna zveza za ¢isto in uporabno fiziko, ki je bila ustanovljena
leta 1922, je imela v Rimu od 17. do 20. septembra 1957 svojo deveto generalno
zborovanje. Le-to je potrdilo sprejem novih ¢&lanov, to je odborov za fiziko
ZSSR, Avstrije in Bolgarije. S tem se je $tevilo drzav, ki sodelujejo nri uniji
in med katerimi je tudi Jugoslavija, povedalo na 30.

Izvr$ni odbor Zveze za obdobje 1957—1960 s0 sestavili takole: predsednik:
E. Amaldi (Rim), prejnja predsednika: N. F. Mott (Cambridge, Anglija) in
M. Siegbahn (Stockholm); podpredsedniki: J. de Boer (Amsterdam), R. B. Brode
(Berkeley), M. Kotani (Tokio), J. H. Van Vleck (Cambridge, Mass.), G. Herzberg
(Ottawa). A. Joffe (Leningrad), E. Rasmussen (Kopenhagen), H. Staub (Bern),
F. C. A. Trendelenburg (Erlangen) in J. Weyssenhoff (Krakov); generalni taj-
nik — P. Fleury (Paris). _ .

Osem specialnih komisij ima nalogo, da razvijajo mednarodno sodelovanje
na naslednjih podroéjih: simboli, enote, nomenklatura; termodinamika in sta-
tisti¢cna mehanika; kozmiéni Zarki; zelo nizke temperature; publikacije; akusti-
ka; fizika trdnih snovi (A. splosne raziskave, B. polprevodniki, C. magnetizem);
fizika visokih energij. Ali naj se ustanovi komisija za jedrsko fiziko (nizke
energije) in morda tudi komisija za elektroniko, o tem si $e niso na jasnem.
Poleg omenjenih komisij obstaja tudi Mednarodna komisija za optiko, ki je
¢lanica Unije za fiziko. Zveza je zastopana v Mednarodnem sv&tu znanstvenih
zvez in v meSanih komisijah tega Svéta za spektroskopijo, za uporabo radio-
aktivnosti in ionosfero.

Na zborovanju je bilo sklenjeno, da prevzame Zveza pokroviteljstvo nad
naslednjimi sestanki (kolokviji), ki so predvideni za leto 1953: »Optika v metro-
logiji« (od 6. do 9.maja 1958 v Bruslju), »Mehanske lastnosti nekovinskih
trdnih snovi« (od 19. do 26. maja v Leningradu), »Fizika trdnega stanja in
njena uporaba v elektroniki in pri telekomunikacijah« (od 2. do 7. junija v
Bruslju), »Zelo nizke temperature« (od 23. do 28. junija v Leidenu), »Jedrska
fizika visokih energij« (od 30.junija do 5.julija v Zenevi), »Feri in antifero--
magnetizem« (od 2. do 5. julija v Grenoblu), »Radioaktivnost in jedrska fizika«
(od 7. do 12. julija v Parizu), »Kromati¢na diskriminacija« (skupaj z Zvezami
za biologijo, fiziologijo in biokemijo (od 25. do 29. julija v Parizu), »Polprevod-
niki« (od 18. do 22.avgusta v Rochestru), »Elektronske lastnosti kovin pri
nizkih temperaturah« (od 25. do 29. avgusta v Genevi, N.Y.).

Generalna skupscina je obravnavala vpraSanje, kako naj bi pomagali
manj razvitim deZelam pri napredku v fiziki.

Urednis§tvo naSega lista more nuditi interesentom naslove predstavnikov
zgoraj naStetih komisij in organizatorjev navedenih sestankov. Ce Zelijo na-
tan¢nejSe informacije, naj se obraéajo kar na predstavnike komisij, v stvareh,
ki zadevajo sploSno delo Unije, pa na njeno tajni§tvo: 3, Boulevard Pasteur,

3 0
Paris 159, Prevedel N.P.

MEDNARODNI SEMINAR STUDENTOV MATEMATIKE V VARSAVI

Letos meseca maja je varsavska univerza praznovala 140-letnico svojega
obstanka. Ob tej priloZnosti so bile v VarSavi velike slovesnosti, ki.se jih je
udelezilo tudi okoli 25 rektorjev iz vzhodne in zahodne Evrope, Amerike in
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Azije, med njimi so bili navzodi tudi rektorji jugosiovanskih univerz. V okviru
teh proslav je univerzitetni odbor Zveze poljskih Studentov v VarSavi skupaj
z rektorjem variavske univerze, ki je letos matematik profesor dr. S. Turski,
organiziral mednarodni seminar §tudentov matematike. Ta seminar je trajal od
16. do 20. maja. Udelezili so se ga poleg $tudentov z vseh poljskih univerz tudi
gostJe iz tujine: dva $tudenta iz Londona, eden iz Helsinkija, eden iz Bruslja,
dva iz Prage, eden iz Sofije, eden iz Lvova in dva iz Jugoslavije (iz Ljubljane
in iz Novega Sada). Seminar je bil v prostorih matemati¢nega instituta varsav-
ske univerze v Palaé¢i kulture in znanosti.

Po prvotnem naértu naj bi seminar potekal v 3 sekcijah, in'sicer: 1. ma-
temati¢na logika, algebra in teorija $tevil, 2. matemati¢na analiza, 3. geometrija
in topologija. Na Zalost pa so bili pozneje zaradi premajhnega Stevila udeleZencev
vse tri sekcije strnjene v eno. Seminar je zacel rektor prof. dr. S. Turski, prvo
predavanje pa je imel znani poljski matematik prof. dr. W. Sierpinski. Govoril
je o var$avski matemati®ni Soli in nekaterih nereSenih problemih aritmetike.
Od znanih matematikov je predaval e prof. dr. K. Borsuk o problemu klasi-
fikacije topologkih prostorov. Druge referate so imeli asistentje varSavske in
poznanjske univerze in nekateri domaéi in tuji Studentje izmed udeleZencev.
Od spredaj omenjenih skupin sta bili najbolj zastopani topologija in.funkcio-
nalna analiza, zavzeli sta polovico referatov. Predavanja iz matemati¢ne logike
pa so skoraj popolnoma izpadla.

Na zaklju¢ku seminarja je bila Se razprava o $tudiju matematike v raz-
litnih drZavah. Tu smo udeleZenci porodali o organizaciji $tudija, o ucnih
naértih in drugih problemih. Zanimivo je, da skoraj v vseh drZavah primanj-
kuje u¢nega kadra za srednjo 3olo in tudi denarja za »gospodarsko neproduk-
tivne« vede. DolZina §tudija matematike je precej razli¢tna. V mnogih drzavah,
predvsem zahodnih, je &§tudijski sistem svoboden in ni vezan s posebnimi
izpitnimi pogoji. V Angliji traja $tudij le tri leta, povsod drugod pa od 4 do
6 let. Na Poljskem traja $tudij pet let, ne glede na to, da so tam Studijske raz-
mere neprimerno boljse kot pri nas. Pri njih ni opaziti kakSnega obcutnejSega
pomanjkanja predavateljskega in pomozZnega kadra na univerzi, saj ima n. pr.
matemati¢ni institut var$avske univerze 10 profesorjev, priblizno 20 asistentov
in okoli 200 $tudentov. Na drugih poljskih univerzah je podobno stanje. Poleg
tega so §tudentom na razpolago ucbeniki, pisani v domacem jeziku, in posebne
knjiznice ter posebni prostori za &§tudij v knjiznicah. Matemati¢ni institut
univerze v VarSavi ima tudi poseben oddelek za racunske stroje. Za zdaj delajo
z analognimi rac¢unskimi stroji, konstruirajo pa tudi Ze digitalne.

Organizatorji seminarja so poskrbeli za stike med-udeleZenci in poljskimi
profesorji matematike. Seminar je bil skrbno pripravljen in udeleZenci smo bili
povsod nadvse toplo sprejeti. Pokazalo se je, da so taksni seminarji pomembni
ne samo zaradi strokovnega dela, ampak tudi zaradi navezave stikov med
$tudenti iz razliénih drZav in zaradi spoznavanja organizacije in problemov
$tudija matematike drugod po svetu.

Poljskemu matematiénemu drutvu v VarSavi sem prinesel od Drustva
matematikov in fizikov v Ljubljani vse letnike Obzornika za matematiko in .
fiziko. Poljski kolegi so pokazali veliko zanimanje in voljo za sodelovanje
z nadim dru$tvom in nam v zameno posiljajo svojo publikacijo Olimpiada
matematyczna. S tem so storjeni prvi koraki za nadaljnjo poglobitev stikov

med poljskim in slovenskim matemati¢nim druStvom. -
Gabrijel Tomsié
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POSKUSI

MERJENJE TOKOVNIH IN NAPETOSTNIH SUNKOV V SOLI

1. Uvod

Indukcijski zakon povemo v srednji Soli navadno v diferencialni obliki,
torej takole: V zanki inducirana napetost je enaka hitrosti spreminjanja obje-
tega magnetnega pretoka (U; = d®/dt). Precej tezko pa je s poskusom neposredno
preveriti pravilnost te trditve. Pretok bi morali dalj ¢asa linearno spreminjati,
da bi na tuljavo prikljueni voltmeter mogel pokazati, kolik&na je inducirana
napetost. Ce pretok prepodasi spreminjamo, je inducirana napetost navadno
tako majhna, da voltmeter ni¢ ne pokaZe. Ce pa ga spreminjamo prehitro, je
spreminjanja prekmalu konec. Vidimo, da je res laze poucevati samo s kredo
kot pa s poskusi. Poteza s kredo zlahka nadomesti najbolj teZzavno meritev ali
celo taksno, ki se sploh ne da izvesti. Razlodek pa je tudi ta, da od same krede
dijaki navadno nimajo dosti koristi.

Da bomo mogli indukcijski zakon preveriti s poskusi, ga moramo povedati
Se v integralni obliki: V zanki inducirani napetostni sunek je enak spremembi
objetega magnetnega pretoka (§ Uidt = AD; Ce se uclenci plasijo integralskega
znamenja, piSemo lahko Uit = A® ali bolje U;dt = d® in z besedami dodamo
potrebno opravidilo).* V tej obliki zakona ni tezko preizkusiti z eksperimentom.
Sedaj namreé ni-treba ni¢ paziti na linearno spreminjanje. Sprememba naj bo
le dovolj hitra, da lahko pravilno izmerimo napetostni sunek. Dijakom moramo
pokazati, da je dobljeni sunek ravno tolik§en kot sprememba pretoka. To spre-
membo poznamo, ¢e smo pretok ustvarili z elektriénim tokom v prazni dolgi
tuljavi.

Indukcija ni edino poglavje, pri katerem smo v Soli prisiljeni, da merimo
elektri¢ne sunke. Pri obravnavanju kapacitete smo postavljeni pred podobno
nalogo. Dijakom moramo pokazati, da velja sorazmernost e == CU. Na konden-
zator damo razli¢ne napetosti in vsakokrat izmerimo tokovni sunek, to je
pretoceni naboj (e = { Idt), bodisi pri poljenju ali pri praznjenju. S tem tudi
dolo¢imo kapaciteto kondenzatorja (C = e/U).

Za merjenje tokovnih in napetostnih sunkov rabimo instrumente, ki niso
v nacelu ni¢ drugaéni kot navadni- ampermetri in voltmetri, le da ne smejo
imeti prekratkega nihajnega dasa. Pa& pa je naéin merjenja drugaden. Tok ali
napetost merimo statiéno; to pomeni, da vselej po¢akamo, da se kazalec umiri.
Sunek pa merimo balistiéno; to pomeni, da pogledamo, kako dale¢ zamahne
kazalec zaradi sunka; preberemo torej prvo amplitudo. Pri ampermetru ali
voltmetru z linearno skalo je ta.amplituda sorazmerna tokovnemu (napetost-
nemu) sunku, ¢e je bil sunek dovolj kratek v primeri z nihajnim ¢asom instru-
menta. Skala za sunke (v ampersekundah ali voltsekundah) pa je seveda dru-
gadna kot skala za tok ali napetost (v amperih ali voltih). Za balisti¢ne meritve
moramo torej instrument posebej umeriti. Naprodaj pa se dobijo instrumenti, ki
so nala$¢ izdelani ali celo umerjeni za ta namen; to so tako imenovani balistiéni
galvanometri. Ker se po navadi zahteva precej§nja obéutljivost, so ti galvano-

* Primerjaj izrek o gibalni koliéini, ki ga dijaki poznajo iz mehanike. Tam
smo iz Newtonovega zakona F =ma ali F = dG/dt izpeljali izrek Fdt= dG ali
sploSno §Fdt = /\G (sunek sile je enak spremembi gibalne koli¢ine).
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metri izdelani kot zrcalni. Naravno je, da so precej dragi (cena se vrti oknli
100 dolarjev ali kaj takega).

S tem pridemo v hudo zagato. Balisti¢nim meritvam se pri pouku fizike
nikakor ne moremo odpovedati, razen ¢e se zadovoljimo s ¢isto kvalitativnimi
poskusi, ki ne pokaZejo drugega kot obstoj inducirane napetosti in kvediemu
Se njen predznak (ves poudarek pri pouku tega poglavija se potem prevali
na zloglasna pravila z rokami in palci in na opisovanje strojev). Poglavje
o indukeiji pa je dovolj pomembno, da ga-ne bi smeli tako ponizati. Pisanje
zakonov na tablo nima dosti pomena, ¢e ni nobenega poskusa, ki bi vsaj pri-
blizno potrdil njihovo veljavnost. Po drugi strani pa ni mogode zahtevati,
da bi vsaka srednja Sola za drage devize kupila pravi balisti¢ni galvanometer.
Tak instrument v $oli najbrZz tudi ne bi dolgo Zivel.

Iz te zagate se reSimo na ta nacin, da se zadovoljimo s slabSim instru-
mentom. Bolj$i so malo natan¢ni poskusi kot pa sploh nobeni. Saj se Ze tako
moramo pri vedini demonstracijskih poskusov zadovoljiti z natan¢nostjo na
10 % ali kaj takega. Vzemimo torej za balistiéne meritve navaden milivoltmeter
in mikroampermeter, kakrsne izdeluje na primer naSa Iskra! Oba instrumenta
sta za Solske balisti¢ne meritve prav dobra, zlasti ée jima je nihajni ¢as z
majhno obtezitvijo podaljSan na nekaj sekund (5s gotovo zadoséa). Odli¢no pa
sluzita seveda tudi za merjenje majhnih napetosti in tokov. (V zvezi s termo-
¢lenom, ki si ga sami sestavimo iz bakrene in konstantanske Zice, rabimo mili-
voltmeter tudi za merjenje temperaturnih diferenc; za demonstracijske poskuse
je tak termometer bolj pripraven kot Zivosrebrni.) Dobro je, ¢e sta oba instru-
menta izdelana kot projekcijska, tako da s primernim projektorjem lahko
predvajamo poskuse tudi veéjemu razredu. Cena takega instrumenta (okrog
12 000 din) je v primeri s prej navedeno malenkostna. Oba instrumenta skupaj
s projektorjem, ki je lahko uporaben tudi za diapozitive in Se za druge namene,
staneta komaj kaj ve¢ kot 40 000 din.

Za Solske poskuse je dobro, da ima instrument ni¢lo v sredini. Mikro-
ampermeter naj ima na primer obmoéje od — 20 do - 20 xA, milivoltmeter
pa od —5 do + 5mV. Upor prvega instrumenta meri nekako 2000 ohmov,
drugega pa 10 ohmov. Najbolje je seveda, da sta kupljena instrumenta Ze tudi
balistiéno umerjena in imata tudi napisani ustrezni skali. S primerno obteZitvijo
sistema ali pa s shuntom oz. predupornikom, ki ju vkljudujemo samo pri
balisti¢nih meritvah, se da celo dose¢i, da velja ena sama skala za obojne
meritve. Ce pa tovarna instrumenta ni balistiéno umerila, moramo to izvesti
sami. To ni ni¢ hudega, ker predstavlja umeritev Ze sama zase mikaven in
poucen Solski poskus.

V nadaljnjem bomo videli, kako se da umeritev izvesti v $oli; potem pa
bo sledil opis nekaterih poskusov.

2. Balistiéna umeritev

Za balisticno umeritev galvanometrov obstaja ve¢ naéinov. Pri prvem
imamo kondenzator z znano kapaciteto, ki ga napolnimo z izmerjeno nape-
tostjo, potem pa ga (preko upora) izpraznimo skozi instrument. Pri drugem
nacinu izkoriSéamo indukcijo; v precizno dimenzionirani tuljavi ustvarimo
s tokom znan magnetni pretok. Pri prekinitvi toka se v merilni tuljavici, ki je
nasajena na vrh prej$nje, inducira sunek, ki ga obcuti prikljuéeni instrument.
Pri tretjem nacinu pa rabimo stoparico z elektri¢nim kontaktom. Preko te ure
pritisnemo na instrument za odmerjen dovolj kratek ¢as znano napetost (ali pa
vkljuéimo znan tok), tako da vnaprej vemo, kolikSen je sunek Ut (ali It).
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Prva dva nadina iz metodiénih razlogov ne prihajata v postev. Saj ne
smemo pri umeritvi radunati s koli¢inami (n.pr. s kapaciteto), ki jih ucenec
Se ne pozna, ter se sklicevati na zakona, ki ju bomo ravno s tema instrumen-
toma Sele verificirali. Tretji nadin pa ima to slabost, da je uporaben samo pri
galvanometrih z zelo dolgimi nihajnimi ¢asi. Nihajni ¢as omenjenih Iskrinih
instrumentov ni vedji kot nekaj sekund, tako da ¢as t ne sme biti daljsi kot
nekaj desetink sekunde. Tako kratkega ¢asa pa s stoparico ne moremo za-
nesljivo odmeriti.

Stoparico lahko v $oli nadomestimo s padajo¢im telesom, ki preleti odmer-
jeno razdaljo. Cas, ki ga telo za to potrebuje, dijaki Ze znajo izrac¢unati. Pri-
pravo, ki sluzi za ta namen, kaZe slika 1, elektri¢ni vezavi pa sliki 2 in 3.

Sl 2. Vezava mikroampermetra

my

=L ol

T .k

Sl. 1. Priprava, ki Sl. 3. Vezava milivoltmetra. Pri 2-voltnem Clenu
nadomesca kontaktno naj ima drsni predupornik okrog 20 2, ostala dva
stoparico upornika pa okoli 15 £ in 0,05 Q

Na stojalu sta druga nad drugo vpeti v vodoravni legi 0,2 mm debeli in nekaj
centimetrov dolgi bakreni Zici AB in CD. Na vrhu priprave je plos¢a z luknjo,
v katero pride rocaj nekaj sto gramov tezke ukrivljene palice z obliko 4. Ko
palico spustimo, pretrga ob padeu po vrsti obe Zici, ne da bi bil padec zato kaj
dosti oviran. Do prve Zice prepotuje palica 4,9 cm, potem pa Se razdaljo
14,7 cm med Zicama. Hiter rac¢un pokaZe, da rabi palica za to razdaljo 0,1 se-
kunde. Po potrebi lahko podaljSamo ta ¢as na 0,2 sekunde, s tem da poveamo
razmak na 39,2 cm.

Obe Zici vkljué¢imo v krog mikroampermetra, kot kaze slika 2. Dokler sta
obe Zici celi, ne tefe skozi instrument skoraj ni¢ toka, ker je upor Zice ma-
lenkosten v primeri z uporom instrumenta. Tok skozi instrument stede Sele,
ko se pretrga Zica AB, in spet preneha, ko se pretrga Se druga Zica. Vemo torej
vnaprej, da bo tekel tok ravno 0,1 (ali 0,2) sekunde.

S predupornikom uravnamo tok tako, da kaZe instrument 20 uA, de
snamemo samo Zico AB. Potem pritrdimo Zico nazaj in spustimo palico. Kazalec
zamahne na primer do znamenja .za 2,2 uA. Pri poskusu s podvojenim ¢asom
dobimo podvojeno amplitudo. Ker poznamo naboj, ki je stekel skozi instrument
(pri prvem poskusu e = It = 20 uA.0,1 s = 2 uAs), vemo zdaj tudi, kolik§nemu
naboju ustreza enota skale. Za poln odklon je potreben naboj (tokovni sunek)
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18 uAs. S shuntom 18 kQ zaokrozimo to obmoé&je na 20 uAs, zato da si prihra-
nimo vsakokratno preratunavanje z nevse¢nim faktorjem 18 uAs/20 uA.

Mimogrede lahko pripomnimo, da je pravkar zapisano razmerje priblizno
enako z 27 deljenemu nihajnemu &asu instrumenta. (Ce ne bi bilo duenja,
bi to natanc¢no veljalo; glej na primer R. W. Pohl, Einfiihrung in die Mechanik,
Akustik und Wirmelehre, 1947, str. 57—>58.) Nihajni ¢as obravnavanega in-
strumenta meri torej okrog 5 sekund

Za balistiéno umeritev milivoltmetra moramo vzeti drugaéno vezavo kot
za umeritev mikroampermetra. Mikroampermeter ima precej velik upor in
zato ne kaze odklona, kadar je Zica AB cela. Milivoltmeter pa bi v tem primeru
pri enaki vezavi kazal odklon. Temu bi se lahko izognili s tem, da bi vzeli Zico
AB bolj debelo; potem pa ne bi mogli ra¢unati, kot da pada palica neovirano.
Pomagamo si z delitvijo napetosti (sl. 4). Ker je duSenje instrumenta odvisno
tudi od zunanjega upora, moramo milivoltmeter umeriti skupaj s plo§éato
merilno tuljavico, ki jo bomo kasneje rabili za poskuse.

_é.}_é)

Sl. 4. Shema poskusa za S1.5. Poskus za dolo¢itev influenéne
doloc¢itev kapacitete kon- konstante
denzatorja

3. Dolocitev kapacitete kondenzatorja

Zato da pokaZemo, da je naboj kondenzatorja sorazmeren z napetostjo,
potrebujemo baterijo ali usmernik, voltmeter, primeren kondenzator in konéno
galvanometer za merjenje naboja. Napetost spreminjamo v primernih stopnjah,
in sicer bodisi z vkljucevanjem vedjega ali manjsega $tevila ¢élenov baterije
ali pa-potenciometriéno (z drsnim upornikom). Vsakokrat napolnimo konden-
zator in ga potem, ko smo odklopili usmernik ali baterijo, izpraznimo preko
instrumenta (slika 4). Odkloni galvanometra pokaZejo na primer, da je pri
napetostih U =2, 4, 6, 8V naboj kondenzatorja e =3, 6, 9, 12 uAs. Vidimo,
da je naboj sorazmeren z napetostjo e = CU. V nasem primeru je C = 1,5 uF.

Pri plos¢nem kondenzatorju lahko iz izmerjene kapacitete izradunamo
influenéno konstanto ¢,; saj je C = ¢, S/l. Za poskus potrebujemo natanden
ploS¢éni kondenzator, usmernik za napetost nekaj tiso¢ voltov,. ustrezen volt-
meter, galvanometer, dva Holtzova stativa in upornik 1MQ. Ozemljeni pri-
klju¢ek usmernika zveZemo z eno plo§¢o kondenzatorja, drugi prikljuéek pa
s Holtzovim stativom. Podobno zveZzemo en prikljucek galvanometra z ozemljeno
plos¢o kondenzatorja, drugega pa preko megaohmskega upornika z drugim
Holtzovim stativom (slika 5). Druga plo$éa kondenzatorja, ki mora biti zelo
dobro izolirana, ni zvezana nikamor. Kondenzator napolnimo tako, da se
izolirane plo$¢e dotaknemo z glavo prvega Holtzovega stativa. Stativ postavimo
nazaj, nato se z drugim stativom dotaknemo iste plos¢e in tako kondenzator
izpraznimo preko instrumenta. Kazalec opazno zaniha in pokaZe, kolik$en naboj
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je stekel skozi instrument. Pri kondenzatorju, katerega plo3¢i imata premer
23 cm, tako da je S =@ r?=4dm? in pri katerem je razmak med plo$¢ama
I = 2mm, dobimo .z napetostjo U = 4000 V tokovni sunek e = 0,7 uAs. Iz tega
izracunamo influenéno konstanto

g =C1/S =el/US = 0,7.10-% As.0,002 m/4000 V.0,04 m? = 2.10712 As/Vm.

4. Indukcija

Poglavje o indukciji zatnemo s kvalitativnimi poskusi. Zico premikamo
po polju podkvastega magneta; prikljuceni milovoltmeter pokaZe, da se indu-
cira napetost. Tudi zemeljsko magnetno polje je dobro za tak poskus, d&e
vzamemo nekaj metrov dolgo Zico. Sorodni so poskusi s tuljavami. Tuljava
pocasi drsi povrh palicastega magneta ali pa se vrti v magnetnem polju.
Vseeno je, ¢e namesto Zice ali tuljave premikamo magnet.

Kvantitativne poskuse izvedemo najlaZze tako, da merimo inducirani na-
petostni sunek. Vse nastete poskuse lahko predelamo v tem smislu. Oglejmo si
jih pa Se nekaj!

Plosc¢ato merilno tuljavico (R = 3,7 ohmov, N = 60 ovojev, 21 = 7,6 cm,
S = 45,3 cm?), ki je prikljulena na milivoltmeter (ki smo ga prej balisti¢no
umerili), damo v homogeno polje vedje tuljave (I = 1m, N, = 175 ovojev).
Z enosmernim tokom I = 10 amperjev ustvarimo magnetno polje z gostoto
B = uy, N, I/l = 2,2.10-3 Vs/m2. Ce stoji os tuljavice v smeri silnic, je magnetni
pretok skozi vsak ovoj: @ = B.S = 2,2.103 Vsm—2.45,2.10—4m?2 = 1,0.10—5 Vs.
Ko potegnemo tuljavico hitro iz polja, pokaZe instrument, da se je inducira!
napetostni sunek 0,6 mVs, kakor zahteva indukcijski zakon §U;dt = N A®.
Pretok skozi tuljavico se je namre¢ zmanjsal od vrednosti N @ = 0,6 mVs na nié.
Ce porinemo tuljavico nazaj v polje, zraste pretok od ni¢ na 0,6 mVs; galvano-
meter pokaZe nasprotno enak napetostni sunek kot prej. Ce zavrtimo tuljavico
v magnetnem polju za 90° tako da je potem os pravokotna na silnicah, pokaZe
galvanometer sunek 1,2 mVs. Samo poloviéen odklon, to je 0,3 mVs, pa dobimo,
¢e zavrtimo tuljavico za 60° Potem je namre¢ na koncu @ = BScosd, pri
demer je cosd = 3.

Ni nujno, da premikamo plo$¢ato merilno tuljavico. Lahko jo pritrdimo
na stojalo, veliko tuljavo pa hitro porinemo vstran, tako da pride ploidata
tuljavica iz nje. Prikljuéeni galvanometer pokaze ravno tolikSen napetostni
sunek kot prej, to je 0,6 mVs, ker je sprememba pretoka skozi tuljavico ravno
taka kot prej.

Magnetni pretok skozi plo$¢ato tuljavico lahko spreminjamo tudi tako, da
izklju¢imo tok, s katerim smo napajali veliko tuljavo.. Tudi v tem primeru
pokaZe galvanometer napetostni sunek 0,6 mVs. Ce spet spustimo skozi veliko
tuljavo enak tok kot prej (10 A), dobimo nasprotno enak napetostni .sunek
kot prej. Ce je tuljavica zasukana za 90°, pa z vkljapljanjem in izklapljanjem
toka ne dobimo odklona na galvanometru, ker je v tem primeru magnetni
pretok skozi tuljavico enak 0. Kadar je tuljavica zasukana za 60° pokaZe
galvanometer ob vklopitvi toka le poloviden sunek (0,3 mVs). '

Oglejmo si Se, kako vplivajo snovi na magnetno polje! V tuljavi (N, =
= 250 ovojev, | =20cm, 27, = 6,4cm, S, = 32,2cm? ustvarimo magnetno
polje s tokom I = 0,3 A. Na to tuljavo nataknemo prej opisano plos¢ato merilno
tuljavico, ki je zvezana z balisti¢no umerjenim galvanometrom (milivoltmetrom),
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in jo hitro snamemo s prve tuljave. Galvanometer pokaZe napetostni sunek
0,09 mVs, kar bi lahko tudi vnaprej izra¢unali iz toka in podatkov za tuljavo.
Tudi ¢e damo v tuljavo palico iz lesa, bakra, aluminija (ali iz kake druge
snovi, ki ni feromagnetna), dobimo enako velik napetostni sunek. Poskus pove,
da neferomagnetna snov ne spremeni (natancneje: skoraj ni¢ ne spremeni)
magnetnega pretoka v tuljavi.

Cisto drugade pa je, ¢e damo v tuljavo valj iz Zeleza. Ko hitro snamemo
merilno tuljavico s tuljave (v kateri je spet tok 0,3 A) z Zeleznim jedrom,
pokaZze galvanometer sedaj sunek nekaj ¢ez 1,5mVs. To pomeni, da sta se
magnetni pretok in magnetna poljska gostota prve tuljave okrog 17-krat po-
vecala. Do veé stokrat pa se poveclata, ¢e namesto Zeleznega valja vzamemo
sklenjeno jedro v obliki okvira.

Vzemimo Zelezni valj iz tuljave in nataknimo nanj plo$¢ato merilno tulja-
vico, ki je zvezana z galvanometrom! Ce tuljavico hitro snamemo z valja, pokaZe
instrument inducirani napetostni sunek okrog 0,1 mVs. Ce tuljavico hitro na-
taknemo na valj, dobimo pribliZzno — 0,1 mVs. Sunek je precej manjsi kot prej.
Vendar nam ta poskus lepo kaZe, da ostane Zelezo, ki smo ga imeli v magnet-
nem polju tuljave, Se naprej magnetno.

Ivan Kuséer in Tomislav Skubic

SOLA

DELO AKTIVA MATEMATIKOV IN ‘FIZIKOV OLO LJUBLJANA
V SOLSKIH LETIH 1956—57 IN 1957—58

Delo naSega aktiva, ki se je Ze nekako ustalilo po obliki in vsebini,
‘je v zadnjih dveh letih, za kateri polagamo bezen obracun, dobilo novo pobudo
in smer z dnevi prosvetnih delavcev in mnoZi¢nimi pou¢nimi ekskurzijami.

Zaradi silne raztresenosti nasega ¢lanstva po velikem ljubljanskem okraju
tovarisi iz oddaljenih krajev le tezko spremljajo zivahno delo v centru —
Ljubljani. Prav dnevi prosvetnih delavcev in poucne ekskurzije aktiva pa
kaZejo, da si naSi ljudje Zele priti skupaj, ne le da bi se spoznali in skupno
razvedrili, temve¢ zlasti zato, da bi si vzajemno pomagali, z lastnimi sku$njami
in uspehi obogatili drug drugega in se kot 1judje z istimi poklicnimi dolZnostmi,
enakimi interesi in teZavami pogovorili o vseh uénih, vzgojnih, organizacijskih
in materialnih problemih, ki jih ni malo. Delo in uspehi aktiva niso le opravi-
¢ilo za obstoj aktiva in Komisije za strokovne aktive, temveé tudi izraz
hotenja velikega dela naSega c¢lanstva, ki mu aktiv ni le nujno zlo, ampak
%iva potreba. Saj mnogi nasi tovari§i navzlic obremenjenosti z delom v $oli,
na znanstvenem podro&ju ter v raznih kulturnih drus$tvih in politiénih orga-
nizacijah radi prihajajo na mesefne sestanke aktiva, kjer v lepem tovaristvu
s tovarisi z ViSje pedagoske Sole in univerze skuSamo ¢im bolje izpolniti svojo
nalogo. Zal pa so $e danes — k sredi le redki — uditelji matematike in fizike,
ki jim je delo v aktivu prav tako malo pri srcu kakor izpopolnitveni in po-
globitveni tedaji, ki- so namenjeni prav njim. V prihodnje bo treba v letni
program aktiva vnesti ¢im ve¢ aktualnih tem, ki bodo dostopne vsakomui in
bodo pritegnile v na§ delokrog vse tovariSe, ki ¢utijo koli¢kaj odgovornosti za
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svoje delo v 3oli. Statistika neizpodbitno kaze, da Se zlepa ne bo pouk matema-
tike in fizike na ni%ji stopnji v rokah strokovnjakov. Ali ni naravnost ironija,
da ne prihajajo na naSe sestanke, kjer obravnavamo tako strokovne kot di-
dakti¢ne in pedagoske probleme, ljudje, ki so iz drugih strok morali pre-
sedlati na naSe podro&je? Zdi se tudi, da bo treba strokovnim aktivom, ki so
v prvih desetih letih po osvoboditvi nedvomno mnogo pripomogli, da se je
pouk na nasih %olah navzlic vsem teZavam vendarle dvignil, dati novo obliko
in vsebino, ki naj bi v prihodnjih letih pritegnila Se vec¢ ijudi v naSe skupno
prizadevanje. Najbrz ne bo lahko takoj ubrati najboljSo in najustreznejSo pot,
vendar lahko upamo, da bomo z dobro voljo in prizadevnostjo nas vseh gotovo

Profesorji-rudarji po sihtu...

nagli marsikaj dobrega in koristnega. Kako zasluZzno bi bilo, ¢e bi nam tisti,
ki toZijo, da je aktiv premalo aktiven, in oni, ki godrnjajo, da je prevet
aktiven, sporodili svoje izboljSevalne predloge in koristne nasvete! Tudi kritika
je dobrodosla, ¢e je le pravi¢na in dobrohotna.

Problem povezave in sodelovanja z vsemi tovarisi okraja — vseh nas
je okrog 150 — bo zaradi velikih razdalj, finan¢nih teZkog, prezaposlenosti
v %oli in izven nje ostal gotovo Se naprej odprt. Morda ga bomo delno resili
s sektorskimi strokovnimi sestanki v manjsih centrih naSega okraja, z dobro
pripravljenimi hospitacijami, s predavatelji iz centra, z matemati¢no-fizikalno
posvetovalnico (tudi pismeno), ¢e bo mnogo dobre volje in vsaj nekaj denarja.

Eno pa drzi: Nase delo v aktivu bo gotovo uspe$no in plodno, ¢e bo
slednji uditelj matematike in fizike pripravljen pomagati po svojih moceh,
kadar in kjer bo treba, pa ¢e bosta Komisija za strokovne aktive ter Drustvo
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matematikov in fizikov LRS e naprej s tolikim zanimanjem in dobrohotnostjo
spremljala naSo pot kot doslej. V Solskem letu 1956-57 so predavali v aktivu:
1. Tov. Niko Prijatelj o Srednjefolski algebri. Pokazal je na nekatere po-
manjkljivosti v nasih uébenikih ter predlagal nekaj novih prijemov v obdelavi
te snovi, zlasti pri enafbah vi§jih stopenj in v kombinatoriki. 2. Ob priliki
prvega dneva prosvetnih delavcev je imel referat o Pouku matematike in
fizike na niZji stopnji tov. indpektor JoZe Zabkar. Osvetlil je napake pa tudi
posreCene didaktiéne prijeme, ki jih je mogel registrirati v dolgoletnih in-
Spekcijah po vseh nizjih in vi§jih $olah nage republike. 3. Tov. sekretar Ludvik
Gabrovsek je imel predavanje o Pouku matematike in fizike v ZDA in ga
podprl s skioptiénimi slikami, grafikoni in originalnimi amerikimi udbeniki.
4. Nevidno svetlobo je z mojstrskimi eksperimenti obravnaval tov. Evald
Bratko. 5. Tov. dr. Alojz Vadnal nam je govoril o Merjenju verjetnosti v
verjetnostnem ra¢unu. 6. Kot priprava na ekskurzijo po Primorski je bilo
predavanje ing. Alberta Cebulja O elektrarnah na Soéi. Predavatelj je segel
preko ozkega naslova ter nam podal sliko in probleme celotne elektrifikacije
naSe republike in cele drzave. 7. Strokovnjak in zastopnik svetovno znanega
podjetja Leiz-Wetzlar Georg Hoéhlmann nam je v kemiénem ingtitutu opisal
in demonstriral najmodernejSe opti¢ne aparate, ki jih uporabljajo v olah
in znanstvenih zavodih kulturno in tehni¢no visoko stojedih zahodnih drZav.
8. Tov. dr. Anton Moljk se je z Nekaj poskusi z jedrskimi Stevci lepo oddolzil
Stevilnim poslusalcem.

V Solskem letu 1957-58 pa sta na prvem sestanku govorila o popularizaciji
matematike in o organizaciji centralnega krozka za matematiko tov. dr. ¥rance
Krizani¢ in Niko Prijatelj. Na drugem sestanku je tov. France Ahlin imel s §te-
vilnimi poskusi podprto predavanje Obravnavanje toka v Zoli. Astronom
dr. Franjo Dominko je na naslednjem sestanku govoril o NaSem astronomskem
observatoriju na Golovcu. Konéno sta profesorja Elektro-fakultete dr. Vende
KozZelj in dr. France Avéin razglabljala temo Kak$no znanje iz matematike in
fizike prineso na fakulteto abiturienti in kaj naj bi prinesli.

Seveda smo na naSih sestankih obravnavali Se obilico drobnih vprasanj
in aktualnih problemov pedagoske, didakti¢ne in organizacijske vsebine, ki jih
ne kaZe posebej navajati.

Omeniti bi bilo Se: 1. da so ¢lani naSega aktiva (Adlesi¢, Bracko, Breskvar,
Povsié, Susterfi¢, Vadnal in dr.) imeli pri Ljudski univerzi Radia-Ljubljana
ve¢ popularnih predavanj iz matematike, fizike in astronomije, 2. da so ¢lani
naSega aktiva skrbno pripravili in vodili ve¢ izpopolnitvenih poéitniskih tecajev
za fiziko in matematiko ter 3. da 10 ¢lanov nalega aktiva Ze dve leti pripravlja
Zbirko eksperimentov, ki bo vsebovala veé sto fizikalnih poskusov.

Koncno Se nekaj o naSih dveh mnoZiénih pouénih ekskurzijah na Pri-
morsko in Stajersko. Pravijo, da je velike ekskurzije teZko pripraviti in da se
ne obnesejo. Pa ni res tako. Treba je le nekaj denarja, pa malo dobre volje
in tovariske discipline. '

Obe ekskurziji sta bili pripravljeni-in sre¢no izpeljani po istem receptu.
Najprej je treba — kakor poje narodna pesem »Kadar bo§ ti vandrat Sel, pridi
mi povedat« — poprositi tov. nacelnika TajniStva za Solstvo, da ekskurzijo
odobri. Nato je treba potrkati na usmiljeno srce Komisije za strokovne aktive,
ki. delovnim aktivom rada pomaga, ¢e le ima. Seveda je treba obiskati Se
druge dobrotnike, ki vobée tudi radi primaknejo (samo iz najvzhodnejse
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ljubljanske obéine je prisel letos tako ganljivo odklonilen odgovor, da nam je
bilo Zal za nadlegovanje). Turist-biro prav rad in res solidno prevaza, menze
in gostilne tudi rade prodajajo, Se celo tovarne, elektrarne, rudniki in drugi
zanimivi cilji nasih ekskyrzij z dobrohotno in spostljivo uvidevnostjo odpirajo
svoja vrata sicer malo simpati¢nemu, pa v republiSkem merilu precej drago-
cenemu tovoru, ki se vsipa iz velikih avtobusov. Se celo navihani Pavliha je
lani zaskrbljeno vzkliknil: Kaj ¢e bi se kam zakantali. Vse drugo pa gre
samo od sebe. Ce pojde e eno leto tako naprej, se bodo drugo leto vozili v treh
velikih avtobusih vsi uditelji matematike in fizike iz naSega okraja: lani 50,
letos 100, vseh pa nas je 150.

Ko je bilo lani zasedenih vseh 50 polj v avtobusu, nas je veliko, a okretno
vozilo potegnilo skozi zaspano Ljubljano in zasneZene gozdove proti Cerknu,
kjer je pred rojstno hi%o slavnega slovenskega matematika dr. Fr. Moénika
spregovoril tov. JoZe, na§ ekspert za Ze pokojne matematike. Bolni$nica
»Franja« je na vse izletnike napravila nepozaben vtis. Kmalu so nas zajeli
topli juZni vetrovi, na$ tehniéni vodja ing. A. Cebulj pa nam je znjemu lastno
toplo besedo razkazal so$ke elektrarne., Sele ob treh popoldne smo v Desklah
sedli za gostoljubno mizo. Skozi Novo Gorico smo se potegnili v Ajdovséino,
kjer so nas pri¢akovali trije ajdovski musketirji: gimn. ravnatelj David ter oba.
matematika Cene in France. Ob »pol litru vipavca« smo hitro pokopali for-
malizem in Ze ¢ez dobre pol ure si ne bi nihcée upal trditi, da so ta veseli in
pojodi zbor — pusti matematiki. V precej pozni noé¢ni uri je naSe, z mogoc¢nimi
svetlobnimi tipalkami opremljeno vozilo, sre¢no pristalo v Ljubljani.

Letos pa smo jo Sele junija mahnili na Stajersko. Po cestah se je smejalo
sonce, na obeh straneh so nas pozdravljale cvetoce jablane, le kako bi mogli
biti slabe volje! V Sempetru v Savinjski dolini smo se ob prelepih in monu-
mentalnih izkopaninah pozdravili s 27 gorenjskimi matematiki, ki smo jih tudi
povabili na to veliko ekskurzijo. V Velenju smo se razcepili na dve skupini:
manjsa je §la na »§iht« v rudnik lignita, 300 m pod zemljo, otroci sonca pa so
si ogledali zunanje rudniSke naprave, predvsem izvaZalne in separacijo. Po
sre¢no prestanem, 3 ure trajajo¢em Sihtu nam je dobrotno sonce spet pobozalo
oznojene in zamazane obraze. (Fotograf je to umazanijo po stari navadi retusi-
ral!). Na pripombo, da so nam bile rudarske obleke nekaterim preozke, so nas
poudili, da bi nam Ze po treh Zihtih bile povsem prav. Mogki smo morali precej
dasa dakati, da smo dodakali svoje tovariSice, ki so se sveZe in pomlajene
prismejale iz kopalnice. Po ogledu mogoé¢ne Sostanjske termocentrale smo se
v menzi kar dobro podprli. In Ze so zabrneli motorji proti Sol¢avi. Mi smo
uzivali, $oferji so pa v navideznem miru drhteli, ko so dvakrat morali prav
asimptoti¢no spraviti velikanska vozila ¢ez ozki in ukrivljeni most. V udcbnem
planinskem domu, ki ga upravljajo Celjani, smo menda wvZivali vsi: prvi ob
pogledu na srebrno bele stene Soléavskih planin, drugi pa ob pogledu na
vabljive steklenice ¢érnega piva. Bilo je prav lepo, le ‘¢as je prehitro potekal.
V prijetni druzbi s Celjani, ki so nas prigli pozdravit (direktor Tine je dejal,
da predstavlja 130 matematikov pravo velesilo), smo se navZili planinskih lepot
in se odpodili za dolgo voZnjo nazaj, ki pa se nam ni zdela predolga. Ob uri
duhov smo se zadovoljni in vedri Ze spet ustavili v Ljubljani na mestu, od koder
smo v zgodnjem jutru od$li v veselem pri¢akovanju na daljno pet.

Francé Sustersié
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NOVE KNIJIGE

GOSPODARSKA MATEMATIKA

Alojzij Vadnal: Gospodarska matematika. Izdal in zaloZil ekonomski od-
delek pravno-ekonomske fakultete Univerze v Ljubljani. Ljubljana, 1956.
Str. IV + 450.

Knjiga obsega razen uvodnega osemmnajst poglavij, na koncu pa so pri-
loZzene razne mere in tabele. Namenjena je predvsem kot utbenik za Studente
ekonomske fakultete. Vsebina je zelo bogata in pestra. Uvodno poglavje daje
kratek pregled formul iz elementarne matematike. V nadaljnjih poglavijih
obravnava avtor najprej osnove infinitezimalnega ratuna: funkcije ene in wvec
spremenljivk, pojem odvoda, dolotenega in nedolotenega integrala. Dve po-
glawvji govorita celo o diferencialnih enatbah. Povsod se teorija prepleta z upo-
rabo v gospodarski matematiki. Zadnji del knjige pa je posveten verjetnost-
nemu ra¢unu z uporabo, teoriji determinant in vektorski algebri. Vsako poglavje
se zakljutuje z zbirko nalog, ki imajo namen utrditi obravnawvano snov. Knjiga
je napisana v pregledni in lahko razumljivi obliki. Zato bo dobro sluzila ne le
‘Studentom, temwveé tudi vsem tistim, ki si Zele pridobiti osnovno znanje iz
infinitezimalnega in verjetnostnega racuna.

Ceprav je knjiga, kakor omenjeno, lahko razumljiva, je kljub temu
matematitno neoporetna. Dowvolil pa bi si glede vsebine te dwve pripombi:
V poglaviju o zaporedjih in vrstah wwvaja avtor pojem stekaliS¢a. Po mojem
mnenju je pojem stekaliS¢a v taki knjigi odve¢. Limita zaporedja se da namre¢
definirati brez njega. Avtor ga pravzaprav uporablja le pri dokazovanju, da je
Cauchyjev pogoj zadosten za konvergenco zaporedja. To dejstvo bi mogel na~
vesti brez dokaza, kakor je to storil pri Weierstrassovem izreku. To tem bolj,
ker se pri omenjenem dokazovanju sklicuje na Weierstrassov izrek in zato
dokaz mi popoln. Prav tako mi ni vSe¢ definicija neskonéno majhne in ne-
skonéno velike spremenljivke (str.119). V smislu te definicije bi bila namreé
neskon¢no majhna vsaka spremenljivka, pri kateri je ni¢ eno krajiS¢e defini-
cijskega intervala.

Knjigo je tiskal in razmnozil Zavod za statistiko LRS. Tehniéna oprema je
dobra, le érke so na nekaterih mestih premalo jasne. Ker je ta nalin razmmo-
zevanja veliko cenej$i kakor v tiskarni, bi kazalo v tej obliki izdati tudi
druge ucbenike in skripta, posebno tiste, kjer je potrebna majhna naklada.

Ivan Vidav

FIZIKA

Weber, White, Manning: Physics for Science and Engineering. McGraw-
Hill, London 1957, 618 strani, 8 §.

Snov obsirne knjige je razdeljena na 50 poglavij: mehanika (18), toplota (4),
valovanje (3), elektrika (14), svetloba (9), moderna fizika (2) in dodatek.

Vsako poglavje vsebuje fizikalna dejstva (eksperimente), definicije, raz-
lago, zakone, koli¢ine, merske enote, racunske primere, povzetek vseh pojmov,
dejstev, enot in enaéb v zgo¥leni in pregledni obliki, vprasanja in radunske
naloge z rezultati.

Knjiga je namenjena Studentom naravoslovja in tehnike, in sicer za
osnovni tecaj. Zato so v njej natanc¢no obdelane le osnove fizike, moderni fiziki
je pa posvecenih manj strani. Namen knjige je, da bi dobil $tudent osnovno
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znanje fizike in tako z lahkoto nadaljeval §tudij. Vsebina knjige ne presega
kaj prida uénega naérta za naSe srednje Sole, predpostavlja pa, da dijak obvlada
srednjeSolsko algebro, trigonometrijo ter osnove infinitezimalnega racuna.

Posebno skrbno so obdelani merski sistemi in racunanje z enotami. V me-
haniki je poleg sestava fps (foot-pound-second) uporabljen Se meter-kilogram-
sekundni sestav, v elektriki pa dosledno m kg s A.

Izredno $tevilo debatnih vpraSanj (786) na koncu poglavij ima namen
utrditi znanje. 1593 radunskih nalog z rezultati (poleg Ze izdelanih primerov)
naj bi pa sluZilo za vajo v uporabljanju fizikalnih zakonov in za utrjevanje
znanja.

Knjiga je tiskana na odli¢nem papirju. Tekst pojasnjuje obilica lepih in
preglednih slik; v poglavju o optiki so tudi barvne priloge. Pri poskusih ni
nobenih posebnih novosti; navedeni so samo standardni eksperimenti.

Knjiga bi dobro sluzila tudi nasim Studentom, posebno tistim, ki jim
manjkajo osnovni pojmi fizike. L3

UVOD V VISJO ALGEBRO IN ALGEBRAJSKI NUMERICNI RACUN

L. Derwidué: Introduction a l’algebre supérieure et au calcul numérique
algébrique, Masson et Cie, 120, boulevard Saint-Germain, Paris et Sciences et
lettres, 52, boulevard de la Constitution, Liege. 1957. Prix 6 600 fr.

Uporaba algebre v tehniki, fiziki in na drugih znanstvenih podroéjih
zahteva dostikrat izvajanje zelo obseZnih numeri¢nih racunov, ki jih je po-
navadi prezamudno izvajati brez uporabe prikladnih racunskih metod in brez
pomodi rac¢unskih strojev. Studij algebre postane rad za ¢loveka, ki jo $tudira
bolj zaradi prakti¢nih potreb, sterilen, ¢e pri tem ne polaga zadosti paznje
uporabni strani algebre.

Knjiga, ki jo odlikuje zlasti njena uporabna stran, je namenjena pred-
vsem inZenirjem, fizikom in vsem drugim, ki bi se radi spoznali z algebrajskimi
rac¢unskimi metodami in z raznimi postopki pri numeri¢nem racunanjuy.

S teoreti¢nega vidika je knjiga prav dober, toda obicajen ucbenik, ki
podaja nekak-prehod od elementarne v vi§jo algebro. Njena odlika pa je v tem,
da dopolnjuje, kjer je to le mogode, teoreti¢na razglabljanja s Stevilnimi prak-
tiénimi metodami radunske tehnike. Teoreti¢no snov ilustrirajo Stevilni in zelo
izérpni numeriéni primeri. Knjiga je tako bogato opremljena z numeri¢nimi
primeri, da d&tatelju, ki v numeri¢nem rac¢unanju Se ni izveZban, ne bi bilo
odved, ¢e bi.jo ¢ital ob radunskem stroju.

Prvo poglavje posveti avtor izkljuéno mehanizaciji rac¢unskih operacij
z realnimi in kompleksnimi $tevili; pri tem se omeji na uporabo enostavnejsih
ro¢nih in elektriénih racunskih strojev, s katerimi je mogoce opraviti vse
&tiri osnovne racunske operacije.

V nadaljnjem obsega knjiga naslednja poglavja: determinante in sistemi
linearnih enacb, splo$na teorija polinomov in ulomljenih racionalnih funkeij
ene neodvisne spremenljivke, eliminiranje in sistemi algebrajskih enacb, nu-
meriéno razre$evanje enacb, linearne substitucije, kvadratne forme in racionalne
transformacije, matri¢ni racun, enacbe, ki imajo reSitve na krogu ali na pol-
ravnini in kriteriji stabilnosti, pojem grupe in abstraktne algebre, Hurwitzove
determinate in lo¢itev kompleksnih korenov ena¢b z realnimi koeficienti.

V knjigi je precej nalog, katerim pa avtor Zal ni dodal reSitev. Kot do-
polnilo knjigi navaja avtor razmeroma skromno bibliografijo. A, Vadnal
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ODGOVORI

ODGOVOR NA VPRASANJE ST. 3
(Vprasanje iz V. letnika, str. 95)

Funkcija f (n) naj ustreza funkcionalni enac¢bi f (mn) = f (m) + f (n), kjer
sta m in n poljubni naravni $tevili. Pokazati je treba, da je f (n) = Clog n, ¢e je
f (m) > f (n) pri m >n, C je konstanta.

‘Ta funkcionalna enacba velja tudi za konéno mnogo argumentov
f(mn...r)=f(m)+f@n)+...+f@)

Ce so vsi faktorji enaki, sledi od tod f(n¥) = kf (n). Vsako naravno $tevilo se
da pisati kot produkt prastevil n = p,*p,f... px*. Potem je

fm)=af(p) +Bf(p) +...+2f(p5) (1)
Dalje naj bo m = p2 p,°...p¥. Ker je mn = p,2 p,* 0,2 p,f . . . pi pit, velja
fmny=(@+ao)f)+ ®+H)fp)+...+ @0 +2)F(p)

Od tod vidimo, da za prastevila lahko funkcijske vrednosti poljubno izberemo.
S samo funkcionalno enacbo funkcija f (n) ni dolo¢ena. Uporabimo zdaj pogoj,
da mora biti f (m) > f (n) pri m > n.
Izberemo si neko prastevilo p. Lahko dobimo dve taki naravni $tevili a
in g, da je
p% > 2F oziroma alog p > log 2

Pri tem je f lahko poljubno velik. Kakor hitro velja to, velja tudi

af(P)>67Q) i @)

Od tod bomo dokazali, da je f(p)/logp = f(2)/log2. Naj bo f(p)/logp = k,
f(2)/log 2 = k, in k,/k = c. Vzemimo, da bi bil ¢ > 1. Iz neenacbe (2) dobimo

aklogp>pfk,log2 oziroma . alogp>>pclog2 3)

Vsako iracionalno $tevilo lahko s poljubno natanénostjo aproksimiramo z ulom-
‘kom. Naj bo torej o/f = log2/logp + e Ce a in B primerno izberemo, je
pozitiven in poljubno majhen. Od tod izrazimo ¢ in dobimo iz neenacbe (3)

Blog2 + eflogp>cplog2 ali elogp>(c—1)log2

Pri dovolj majhnem ¢ je ta neenacba protislovna.

- Ce bi bil ¢<1, bi doloéili a in B tako, da je p“/'” oziroma o log p <<
< Blog 2. Po isti poti kakor prej b1 tudi v tem primeru prisli do protislovja.
Zato preostane edina moznost ¢ = 1.

S tem je dokazano, da wvelja enakost f (2)/log 2. = f (p)/logp = C. Iz

enacbe (1) pa zdaj sledi, da je f(n) = C log n. Gabrijel Tomgid
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1Z UPRAVE

Na zalogi imamo $e vse Stevilke 1., I, III. in IV. letnika razen 1. stevilke
I. letnika. I. letnik stane 120 din, posamezna Stevilka 50 din, II. letnik stane
250 din, posamezna Stevilka 90 din, III. letnik stane 250 din, posamezna Ste-
vilka 90 din, IV. letnik 250 din, posamezna Stevilka 100 din.

Iz 4. stevilke Obzornika 1951 smo ponatisnili tabelo Osnove fizikalne
konstante na kartonu 32 X 33 cm. Dobite jih za ceno 20 din za kos pri prof.
Stalcu Ivanu, Ljubljana, I. gimnazija, Vegova ul. 4. Prav tam lahko poravnate
tudi naroc¢nino za Obzornik.
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Zveza Drustev matematikov in fizikov FLRJ izdaja casopis:

Nastava matematike i fizike

Naro¢nina je za ¢lane vseh republiskih drustev matematikov in fizikov
300 din, za ostale naroénike, Sole in biblioteke 400 din. Naroc¢ila in naroénino
posiljajte na Ziro-ra¢un Nastave 101-701-5-1262 z oznako »za Nastavux.

Drustvo matematikov in fizikov NRS izdaja

Vesnik Drustva matemati¢ara i fizicara NRS

Letno izide v dveh dvojnih $tevilkah, letna naro¢nina je 400 din. Naro¢nino
pogiljajte na ¢ek. ra¢un 101-707-3-119 Drustvu matematicara i fizicara NRS pod
oznacbo »Za Vestnik«. Dopise posiljajte na naslov drustva Beograd post. fah 791.

Drustvo matematikov in fizikov NRH izdaja za vso dr7avo

MATEMATICKO FIZICKI LIST

za ulence srednjih 3Sol. Letnik ima 4 S$tevilke, med poditnicami ne izhaja.
Letna naro¢nina je 240 din, posamezna S$tevilka 60 din.

Profesorji srednjih Sol, priporocajte list dijakom! Naroc¢ila in naroc¢nino
posiljajte na naslov:

Matematicko-fizicki list, Zagreb, Ilica 16/III, p. p. 165 ali na dekovni rac¢un
§t. 400-73-5-1884.

Drustvo matematikov in fizikov LR Hrvatske izdaja casopis

Glasnik
matematicko-fizicki i astronomski

Naroc¢nina za leto 1958 znasa 480 din. Casopis narocite pri admi-
nistraciji Glasnika: Hrvatsko prirodoslovno drustvo, Zagreb, Ilica
§t. 16-III. Cekovni radun 400-73-3-1077 za Drus$tvo matematicara i
fizicara NRH.

Obzornik za matematiko in fiziko izhaja vsak tretji mesec. Izdaja ga Drustvo
matematikov in fizikov LRS. Urejujejo ga: A. Kuhelj, I. Kuséer, A. Moljk,
N. Prijatelj, I. Vidav. Odgovorni in tehni¢ni urednik: I. Stalec. Upravo vodi
T. Skubic. — Tiska tiskarna CZP »Ljudska pravica« v Ljubljani. — Naroénina je 250 din,
za podjetja in ustanove, ki platajo po ratunu in za naroénike, ki platajo po terjatvi
280 din. Posamezna §$tevilka 100 din. Naro¢nino nakaZite na na$§ &ekovni ratun
600 — 70
3 —207

Obzornik za matematiko in fiziko, Ljubljana, postni predal 253, tel. §t. 23-304.

. Dopise po$iljajte in list maroéajte na naslov:



