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O QUASIPERIODICNIH FUNKCIJAH

I.. VIDAV

Teorija quasiperiodi¢nih funkcij je eno izmed najpomembnejsih del
predlanskem umrlega danskega matematika Haralda Bohra (1887—1951),
brata znanega fizika N. Bohra. To teorijo, za katero mu je dal pobudo
Studij Riemannove funkcije { (s), je Bohr obdelal v treh obseznih raz-
pravah, ki so izSle pod skupnim imenom Zur Theorie der fastperiodischen
Funktionen v letih 1925-26 v casopisu Acta Mathematica (45, 46, 47).
Prvi dve razpravi sta posveceni teoriji realnih, zadnja pa teoriji ana-
liticnih quasiperiodi¢nih funkcij. V tem ¢lanku se bomo omejili le na
realne quasiperiodi¢ne funkcije.

1. Lastnosti periodi¢nih funkcij. Ker so quasiperiodi¢ne funkcije
v nekem smislu posplositev periodi¢nih funkcij, zato se ho¢emo najprej
spomniti na najvaznejSe lastnosti le-teh. Povsod v tem ¢lanku naj pomeni
{(x) zvezno funkcijo realne spremenljivke x. Sme pa imeti f(x) kom-
pleksne vrednosti, torej f(x) = u(x) + iv(x), kjer sta u(x) in v(x) realni
zvezni funkciji realnega x.

Funkcijo f(x) imenujemo periodi¢no, ¢e je za kak p==0 vedno

f(x + p) = {(x) 1)
Stevilo p s to lastnostjo je perioda funkcije f(x). Céitno so hkrati s p tudi
vsi pozitivni in negativni veckratniki Z=p, &= 2p, =3p,... periode
funkcije f(x). Ce te vetkratnike np, n=0, = 1, +£2,...., nanesemo na

Stevilsko premico, dobimo neskonéno mnogo ekvidistantnih toc¢k, ki se
imenujejo periodne tocke. Vsak interval z dolZino p ima vsaj eno pe-
riodno tocko.

Zvezna periodi¢na funkcija f(x) je omejena in enakomerno zvezna
na vsem intervalu od —oo do + o. To se vidi od tod, ker zavzame
funkcija vse vrednosti, ki jih je sploh zmoZna zavzeti, Ze na intervalu
Sirine p. Vsota F(x) dveh periodi¢nih funkcij f,(x) in f,(x) je tudi perio-
di¢na funkcija, ¢e sta si periodi p, in p, obeh sumandov v racionalnem
razmerju, torej ¢e je p,:p,=n,:n,. Potem je namre¢ P = n,p, = n,p.
perioda vsote, ker je F(x+ P)=/,(x 4+ P) + fi(x + P} =f,(x + n,p,) +
+ f(x + np,) =1£,(x) + f,(x) = F(x). Ce pa periodi nista v racionalnem
razmerju, ne moremo ve¢ trditi, da je vsota F(x) periodi¢na funkcija. Pa¢
pa je mogoCe v tem primeru doloéiti dve celi $tevili n, in n, tako, da
je razlika n,p; — n,p, poljubno majhna. Potem je 7= n,p, skoraj mnogo-
kratnik periode p,, zaradi zveznosti pa se potem fo(x + n,py) zelo malo
razlikuje od f,(x + n,p,) =1.(x). Zato je tudi diferenca F(x + 7) — F(x)
absolutno majhna. Tako Stevilo 7, ki ima to lastnost, imenujemo quasi-
periodo funkcije F(x). Ta pojem bomo pozneje natan¢neje opredelili.
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Kar smo pravkar povedali za vsoto dveh periodi¢nih funkcij, velja
tudi za diferenco in produkt. Vidimo torej tu pomanjkljivost, da se
periodi¢nost pri osnovnih ra¢unskih operacijah ne ohranja.

Vsaka periodi¢na funkcija f(x) pomeni neko nihanje. Najpreprostejse
nihanje, tako imenovano harmoni¢no nihanje, izrazata kotni funkciji
sin x in cos x, ali v kompleksni obliki ei*, Vsako drugo nihanje z dolo¢eno
frekvenco se da sestaviti s superpozicijo samih harmoni¢nih nihanj, ki
imajo za frekvence veckratnike te frekvence. Matemati¢no se to pravi,
da se da periodi¢na funkcija f(x) razviti v Fourierovo vrsto, ki se glasi

f(x} ~ 3a, + (a, cos x.+ b, sin x) + (@, cos 2x + b, sin2x) + ... (2)
ali v kompleksni obliki
f(x) ~ ot o e+ o, e a e+ oo, e |, (2%)

Zaradi enostavnosti smo tu vzeli, da je perioda kar 2. Kakor je znano,
Fourierova vrsta zvezne funkcije f(x) ni vedno konvergentna, zato v (2)
ne smemo zapisati ena¢aja. Koeficienti an, bn, oziroma e, pri (2*), se dobe

iz formul
2n 27

ay = b f(x) cos nxdx , bn———l f(x) sinnxdx, n=0,1, 2,...
7 7
() (6]

oziroma
2%

1 .
T—— —inx S— +
an_gnff(x)e dx:. n=—0, =1, 2, .4

(6]

Vedno jih je mogoce izracunati, c¢e je le funkcija f(x) integrabilna.
Fourierova vrsta natan¢no doloc¢a funkcijo f(x) v tem smislu, da ne
moreta imeti dve zvezni periodi¢ni funkciji obe iste Fourierove vrste, ¢e
nista identi¢no enaki. Torej so le za funkcijo f(x) =0 vsi Fourierovi
koeficienti nic.

Ceprav Fourierova vrsta ni vedno konvergentna, se da kljub temu
vsaka zvezna periodi¢na funkcija f(x) aproksimirati s trigonometri¢nimi
polinomi, to je s polinomi takele oblike

S(X) ity + oy eix + o, e—ix __*_ azezix + u_ze—Zix + ...+ o einx + a_y, e—inx

To trdi Weierstrassov izrek, ki se glasi: K poljubno majhnemu pozitiv-
nemu Stevilu € je mogoce najti tak trigonometriéni polinom s(x), da je
1 f(x) — s(x) | < € za vsak x.

Ko smo tako nasteli najvaznejSe lastnosti periodi¢nih funkcij,
preidimo na quasiperiodi¢ne funkcije in si oglejmo, katere teh lastnosti
in v kak$nem smislu se dajo prenesti na le-te.

2. Definicija quasiperiodi¢nih funkcij. Najprej tofno definirajmo
quasiperiodo kake funkcije f(x). Stevilo v=1(¢) je za funkcijo f(x)
quasiperioda k € >0, ¢e je |f(x + v)—1f(x)| <€ za vsak x. Od tod se
takoj vidi, da je vsota ali razlika dveh quasiperiod 7; in 7, k € quasi-
perioda k 2 e, Velja namre¢
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[ f(x 47, +7,) —f(x) | = |{(x + 7.+ 7)) —f(x + 71) | +
+ | f(x+7,) —fx)|<2¢
Isto je za diferenco 7, — 7s.

Ce bi imenovali quasiperiodi¢no funkcijo tako funkcijo f(x), ki ima
k vsakemu € vsaj eno od ni¢ razli¢no quasiperiodo 7, bi bila ta definicija
presiroka. Saj bi bila vsaka enakomerno zvezna funkcija Ze quasi-
periodi¢na, ker za te funkcije vedno eksistira zadosti majhen 7 s to
lastnostjo. Da bomo prisli do prave definicije, se spomnimo zgoraj
omenjene lastnosti periodi¢nih funkcij, da je namreé¢ na vsakem intervalu
dolzine p vsaj ena perioda. Podobno lastnost moramo zahtevati od quasi-
periodi¢nih funkcij.

(I). Zvezno funkcijo f(x) imenujemo quasiperiodi¢éno, ¢e moremo
najti k vsakemu pozitivnemu € neko tako dolZino L=—L(€), da ima
funkcija f(x) na vsakem intervalu z dolzino L vsaj eno quasiperiodo
7 =7 (€) k predpisanemu €. Pri poljubnem a je torej med a in a + L vsaj
eno tako Stevilo v, da je

| fx +7) —f(x) | < & 3)
za vsak x.

Ce nanesemo vse quasiperiode k danemu € na $tevilsko premico,
dobimo neskon¢no mnozico tock, ki so relativno goste v tem smislu, da
ni med njimi poljubno velikega razmaka. V sploSnem pa ne tvorijo
aritmeti¢énega zaporedja kakor pri periodi¢nih funkcijah.

Iz definicije (I) je takoj razvidno, da je vsaka periodi¢na funkcija
tudi quasiperiodi¢na. Vse periode so hkrati quasiperiode. Narobe pa
seveda ni res.

Izpeljimo sedaj nekaj najvaznejsih lastnosti quasiperiodi¢nih funkcij.

a) Absolutna vrednost |f(x)| quasiperiodi¢ne funkcije je spet taka
funkcija. To se vidi neposredno iz definicije; saj je

[Hi(x +2) |[—[1x) || = i(x +7) —i(x) | < e

b) Hkrati z f(x) je tudi Af(x), Ce je A konstanta, quasiperiodi¢na
funkcija, Imamo namreé¢ | Af(x +7) — Af(x) | < Ae in je vsaka quasi-
perioda k € za f(x) quasiperioda k Ae za Af(x).

c¢) Vsaka quasiperiodi¢na funkcija f(x) je za — o < x <o na obe
strani omejena. To lastnost, ki je za periodi¢ne funkcije oc¢itna, dokazemo
takole: Po definiciji (I) dolo¢imo dolZzino L za &€=1. Na intervalu
0=x=1L je f(x) kot zvezna funkcija absolutno omejena, na primer
| £(x [ < B. Za vsak x zunaj tega intervala lahko dolo¢imo quasiperiodo =
tako, da je —x <v<—x+ L. To je mogocCe, ker ima ta interval dol-
zino L. Potem je 0 < x + v < L in zaradi tega

[{x) | = |fx+7)|+|fx+7)—ix)|<B+1=A

ker je |f(x +7) —{(x)| <1 in lezi x + v na intervalu (0, L).

Iz pravkar dokazane lastnosti sklepamo, da je kvadrat quasipe-
riodi¢ne funkcije zopet quasiperiodi¢na funkcija. Ker je povsod |f(x) | < A,
velja namrec

| (x +7) — (%) |=|fx +7) +{(x)]| " |f(x+7)—ix)]<2Ae
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Ta ocena pove, da je vsaka quasiperioda k € za funkcijo f(x) quasiperioda
k 2 Ae za kvadrat f*(x).

¢) Quasiperiodi¢na funkcija f(x) je enakomerno zvezna na vsem
intervalu (—oo,00), To se pravi, k vsakemu € > 0 pripada tak 8 > 0, da je
| f(x2) — f(x1) | < €, kjer koli lezita x, in x,, ¢e je le |x,—x,| < 3. Ker je
f(x) v vsaki tocki zvezna funkcija, je gotovo na vsakem konénem inter-
valu enakomerno zvezna. Pa dolo¢imo po definiciji (I) dolzino L= L(% €)
za % €. Vzemimo sedaj interval (— 1, L + 1)! Na tem je f(x) enakomerno
zvezna funkcija in je zato mogoce dolociti tak 8 > 0, da je |f(x,) — f(xy) | <
<3%€ za|x,—x,| <39, kjer koli sta x, in X, na tem intervalu. Seveda
smemo tu vzeti 8 < 1. Naj bo sedaj x, zunaj tega intervala! Dolo&imo,
kar je mogoce, quasiperiodo 7=7 (% ¢) tako, da je x, + 7 na intervalu
(0,L). Ce je |x,—x,|<3, lezi gotovo x,+ 7 med —1 in L+ 1. Po-
tem pa je

| £(x:) — £(x) | = | £(%: F 7) — £(xa) | + | f(x2 + ) —f(xy) | +
4 |f(x, +7) —f(x, +7)| < ¢

ker je razdalja to¢k x, +7 in X, + 7 manj$a od 8 in lezita obe med —1
in L+ 1, 7 pa je quasiperioda k 3 ¢.

Enakomerna zveznost funkcije f(x) pove, da se izraz f(x + 7) — f(x)
zelo malo spremeni, ¢e v nekoliko pove¢amo ali pomanj$amo. Od tod pa
lahko sklepamo, da eksistira na vsakem intervalu dolzine L cel interval
Sirine 8, ki ima vse totke za quasiperiode funkcije f(x). Za poljuben
n < 8 pa vsebuje vsak interval Sirine 8 vsaj en veckratnik Stevila n. Tako
smo dobili izsledek:

K vsakemu € > 0 je mogoce najti neki L in 8 > 0 tako, da ima za
poljubno izbran pozitiven n < 8 vsak interval dolZine L vsaj eno quasi-
periodo 7 (g), ki je veCkratnik Stevila n, torej v =—nn s celim n.

To dejstvo bomo uporabili pri dokazovanju tele pomembne lastnosti
quasiperiodi¢nih funkcij:

d) Vsota dveh quasiperiodi¢nih funkcij F(x) =1(x) + g(x) je tudi
quasiperiodi¢na funkcija. _

Tu gre za to, da najdemo skupne quasiperiode funkcij f(x) in g(x).
Kajti ¢e je |f(x +7) —f(x)| < ¢ in |g(x +7) —g(x) | < &, velja

|F(x + %) —F(x)| = [f(x + 7) — f(x) | + |g(x + 7) —g(x) | < 2¢

in je potem skupna quasiperioda 7 za vsoto F(x) quasiperioda k 2 €.
Dolo¢imo k % & ustrezni Stevili L, in 8, za f(x) ter L, in 3, za g(x).
Naj bo L ve¢ji izmed L, in L,, n pa manjsi izmed 3, in 8,. Potem ima vsak
interval z dolzino L eno quasiperiodo 7; funkcije f(X) in eno quasiperiodo
7g funkcije g(x), ki sta obe veckratnika Stevila 7, torej vy—nn in
Tg = n,N. Diferenca 7y — 7y = (n, — n,)J1 = n7n je tudi veckratnik Stevilan
in velja |nn|=|v;—7¢| <L, ker sta 7; in 7y oba na istem intervalu
s Sirino L. Vzemimo sedaj vse mozne take quasiperiode 7; in 74 Diference
7;—Tg=n7 so veckratniki istega 7 in vse so absolutno pod L. Zato jih
je le kon¢tno mnogo med seboj razlitnih. Vsi pari quasiperiod te vrste
razpadejo torej v konéno mnogo razredov, ¢e Stejemo dva para 7; 7g in
7f,T¢ v isti razred, ako je | vi—7g|=|7'—74'|. Iz vsakega razreda vze-
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mimo en par kot predstavnika tega razreda. Ce je k razli¢nih razredov,
dobimo tako k parov Ty, T i; Ti, Tgsj...; Tik, Tgk. INaj bodo vsi ti =
absolutno pod I. Trdimo sedaj, da je na vsakem intervalu dolzine L + 21
vsaj ena skupna. quasiperioda za f(x) in g(x). Ker ima namre¢ interval
{a+1, a+ 1+ L) dolzino L, je na njem gotovo en par quasiperiod 7, 7g,
kjer sta 7; in 7y veckratnika Stevila n. Ker spada tudi ta par v enega
izmed razredov, n.pr. v p-ti razred, je [rf——rgl_lmp —7Tg| in od tod
tf—l—rfp——'vg—'—rgp Izraz ©;+ 75, pa je kot vsota oziroma diferenca dveh
quasiperiod k % € quasiperioda funkcije f(x) k €. Zato je v w5 skupna
quasiperioda k € za obe funkciji {(x) in g(x). Ker je a + 1 <7 <a +1+ L
in |17fp| <1, lezi res ;= 7p na intervalu (aq,a + L+ 21). S tem pa je
naSa trditev dokazana.

Lastnost d) lahko raztegnemo na vsoto poljubno mnogo quasi-
periodi¢nih funkcij. Ker so periodi¢ne funkcije tudi quasiperiodicne,
dobimo za ta primer iz d), da je vsota periodi¢nih funkcij v sploSnem
quasiperiodi¢na funkcija.

Produkt dveh quasiperiodi¢nih funkcij f(x) in g(x) je quasiperiodi¢na
funkcija, kar takoj uvidimo, ¢e ga piSemo v obliki

x)g(x) ={lf(x) + g(x)]* — [f(x) — g(x)]*}

Vsota f(x) + g(x) in razlika f(x) -— g(x) sta po prejSnjem quasiperiodi¢ni
funkciji, kvadrata (f + g)*® in (f— g)* pa potem tudi.

e) Limita f(x) enakomerno konvergentnega zaporedja quasiperiodi¢nih
funkcij fi(x), f.(x), f5(x), ... je zopet quasiperiodi¢na funkcija.

To dejstvo dokazemo takole: f(x) je zvezna funkcija, ker je limita
enakomerno konvergentnega zaporedja zveznih funkcij, Izberimo si sedaj
tako naravno Stevilo n, da je |f(x) —fu(x)| < %€ za vsak x od — oo do
+ oo, To je mogoce, saj je f(x) limita zaporedja fa(x). Ker je fu(x) quasi-
periodi¢na funkcija, se da dobiti taka dolZzina L, da ima vsak interval
s to dolzino vsaj eno quasiperiodo 7 funkcije f,(x) k 4 ¢, torej |fn(x + 1) —
— fu(x) | < 3 . Sedaj pa je

|f(x + 7) — (%) | = | fa(x + 7) — fu(¥) | + | f(x + 7) — fe(x +7) | +
+ | f(x) —fa(x) | < €

Torej isti 7 je quasiperioda k € za limitni f(x).
Gornjemu izreku moremo dati tudi obliko: Vsota enakomerno kon-
vergentne vrste quasiperiodi¢nih funkcij je quasiperiodi¢na funkcija.
Imenujmo splo$no trigonometri¢ni polinom vsak takle izraz:

s ilx
=> g &

Na desni je vsota konéno mnogo sumandov za razlitne realne 4, ki ni
treba, da so v razmerju celih Stevil. el je periodi¢na funkcija. Zato je
5(x) kot vsota periodi¢nih funkcij vedno quasiperiodi¢na funkcija. Vsaka
funkcija f(x), ki se da enakomerno aproksimirati s trigonometri¢énimi
polinomi, je quasiperiodi¢na funkcija. Vzemimo namre¢ zaporedje po-
zitivnih Stevil €,, &, &,... ki limitirajo proti ni¢: & —0. Iz navedene
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lastnosti funkcije f(x) dobimo, da pripada k vsakemu &, tak trigono-
metri¢ni polinom si(x), da je povsod |f(x) — sn(x) | < en. Torej konvergira
zaporedje teh polinomov s,(x) enakomerno proti f(x). Ker so trigono-
metriéni polinomi quasiperiodi¢ne funkcije, velja po pravkar dognanem
izsledku isto za limitni f(x). S tem smo Zeleno dokazali. Ena izmed glavnih
nalog, ki si jo.je H.Bohr zastavil v teoriji realnih quasiperiodi¢nih
funkcij, pa je bila dokazati obratno lastnost: Vsaka quasiperiodi¢na
funkcija se da enakomerno aproksimirati s trigonometri¢nimi polinomi.
Ta izrek lezi mnogo globlje in dokaza ne moremo prinesti v tem
kratkem c¢lanku.

3. Srednja vrednost quasiperiodi¢nih funkcij. Naj bo f(x) quasi-
periodi¢na funkcija. Dokazali bomo, da vedno eksistira limita izraza

g
J(T) =—; f f(x)dx 4

kakor koli- gre T preko vsake meje. Limitno vrednost zaznamujemo
z M {{(x)} in je torej '

T
M {i(x)} :Lim—;/f(x)dx, T o0 5)

Izraz J(T) pomeni srednjo vrednost funkcije f(x) na intervalu (0, T). Zato
je M{f(x)} v nekem smislu srednja vrednost funkcije za vse x.
Dokazimo sedaj eksistenco te limite! Iz definicije konvergence vemo,
da J(T) limitira, ¢e je mogoce k vsakemu € > 0 najti tak T, > 0, da je
2

1 Ty
iff(x)dx——}«ff(x)dx
T T,

o

o

<€ (6)

za vse T, in T,, ki so vecji od T,. Da bomo prisli do takega T,, ocenimo

najprej diferenco
T a

+T
ff(x)dx —-ff(x)dx (7)

o

kjer je spodnja meja a poljubna. V ta namen poiS¢imo funkciji f(x)
k %€ quasiperiodo 7, ki lezi med a in a + L. PiSimo sedaj diferenco (7)
v obliki

T T

+T T+T T
ff(x)dx -—ff(x)dx —!—ff(x)dx—j f(x)dx
o T a

a+T

Ker je v—a <L in |f(x)|= A za vsak x, sta zadnja dva integrala
absolutno pod AL. V drugega pa vpeljimo x + 7 namesto x. Potem bo
imel tudi ta meji 0 in T. Ce ga zdruzimo s prvim, moramo integrirati
izraz f(x) — f(x + 7). Iz pomena 3tevila 7 pa imamo [f(x + 7) —f(x)| <
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<3%e in je torej diferenca prvih dveh integralov v gornjem izrazu
absolutno pod % € T. Skupaj velja torej ocena

a+T

T
1 1 ¢
I;ff(x)dx— }.[f(x)dx

o a

AL
< %¢ —_ 8
e+ = ()]

in je ‘neodvisna od spodnje meje a. Sedaj pa postavimo v izraz (7) po
vrsti za a vrednosti 0, T, 2T,..., (n—1)T. Ce vse tako dobljene izraze
seStejemo in upostevamo oceno (8), dobimo po delitvi z nT:

1 T 1 nT
}}ff(x)dxfﬁfi(x)dx
(o] o

Naj bosta sedaj T, in T, dve Stevili v racionalnem razmerju, ki sta veéji
od T, torej je n;T;=n,T,. Po oceni (9) se J(T,) razlikuje od J(n,T,) za
manj od % e + 2 AL/T,. Isto velja za J(T,) in J(n.T.). Ker pa je J(n,T;) =
=J(n,T,), se razlikujeta J(T,) in J(T.) za manj od &+ 4 AL/T,. Ce
izberemo T, tako velik, da je 4 AL/T,< €, je za dve taki $tevili T, in
T, Ze izpolnjena neenacba (6) z 2¢ na desni strani. Tu sta bili T, in T,
v racionalnem razmerju, zaradi zveznosti integrala pa velja neenacba (6)
splosno. Tako smo dokazali, da res eksistira limita (5). Prav tako je
seveda tudi

S e )
T

T
Lim 2%“[ [(X)dx=M{f(x)}, T —»oo (5%
4

kar uvidimo takoj iz ocene (8), ¢e piSemo v njej 2T namesto T in
postavimo a =—T.

Kako velik T je treba vzeti, da daje integral (4) srednjo vrednost
do natancnosti €2 Na to vprasanje nam odgovori-neenacba (9), ki velja
za vsak celi n. Ce n vetamo preko vsake meje, dobimo

T
}%ff(x)dx—M{f(x)} <3¢

(o]

N 2AL

Za T > 4 AL/e da izraz (4) srednjo vrednost M {f(x)} do nataninosti €.

Ce je f(x) navadna periodi¢éna funkcija, kaj je v tem primeru njena
srednja vrednost? Naj ima f(x) periodo p. Ker je vseeno, kako gre T
v neskoncnost, vzemimo T = np in naj raste celo Stevilo n preko vsake
meje. Vrednost integrala periodi¢ne funkcije je neodvisna od spodnje
meje, ¢e ima integracijski interval Sirino periode. Zato je vrednost
integrala v mejah od 0 do np enaka n-kratni vrednosti integrala v mejah

(0, p), torej
1 n f 1 [
@ff(x)dxzEff(x)dx:;ff(x)dx
o o o
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Ce raste n preko vsake meje, limitira leva stran proti srednji vrednosti.
Od tod dobimo za periodi¢no funkcijo

M {f(x)} = %ff(x)dx (10)

Izratunajmo $e srednjo vrednost eksponencialne funkcije eilx, kjer
je 4 realen. Ker je nedolo¢eni integral te funkcije e'lx/il, je

M{e™ —Lim (€T —1)/iAT —0 (1)

T— oo
saj Stevec ei“—l' absolutno ni vec¢ji od 2. To velja seveda za A==0.
Zaj==0jo o =1 in M —1,

Neposredno iz definicije imamo tele lastnosti srednje vrednosti:

a) Srednja vrednost vsote dveh funkcij je vsota srednjih vrednosti
obeh sumandov: M {i(x) + g(x)} = M {{(x)} + M{g(x%)}.

b) Za konstanten A je M{Af(x)} = AM{{(x)}.

c) Ce zaporedje quasiperiodiénih funkcij f,(x), f.(x), fs(x),... enako-
merno konvergira proti f(x), je Lim M{fn(x)} = M {i(x)}.

Pri zadosti velikem n je namre¢ | Ru(x) |=|f(x) — fa(x) | < € za vsak
x. Iz definicije (5) pa je razvidno, da je |[M{f(x)}|< ¢, &e je povsod
| f(x)| < e. Od tod imamo | M{Ry(x)}|=|M{{(x)} — M {fx(x)}|< €. Torej
je res Lim M {fy(x)} = M{f(x)} za n—co.

4. Fourierovi koeficienti in Fourierova vrsta quasiperiodi¢ne funk-

cije. Ker je hkrati z f(x) tudi f(x)e_i;"x za poljuben realen A quasipe-
riodicna funkcija, eksistira ‘njena srednja vrednost, ki jo zazna-
mujmo z a(4):

T
a(A) = M {f(x)e~"} = Lim —; f fx)e ™ dx, T— oo (12)
0

Vsak tak 4, pri katerem je a(4)==0, imenujemo Fourierov eksponent,
pripadajo¢i a(A) pa Fourierov koeficient quasiperiodi¢ne funkcije f(x).
Ce je funkcija f(x) periodi¢na, vzemimo jo kar s periodo 2w, je za A=n
tudi f(x)e” " periodi¢na funkcija in po formuli (10) imamo

27
a(n) = L f i(x)e ™ dx =a, (12%)
2w :
0

torej Fourierov koeficient v navadnem smislu.

Za vsak 4 je srednja vrednost a(4i) natan¢no dolo¢eno stevilo.
Izredno pomembno za naSo teorijo pa je dejstvo, da ima quasiperiodi¢na
funkcija f(x) kvecjemu Stevno neskon¢éno mnogo eksponentov. Torej a(A)
je kvedjemu za $tevno mnogo vrednosti A od ni¢ razli¢en.
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To dokaZemo takole: Vzemimo nekaj takih Stevil 4;, 4y, ... 44, za
katere je pripadajoci koeficient a(4)==0. Tvorimo trigonometri¢ni polinom

s®) = > a)e™, A=1ly e ... a (13)

kjer se sumacija nanaSa na vse izbrane A. Izraz |f(x) — s(x)|® je tudi
quasiperiodi¢na funkcija in ima zato neko srednjo vrednost, ki oc¢itno ni
negativna, saj je srednja vrednost funkcije, ki ni nikjer negativna. Je pa

| £(x) — s(x) [* = [£() —s(0)] () — s*(x)] = f(x)f*(x) —
Pty i(x) 2 a*(l)e—ilx . f*(x) z a(l) eilx —l" E E 1(1) a*(p.)ei(l-[,{)x*

V vseh vsotah zavzameta 4 in » zgoraj izbrane eksponente A;, 4y, ... Aq.
Zaradi lastnosti a) imamo

M{| 1(x) — s(x) [} = M{ | 1(x) )} — > a* ()M {f(x)e "} —
— S ah) M{F@e™) + = Saa'e) M{ )

Ker je M{i(x)e "} =a(h), M{fx)e"™ =a*(}) in M{*™) =0 za
A ==u ter =1 za A =1y, dobimo

> ) P=M{|1x) [} — M{] {0 —s(0) [7) (14)
a(d) P +]ad) P+ ...+ [alda) P = M{|£(x) 12} (15)

in od tod

Iz te neenacbe spoznamo takoj, da je kve¢jemu Stevno mnogo 4, ki imajo
koeficient a(4) #=0. Ker ima desna stran dolo¢eno konéno vrednost C,
je samo kon¢no mnogo takih a(4), namre¢ manj od C, ki so absolutno
vecji od 1. Zaznamujmo ustrezne eksponente, urejene po velikosti,
Z A1y Aoy -+ . Ar, Kjer je r < C. Ce bi bilo takih 4 ve¢, bi takoj pri§li v proti-
slovje z.neenacbho (15.) Prav tako pa vidimo, da je samo konc¢no mnogo 4
te zaznamquo urejene po velikosti, z A.r+|, lr+2, .As, pri katerlh lezi|a(2)|
med 3 in 1. Isto velja za tiste 4, kjer je |a(Z) | med % in 3. Ce tako
nadal_]u]emo, bo priSel ocitno vsak od ni¢ razhcen a(d) séasoma na vrsto.
Torej je res takih eksponentov 4,7, 4s,... kvetjemu $tevno neskonéno
mnogo. Seveda imata v sploSnem dve razli¢ni funkciji razlicne ekspo-
nente A.

Ce sedaj formalno tvorimo vsoto 2 a(l)e'lx, ki se nanaSa na vse
Fourierove eksponente A=14,, =1y, =43, ... funkcije f(x), imenujemo to
vrsto Fourierovo vrsto quasiperiodi¢ne funkcije f(x), ne glede na to ali
je vrsta konvergentna ali divergentna. Pripadnost vrste funkciji f(x)
zapiSemo v obliki

f(x) ~ 2 a(l)eilx1 2':}‘1’ :;“b.: ]‘3’ cee (16)

Tudi ¢e vrsta na desni konvergira, $e ni reCeno, da je njena vsota
ravno f(x).

* Z zvezdico Je tu zaznamovana konjugirano kompleksna vrednost, na primer
*(x) = u(x) —iv(x), €e je f(x) = u(x) + iv(x).
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Pri periodic¢ni funkciji f(x) se njena Fourierova vrsta ujema s Fourie-
rovo vrsto v navadnem smislu. To ni samo ob sebi umevno, pa¢ pa kaj
lahko dokaZemo. Naj ima f(x) kar periodo 27. Ze zgoraj smo spoznali,
da se za A= celo Stevilo koeficient a(4) ujema s Fourierovim koefi-
cientom «a, [glej enacbo (12¥)]. Dokazati je le Se treba, da je za vsak
drug A pripadajo¢i a(4) enak ni¢. V formuli

2nsw

a(4) = Lim 2 [i(x)e_ilx dx
2nmw ,
()

smemo vzeti za n celo Stevilo. Integral na desni, ki ima meje 0 in 2 n=x,
razstavimo v vsoto n integralov z mejami (02n), (2x, 4n),...
[2(n— 1)n, 2 n=]. Ce vpeljemo v te integrale novo spremenljivko tako,
da je potem spodnja meja ni¢, dobimo

2n7

27
f fe ™ dx =11 4+ e 2 4 | 4 o 2 f fx)e ™ dx
(o]

o
Faktor pri integralu na desni je vsota geometri¢nega zaporedja, ki jo

lahko piSemo v obliki (1 &2y o2 Ker A ni celo #tevilo,
je e o == 1. Koeficient a(4) dobimo, te gornji izraz delimo $e z 2 nz in
vetamo n preko vsake meje. Ker limitira kvocient (1 —e-QnZM) [2 nn

proti ni¢ za n —oo, je res a(4) =0. Fourierova vrsta v novem smislu je
za periodi¢ne funkcije ista kakor Fourierova vrsta v navadnem smislu.
Tu so Fourierovi eksponenti 2nn z n=0, =1, =2,... in tvorijo aritme-
ticno zaporedje. Iz izreka o enoli¢nosti razvoja v Fourierovo vrsto lahko
sklepamo,. da je tudi narobe vsaka quasiperiodi¢na funkcija, katere
eksponenti tvorijo aritmeti¢no zaporedje, periodi¢na funkcija.

Ti izsledki kazejo, da je mogocCe tudi quasiperiodi¢no funkcijo
v nekem smislu razstaviti na sama harmoni¢na nihanja. Pripadajoce
frekvence pa niso v tako preprosti zvezi kakor pri periodi¢nih funkcijah.
Za eksponente ;, A9, A3, ... smemo namreé vzeti poljubno $tevno mnozico,
celo tako, ki je povsod gosta za —oo<<A< oo. V vsakem primeru je
mogoce najti quasiperiodi¢no funkcijo, ki ima te 4 za Fourierove ekspo-

nente. Kajti ¢e izberemo koeficiente a(4) tako, da je vrstaEa(l)eil"
enakomerno konvergentna, je njena vsota quasiperiodi¢na funkcija, ki

ima eksponente 4, in nobenega drugega. To vidimo takoj od tod, ker je
srednja vrednost enakomerno konvergentne vrste quasiperiodi¢nih funk-

cij vsota srednjih vrednosti posameznih clenov. VrstaEa(l)e_ilx pa je
ocitno enakomerno konvergentna, ¢e postavimo kar a(4,) = 2™ za vsak n.

5. V tej zvezi se vsiljujejo razna vprasanja. Prav gotovo ni Fourie-
rova vrsta za vsako quasiperiodi¢no funkcijo konvergentna, saj ni Ze
v periodi¢nem primeru. Toda ali Fourierova vrsta sama, ¢eprav mogoce
ni konvergentna, dolo¢a funkcijo f(x), to se pravi, ali moreta imeti dve
quasiperiodi¢ni funkciji isto Fourierovo vrsto? Diferenci f(x) — g(x) dveh
quasiperiodi¢nih funkcij pripada Fourierova vrsta, ki jo ocitno dobimo
tako, da formalno odstejemo vrsto funkcije f(x) od vrste funkcije g(x).
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Diferenca dveh funkcij z isto Fourierovo vrsto ima zato vse Fourierove
koeficiente ni¢. Odgovor na gornje vpraSanje daje potem tale izrek:

Ce ima quasiperiodi¢na funkcija f(x) vse Fourierove koeficiente a(1)
ni¢, je f(x) =0 za vsak x.

Od tod imamo takoj izrek o enoli¢nosti razvoja v Fourierovo vrsto.

Dvema razliénima quasiperiodi¢nima funkcijama pripadata vedno
dve razli¢ni Fourierovi vrsti.

Iz neenacbe (15), ki velja za poljubno mnogo Fourierovih koeficientov
a(4) funkcije f(x), sklepamo, da je vrsta

|(11]2+|02|2+|a3]2+..., akza(ﬂ,k)-

ki se nanaSa na vse eksponente 4,4, 43, ... funkcije f(x), konvergentna,

saj ima samo pozitivne ¢lene in so njene delne vsote navzgor omejene.
Tudi v limiti velja, da njena vsota ni velja od srednje vrednosti
M{|{(x) |*}. Ce Fourierova vrsta funkcije f(x) enakomerno konvergira
proti f(x), torej s(x) — f(x), kjer je s(x) trigonometri¢ni polinom (13),
potem je tudi M{|f(x) —s(x) |’} =0. Razlika med desno in levo stranjo
v neenacbi (15) pa je ravno M{|f(x) — s(x) |}. Zato je v tem primeru

|l P+ @ P+ |as P+ ... =M{|{(x) [} (17)

¢e se na levi razteza vrsta na vse Fourierove koeficiente funkcije f(x).
Naravna je sedaj domneva, da velja enacba (17) v vsakem primeru.
Izkaze se, da je res tako. )

Za periodi¢no funkcijo f(x) zaznamujmo Fourierove koeficiente z @,
n=0, =1, £2,... Enatba (17) preide v tako imenovano Parsevalovo
enacho

27
0]l [y [P P a2 = o f1f00) 2

ki velja pri zelo splo$nih pogojih, saj niti ni treba, da je funkcija f(x)
zvezna, da le eksistira integral na desni. Zato imenujemo tudi za quasi-
periodi¢no funkcijo f(x) enac¢bo (17) Parsevalovo enacbo.

Izrek o enoli¢nosti in Parsevalova enacba sta ekvivalentna v tem
smislu, da sta ali oba veljavna ali oba neveljavna. Vzemimo namre¢, da
je enacba (17) pravilna. Ce je f(x) taka quasiperiodi¢na funkcija, ki ima
vse Fourierove koeficiente a(A) =0, dobimo iz (17), da je M{|{(x)[?} =0.
Od tod pa ni tezko dokazati, da je identi¢no f(x) = 0. Tudi narobe izhaja
iz izreka o enoli¢nosti Parsevalova enacba. Dokaz pa je v tem primeru
bolj zamotan.

Izrek o enoli¢nosti lezi precej globoko. Doslej poznamo Ze mnogo
razliénih dokazov, ki so pa vsi preve¢ komplicirani za na$ ¢lanek.

Za konec si $e oglejmo Fourierovo vrsto v nekem posebnem primeru.
Spoznali smo Ze,-da more imeti quasiperiodi¢na funkcija za eksponente 4
Se zelo poljubno $tevno mnozico §tevil. V periodi¢nem primeru tvorijo 4
aritmeti¢no zaporedje, v sploSnem pa so poljubno posejani. Vzemimo
sedaj tako quasiperiodi¢no funkcijo f(x), pri kateri so ti eksponenti vsi
med seboj linearno neodvisni. Tu imenujemo realna $tevila 4;, 4y, 4, ...,
ki jih je lahko konéno ali neskon¢no mnogo, linearno odvisna, ¢e je med
njimi kaka zveza z obliko

nAy + nhdy ...+ nkde=0 (18)

43



kjer so ny, n,, ... nx cela Stevila, ki niso vsa enaka 0. V enachi (18) je
samo konéno mnogo izmed gornjih $tevil 4. V nasprotnem primeru, ko
take zveze ni, so 4y, 4g, 43, ... linearno neodvisni. Tu. je enacba oblike (18)
mogoca le, ¢e so vsi np =0. Tako sta n. pr. Stevili 1 in e (osnova naravnih
logaritmov) linearno neodvisni, ker ni nikdar n, + n,e =20, saj bi bilo
v nasprotnem primeru e racionalno stevilo. Ce so 4y, Ay, 43, ... linearno
neodvisni, med njimi oc¢itno ni Stevila 0, ker bi bila sicer enacba (18)
izpolnjena s poljubnim n, in n,—=n,=...=nk=0.

Naj bo torej f(x) taka qua51per10d1cna funkcija, pri kateri so
eksponenti 4y, 49, 43, . . . linearno neodvisni. Ustrezne Fourierove koefi-
ciente zaznamujmo z a,, @, . . ., tedaj a, = a(%,). Naj bo sploesno a =|a|e®
kjer je v smerni kot kompleksnega stevila a. Koeficientu ax pripadajoc¢i
v naj ima indeks k, torej vk. Funkcija

kx)=1-43 (e ¥+ e =11 eosx

ni nikjer negativna. Vzemimo sedaj nekaj eksponentov 1;, 4y, ... 4, in
tvorimo produkt ‘
KiX)= Il k(hx+wv), r=1, 2,...,n

kjer je vr koeficientu ar pripadajo¢i smerni kot. Ce razvijemo K:(x),
dobimo

Ko(x) =1+ % >e ™ ™ 4 Ry(x) (19)
Vsota na desni se razteza naA=2~1,,= /Ay, = --- = Ay, Rn(X) pa je trigono-

metriéni polinom z obliko § 7] éilx. Eksponenti 4 so tu bodisi Stevila
A Aoy « . . An, bodisi vsota ali diferenca dveh ali ve¢ izmed teh $tevil. Ker -
SO 15 Ag, A3, ... linearno neodvisni, ni nobeden od teh eksponentov A enak
0 ali —4;, —4y, —4g,.... Zato je za vse te Avedno M {f(x)ei**}=0. od
tod imamo po znanem prav1lu za srednjo vrednost vsote

M{fx)Kn(x)} =3 (a:| +|a|+ ... +|aa))

Tu smo upostevali, da je M {f(x)} =0, ker A=0 ni Fourierov eksponent
funkcije f(x) in je zato prlpada]om ‘koeficient enak 0. Nadalje je
M{f(x)e—** e~} — aqx-e~"k=|ax|. Imamo pa povsod |f(x)|= A in
Ki(x) = 0. Velja tedaj ocena

| M{f(x)Ka(x)} | = AM{K:(x)}

kar se takoj vidi iz definicije srednje vrednosti. Ena¢ba (19) pa da
M {K.(x)} =1, torej je

lay| 4+ |a|+ ... ]an| <24

Ta ocena pove, da je vrsta a, + a, + a; +... absolutno konvergentna in
je zato Fourierova vrsta funkcije f(x)

il il 7 )
ae’ g, + ae” T+ ...

enakomerno konvergentna. Njena vsota je taka quasiperiodi¢na funkcija,
ki ima iste eksponente in koeficiente kakor f(x). Po izreku o enoli¢nosti
Fourierove vrste je ta vsota ravno f(x). Tako smo dobili izsledek:

Vsaka quasiperiodi¢na funkcija, pri kateri so Fourierovi eksponenti
linearno neodvisni, se da razviti v enakomerno konvergentno Fourierovo
vrsto.
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TOPOLOSKA KLASIFIKACIJA ZAPRTIH PLOSKEV

A. VADNAL

1. Uvodna pojasnila

V naslednjem bomo obravnavali geometri¢ne figure: telesa, ploskve,
¢rte in tocke v tridimenzionalnem evklidskem prostoru.

Okolica poljubne totke x prostora je vsako telo, v katerem je
tocka x notranja to¢ka. Okolica poljubne totke x ploskve je vsak lik,
ki lezi na tej ploskvi in v katerem je tocka x notranja tocka. Okolica
poljubne tocke x ¢rte je vsak interval, ki lezi na tej ¢rti in v katerem
je tocka x notranja tocka.

Vzemimo dve poljubni geometriéni figuri A in B. Figuro A eno-
li¢no preslikamo ali transformiramo v figuro B, ako
priredimo vsaki toc¢ki a figure A po eno tocko b figure B; pri tem
imenujemo to¢ko b sliko toCke a in to¢ko a prasliko tocke b.
Denimo, da je transformacija taka, da ima vsaka tocka b figure B v figuri
A neko prasliko; ako priredimo vsaki toc¢ki b figure B njeno prasliko
v figuri A, tedaj transformiramo figuro B v figuro A. Ta transformacija
je prvotni transformaciji obratna. Transformacija je obratno
enoli¢na, ako je sama enolicna in ako je njej ustrezna obratna
transformacija tudi enoli¢na.

Transformacija figure A v figuro B je zvezna v dolocCeni toc¢ki
a figure A, ako eksistira v vsaki okolici O (b) tocke b, ki je slika tocke
a, vsaj ena okolica O (a) tocke a, katere slika leZi v okolici O (b). Trans-
formacija figure A v figuro B je zvezna, ako je zvezna v vseh tockah
figure A.

Transformacija figure A v figuro B je topolo§ka, ako je obratno
enoli¢na in obenem s svojo obratno transformacijo zvezna. Potemtakem
je transformacija figure A v figuro B topoloSka, ako je obenem s svojo
obratno transformacijo enoli¢na in ako prevede vsako okolico poljubne
to¢ke v okolico njene slike.

Topolosko transformacijo figure si moremo vcasih ponazoriti z
ustrezno deformacijo figure; pri taki deformaciji pa ne sme nikjer priti
do kakega pretrganja figure ali pa do zgnetenja vec¢ to¢k v eno tocko.
Tako je n.pr. mogocCe topolosko transformirati polno kocko v polno
kroglo; tej transformaciji ustreza pregnetenje kocke v kroglo. Vsaka
deformacija pa seveda ni topoloska transformacija! Tako n.pr. lahko
pregnetemo polno kroglo v poln torus; ta transformacija pa nikakor ni
topoloska, ker ni zvezna, saj moramo v kroglo napraviti luknjo. Pa tudi
vsake topoloske transformacije v tridimenzionalnem evklidskem prostoru
ne moremo realizirati s kako deformacijo! Tako moremo n. pr. zavozlano
zanko topolosko transformirati v kroZznico, nikakor je pa ne moremo
v tridimenzionalnem evklidskem prostoru razvozlati s kako deformacijo
brez pretrganja. Razlika med zavozlano zanko in kroznico je namrel
v tem, kako sta obe sklenjeni krivulji vloZeni v prostor.

Dve geometri¢ni figuri, ki ju moremo transformirati drugo v drugo
s kako topolosko transformacijo, sta homeomorfni. Homeomorfne
so n. pr. naslednje figure: polna krogla, kocka, poln stoZec, polna piramida
in vsako polno telo, ki nima nobene luknje. Nadalje so tudi homeomorine
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naslednje figure: poln svitek, poro¢ni prstan, polna krogla z eno rocko
in vsako polno telo, ki ima samo eno luknjo.

Pri topoloski transformaciji se nekatere lastnosti geometri¢ne figure
spremenijo, nekatere pa ne. Spremenijo se predvsem oblika in metri¢ne
lastnosti figure. Tiste lastnosti figure, ki se pri topoloskih transformacijah
ohranjajo, imenujemo topoloske invariante. Topoloske inva-
riante so n. pr. sklenjenost zanke, zaprtost ploskve, dimenzija figure itd.

Med najvaznejSimi nalogami topologije je ugotavljanje topoloskih
invariant in dokazovanje njih invariantnosti, nadalje ugotavljanje in
dokazovanje homeomorfnosti ali nehomeomorfnosti dveh geometri¢nih
figur itd. Geometri¢ne figure je mogoce klasificirati v posamezne razrede
homeomorfnih figur tako, da sta po dve nehomeomorfni figuri v razli¢nih
razredih. Topologije ne zanimajo metri¢ni odnosi geometri¢nih figur in
zato tudi ne pozna nobene metrike. Zaradi tega je s topoloskega vidika
prav vseeno, kaks$ne so metri¢ne razseznosti geometri¢nih figur. Homeo-
morfnost igra v topologiji podobno vlogo kakor skladnost v elementarni
geometriji. Kakor ne razlikujemo z vidika elementarne geometrije sklad-
nih figur, tako ne razlikujemo s topoloskega vidika homeomorfnih figur.

V naslednjem bomo obravnavali geometri¢ne figure z vidika njihovih
topoloskih lastnosti, ne upostevajo¢ pri tem, kako so te figure vloZene
v tridimenzionalni evklidski prostor. S tega vidika n.pr. ne bomo razli-
kovali navadnega svitka od enkrat ali veckrat zavozlanega svitka.

Oglejmo si e en proces, ki je v topologiji izredno vazen: identi-
fikacijo! Identifikacijo geometri¢nih figur imenujemo proces, pri
katerem identificiramo dve ali vec¢ figur, ki jih imamo po identifikaciji
za isto figuro. Nazorno si identifikacijo ponazorimo z zlepljenjem identi-
ficiranih figur. Ako v geometric¢ni figuri identificiramo dve ali ve¢ njenih
tock, ¢rt ali ploskev, dobimo neko novo figuro, ki se oc¢ividno od prvotne
figure topolosko razlikuje. Ako identificiramo vse to¢ke kroznice nekega
kroga, dobimo kroglo (ploskev). Ako identificiramo v kvadratu dve
nasprotni stranici, dobimo plas¢ valja; ako v tem plascu zopet identi-
ficiramo oba roba, dobimo torus (ploskev).

Ploskev je zaprta, ako ima vsaka njena toCka vsaj eno okolico,
ki je homeomorfna notranjosti kroga. Zaprta ploskev ima samo notranje
tocke, nima pa nobene robne toc¢ke. Primeri zaprtih ploskev so: povrsje
krogle, kocke, torusa in vsakega realnega telesa. Kljub temu, da so
zaprte ploskve zelo raznolike, jih je vendarle Ze uspelo s topoloskega
vidika Kklasificirati in jih -sistemati¢no urediti v posamezne razrede
homeomorfnih zaprtih ploskev.

Ker bomo v naslednjem obravnavali samo ploskve, bomo z do-
loC¢enim izrazom za geometri¢no figuro imenovali povr$je te figure.
V naslednjem torej pomeni krogla krogelno ploskev, kocka kockino
povrsje itd.

2. Fundamentalni mnogokotniki nekaterih zaprtih ploskev

Zaprte ploskve Studiramo s pomoc¢jo fundamentalnih mno-
gokotnikov, ki ustrezajo tem ploskvam. V naslednjem bomo na
enostavnih primerih pokazali, kako dobimo dolo¢eni zaprti ploskvi
ustrezni fundamentalni mnogokotnik. |
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1. Krogla. Vzemimo na krogli dve diametralni to¢ki O in P ter ju
zvezimo z meridianom q, ki ga orientiramo tako, da ima smer od O do P.
Ako prerezemo kroglo po meridianu a in jo razgrnemo (topolosko trans-
formiramo) na ravnino, dobimo dvokotnik z oglis¢ema O in P in z dvema
stranicama a, ki sta orientirani in identi¢ni. Ta dvokotnik je fundamen-
talni mnogokotnik krogle in je krogli o¢ividno homeomorfen. Pred-
pisimo dvokotniku dolo¢eno orientacijo, in sicer tako, kakor je
oznatena na sliki 1. Fundamentalnemu dvokotniku ustreza neka
shema njegovih stranic, ki jo dobimo takole: Od
zatetne totke O dvokotnika obidemo rob dvokotnika 0
in zapiSemo zaporedoma obe stranici roba: pri tem
ozna¢imo vsako stranico z eksponentom —+ 1 ali —1;
stranico ozna¢imo z eksponentom + 1 (ki ga pa
obi¢ajno izpu$¢amo), ako se njena orientacija ujema
z orientacijo dvokotnika, z eksponentom — 1 pa jo
oznacimo, ako je njena orientacija nasprotna orien-
taciji dvokotnika. Potemtakem je 2

aa™
SL. 1. Krogla
shema fundamentalnega mnogokotnika krogle. Na-
vedeno shemo imajo fundamentalni mnogokotniki vseh zaprtih ploskev,
ki so homeomorfne krogli, to je vseh krogel, kock in povrsij sploh vseh

teles, ki so homeomorfna polni krogli.

2. Torus. Na torusu izberemo poljubno tocko O ter potegnemo
skoznjo meridian a, in vzporednik b;, ki ju orientiramo tako, kakor kaze
slika 2a. Ako prerezemo torus vzdolz vzporednika in ga zravnamo

3 0)

a,
A T T a," 0’

0
\Ll_,u,u

b, 0 )
a b c d
" SL.2. Torus

(topologko transformiramo), dobimo plas¢ valja, katerega robova sta
identi¢na in orientirana tako, kakor kaze slika 2 b. Ako nadalje prerezemo
plas¢ valja vzdolz meridiana in ga razgrnemo (topolosko transformiramo)
na ravnino, dobimo ¢etverokotnik na sliki 2c¢, ki ima S§tiri identi¢na
oglid¢a O, dve identi¢ni stranici @, in dve identi¢ni stranici b,. Ta Cetve-
rokotnik je fundamentalni mnogokotnik torusa in je torusu homeomorfen.
Zato, da dobimo temu ¢&etverokotniku ustrezno shemo, ga najprej
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orientirajmo tako, kakor se vidi na sliki 2 c. Po obhodu roba: Cetvero-
kotnika dobimo shemo:

alblal b
To shemo imajo fundamentalni mnogokotniki vseh zaprtih ploskev, ki so
homeomorfne torusu, t.j. krogel z eno roc¢ko (glej sliko 2d) in povrsij
sploh vseh teles, ki imajo po eno samo luknjo.

3. Krogla z.dvema ro¢kama. Vzemimo, kakor prej, torus in izreZimo
iz njega okroglo ploskvico tako, da gre zareza skozi totko O; tako
dobimo neko ploskev, ki ni ve¢ zaprta, ampak ima rob r, ki je tako
orientiran kakor kazZe slika 3 a. Tej ploskvi ustreza fundamentalni Cetve-
rokotnik, iz katerega je izrezana ploskvica, ki jo omejuje rob r (slika 3 b).
Preostala ploskev je homeomorfna peterokotniku na sliki 3¢, ki ima

SL. 3. Krogla z dvema rockama

pri dani orientaciji peterokotnika shemo: a;b,a, *b;™*r. Vzemimo $e en
torus, iz katerega je prav tako izrezana okrogla ploskvica in ki naj mu
ustreza fundamentalni peterokotnik na sliki 3d s shemo: r*a,b.,a, *b, .
Ako prilepimo oba torusa skupaj tako, da se pokrijeta njuni izrezani
ploskvici, dobimo neko zaprto ploskev, ki ima dve luknji. To zlepljenje
pomeni v fundamentalnih mnogokotnikih identifikacijo obeh robov r. Po
identifikaciji teh dveh robov dobimo en sam mnogokotnik, ki ima, kakor
se vidi na sliki 3e, 8 identi¢nih oglis¢ O, 4 pare identi¢nih stranic
a,, d,, by, b, in shemo: B P R W T

Ta fundamentalni mnogokotnik je homeomorfen dvojnemu torusu, krogli
z dvema roc¢kama (slika 3f) in povrSju sploh vsakega telesa, ki ima
ave luknji.

4. Krogla z n rockami. Ako napravimo v krogli z dvema rotkama
ckroglo zarezo in nanjo prilepimo torus z enako zarezo na povrsini,

48



dobimo sfero s tremi ro¢kami. Ako ta postopek ponavljamo, dobivamo
zaporedoma krogle z vedno ve¢jim Stevilom roc¢k. Po n—1 korakih dobimo
kroglo z n ro¢kami, ki ima fundamentalni mnogokotnik s shemo:

(11b1(11_—1b1_1(12b2(1-2_1b2_1 o0 (Il'll)n(ln_it)n_1

Vse ploskve, ki smo jih doslej obravnavali, so orientirane.
Orientirana ploskev ima dve strani in s prve strani ni mogoce priti na
drugo stran, ne da bi pri tem ne presli roba ploskve.
Na orientirani ploskvi ni mogoc¢e s premikanjem po
ploskvi spremeniti orientacije orientiranega lika.
Zaprta orientirana ploskev ima dve povsem loceni
strani: notranjo in zunanjo stran.

Poleg orientiranih ploskev eksistirajo $e ne-
orientirane, ki se od orientiranih bistveno
razlikujejo. Na neorientirani ploskvi je mogoce orien-
tirani lik po ploskvi tako premakniti, da spremeni Sl 4. Mobiusov list
svojo orientacijo. Neorientirana ploskev ima samo
eno stran; iz poljubne totke na neorientirani ploskvi moremo priti
v antipodno toc¢ko na ploskvi, ne da bi bilo pri tem treba preiti rob
ploskve. Pri zaprti neorientirani ploskvi ne razlikujemo zunanjosti in
notranjosti ploskve. V naslednjem navajamo nekaj posebno enostavnih
neorientiranih ploskev.

1. Moébiusov list. Vzemimo fundamentalni pravokotnik, ki ima shemo
cr,cr,t in ki je narisan na sliki 4. Ako zlepimo na sliki navedene iden-
ticne elemente, dobimo neko ploskev, ki ni zaprta, ker ima rob, ki je
homeomorfen kroznici. To ploskev imenujemo Mobiusov list. Mébiusov
list si prav lahko-.ponazorimo s papirnatim trakom, ki mu zlepimo oba
konca, potem ko smo en konec zavili za 180°. Na tem
modelu prav lahko preverimo prej navedene lastnosti
neorientiranih ploskev.

2. Projektivna ravnina. Ker je Mobiusov list
odprta ploskev, katere rob je homeomorfen kroznici,
ga moremo zapreti tako, da prilepimo na njegov rob
kroznico kakega kroga. Tako dobimo neko zaprto
ploskev; te ploskve pa ni mogoce vloziti v tridimen-
zionalni evklidski prostor tako, da bi sama sebe ne
sekala. Ako zapremo Mobiusov list s krogom, izgineta

SL. 5. Projektivna njegova roba r, in r, in dobimo zaprto ploskev, katere
ravnina fundamentalni mnogokotnik je dvokotnik na sliki 5.
Ta dvokotnik ima shemo: cc

Zaprt Mobiusov list je homeomorfen projektivni ravnini; homeo-
morfnost projektivne ravnine in zaprtega Mobiusovega lista ugotovimo
s pomocjo slike 6, ki upodablja ravninski presek tridimenzionalnega
evklidskega prostora.

Projektivno ravnino dobimo iz evklidske ravnine tako, da izpo-
‘polnimo evklidsko ravnino z neskon¢no oddaljeno premico. Ako vzamemo
na projektivni ravnini kak projektivni koordinatni sistem, ustreza
obratno enoli¢no vsaki tocki projektivne ravnine po eno razmerje treh
realnih Stevil x;:x,:X; pri ¢emer je izvzeto razmerje 0:0:0. Ako
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imamo trojice Stevil x,, X, in x; za navadne kartezi¢ne koordinate tock
tridimenzionalnega evklidskega prostora, tedaj ustreza obratno enoli¢no
in zvezno vsaki to¢ki projektivne ravnine po ena premica. ki gre skozi
koordinatno izhodiS¢e tridimenzionalnega prostora. Vse te premice
tvorijo torej snop s srediS¢em v koordinatnem izhodisc¢u.

Vzemimo kroglo, ki ima svoje srediS¢e v srediS¢u snopa. Vsaka
premica snopa seka kroglo v dveh diametralnih toc¢kah. Vsaki premici
snopa ustreza obratno enoli¢no in zvezno po en par diametralnih tock.
Ako imamo po dve in dve diametralni toc¢ki za identi¢ni, tedaj zadostuje,
Ce obravnavamo samo spodnjo polovico krogle, na kateri pa so dia-
metralne toc¢ke na ekvatorju identificirane. Premicam Sopa ustrezajo torej
obratno enoli¢no in zvezno toc¢ke na polkrogli,
na kateri so diametralne tocke na ekvatorju
identificirane.

Vzemimo k polkrogli tangencialno rav-
nino, ki je vzporedna ekvatorju in projicirajmo
polkroglo pravokotno na to tangencialno rav-
nino. Pravokotna projekcija polkrogle je odi-
51.6. Homeomorfnost snopa vidno krog, ki ima identificirane diametralne
premic in zaprtega Mobiu- toCke. Ta krog je polkrogli homeomorfen.

sovega lista Ta krog je pravzaprav fundamentalni dvo-

kotnik zaprtega Mobiusovega lista. Iz vsega
- tega pa sledi, da je projektivna ravnina homeomorfna zaprtemu Mobiuso-
vemu listu. Zaradi tega ima projektivna ravnina fundamentalni mnogo-
kotnik, ki je dvokotnik s shemo: cc.

Kakor dobimo iz Mobiusovega lista zaprt Mobiusov list ali pro-
jektivno ravnino tako, da prilepimo na njegov rob rob lika, ki je homeo-
morfen krogu, dobimo obratno iz zaprtega Mobiusovega lista ali iz
projektivne ravnine Mobiusov list tako, da iz zaprtega Mdbiusovega lista
ali iz projektivne ravnine kjerkoli izrezemo ploskev, ki je homeomorfna
krogu.

3. Kleinova steklenica. Vzemimo zaprt Mobiusov list, ki ima shemo
c,c, in katerega fundamentalni mnogokotnik je dvokotnik na sliki 7 a!
Ako izrezemo iz tega fundamentalnega dvokotnika krog, ki ima rob r
in ki gre skozi oglis§¢e O, dobimo odprto ploskev s fundamentalnim
trikotnikom na sliki 7 b in s shemo c¢,c,r. Vzemimo Se en zaprt Mobiusov
list, katerega fundamentalni dvokotnik ima shemo c,c, ter izrezimo iz
njega krog z robom r! Tej odprti ploskvi ustreza fundamentalni trikotnik
na sliki 7 ¢, ki ima shemo r™c,c,. Ako zlepimo obe ploskvi tako, da se
njuni izrezani ploskvici pokrijeta, dobimo neko zaprto ploskev, ki ima
fundamentalni Cetverokotnik na sliki 7 d s shemo:

C,C1C5C,

To ploskev imenujemo Kleinovo steklenico, ki si jo nazormo predstavimo
takole: V fundamentalnem cetverokotniku na sliki 7 d potegnemo orien-
tirano diagonalo d in prerezemo cetverokotnik vzdolz te diagonale.
Dobljena trikotnika zlepimo vzdolZz identi¢nih stranic ¢, in dobimo funda-
mentalni ¢etverokotnik na sliki 7 e, ki ima shemo c,dc,*d. Ako zlepimo
identi¢ni stranici c;, dobimo plas¢ valja na sliki 7 f. Ako zlepimo nadalje
$e identitna roba tega plasca, upostevajo¢ pri tem orientaciji robov,
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dobimo Kleinovo steklenico na sliki 7 g. Kleinove steklenice ni mogoce
vloziti v tridimenzionalni evklidski prostor tako, da bi sebe ne sekala.

4. Zaprta ploskev z n Mébiusovimi listi. Ako napravimo na Kleinovi
steklenici okroglo zarezo in prilepimo nanjo Mébiusov list, dobimo zaprto
ploskev s tremi Mébiusovimi listi. Shemo fundamentalnega mnogokotnika
te ploskve dobimo tako, da shemo prvotne ploskve dopolnimo s shemo
prilepljenega lista. 0 0
Ako ta postopek
ponavljamo, dobi-
vamo zaporedoma
zaprte ploskve z
vedno vecjim Ste-
vilom Mobiusovih
listov. Po n—1 ko-
rakih dobimo za-

prto ploskev z n
Moébiusovimi listi, "
katere fundamen- 0

talni mnogokotnik W\\F‘T/

ima shemo:
C1C1C2CZC3C3 e CnCn

Vsaki zaprti plo-
skvi moremo pri-
rediti neki njej ho-
meomorfen funda-
mentalni mnogo-
kotnik, ki ima do-
lo¢éeno shemo. V Sl. 7. Kleinova steklenica
nazornih primerih
dobimo fundamentalni mnogokotnik tako, da ploskev primerno raz-
rezemo in topolosko razgrnemo na ravnino.

3. Sistemi mnogokotnikov

S topoloskega vidika je mnogokotnik wvsak lik z dolotenimi
oglis¢i, ki je homeomorfen krogu z oglis¢em ustreznimi razdelis¢i kroz-
nice. Vsak mnogokotnik ima dolo¢eno Stevilo stranic, ki je enako stevilu
njegovih oglis¢. Vsako poljubno kon¢no mnoZico poljubnih mnogo-
kotnikov imenujemo sistem mnogokotnikov. V sistemu mnogo-
kotnikov razlikujemo tri vrste tock: notranje to¢ke, robne toCke in
oglisca.

Vzemimo sistem mnogokotnikov, ki zadoS¢a naslednjim pogojem:

1. Po dve in dve stranici mnogokotnikov sta identificirani. Zaradi
tega nastopa v sistemu mnogokotnikov vsaka stranica dvakrat, ki pa steje
zaradi identifikacije kot ena stranica. Sistem mnogokotnikov ima torej
v vsakem primeru sodo Stevilo stranic.

2. V sistemu mnogokotnikov more biti identificiranih poljubno
Stevilo oglisc.
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3. Ako zlepimo vse mnogokotnike sistema mnogokotnikov z identi-
fikacijo stranic in oglis¢, dobimo en sam mnogokotnik, ne pa dveh ali
vec lo¢enih mnogokotnikov.

4. V tem zlepljenem mnogokotniku ima vsaka to¢ka mnogokotnika
vsaj eno okolico, ki je homeomorfna krogu.

Vsak sistem mnogokotnikov, ki ustreza navedenim pogojem, definira
neko zaprto ploskev oziroma neki razred homeomorfnih zaprtih ploskev.
Tako definira n.pr. sistem trikotnikov na sliki 8 povrSje tetraedra
oziroma vsako ploskev, ki je homeomorfna krogli.

Ako oznatimo v sistemu mnogokotnikov Stevilo mnogokotnikov
z m, $tevilo stranic z s in $tevilo oglis¢ z o, imenujemo Stevilo:

E=o0—s+ m

Eulerjevo karakteristiko sistema. Ako razgrnemo kocko,
tetraeder in oktaeder na ravnino v obi¢ajno mrezo, dobimo Eulerjevo
karakteristiko za kocko: 8—12+6=2, za
tetraeder: 4—6 +4=2 in za oktaeder: 6 —
— 12+ 8=2; za torus izracunamo Eulerjevo
karakteristiko s pomocjo fundamentalnega Cce-
tverokotnika na sliki 2c¢: 1—2+4+1=0, za
Kleinovo steklenico pa jo izra¢unamo po sliki
7e:1—2+1=0.

Vsakemu mnogokotniku sistema odredimo
neko orientacijo, ki oznacuje smer obhoda po
D 4 A d O robu mnogokotnika. Tudi vsaka stranica ima

doloceno orientacijo. Vsakemu mnogokotniku

SL 8. Tetraeder moremo prirediti njegovo shemo, v kateri si

slede stranice zaporedoma, kakor si slede na
robu mnogokotnika; stranice opremimo v shemi z eksponentom —1
ali + 1, kakor smo to zgoraj ze dolocili.

V sistemu mnogokotnikov sta identificirani vedno po dve stranici.
Pri tem razlikujemo dve bistveno razli¢ni moznosti: identificirani stranici
imata nasprotna ali pa enaka eksponenta.

Ako imata v vseh identificiranih parih identificirani stranici nasprotna
eksponenta, tedaj je ploskev, ki jo definira sistem mnogokotnikov,
orientirana. Ako pa nastopita vsaj v enem paru identificiranih
stranic obe identificirani stranici z enakima !eksponentoma, tedaj je
ploskev, ki jo definira sistem mnogokotnikov, neorientirana.

V sistemu mnogokotnikov definiramo naslednje operacije, ki ne
spremene niti Eulerjeve karakteristike ploskve, niti njene orientacije,
niti njene topoloske strukture.

1. Razdelitev stranice (slika 9a). Z razdelitvijo stranice na dve
stranici dobimo iz prvotne stranice dve novi stranici in eno vmesno novo
oglidte. Orientacija ploskve se pri tem oc¢ividno ne spremeni, prav tako
pa se tudi ne spremeni Eulerjeva karakteristika, ker pridobimo po eno
stranico in po eno oglis¢e. To operacijo si ponazorimo z nalomljenjem
stranice. )

2. Zdruzitev dveh stranic (slika 9 a). Z zdruzitvijo dveh stranic v eno
stranico dobimo iz prvotnih dveh stranic e€no samo, izgubimo pa prvotno
vmesno oglis¢e. Orientacija ploskve se pri tem ocividno ne spremeni,
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prav tako pa se ne spremeni Eulerjeva karakteristika, ker izgubimo po
eno stranico in po eno oglis¢e. To operacijo si ponazorimo z izravnavo
dveh stranic.

3. Razdelitev mnogokotmka (slika 9 b). Z razdelitvijo mnogokotnika
na dva mnogokotnika dobimo iz prvotnega mnogokotnika dva nova
mnogokotnika in eno novo stranico. Orientacija ploskve se pri tem
oc¢ividno ne spremeni, Eulerjeva karakteristika pa tudi ne, ker pridobimo
po en mnogokotnik in po eno stranico. To operacijo si ponazorimo
z razrezanjem mnogokotnika na dva mnogokotnika.

4. ZdruzZitev dveh mnogokotnikov (slika 9b). Z zdruzZitvijo dveh
mnogokotnikov vzdolz ene stranice v en mnogokotnik dobimo iz prvotnih
dveh mnogokotnikov enega samega, izgubimo pa prvotno vmesno stra-
nico. Tudi tu se ne spremeni niti orientacija ploskve niti Eulerjeva
karakteristika, ker izgubimo po en mnogokotnik in po eno stranico. To
operacijo si ponazorimo z zlepljenjem dveh mnogokotnikov vzdolZz ene
stranice.

Z navedenimi operacijami moremo transformirati vsak sistem mnogo-
kotnikov, ki ustreza prej navedenim pogojem, v dolo¢en kanoniéni
mnogokotnik, ki mu ustre-
za dolotena kanonic-
na shema. Oglejmo si
postopek, s katerim trans-
formiramo poljuben sistem
mnogokotnikov v kano-
ni¢no obliko. Pri tem vseh
posameznih korakov pri
postopku ne bomo doka-
zovali. Vzemimo sistem SL. 9. Operacije s stranicami in mnogokotniki
mnogokotnikov, ki ustreza
prej navedenim pogojem in ki definira neki razred homeomorfnih zaprtih
ploskev, ter ga transformirajmo v kanoni¢no obliko!

1. korak. Vse posamezne mnogokotnike sistema zdruzimo v en
sam mnogokotnik, ki ima dolo¢eno shemo. V tej shemi nastopajo stranice
v parih in so opremljene z ustreznimi eksponenti. Glede §tevila stranic
eksistirata dve moznosti: shema ima ali samo dve ali pa veéje sodo
Stevilo stranic. Obravnavajmo najprej prvo moznost! V tem primeru sta
tudi samo dve moznosti:

a) Stranici imata nasprotna eksponenta in shema ima obliko aa™;
v tem primeru definira sistem mnogokotnikov zaprto ploskev, ki je
homeomorfna krogli; ploskev je .orientirana in ima Eulerjevo karak-
teristiko: E=2—1+ 1=2.

b) Stranici imata enaka eksponenta, shema pa obliko cc; v tem
primeru dolo¢a sistem mnogokotnikov zaprto ploskev, ki je homeo-
morfna zaprtemu Moébiusovemu listu ali projektivni ravnini; ploskev je
neorientirana in ima Eulerjevo karakteristiko: E=1—1 + 1

Analizirajmo Se drugo moZnost, ko ima shema ve¢ kot dve stranici!

2. korak. Iz sheme eliminiramo vse skupine tipa aa™ in dobimo
tako shemo, v kateri nikjer ne nastopa kaka skupina tega tipa. Po-
samezne skupine tega tipa eliminiramo takole: Mnogokotnik na sliki 10 a
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ima skupino a a™; mnogokotnik prerezemo vzdolz diagonale x in dobimo
dva mnogokotnika (slika 10 b). Po zdruzitvi stranic a in x dobimo mnogo-
kotnika na sliki 10 c. Po zdruzitvi teh dveh mnogokotnikov vzdolz stranic
y dobimo mnogokotnik, v katerem ne nastopa ve¢ skupina tipa aa™.

a

Sl. 10. Eliminiranje skupine aa—1.*

3. korak. V mnogokotniku eliminiramo razen enega vsa druga
oglidta; tako dobimo mnogokotnik s samo enim ogliS$¢em. Tak mnogo-
kotnik dobimo v nazornih primerih, ¢e razreZzemo zaprto ploskev s samimi
takimi rezi, ki izhajajo iz ene same tocke, in nato ploskev razgrnemo na
ravnino.

4. korak. V shemi lo¢imo vse Mobiusove liste, seveda pri pogoju,
da ti sploh eksistirajo, t.j. ako je ploskev neorientirana. Denimo torej,
da ima mnogokotnik shemo: "
v kateri sta stranici ¢ in ¢ lo¢eni z drugimi stranicami, To shemo je vedno
mogoce transformirati v obliko: -

v kateri sta stranici ¢ in ¢ skupaj in lo¢eni od drugih stranic. V ta namen
transformiramo mnogokotnik, kakor se vidi na sliki 11 takole:

Sl. 11. Locitev Mobiusovih listov

Mnogokotnik (slika 11 a), ki ima dve loceni stranici ¢ in ¢, prerezemo
vzdolz stranice. a in dobimo dva mnogokotnika (slika 11'b). Ta dva
mnogokotnika zdruzimo vzdolZ stranice ¢ in dobimo mnogokotnik, ki ima
shemo aa... (slika 11 c).

* (Popravek: stranica a na desni strani slik a in b je masprotno orientirana.)

54



Ako je shema taka, da vsebuje izkljutno samo pare stranic z enakimi
eksponenti, tedaj je mogoCe posamezne pare stranic lociti in prevesti
shemo v obliko:

C1C4C2Cs . + .CnCh

V tem primeru imamo opraviti s sistemom mnogokotnikov, ki definira
zaprto ploskev, ki ima n Moébiusovih listov: ploskev je neorientirana in
ima Eulerjevo karakteristiko: E=1-—n+ 1=2-—n. Pri tem je lahko
n poljubno naravno Stevilo.

5.k orak. V shemi lo¢imo vse rocke, seveda pri pogoju, da te sploh
eksistirajo. Vzemimo, da ima shema obliko:

ileoab tesiD i@ e

v kateri nastopata vsaj dva para stranic z nasprotnimi eksponenti. To
shemo je vedno mogoce transformirati v shemo:

aba™*b™:...

v kateri so navedene S§tiri stranice locene od drugih stranic. Ako ima
shema izklju¢no samo take Cetvorice stranic, tedaj je mogoce lociti vsako
tako cetvorico in shema preide v obliko:

alblal_ibl_lazbzaz—lbg_l .. .‘anbnan_-lbn_1

V tem primeru imamo opraviti s sistemom mnogokotnikov, ki definira
zaprto ploskev, ki je homeomorfna krogli z n rockami; ploskev je
orientirana in ima Eulerjevo karakteristiko E=1—2n+ 1=2 (1 —n).
Pri tem je n poljubno naravno Stevilo. Ako je n=1, tedaj je ploskev
homeomorfna torusu ali krogli z eno ro¢ko; ta ploskev je orientirana in
ima Eulerjevo karakteristiko E=1—2 4+ 1=0. Ako je n=2, tedaj je
ploskev homeomorfna dvojnemu torusu ali krogli z dvema rockama; ta
ploskev je orientirana in ima Eulerjevo karakteristiko E=1—4 + 1=

6. korak. Na neorientiranih ploskvah substituiramo roc¢ke z Mo-
biusovimi listi. Ako ima ploskev poleg roc¢k vsaj en Mobiusov list, ako
ima torej njena shema obliko:

RO ¥ - 1o et - PR . T

tedaj je vedno mogoce substituirati ro¢ko z dvema Mobiusovima listoma
in transformirati shemo v obliko:

n.eeff...cc...

V tem primeru imamo opraviti s sistemom mnogokotnikov, ki definira
neko neorientirano zaprto poskev, ki ima dolo¢eno Stevilo Mobiusovih
listov. Ta primer smo Zze obravnavali pri 4. koraku. Ta ploskev ima
torej shemo:

C1C1CsCs . . . CnCr,

je neorientirana in ima Eulerjevo karakteristiko E=1—n+1=2—n.
Ako je n=—1, tedaj je ploskev homeomorfna projektivni ravnini; ta
ploskev je neorientirana in ima Eulerjevo karakteristiko E=1—1 +
+ 1=1. Ako je n=2, tedaj je ploskev homeomorfna Kleinovi stekle-
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nici; ta ploskev je neorientirana in ima Eulerjevo karakteristiko E—=1—
—2+1=0.

Ker smo s tem iz¢rpali vse moznosti, je mogoce prevesti vsak sistem
mnogokotnikov, ki ustreza prej navedenim pogojem, v kanoni¢ni mnogo-
kotnik, ki mu ustreza ena izmed naslednjih kanoni¢nih shem:

aa?,
a.b.a;— b, ta,b.a, b, .. . dpbpan—'b 1
01C102C'2C3C3 e chn

pri ¢emer je n lahko poljubno naravno Stevilo. Vsaki izmed teh shem
ustreza doloc¢ena Eulerjeva karakteristika in pri vsaki izmed teh shem
gre ali za orientirano ali pa za neorientirano ploskev. Zaradi tega sledi
izrek:

Dva sistema mnogokotnikov, ki ustrezata prej navedenim pogojem,
definirata dve homeomorini zaprti ploskvi, ako imata enaki Eulerjevi
karakteristiki in sta oba -hkrati ali orientirana ali neorientirana.

Iz vsega navedenega sledi, da je mogoce Kklasificirati vse zaprte
ploskve tridimenzionalnega evklidskega prostora v naslednje razrede
homeomorfnih ploskev:

Kanoni¢na shema Eulerjeva
fundamentalnega ‘ Ploskev karak-
mnogokotnika | teristika

I. Orientirane zaprte ploskve

aa—1 } krogla 2
aba—1b—1 torus, krogla z eno rocko 0
aibiai—ibi—lazb2az—ib2—1 ! krogla z dvema roc¢kama —2
aibia1—1b1—1 a.bpan—1tb —1 | krogla z n rodkami 2(1 —n)

II. Neorientirane zaprte ploskve

cc | projektivna ravnina
cicicace Kleinova steklenica 0
€1C1€2C2C3C3 . ploskev s tremi Mobiusovimi —1
listi
CICL v v s b B cnC, | ploskev z n Mobiusovimi listi 2—n
i
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JEDRSKI REAKTOR KOT RAZISKOVALNI PRIPOMOCEK
ARTHUR H. SNELL*

Clanek ‘je prevod dela: A.H. Snell, The Nuclear Reactor as a Research
Implement, ki je bilo objavljeno v American Journal of Physics 20, str.
527—535 (december 1952). Urednitvu in avtorju se zahvaljujemo za pri-
jaznost, da sta mam dovolila prevod.

Opisal sem nekaj najvaznejih fizikalnih poskusov, ki so bili narejeni
v zadnjih letih z jedrskim 1eaktorjem kot merilnim instrumentom ali kot
izvorom nevtronov. Primeri so izbrani delno zaradi njihove vaZnosti ali
pa zaradi pestrosti. Na kratko je opiscno merjenje absorpcijskih presekov
za nevirone z reaktorskim oscilatorjem, merjenje energijskega spekira
Zarkov gama, ki nastanejo pri absorpciji nevtronov, Studij nevtronskih
resonanc s hitrostnim spektrometrom, uklon nevtronov, odboj nevtronov
in radioaktivni razpad nevirona.

Deset let je minilo, odkar smo dobili prvi reaktor. Ta obletnica naj
nam bo lepa priloznost, da pregledamo, kaj pomeni za nas kot razisko-
valni pripomoé¢ek. Najbolje bomo to videli, ako opiSemo nekaj naj-
vaznejsih eksperimentov. Vsega ne bomo mogli obse¢i v tem kratkem
¢lanku, zato bomo izpustili na primer celotno podrocje, ki ga imenujemo
»produkcijo izotopov«. O tem je bilo Ze dovolj napisanega in ni potrebno,
da bi 3e kaj dodajali. Zato bomo tu le bezno opisali nekaj laboratorijskih
eksperimentov, ki se nam zdijo najvaznej$i in najbolj elegantni, Ceprav
niso popolnoma novi. _

Eksperimente z reaktorjem lahko razdelimo v dve skupini. V prvi
skupini je reaktor sam merilna priprava, v drugi je pa le izvor nevtronov.
Za primer iz prve skupine bomo navedli merjenje absorpcijskih presekov
za nevtrone.

Reaktorski oscilator

Ako je reaktor ravno kriti¢en, tedaj se tvori na sekundo toliko
nevtronov, kolikor se jih na sekundo izgubi zaradi absorpcije, pobega
ipd. Ce damo v reaktor dodaten kos snovi, ki absorbira nevtrone, se
bo verizna reakcija ustavila, ako ne potegnemo iz njega kontrolne palice
za toliko, da obdrzimo celotno absorpcijo v reaktorju na prvotni velikosti.
Dolzina, za katero potegnemo kontrolno palico iz reaktorja, je mera za
absorpcijo vstavljenega vzorca. Pomik kontrolne palice so umerili
s snovmi, katerih absorpcijski preseki so poznani. Na ta na¢in so merili
absorpcijske preseke. Metoda pa ni zelo to¢na, ker je zaradi tempe-
raturnega efekta in podobnih motenj pomik kontrolne palice nezanesljiv.
Tej tezavi se izognemo s tem, da vzorec periodi¢no spustamo v reaktor
in ga vlefemo iz njega, tako da dobimo izmeni¢ni signal, ki ga merimo
neodvisno od kolebanj v reaktorju. Metoda, ki jo je priporo¢il E. Wigner,
je privedla do reaktorskega oscilatorja. '

Taki oscilatorji so izdelani v Argonnskem drzavnem laboratoriju
(Chicago, ZDA), v Harwellu (Anglija) in v Chatillonu (Francija). Na
sliki 1 je skica francoskega oscilatorja.* Vzorec visi na zZici in se pe-
riodi¢no pomika od roba reaktorja do njegove sredine. Zica te¢e preko
koluta, ki ga goni motor. Zelezna plos¢ica na Zici preklaplja motor preko

* Prevedel M. Copi¢.
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AKTIVNA MREZA REAKTORJA

OBNOCTE BAKSIMALNEGA
FLUKSA NEVTRONOV

VZOREC”

Sl. 1. Skica reaktorskega oscilatorja v Cha-
tillonu. Vzorec, ki visi na spodnjem koncu
zice, niha med srediS¢em in robom reak-

torja na tezko vodo. Detektor in registrirna

naprava nista narisana. Posneto iz ¢lanka 1.

Pri meritvah je treba upoSstevati

dveh elektromagnetov, ki omeju-
jeta pomik vzorca. Detektor je z
borom napolnjena ionizacijska ka-
mera, ki je namescena dale¢ pro¢
od nihajocega vzorca, tako da de-
tektor zaznava nihanja moc¢i ce-
lotnega reaktorja. Perioda nihanja
je dovolj dolga, da zajame vecino
zakasnelih nevtronov; izgleda, da
je 25 sekund primerna vrednost.
Signal, ki ga daje ionizacijska ka-
mera, je speljan na resonancni gal-
vanometer, ki zabeleZi amplitude
posameznih nihajev. Vzame se po-
vprec¢je kakih sto nihajev. Nato
vstavijo standardni vzorec bora,
katerega absorpcijski presek po-
znajo, in ponovno merijo nihanje
galvanometra, Amplituda galva-
nometra je premo sorazmerna ab-
sorpciji vzorca, tako da je neznani
absorpcijski presek jedra podan
relativno z absorpcijskim prese-
kom bora; seveda pa moramo po-
znati Stevilo atomov v obeh vzor-
cih.

resonanc¢no absorpcijo, sipanje in

necistote v vzorcu, zaradi ¢esar so potrebne korekture. Kljub temu daje

ta metoda najbolj totne absorpcij-
ske preseke za energijski spektrum
nevtronov, ki prevladuje v reak-
torju. Zaznamo lahko desetinko
kvadratnega milimetra absorpcij-
skega preseka nasproti desettiso-
¢em kvadratnih centimetrov total-
nega absorpcijskega preseka v ce-
lem reaktorju. Vzrok za tako veliko
obcutljivost je pomnozevalni fak-
tor verizne reakcije. Mo¢ reaktorja
se spreminja s pomnozevalnim fak-
torjem k eksponencialno: exp [(k —
—1)-t/7], kjer je v zivljenjski cas
in ima vrednost pribliZzno 1 milise-
kunde. Ako niha k le malo okoli
vrednosti 1,0000, se zaradi ekspo-
nencialnega faktorja mocC kope
znatno spreminja.

To pa ni edina oblika reaktor-
skega oscilatorja, ki se s pridom
uporablja. V Oak Ridgeu imajo osci-
lator, ki deluje na drugem principu.?
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SL 2. Reaktorski oscilator v Oak Ridgeu.
Vzorec lezi v berilijevi posodici, ki niha
vodoravno skozi obrocasto ionizacijsko
kamero. Naprava je namesScena v grafit-
nem reflektorju reaktorja in ne v aktivni
mrezi, tako da instrument meri preseke
za termicne nevtrone. Iz c¢lanka 2.



Tu reaktor v celoti ni moduliran, temve¢ niha vzorec, ki naj ga merimo,
prav blizu detektorja, tako da ta zaznava le lokalno zastrupljenje. [Vsaka
dodatna absorpcija, pri kateri se ne porajajo novi nevtroni, je strup za
reaktor. Op. prev.] Izmenié¢-
ni signal, ki ga daje detek-
tor, ojacijo in merijo. Slika
2 kaze skico take apara-
ture. Naprava je namesce=
na v reflektorju in ne v ak-
tivni mrezi reaktorja. Zato : PLOSCICA
dobimo z njo absorpcijske
preseke za termicne in ne §i.3. Aparatura, ki jo uporabljajo v Chalk Riveru
za »reaktorske« nevtrone. za merjenje energij zarkov gama, ki nastajajo pri
[V aktivni mrezi reaktorja absorpciji nevtronov. Reaktorska posoda je na
v s . skrajni levi, spektrometer na pare pa na desni,
so hitri nevtroni, nevtroni zunaj zaS¢itne stene reaktorja. Zarki gama, ki na-
srednjih hitrosti ali »reso- stajajo v vzorcu, izstopajo skozi odprtino v za-
nancni« nevtroni in termic- §¢itni steni. Iz clanka 3
ni nevtroni, Op. prev.] Pe-
rioda nihanja je okoli ene sekunde. Za standardni vzorec sluzi zlato. S to
aparaturo so bile izvr§ene najnatancnejSe meritve absorpcijskih presekov
za termicne nevtrone in ra¢unajo, da napaka pri teh meritvah ne presega
5% absolutne vrednosti.

NAVOJI ELEKTRO-
GNE

Zarki gama, nastali pri absorpciji nevtronov

Oglejmo si sedaj eksperimente, pri katerih je reaktor le izvor
nevtronov. Omeniti ho¢em meritve spektralne porazdelitve Zarkov gama,
ki nastanejo pri absorpciji nevtronov. Merili so Kinsey, Bartholomew in
Walker v Chalk Riveru (Canada).® Kos bizmuta ob steni reaktorske

posode zadrzi zarke gama, ki nasta-
T 1] jajo v reaktorju, propus¢a pa nev-
trone, ki zadevajo v preiskovani
vzorec. Vzorec lahko vsebuje tudi
vet kilogramov materiala. Zarki ga-
ma, ki nastanejo zaradi absorpcije
nevtronov v vzorcu, gredo skozi od-
prtino v zaS¢itni steni reaktorja.
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z AN R e Q gama padajo na zlato .plosci'cio.spe.k-
sortL_L_L1 ot trometra na pare. Pri razli¢nih ja-
40 l kostih magnetnega polja spektrome-
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thew sika, ki so ga dobili s to aparaturo.

Sl 4. Diagram spekira Zarkov gama, ki Vzgrec le bllv!3f33N2- VrhOYev ki jih da
nastajajo pri obstreljevanju dusika 14 z duSik, so locili od ostalih s poseb-
nevtroni. Trije maksimi pripadajo alumi- pnim opazovanjem spektrov secnine
niju in beriliju, kar dokazuje spodnja CO(NH,), in berilijevega oksida
krivulja. Ostali maksimi, oznaceni s s d . d
¢rkami od A do J, pa pripadajo dusiku. BeO.‘ Alumlnl]as_ta posoda daje ved-
Iz ¢lanka 4 " no visok vrh pri 7,72 MeV. To so le
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Sl. 5. Energijski nivoji N 15. Ener-
gije zarkov gama s slike 4 so
enake diferencam ze znanih ni-
vojev. Absorpcija pocasnega nev-
trona pusca jedro vedno v nivoju
10,82 MeV, vendar Zarkov gama,
ki nastanejo pri prehodu jedra na
prve S§tiri spodnje nivoje, ne mo-
rejo ugotoviti s spektrometrom na
pare, ker je premalo obcutljiv za
zarke gama z energijami pod
3 MeV. Iz c¢lanka 4

grobi rezultati; da dobimo prave rela-
tivne jakosti Zarkov gama za posamez-
ne energije, so potrebne Se vazne ko-
rekture, ki v glavnem pojacajo maksime
pri- nizjih energijah.

-Zanimivo je primerjati tako dob-
ljeni spekter zarkov gama 2z znanimi
energijskimi nivoji nastalega jedra —
v tem primeru N 15. Absorpcija nev-
trona pusti jedro dusika 15 v najviSjem
vzbujenem stanju. Z zaporednim odda-
janjem zarkov gama se vraca jedro
preko vmesnih nivojev v osnovno sta-
nje. V nasem primeru lahko vse ener-
gije zarkov gama, z izjemo ene same,
smatramo za prehode med nivoji, ki
so jih Ze prej ugotovili z neodvisnimi
metodami, kot je na primer merjenje
energij skupin protonov pri reakciji
N 14 (d, p) N15. Izgleda, da moramo
za preostalo energijo 9,16 MeV vpeljati
nov energijski nivo. Zarkov gama majh-
nih energij ne moremo opazovati s to
metodo zaradi slabe obcutljivosti spek-
trometra na pare pod 3 MeV.

Hitrostni spektrometer za nevirone

Moéni, stalni curki nevtronov, ki jih dajejo reaktorji, dopuscajo
uporabo rotirajocih prekinjal, s pomocjo katerih lahko lo¢imo nevirone

-po hitrostih glede na ¢as, ki
ga potrebujejo, da preletijo
dolo¢eno pot. Ena takih apa-
ratur Ze dela v Argonnskem
laboratoriju, druga je bila
sedaj pognana v tek v Oak
Ridgeu, tretjo (z vecjo ob-
Cutljivostjo) pa konstruirajo
v Brookhavenu. Slika 6 je
fotografija kolimatorja in
rotorja v Oak Ridgeu.’ Na
sliki je kolimator usmerjen
v levo in je med obratova-
njem potisnjen v kvadratno
odprtino 10cm X 10cm v
betonskem oklepu reaktorja.
Pri boljsi fotografiji bi bila
vidna na koncu ozka Spra-
nja, ki gre skozi kolimator
do rotorja na desni.
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Sl. 6. Kolimator in rotor hitrostnega spektrometra
za nevtrone v Oak Ridgeu pred montaZo. Koli-
mator, ki je obrnjen v levo, bodo vstavili v pri-
merno odprtino v za$¢itni steni reaktorja. Skozi
reze kolimatorja bo prihajal ozek curek nevtronov
do rotorja. Po prehodu skozi rotor bo pulzirajoci
curek nevtronov preletel razdaljo 11 m skozi eva-

kuirano cev, na koncu katere je ionizacijska
celica, polnjena z BFs. Aparaturo sta konstruirala
in uporabljala G.S.Pawlicki in E.C.Smith



Dvanajst ozkih rez rotorja, ki so razmeSCene na krogu s premeromt
okoli 37 cm, prihaja zaporedoma vstric Spranje kolimatorja. Iz stalnega
revtronskega snopa v kolimatorju dobimo na ta nacin pakete nevtronov,
ki trajajo priblizno 3 mikrosekunde. Paketi preletijo nato razdaljo 11 m
in se pri tem raztegnejo zaradi razli¢nih hitrosti nevtronov. Sunki z ioni-
zacijske celice so speljani do 84 Stevcev. -

Vsak od teh Steje le v dolo¢enem cCasov-
nem intervalu, ki sledi »odprtemu« polo-
Zaju rotorja. Tako registrira vsak Stevec -
le sunke, ki jih dajo nevtroni dolocene '°‘fv’]f-\,\ va

— 5000

— 500

—1{ 100

o
-
I

—l8
— 10

® Vv o
[T

|

T T

hitrosti. Skatle na cevastih nastavkih nad os
osjo rotorja so del c¢asovne aparature. Ko
sovpadata rezi kolimatorja in rotorja, spro-
7i svetlobni Zzarek, ki ga mece zrcalo, na-
mesceno na osi rotorja, v fotocelici sunke,
ki nastavljajo niclo za Stetje casa preleta
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nevtronov od rotorja do ionizacijske ce- 'Ov‘\d' /(-ﬁ -
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skupnega in so vse podobne aparaturi s e .
pocasnim prekinjalom, ki ga Je_l_<on_stru1ral Rt A\ P f*\\ .
Fermi v Argonnskem laboratoriju, in apa- ©°5— %' J\ V \./
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sluzi moduliran ciklotron kot pulzirajoc

ps/m

izvor.

Eno lastnost pa je vredno Se posebej
omeniti, Vzorec, ki ga preiskujemo, je na-
mesScen v kolimatorski rezi pred rotorijem.
Reza je velika 18 mm X 4 mm, tako da za-
dostuje Ze zelo majhna koli¢ina merjenca,
da jo izpolni. To je vazno predvsem, kadar
raziskujemo snovi, kot so ¢isti izotopi ali
celo radioaktivni izotopi. Slika 7 kaze re-
zultate, ki jih je dobil Selove® z Ar-
gonnskim hitrim prekinjalom. Dolo¢il je
resonance v totalnem preseku volframa
in tudi ugotovil, katerim izotopom pripa-

Sl. 7. Diagrami propustnosti nev-
tronov obicajnega in obogate-
nega volframa. Padci jakosti
propuscenih nevtronov dajejo
resonancne energije volframa.
Nevtroni, ki imajo take energije,
sé moc¢no absorbirajo ali pa sip-
ljejo. Zgornja krivulja je dob-
ljena na volframu, ki je obogaten
z izotopom W'182; druga na obo-
gatenem W 183, tretja na W 186,
spodnja krivulja pa je dobljena
na navadnem volframu. Na ab-
scisno os je nanesen Cas preleta
(v mikrosekundah na meter), od-
nosno v obratni smeri energija

dajo.

nevtronov (v eV). Iz ¢lanka 6

Uklon nevironov

Omeniti moramo vedno S$irSe podrocje uklona nevtronov, ker je
vazno in ker se mi zdi, da bo ta metoda dala nove podatke o zgradbi
trdnih teles. Metode in mnogi podatki so slicni kot pri rentgenskem
uklonu. Slika 8 na primer kaze shemati¢no ureditev pri metodi z dvema
kristaloma, ki sta jo pogosto uporabljala Wolan in Schull.” Usmerjeni
curek nevtronov izhaja iz odprtine v oklepu reaktorja in pada pod pri-
mernim kotom na kristal NaCl, tako da dobimo po odboju curek mono-
kromatskih nevtronov. Curek zadene na vzorec, ki ga raziskujemo
(najveckrat je v obliki prahu), in se na njem siplje. S Stevcem, ki se
.vrti okoli vzorca, merijo Stevilo nevtronov, ki se sipljejo pod dolo¢enim
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Sl. 8. Aparatura z dvema krista-
loma za merjenje uklona nevtro-
nov. Prvi kristal, ki sluzi kot
monokromator, je postavljen pod
primernim Braggovim kotom, tako
da se odbijajo nevtroni z valovno
dolzino 1 A, katerih jakost v cur-
ku iz reaktorja je velika. Mono-
kromatski zarek nevtronov se sip-
lje na drugem kristalu (vzorec je
lahko monokristal ali pa prah).
Kotno odvisnost jakosti sipanih
nevtronov merijo z BF3 Stevcem.
Iz clanka 7

kotom. Slika 9 je fotografija
priprave za merjenje uklona
nevtronov, kakr$no imajo v
Oak Ridgeu. Prvi kristal je
v svin¢enem ohisju v ozadju;
zasSCitna stena zadrzi direktni
curek nevtronov iz reaktorja.
Monokromatski curek priha-
ja skozi vertikalno rezo (de-
sno v sredini) proti opazo-
valcu. Vzorec je nameScen
na mizici, ki je vrtljiva okoli
vertikalne osi. Stevec v va-
ljastem oklepu je levo v sre-
dini. Aparatura je popolno-
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ma avtomati¢na; teCe vso no¢, registrira
pogostost sunkov in posebej Se ozadje pri
dolo¢enem kotu in nato ponovi ves proces
pri naslednjem kotu.

Slika 10 prikazuje dva diagrama uklo-
na na bakru; zgornji del je dobljen z rent-
gensko svetlobo, spodnji pa z nevtroni.®
Oba diagrama sta si v tem primeru po-
dobna. To pa ni vedno tako; v nekaterih
primerih se pojavijo vaZne razlike. Eno
vrsto razlik povzro¢a magnetni moment
nevtrona, ¢e je kakrsna koli magnetna
urejenost v preiskovanem vzorcu, ker na-
stopa v tem primeru koherentno magnet-
no sipanje. Slika 11 kaze dva posnetka
uklona nevtronov na manganovem oksi-
du;® prvi je bil posnet pri temperaturi 80°
K, drugi pa pri sobni temperaturi. Iz sli-
ke je razvidno, da se maksimum (111) po
ohladitvi pojavi pri 12° namesto pri 24°
in da so ostali maksimi podobno premak-
njeni. Mrezni razmak se je podvojil na-
sproti obi¢ajni vrednosti 4,43 A. Kaj se je
zgodilo, kaze slika 12. Pri ohlajanju je
kristal preSel Curiejevo tocko; magnetni
momenti so se uredili, tako da so momenti

Sl. 9. Fotografija ene izmed originalnih aparatur
za uklon nevironov. Gola stena v ozadju je
betonski oklep reaktorja. Kristal monokromatorja
je skrit za ¢rno steno svin¢enih opek. Merjenec
je na osi goniometra, desno v sredini. Nevironski
stevec je v zasScitnem oklepu na levi. Nosijo ga
tirje kabli, tako da se lahko vrti okoli vertikalne
osi goniometra. Iz c¢lanka 7



sosednjih manganovih atomov
orientirani antiparalelno. Taka
ureditev se imenuje »antifero-
magnetna«. Koherentno ma-
gnetno sipanje nevtronov na-
stopa sedaj izmenoma na vsa-
kem drugem manganovem ato-
mu. DolZina osnovne celice je
s tem podvojena. Tako je na
presenetljiv nacéin prikazan na-
stop antiferomagnetizma. Vzo-
rec seveda ne kaze nobenega
makroskopskega magnetnega
momenta, tako da so doslej ob-
stoj take ureditve lahko ugoto-
vili le indirektno kot n. pr. iz
temperaturnega poteka speci-
ficne toplote.

Druga zanimiva podroéja
uklona nevtronov so: merjenje
presekov za koherentno sipa-
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1. 10. Diagrama uklona rentgenskih zarkov in

nevtronov na bakru sta kvalitativno sli¢na.

Pri sedanjih reaktorjih moramo glede na jakost

nevtronskih curkov uporabljati slabso loé&lji-

vost (8ir8i curki), kot pa so jo Ze dosegli z

veliko bolj dognanim rentgenskim uklonom.
Iz ¢lanka 8

nje, ugotavljanje lege vodikovih atomov v kristalih (kar skoro ni mono
z rentgenskimi Zarki), $tudij nekaterih podrobnosti pri magnetnem si-
panju, proizvajanje polariziranih nevtronskih curkov itd. Zdi se, da ima
vsak laboratorij, ki razpolaga z reaktorjem, v naértu tudi raziskave

Z nevironskim: uklonom.

Odboj nevtronov

Nevtronski valovi se na povrsinah lahko odbijajo. Vsa jedra v mejni
plasti snovi dajo povriino z neko povpreéno vrednostjo potenciala, ki

vpliva na nevtronske valove. Tak
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' odboj pri majnih kotih je sli¢en

odboju svetlobe zelo kratkih va-
lovnih dolZin; tudi tu lahko do-
lo¢imo lomni kolitnik in mejni
kot totalnega odboja. Burgy, Rin-
go in Hughes so pred kratkim
objavili opis zelo elegantnega po-
skusa, kjer so z nevtronskim odbo-
jem zmerili amplitudo za kohe-
rentno sipanje nevtronov na vo-
diku in s tem dobili podatke o ne-
odvisnosti jedrskih sil od naboja.

Pri sipanju pocasnih nevtro-
nov je lahko predznak amplitude

SCATTERING ANGLE

Sl.11. Sprememba

Zanju
Curiejevo tocko. Iz ¢lanka 9

uklonskih diagramov
manganovega oksida, ki jo povzrota kohe-
rentno magnetno sipanje nevtronov pri zni-
temperature pod antiferomagnetno

o sipanega vala pozitiven ali nega-

tiven, kar je odvisno pa¢ od na-
rave jeder, na katerih se nevtroni
sipljejo. En predznak pomeni faz-
no razliko 180°, drugi pa 0°. Am-
plitudo a za koherentno sipanje
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nevtronov na ogljiku pa to¢no poznamo po vrednosti in predznaku, ki
je pozitiven. (Totalni odboj lahko nastopi pri prehodu v snov le, ce je:
predznak pozitiven. Op. prev.) Vodik pa siplje obratno, z mnegativno
amplitudo. Ker je za odboj na zrcalni povrsini vaZen le povprecen
potencial vseh jeder, lahko izkoristimo ta efekt povpreéja kot nicelno
mersko metodo, ki je zelo obc¢utljiva. Vodik in ogljik sta me$ana v takem
razmerju, da se njihove amplitude ravno unicujejo. Zveza med mejnim
vpadnim kotom © totalnega od-
boja, valovno dolzino 4 vpadlix
nevtronov in §e neuravnoveseno
amplitudo sipanja 4a je
®=A1(N Aafm)'

kjer je N stevilo ogljikovih ato-
mov na cm?® zrcala. Ako drzimo
. stalen, bo ® padel na ni¢, ko
bo sipanje na vodiku ravno v
ravnovesju s sipanjem na oglji-
ku. Ugotovili so, da je najudob-
neje drzati stalen 4 na ta nacin,
da vzdrzujejo stalno $tevilo sun-
kov v Stevcu. Vzrok za to ne bo
bralcu takoj razumljiv; odvisen
je od valovnega spektra izvora
in bolj podrobno razpravljanje o
tem ne bi bilo umestno v tem
¢lanku.

A;lcm.

UNIT CELL

ionskih

Sl 12,

Antiferomagnetna ureditev

magnetnih momentov ohlajenega mangano-
vega oksida povzroca, da so pri magnetnem
sipanju nevtronov linearne razseznosti osnov-

ne celice dvakrat vecje kot pri obicajni

osnovni celici. Nad antiferomagnetno Curie-

jevo temperaturo so magnetni momenti ne-

urejeni in zato magnetno 31pan]e izgine.
Iz ¢lanka 9

Pri meritvah so uporabljali
kot zrcalo tekoce ogljikovodike.
Na sliki 13 je skica aparature.
Paralelen snop zelo pocasnih
nevtronov pada na povrsino te-
kocine, odbit snop pa ugotovijo
s Stevci, ki so pritrjeni na vrt-

ljivi rocici, katere viSina na

kraju Stevca je kar mera za odbojni kot. Na sliki 14 so zbrani rezultati
meritev. Iz njih je razvidna linearna zveza med ©? in Aa pri treh raz-
licnih valovnih dolzinah. Ekstrapolacija na ©*=0 daje v vseh treh
p11mer1h isto vrednost za 4a. Iz tako dolotenega razmerja med oglji-
kovimi in vodikovimi jedri dobimo amplitudo koherentnega sipanja na
vodiku, podano z amplitudo na ogljiku. Ker je ta to¢no poznana, nam
daje eksperiment zadovoljivo vrednost za sipalno amplitudo | a,,| vodika.
Da bo bolj razumljiva vaznost tega rezultata, moram nekoliko
pojasniti njegov pomen. Totalni sipalni presek 0ot nevezanega vodika so
izmerili neodvisno, tako da je dal totalni odboj podatek, ki je Se manjkal
za to¢no dolotitev amplitud |a;| in |ag tripletnega in singuletnega

sipanja nevtronov na protonih iz isto¢asnih enacb
|akon | =2 (2] a;| +%|agl)
ot —=4n (%|ar|® 4 1| agl?)
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Ako poznamo |as/|, lahko iz-

" OKLEP 7/ 5 I IrEve
& . 5 ¥ 7 REZA ZRCALA REZA STEVCA
ratunamo »efektivni doseg« 774/ s
jedrskih sil med nevtronom in :g: G i
protonom v singuletnem sta- =7 e

. . . [ IREKTEN
nju, ako se spustimo nekoliko e
dalje v teorijo.** Tedaj lahko = TEKOC INE VITAK
primerjamo efektivni doseg sil ;

*KOLIMATOR ZRCALO STEVEC

med n—p z efektivnim do-
segom med p—p (tudi tu
imamo singuletno stanje za-
radi Paulijevega principa), ki
so ga dolo¢ili s sipanjem pro-
tonov na protonih. Oba dosega
sta enaka in s tem.je eksperi-
mentalno potrjeno, da so je-
drske sile neodvisne od naboja.

" ODPRTINA REZ 1,¢ mm

Sl. 13. Aparatura, ki jo uporabljajo za primer-
janje amplitud koherentnega sipanja nevtronov
na vodiku in ogljiku. Nevtronski Zarek iz reak-
torja se totalno odbije na povrSini tekocega
ogljikovodika. Kot med direktnim in odbitim
zarkom merijo z vijakom na skrajni desni. Iz

¢lanka 10

Razpad nevtrona
[Glej: M. Svikarsi¢: Radioaktivnost nevtrona, Obzomik 2, 74 (1952).]

Razpad nevtronov so napovedali, kakor hitro je bila to¢no znana
razlika med masama protona in nevtrona (1934). Zaradi premajhne
jakosti nevtronskih izvorov pa niso mogli meriti razpada nevtronov. Ta
ovira je odpadla, ko smo dobili moc¢ne jedrske reaktorje. Takoj so se
lotili problema v Oak Ridgeu in v Chalk Riveru ter prepri¢ljivo dokazali

radioaktivni razpad nevtrona.

Slika 15 kaze prerez aparature v Oak Ridgeu.** Nevtronski curek iz
reaktorja ima premer ca. 4 cm in gre skozi evakuirano posodo v smeri
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Sl 14. Rezultati poskusa, ki so ga naredili
Burgy, Ringo in Hughes s teko¢inskim zrca-
lom. Podatki, ki so jih dobili pri treh raz-
licnih pogostostih sunkov, ustrezajo me-
ritvam pri treh konstantnih wvalovnih dol-
zinah vpadlih nevtronov. Z ekstrapolacijo
na @2 =0 dobijo sestavo ogljikovodikove-
ga zrcala, pri katerem bi bilo koherentno
sipanje na vodiku to¢no v ravnotezju s ko-
herentnim sipanjem na ogljiku. Iz ¢lanka 10

pravokotno na sliko. Pre¢no elek-
tri¢no polje potegne iz curka pro-
tone, ki so nastali pri razpadu
nevtronov, ter jih zbere na katodo
elektronske pomnozevalke. Iskali
so koincidence med sunki pomno-
Zzevalke in razelektrenji v primer-
ni Stevni cevi za delce beta, ki je
bila names¢ena spodaj. Za meritev
so izbrali le tiste koincidence, ki
so odvisne od pospeSevalne na-
petosti za protone in od dolZine
zakasnilnega voda do Stevca za
delce beta (okoli 0,5 mikrose-
kund), t.j. za c¢as, ki ga potrebuje
delec z maso 1, da pride do po-
mnoZevalke. Dopolnilni eksperi-
menti so pokazali, da so 1. te koin-
cidence odvisne od prisotnosti po-
¢asnih nevtronov v curku; 2. neod-
visne od intenzivnih Zarkov gama,
ki nastajajo pri absorpciji pocas-
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mih nevtronov; 3. neodvisne od ionizacije vodikovega plina, ki je Vv
vakuumskem prostoru; 4.odvisne od debeline okenca Stevca za delce
beta, za katere vemo iz masne razlike med nevtronom in protonom, da

X PREDOJACEVALNIKU

4350 v
G O 1! o
OKLEP (2L J:’;
12 BIZMUTA" 7 N SEXUNDARNA
= LEKTRONSKA POMNOZEVALKA
PR{XVEEQ%I?M GRAFII'I:NEIQ NEGATIENA
4 ELEKTRODA
POZITIVNA A\l
/ELEKTRODA( 4oooV) o AT 225 o
-Izoletorski ~ALUMINIT o'o'
t A b 5 mm
nosilec STEVEC A ZJ,\ JARKE BETA
-STEVEC B
IZVOR
MAGNETNO ANALIZIRA-
NIH PROTONOV ZA _
AN PRESKUSNJO PONNOZE-
VALKE

DOVOD H,

'Sl. 15. Skica koinciden¢ne naprave, s katero so v
'‘Oak . Ridgeu demonstrirali razpad nevtrona. Polje
med pospeSevalno elektrodo in zgornjo grafitno

elektrodo potegne navzgor protone, ki nastajajo v’
Delce beta Stejejo z dvojnim -

nevtronskem curku.
stevcem, ki je nameSc¢en spodaj. Iz ¢lanka 12

imajo maksimalno ener-
gijo 0,78 MeV.

Pri eksperimentu v
Chalk Riveru*® so upora-
bili isti princip pospese-
vanja protonov iz nev-
tronskega curka. Robson
je prav dramati¢no de-
monstriral razpad nevtro-
nov s tem, da je z mag-
netno le¢o zbral protone,
preden so zadeli na elek-
tronsko pomnozevalko. Ce
je spreminjal polje lece,
je dobil izrazit maksimum
pogostosti sunkov pomno-
zevalke pri tistem toku
skozi leco, ki zbira proto-
ne. (Protoni imajo edin-
stveno razmerje e/m, tako

da je njihova identifika-

cija enoli¢na.) Dodatni eksperimenti so prav tako pokazali, da je nastanek
protonov odvisen od navzocnosti pocasnih nevtronov v curku in ne od
ionizacije preostalega plina v vakuumskem prostoru. Za razpolovno dobo
nevtrona so dobili vrednost 12,8 minut, kar je v skladu z nekoliko manj

natan¢nimi ocenitvami, ki
so jih dobili iz rezultatov
v Oak Ridgeu.

Zaradi izredne jakosti
reaktorja v Chalk Riveru
je Robson lahko nadalje-
val s poskusi. Dodal je
drugo- magnetno le¢o (na
sliki 16 je na levi), ki sluZi
kot spektrometer za delce
beta. Desno le¢o je na-
stavil na maksimum pro-
tonov in iskal koincidence
med protoni in delci beta,
pri c¢emer je spreminjal
tok v spektrometru za
beta. Na ta nacin je de-
jansko posnel beta spekter
nevtronov; nasel je, da je
»dovoljen« po obliki, kar
so Ze pri¢akovali iz pozna-
nih spinov nevtrona in
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Sl. 16. Aparatura, ki so jo uporabili v Chalk Riveru
za merjenje beta razpada nevtronov. Pozitivha na-
petost nekaj kilovoltov na visokonapetostni elekirodi
odbija protone iz obmocja nevtronskega curka skozi
magnetno leto do elektronske pomnozevalke' na
skrajni desni. Magnetno leto na levi uporabljajo za
merjenje energijskega spektra delcev beta; delce za-
znavajo s scintilacijskim kristalom in pomnoZevalko.
Iz ¢lanka 13



protona, in da je njegova maksimalna energija v soglasju z raz-
liko mas n-H.

Zakljucek

Za zakljucek naj omenim Se tri najvaznejSe poskuse, ki so Ze v teku
ali pa jih pripravljajo. Prvega delajo v Oak Ridgeu. Polarizirani nev-
tronski curek zadeva na jedra mangana, katerih spini so orientirani
v doloc¢eno smer. KaZe, da bo poskus uspel. Drugi eksperiment delajo
v Brookhavenu z odbojem nevtronov: Z njim raziskujejo medsebojno
vplivanje elektronov in nevtronov. Poskus je podoben onemu s tekocim
zrcalom, ki smo ga zgoraj opisali. Moc¢no sipanje nevtronov na jedrih
odpravijo s primerno izbiro pozitivnih in negativnih amplitud, tako da
pride do veljave zelo §ibko sipanje nevtronov na elektronih. Tretji poskus
pa so meritve kotne porazdelitve protona in delca beta pri razpadu
nevtrona — verjetno idealen odrivni eksperiment za doloCitev nevtrona.
V na¢rtu ga imajo v Chalk Riveru in morda tudi v Oak Ridgeu. Vsi ti
eksperimenti so tezki, toda vsak od njih je osnovne vaznosti, nobenega
pa ne bi mogli resno zagrabiti brez jedrskega reaktorja.
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NOVICE

Apolarni polinomi

Pri raziskavah porazdelitve korenov algebrai¢nih ena¢b v kompleksni
ravnini predstavljajo apolarni polinomi vazno pomozno sredstvo. Dva
polinoma imenujemo apolarna, ¢e lezi v vsakem zaprtem kroZnem
polju kompleksne ravnine, ki vsebuje vse ni¢le enega polinoma, vsaj
ena ni¢la drugega, Krozno polje pa ne pomeni samo zaprte notranjosti
nekega kroga, ampak tudi, kakor je navada v funkcijski teoriji in. za kar
nam daje osnovo Ze stereografi¢na projekcija, zaprto zunanjost kroga
in zaprto polravnino.

Nasa prva naloga bodi, poiskati osnovno relacijo, ki veze dva
apolarna polincma, tako imenovani »pogoj apolarnosti«. V ta namen
vzemimo dva polinoma:

flz) =A,+ Az + A2 + ...+ Auz® in g(z) =B; +Bz + ...+ Buz"

pri ¢emer so koeficienti A; in Bk realna ali kompleksna $tevila, in ju
piSimo raje v obliki, ki je primernejsa za na$ racun: .

f(2)=a, T <'11>alz + <g>a._>zz ... —|—‘anz"
in g(z):b0—|—<'lz>lb1z+...—l—bnz“

Naj bodo nadalje a,, a,,...ay ni€le polinoma f(z) in Bi, B ...p. nille
polinoma g(z). Oznadimo z

so=1, =P T st es: T Pu ss=8fst ... F Buafiv..-S=PBBs ... Py

osnovne simetricne funkcije nic¢el fx. Zdaj pa postavimo naslednjo
trditev:
Ako je izpolnjen pogoj

QoS5 a8 = ey @8, =10 (1)

potem vsebuje vsaka krozna domena k, v kateri so vse nicle qg; polinoma
f(2), vsaj eno ni¢lo fx polinoma g(z).

Preden dokaZemoc zgornjo trditev, ugotovimo Se to, da vsebuje tudi
obratno vsako krozno polje, v katerem so vse nicle fk, vsaj eno niclo oi.
Ako bi namre¢ lahko ogradili vse nicle fx z nekim krogom tako, da bi
ne bilo v njegovi notranjosti nobenega aj potem bi predstavljala po
nasem zgornjem dogovoru zunanjost tega kroga tudi krozno polje,
v katerem bi bili vsi aj, pa noben fk. To pa je v protislovju z naso
trditvijo. Vidimo torej, da sta pri veljavnosti pogoja (1) polinoma f(z)
in g(z) apolarna in da je izraz (1) prav iskani pogoj apolarnosti.

Dokaz zgornje trditve je res elementaren in matemati¢no lep, toda
nekoliko dolg. Zato si bomo najprej ogledali pot, po kateri bomo hodili.
Za dokazovalno sredstvo si izberimo klasi¢no metodo popolne indukcije.
Po ugotovitvi, da velja trditev za n=1, predpostavimo njeno veljavnost
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za (n—1) stopnjo. Pogoj (1) transformirajmo tako, da nastopajo v njem
eksplicitno in linearno le osnovne simetri¢ne funkcije prvih n— 1 nicel f.
Ce tolmac¢imo tako dobljeni izraz kot pogoj apolarnosti za (n — 1) stopnjo
glede na f;, fa ... pns, dobimo iz koeficientov pri simetri¢nih funkcijah
le-teh neki novi polinom, toda le (n— 1) stopnje. Ako Se pokaZemo, da
so vse nicle novega polinoma v istem krogu k, ki vsebuje vse nicle a,
je jasno, da je v tem krogu tudi vsaj ena izmed nicel B, fa ... fna, Saj
smo predpostavili pravilnost trditve za (n— 1) stopnjo.

Pojdimo po nakazani smeri do cilja!l Za n=1 je izrek razviden.
Imamo namre¢ f(z) =a, + @,z in pogoj aq, + a,f, =0, torej je v tem
primeru kar o, = f,. Zdaj pa pokazimo njegovo veljavnost za stopnjo n
pri pogoju, da velja za stopnjo (n— 1). Zahtevati smemo. da vsaj en fx
ni v krogu k, sicer bi bil izrek Ze dokazan. Naj bo torej fn=7¢_ izven
nasega kroga k, ki vsebuje vse ai. Oznac¢imo osnovne simetri¢ne funkcije
prvih (n— 1) nicel g s o1

6,=1, 01_:,31 +/32 + R ﬂn—n e Opy :ﬂlﬂz . -Br‘.—a
Med prej vpeljanimi sk in le-temi dobimo naslednje zveze:
B =g, B0y~ Uoi‘. 83=0, + 0658 ...,
«+8p-1 =04 + “n--zi', Sy = On—-1§
Ce vstavimo te izraze v na§ pogoj (1), dobimo.
ay0, + (11(61“{" Oog) ‘l‘ et an—1(0n—--1 =F Gn—-zZ) + anO.n,li' —0)
ali (a, + al.i)de e, o 02;)61 + ...+ (@ T ard)6n1=0 (19

Izraz (1') pa lahko tolmac¢imo kot pogoj apolarnosti za polinom (n—1)
stopnje

F(z) = (a0 + i) + (”—1> (@ + @d)z+ ...+ (a0, + @Dz (2)

1
glede na $tevila B4, fs, ... fos. Ker smo vzeli, da velja trditev za (n—1)
stopnjo, lahko torej retemo: V vsakem kroZnem polju, ki vsebuje vse
ni¢le polinoma F(z), je vsaj ena izmed nicel By, P2 . . . Pna.

Kakor vidimo, nam je treba le $e pokazati, da so vse nicle polinoma
F(z) v notranjosti kroga k, ki vsebuje wse ni¢le o, nasega izhodnega
polinoma f(z). V ta namen moramo poiskati za pohnom E(z) ugodnejso

obliko. Ce namreé¢ upo$tevamo znano zvezo ( Z) <Z:i> (n-l—c-l >,

imamo

zf'(z) —nf(z) =—n I:a0 + ("T1> asz .t arrlz“—‘:l
ali glede na (2)

zf'(z) — nf(z) = ——n{F(z)——E [al )azz—}— .+ anz“—‘]}
Ker je izraz v oglatem oklepaju prav f'(z)/n, imamo kon¢no
nF@@)=nf@+ (E—2) '@ (3)
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Zdaj pa pokaZimo, da ne more biti nobeno Stevilo z,, ki je kakor ¢
izven naSega kroga k, nicla polinoma F(z), torej vel]a F(z,) ==0, ¢e ]e le
z, izven k. Ker so vse nic¢le polinoma f(z) v krogu k, je f(z,) #0 in izraz
(3) lahko piSemo za z=—2z, v obliki

F 2 (2
" * f(20)
ali, ¢e izrazimo Se logaritmi¢ni odvod kot vsoto parcialnih ulomkov

F'(2)/f (20) = > (20— @)~
) T M P Wt

f (20) im1 20— % (5 %o G

Treba se je torej prepricati, da vsota na desni ni enaka ni¢. Preslikajmo
zato ravnino z na ravnino Z z linearno funkcijo Z = ({ — z)/(z, — 2z)! Pri
tem se nam krog k, kakor vemo, preslika zopet v neki krog K. Ker tocki
zZ=2{ in z=1z, ne lezita v krogu k, tudi njuni sliki Z=0 in Z = oo- nista
v krogu K. Torej predstavlja K neko zaprto notranjost kroga, v kateri
ni tocke Z =0. Nasprotno pa lezijo vse totke Ai= (L — ai)/(z, — @) VK,
ker so vse tocke o; v k. Torej mora biti v polju K tudi njihova aritmeti¢na

sredina: | | o ¢
—a
G A—as =

=1 i=1 0 @i

ki je tedaj od ni¢ gotovo razlitna. Dokaz naSe trditve je tako koné&an.

Pogoju (1) moremo dati obliko, ki je bolj »enakopravna« glede na
oba polinoma in izraZa obenem vzajemno lastnost apolarnosti. Spomniti
se moramo le na znano zvezo med koeficienti polinoma in njegovimi
niclami, po kateri velja za na$ polinom g(z) in simetricne funkcije si
njegovih nicel relacija:

s,,=(—1)v(z>b;—;” w=0,1,2,...n)

Pogoj (1) torej lahko pisemo
ayby — (’f)albm +<g)a2bn-2 TP S LR 4)

ali tudi
aoby— (1 ) asbo-s + (niz>a2bﬂ—z—- o F (= 1)aby =0 (4

Tako dobimo iz nase prvotne trditve naslednji Graceov izrek:
Ako izpolnjujejo koeficienti dveh polinomov
flz) =a, + <'11> a,z+ ...+ awz" in g(z) =b, + (?)blz + ...+ buz®

pogoj apolarnosti (4) oz. (4'), potem vsebuje vsako krozno polje, v katerem
so vse nicle enega polinoma, vsaj eno niclo drugega.

Kakor bomo videli na naslednjem zgledu, ki naj ilustrira uporabnost
pravkar izpeljanega izreka, je Cesto vaZno naslednje vprasanje:
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Ako obstoji med koeficienti nekega polinoma

g(z) =By, + Bz + ...+ Buz" (5)
linearna relacija
1I,Bh + LBoy + ...+ InBy,=0 (6)

kjer so I, I, ...I, dane konstante, ki niso vse enake ni¢, kako se glasi
h g(z) pripadajoci apolarni polinom?
Z neposredno primerjavo izrazov (6) in (4') dobimo takoj odgovor:

fa) =1,— (’1’>11z ks (g) L2 ...+ (— 1)ly2n @

Iz oblike polinoma (7) odberemo za prakso dragoceno pripombo: Pri-
padajoc¢i apolarni polinom (7) dobimo iz linearne relacije (6) tako, da.
nadomestimo v le-tej koeficiente prvotnega polinoma (5) s koeficienti
polinoma

h(x) =(x—2z)" =x"— <'11>zx“—‘ + (g>z2x“”‘2—. o (—1)ngn

pri katerem je z parameter.

Iz mnozice izrekov, pri katerih so apolarni polinomi koristno in
udobno dokazovalno sredstvo, si izberemo za zgled tako imenovani
Grace-Heawoodov izrek, ki predstavlja razsirjavo ali bolje prenos iz
realne analize znanega Rollejevega izreka na kompleksno podrocje.
Kakor vemo, trdi Rolle: Ako zavzame funkcija f(x), ki je zvezna v inter-
notranji tocki intervala, potem se njen odvod uni¢i vsaj v eni notranji
tocki. Ze enostaven primer eksponencialne funkcije nas poudi, da ta izrek
v kompleksnem ne velja. Imamo namre¢ e = e~ pa vendar je (e”) =
—e? ==0 za vsak z. Razsirjava, ki sta jo dosegla neodvisno Grace in
Heawood, se glasi:

Ako zavzame polinom stopnje n isto vrednost v to¢kah z—=-—1"in
z=— -1, potem ima njegov odvod vsaj eno niclo v krogu z radijem
ctg #/n in $ srediS¢em v koordinatnem izhodiscu.

Dokaz je preprost. PiS§imo odvod tega polinoma v obliki

fliz)=a,+ ayz + ...+ @ny2™!
Dejstvo, da je f(+ 1) =/f(—1), lahko izrazimo tudi v obliki

i

, 2 2
ff (2)dz=2a, + §a2 + ga4.+...
—d

0 )

Tako smo dobili linearno relacijo med koeficienti polinoma f'(z) in nasa
naloga je, poiskati njemu pripadajo¢i apolarni polinom. Tega pa lahko
dobimo takoj na osnovi zgornje pripombe. Treba nam je le nadomestiti.
koeficiente «; v pogoju (8) s koeficienti polinoma

h(x) = (x —2)™"

ki je seveda prav tako (n— 1) stopnje, kakor je f'(2).
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K f'(z) apolarni polinom je torej

n

+1
l—2) —(—1—2)" — 1)
6@ = [a—aprax <E=L == S e —
=i
Nicle polinoma g(z) dobimo iz enacbe

(z—1)"—(z+1)"=0 _ ()]
z—1 2 kaifn
AT s
z+1
2 kiln ekﬂi/n + e——kni[n

ki nam da

all g€
1 —e mwifn " wi/n_e kmiln

ip ——i([
i e +Je
Ker je ctgop=1i -e—~——i(p =

k
dobimo konéno zx=ictg -, (k=1, 2, ... n—1)
n

Ker so torej ni¢le z,, 2, ...z, apolarnega polinoma g(z) razvricene
vzdolz imaginarne osi in ima z, =i ctg #/n med njimi najve¢jo absolutno
vrednost, leze vse v krogu z radijem ctg #/n. Torej je v tem krogu tudi
vsaj ena ni¢la polinoma f'(z), kar je bilo treba dokazati. UpoStevaje
definicijo kroznega polja, ki smo jo postavili na zacetku, in lego nicel zx,
lahko $e re¢emo: Vsaj ena ni¢la polinoma f'(z) je tudi a) v polravnini,
na desno in levo od imaginarne osi; b) v vsakem krogu, ki gre skozi
to¢ki + ictgw/n in —ictgn/n; c) izven ali na robu vsakega kroga, ki
gre skozi dve zaporedni tocki i ctg ka/n in i ctg (k+ 1)n/n, (k=1, 2,...
n—32).

N. Prijatelj
Viri
F. Simonart: Lecons d’Algébre Supérieure (Gauthier-Villars/1945).

G. Szego: Bemerkungen zu einem Satz von J.H.Grace -iiber die Wurzeln alge-
braischer Gleichungen. (Mathematische Zeitschrift, 13. Band 1922.)

Mikroskopija v dveh stopnjah

Pri prehodu svetlobe skozi mrezo dobimo uklonsko sliko. Ako pozna-
mo lastnosti mreZe, lahko izra¢unamo uklonsko sliko; velja pa tudi
obratno: iz uklonske slike lahko sklepamo nazaj, kaksna je mreza.
Razmaki med uklonskimi maksimi povedo mreZno konstanto, t.j. razmak
rez, razmerja intenzitet pa dado informacije o obliki reze.

Matemati¢na obdelava tega pojava nas privede na Fourierovo vrsto
(glej ¢lanek Zernike-Kuscer: Fazni mikroskop, Obzornik za matematiko
in fiziko 1, 8 [1952]). Skupnost uklonskih maksimov je slika zaporedja
koeficientov Fourierove vrste. Prehod z mreze na uklonsko sliko pred-
stavlja Fourierovo analizo, obratni prehod pa Fourierovo sintezo. Mreza je
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lahko dvodimenzionalna in predstavlja koeficiente dvojne Fourierove:
vrste.

Racunanje -lastnosti mreze iz njene uklonske slike pride prakti¢no
v postev pri rentgenskih uklonskih slikah kristalov, ker so mreze kristalov
predrobne za direktno opazovanje. S takimi rac¢uni se je posrecilo ugoto-
viti ne samo razpored atomov v celicah kristalne mreze, ampak tudi
razpored elektronov. v atomih. Sestavili so cele zemljevide kristalnih
ravnin z »izohipsami« za elektronsko gostoto (slika 1).

.(/\\\\\ il

Sl. 1. Elektronska gostota v kristalu heksametilentetramina [(CH2)eN4],
projicirana na ravnino (001). Vzeto iz M. von Laue: Roentgenstrahl-Inter-
ferenzen, Leipzig 1941.

Ti rac¢uni so zelo zamudni. Zato so Ze zgodaj posku$ali najti opti¢ne:
metode, s katerimi bi izvrsili Fourierovo sintezo rentgenskih uklonskih.
slik. Spomnimo se samo, da vsak mikroskop dela oboje: Fourierovo ana-
lizo in sintezo. V smislu Abbejeve uklonske teorije mikroskopa nastane
primarna uklonska slika v zadnji goriS¢ni ravnini objektiva, ki ni ni¢
drugega kot slika Fourierove razvrstitve objekta. Sekundarna uklonska.
slika, ki je prava slika objekta, pa nastane s Fourierovo sintezo primarne
uklonske slike. Ce se posreci rentgenske uklonske slike na podoben nacin.
sintetizirati, bomo dobili sliko kristalne mreze. M. J. Buerger' je v zadnjih
letih tak postopek izdelal in izpopolnil, tako da je dobil zadovoljive
rezultate. Buerger imenuje svojo metodo »two wave-length microscope«
(mikroskopija na dve valovni dolzini), drugi® pa jo imenujejo dvostopen;j-
ska mikroskopija.

Dve tezavi je bilo treba premagati. Prva je bila v tem, kako naj.
dobe primarno uklonsko sliko ene same ravnine kristala, ki ima prostor-

1. M. J.Buerger: Two wave-length microscope. J. Appl. Phys. 21, 909 (1950).
2. E.Briiche: Zwei-Schritt-Mikroskopie. Phys. Bléatter -8, 313 (1952).
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sko mreZo in ne ravninske. Druga teZava pa je nastala ob vprasanju,
kako naj za upodobitev dobe poleg intenzitet uklonskih maksimov tudi
njihove faze, ki jih v vecini primerov ne poznamo. Prvi problem sta
re§ila W. F. de Jong in J. Bouman® 1938. leta. Njun retigraf daje uklonsko
sliko poljubne kristalne ravnine, kot bi jo dobili z mikroskopom v zadnji
goris¢ni ravnini objektiva, ako bi imeli leCe za rentgenske zarke.

Prva prepreka je bila s tem' premagana, ne pa druga, kajti pri foto-
grafiranju se faze zgubijo. Te pa so nam nujno potrebne, drugace ne
moremo narediti pravilne sinteze. Sekundarna uklonska slika ne bo veren
posnetek objekta, ako v primarni uklonski sliki izena¢imo ali kakorkoli

spremenimo faze. Ni-
rus. mamo pa sredstva, s
katerim bi na foto-
grafski plosSc¢i poleg

® . intenzitet zabelezili

‘ tudi fazne razlike med

A‘*/M | ‘ posameznimi maksi-
: mi. Faze moramo na

neki nacin uganiti.
J. C. Slater* je v pre-
davanju na lanskem
simpoziju »Danasnja
fizika« navedel tri

Sl. 2. Sinteza uklonske slike po Buergerju. Na mestu pri- knten]e-' = r}&j I}am
marne uklonske slike jea mehanski model. Koherentni Sopi po.magz'ijo D
svetlobe, ki izhajajo iz njegovih odprtin, dajejo v gor.vscu ugibanju, ki pa bo
le¢e L, sekundarno uklonsko sliko uspesno le pri zelo
simetriénih kristalih.
Prvi¢: Izbira faz mora biti taka, da ne daje v nobeni to¢ki nega-
tivne elektronske gostote. Elektronska gostota mora imeti maksime
na mestih posameznih atomov, med njimi pa pade skoraj na ni¢. Drugi¢:
Faze morajo biti tako izbrane, da maksimi, ki predstavljajo atome, ne leze
bolj skupaj, kot to predvidevamo iz velikosti atomov ali iz podobnih
kristalov, katerih strukturo Ze poznamo. Tretjic: Posamezne maksime
razpoznamo lahko po njihovi gostoti in povemo, katere atome predstav-
ljajo. Njihova razporeditev in S§tevilo se morata ujemati s kemiéno
formulo tiste snovi.

Najenostavneje je seveda ako ze poznamo lego posameznih atomov
v celici kristalne mreze. Tedaj lahko faze izraCunamo. Za primer vzemimo
zopet enodimenzionalno mrezo. MreZa naj bo samo amplitudna. Oblika
rez naj bo simetri¢na, tako da je f (—x)=1{(x). V Fourierovi vrsti nasto-
pajo zdaj samo kosinusi, tako da smo v dvomu le Se za predznake
koeficientov. Tak primer je najenostavnejsi, ker so med posameznimi
maksimi primarne uklonske slike mozne samo fazne razlike =, kar ustreza
spremembi predznaka.

Buerger je izbral zelezov disulfid FeS,, ki ima po dva Zveplova atoma
simetri¢no razporejena proti zelezovim atomom, ki leze v oglis¢ih kristal-
‘ne mreze. FeS, kristalizira v dveh' oblikah: v rombsk1 ga poznamo kot
markazit, v kubi¢ni pa kot pirit.

Lvs

[ La

3: W.F.de Jong in J.Bouman, Z.Kristallogr.98, 456 (1938).
4. J. C.Slater: The solid state. Physics Today 5, No.1, 4 (1952)
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Primarno uklonsko sliko, ki jo je sestavljalo okoli 150 hkO maksi-
mov, je Buerger dobil s karakteristitno rentgensko svetlobo Moy,. Ker
fotografska ploS¢a ni enakomerno debela in:zato neuporabna za inter-
feren¢ne poskuse, je diapozitiv primarne uklonske :slike nadomestil z
mehanskim- modelom, t. j. s kovinsko- plo§¢o (15 cm X 15 cm), ki je imela
na mestih maksimov odprtine, sorazmerne intenzitetam.

Sintezo uklonske slike je Buerger izvrsil z enobarvno zeleno svetlobo.
Ureditev je shematsko prikazana- na sliki-2; ona je v bistvu osvetlilni
sistem in zgornji del mikroskopa. Visokotlatna Hg svetilka AH6 osvet-
ljuje zaslonko s premerom 0,002 mm, ki sluzi kot to¢kovno svetilo in
lezi v gori§¢u zbiralne lece, ta-
ko da pada na mehanski model P L 1us
paralelen snop koherentne svet- !
lobe. Sopi svetlobe, ki izhajajo Ik

|

L2 rus.

iz posameznih odprtin modela
uklonske slike, interferirajo 3 b
med seboj in dajejo v zadnjem —j ‘
goris¢u le¢e L, sekundarno S I
uklonsko sliko. Ako je pustil :

I

i
:

faze vseh 150 maksimov enake,
so se upodobili samo, atomi Ze- f
—

leza, ki leZe v oglis¢ih kristalne
mrezZe. Fourierova vrsta samih
kosinusov s pozitivnimi koefi- Sl 3. Nastanek primarne in sekundarne
cienti daje vedno maksime v uklonske slike periodi¢nega objekta
periodnih toc¢kah 0, 2x, 47..

Da je pravilno upodobil e atome Zvepla, je moral faze primerno
»popraviti«. Ker so mozne zaradi simetrije le fazne razlike z, je bilo delo
Se kar enostavno. Enakomeren list sljude je razrezal na zadostno Stevilo
listicev, katere je vpel v okvire. Z nagibom okvira je spreminjal optiéno
pot, zarka in s tem zakasnil fazo za Zeleno vrednost. Bloke z okviri,
naravnanimi na fazno razliko z, je namescal na policke pred odprtinami
mehanskega modela. Za prav11no upodobitev markazita je moral spreme-
niti fazo 32 maksimom od 150 moznih. Sekundarno uklonsko sliko, ki jo
daje leta L, z goriS¢no razdaljo f, =200 cm, je opazoval in fotografiral
skozi mikroskop.

Kako velik pa je atom (~1 A) na sliki, ki jo daje le¢a L,? Ali ga zZe
lahko vidimo v mikroskopu? Odgovor razberemo s slike' 3. Ker uposte-
vamo samo majhne kote, je razmak maksimov primarne uklonske slike
b=1f,(A:/a), kar sledi iz pogoja za interferentni maksimum enodimen-
zionalne mreZe a . sine, =41,. Isti pogoj velja tudi za interferenco svetlobe,
ki izhaja iz primarne uklonske slike, le da je sedaj valovna dolzina vecja,
torej o velji. Perioda sekundarne uklonske slike je a =1, (A/b)=
= (f,A,/1;4,) . a.

Povecava je torej:

N p——

N =d'la = (f./f,) . (Aa/Ay)

Pri vseh . dosedanjih mikroskopih, svetlobnih in korpuskularnih, je
2s =4, in je povecava odvisna samo od razmerja gori§¢nih razdalj. V na-
Sem primeru pa je 1, > 4,. Buerger je imel sledete vrednosti: L, =07A,
2, — 5460 A fi=>5cm, f,=200 cm. Pri enakih valovnih dolZinah bi bila
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povecava le 40-kratna, zaradi velike razlike valovnih dolzin pa dobimo
Se faktor 7 800. Skupna povecava je torej 3.10°. Slika atoma s premerom
1A je velika 0,03 mm. Sedaj je razumljivo, zakaj mora biti odprtina v
zaslonki tako majhna. Ako hotemo imeti na sliki $e podrobnosti v atomu,
t. j. porazdelitev elektronske gostote, mora biti slika svetila veliko manjsa
kot slika atoma.

Sliko, ki jo daje le¢a L,, poveca Se mikroskop. Tako sta nastali
sliki 4. a) in b) markazita in pirita. Celokupna povecava je milijonkratna.
{Pri navadnih mikroskopih ne gre preko preko 2000 X, pri elektronskih
ne mnogo preko 100000 X.) Tako ogromna poveCava je mogoca in
smiselna zato, ker je loc¢ljivost prve stopnje z rentgensko svetlobo v

s

Sl. 4. Sliki kristalne mreZe Zelezovega disulfida, povecani 2.107 krat.
a) markazit, b) pirit.; Sliki je mapravil M. J. Buerger (1).
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nasem primeru veliko vecja kot pri vseh dosedanjih mikroskopih. Loé&lji-
vost mikroskopa, ki dolo¢a $e smiselno povec¢avo, je odvisna od valovne
dolzine uporabljene svetlobe in od Stevila uklonskih maksimov, ki jih
prva stopnja zbere: ¢im manjsa je valovna dolzina in ¢im ve& maksimov
zbere, tem boljsa je lo¢ljivost mikroskopa. Razdalja med atomoma Zeleza
in Zvepla je 1,5 A; ker sta na sliki popolnoma jasno loc¢ena ter so vidne
Se podrobnosti posameznih atomov, lahko smatramo, da je locljivost

dvostopenjskega mikroskopa Se pod 1 A.

Pri vsej lepoti slike in ob zadovoljstvu, da vendar Ze enkrat »gledamo
atome«, ne smemo pozabiti dejstva, da smo morali faze uganiti. Dalje, da
slika ni upodobitev v obi¢ajnem smislu, temve¢ le povpreéna slika
periodiCne strukture kristala. K vsaki posamezni sliki atoma so doprinesli
svoje deleze milijoni in bilijoni atomov, ki so enako orientirani v kri-
stalni mrezi.

Dvostopenjski mikroskop ni pravi mikroskop: bolje bi ga oznacili
s polavtomatskim racunskim strojem, ki mu mora pomagati Se Clovek
z vmesnimi podatki, medtem ko deluje navadni mikroskop popolnoma
avtomati¢no. Zaenkrat tudi Se ne more upodobiti vsakega kristala. Pri-
marni uklonski maksimi kristalne mreze, v kateri atomi niso simetri¢no
razporejeni, imajo zelo razlitne faze in uganiti 200 ali 300 faz, od katerih
lahko vsaka zavzame poljubno vrednost med 0 in 2 7, v resnici ni majhno
delo. Zaenkrat Se ni metod, s katerimi bi bistveno skrajsali ta postopek.

M. Copié

Elektromagnetna ¢rpalka

Elektromagnetna ¢rpalka je zanimiva zaradi svoje teoreti¢ne prepro-
stosti, saj gre tu za enostavno uporabo enega izmed osnovnih zakonov
elektrodinamike. V homogenem:  magnetnem polju deluje na I metrov
dolg vodnik, ki stoji pravokotno na B in skozi katerega teCe tok I,
sila F=1.B.l. Ce nadomestimo trdni vodnik s tekoc¢ino, ki prevaja tok,
nastane v njej zaradi te sile pritisk, ki potiska teko¢ino v smeri, pravo-
kotni na magnetno polje. To si lahko ogledamo na preprostem poskusu.

V stekleno cev, ki ima obliko ¢rke U, vtalimo na krivini dve elektrodi
in jo napolnimo z zivim srebrom. Preko obeh elektrod napeljemo skozi
tekoc¢ino tok nekaj amperov. Ce postavimo moc¢an magnet tako, da pride
krivina cevi med pola, zatne teCi tekocina iz enega kraka v drugega,
dokler gladina v drugem kraku toliko ne naraste, da ¢rpalka ne zmoie
vel nastalega pritiska. Razlika gladin da ravno maksimalni ali, kakor
tudi pravimo, stati¢ni pritisk ¢rpalke. Ta pritisk je pribliZzno enak
F|S=1.B.2r/r>n=2I. B/rn, ¢e je r radij cevi. Ko prekinemo tok, stece
zivo srebro nazaj v prvi krak.

Zamisel elektromagnetne C¢rpalke je Ze stara preko 50 let. Za prak-
ti¢no uporabo pa so jo prvi¢ konstruirali Sele pred nekaj leti. Uporabili
so jo pri uranski kopi EBR (Experimental Breeder Reactor), ki je bila
dograjena 1.1951 (sl.1). Postavil jo je Argounne National Laboratory
univerze v Chicagu z namenom, da bi proucili, koliko se da ekonomi¢no
izrabljati toplotna energija, ki se sprosti pri cepitvi jeder, za proizvodnjo
elektri¢ne energije. Tekoc¢ina, ki prenasa toploto od reaktorja k parnemu
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kotlu, je talina natrija in kalija. Talino Zene po hladilnih ceveh elektro-
magnetna ¢rpalka. Temperatura v reaktorju je 350° C

Da so uporabili kot hladilno tekocino talino natrija in kalija, je ved
razlogov. Ta zlitina je namre¢ tekoca Ze pri sobni temperaturi, je dober
prevodnik toplote in ima tudi dovolj visoko vreliS¢e. Poleg tega natrij
in kalij ne zavirata znatno nevtronov, kar je zelo vazno, ker so hladilne
cevi napeljane skozi jedro kope: Tu je elektromagnetna ¢rpalka, ki nima
nobenih gibljivih delov, mnogo bolj pripravna kot navadna mehanska
¢rpalka. Z gibljivimi mehanskimi deli so tezave, ker moramo Crpati
tekot¢ino, ki ima precej$njo temperaturo in je poleg tega Se mocno
radioaktivna, kar rado povzro(:a korozijo materiala, Elektromagnetna
¢rpalka pa dela brezhibno tudi pri visoki temperaturi. '

Skico elektromagnetne ¢rpalke za kopo EBR vidimo na sliki 2, njeno
fotografijo pa na sliki 3. Cev, po kateri te¢e tekocina natrij-kalij, je
narejena iz tanke nikelj-kromove plocevine (0,6 mm) in je med poloma
magneta pravokotne oblike. Na dve nasprotni stranici cevi je privarjena
tirioglata bakrena Zica, ki je debela kot cev. Tok, ki teCe skozi cev,
se razdeli v dva dela. Nekaj ga gre po kovinskem plascu cevi, ostali del
pa skozi talino Na + K. Ker so stene cevi tanke in iz snovi, ki ima velik
specifi¢ni upor, je delez toka, ki gre po kovinskem plas¢u, majhen, n. pr.:
Upor neke prazne cevi je 660.10~° £, napoljene s talino pa 42.10—° Q.
Nasproti ostalima stranicama cevi se naha]ata pola magneta. Ta dva sta
giroka 10 cm in dolga 38 cm. Navoji elektromagneta in cev so zaporedno
vezani. Skoznje tete tok 10000 do 20000 A. Pri elektromagnetu zado-
§¢ata dva navoja, ki sta iz Stirioglate, 15 cm debele bakrene Zice. Nape-
tostni izvor mora poganjati tok po dovodnih zicah in navojih elektro-
magneta ter poleg tega vzdrzevati ravnotezje inducirani protinapetosti
v cevi, ki nastane zaradi toka tekoc¢ine v mocnem magnetnem polju
Vsi dovodi so tako debeli, da je upor malenkosten, saj je upor navojev
elektromagneta samo 6.107° 2. Zato zadosca izvor, ki daje napetost 1V

_2birainik

¥ontrolna soba

betonsgkl ouklep— _lek

jedro rveaktorje

topl.lzmenjevalnik =
.zbiralnik el

elekKtromagnetna {rpalka

€l. 1. Shema uranske kope EBR z elektromagmetno ¢rpalko
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ali e manj. Izvor napetosti za to elektromagnetno ¢rpalko je z vodo
hlajen CuS-Mg usmernik, ki daje pri napetosti 1V tok 20000 A. Dobro
se je obnesla tudi uporaba unipolarnega generatorja kot izvora majhne
napetosti in velikih tokov. Pri tem generatorju se inducira istosmerna
napetost v kroznem kovinskem traku ali plosc¢i, ki se giblje oziroma vrti
pravokotno na
konstantno mag-
netno polje. Na-
petost pobirata z
robov traku S¢etki.
Tak generator da-
je majhno nape-
tost, ima pa ma-
lenkosten notranji
upor, tako da lah- pol magne
ko kljub temu do-
bimo. velike toko-
ve. Unipolarni ge-
nerator ima mno-
go vecji izkoristek
(okoli 80 kot
selenski ali CuS-
Mg usmernik. S -
tem je bil unipolar- SL 2. Skica elektromagnetne érpalke

ni generator resen

skorajsnje pozabe. Izolacija dovodov in navojev elektromagneta ne dela
nobenih teZav, ker imamo opravka s tako majhnimi napetostmi. Za izola-
cijo zadoScajo listi¢i sljude.

Tok, ki tete skozi tekotino, se zaradi mo¢nega magnetnega polja
precej razleze tudi na podro¢ja, kjer magnetno polje ni tako mocno.
To zmanjsa Crpalno silo, ker je
na mestih Sibkega polja tudi
elektrodinamic¢na sila manj3a.
Razlezenje ali cepitev toka po-
vzrocajo inducirani Foucaulto-
vi tokovi. Ti tokovi nastanejo
na robovih ¢&evljev magneta,
kjer je polje zelo nehomogeno.
Vrtincasti tokovi imajo tako
smer, da te¢ejo v notranjosti
med poloma magneta v nasprot-
ni smeri, kot je smer toka, ki
ga posiljamo skozi cev, na ro-
bovih pa v isto smer. Tako se
glavni tok med poloma mag-
neta oslabi, zunaj pa ojaci.
Efekt je tem veéji, ¢im moé-
nejSe je polje B in ¢im hitreje
se giblje tekoc¢ina po cevi. Vr-
SL. 3. Elektromagnetna ¢rpalka uranske kope  tincasti tokovi so precejsnji,

EBR . ker je upor tekoCine majhen.
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Zato ne smemo magnetne poljske jakosti poljubno poveca-
vati, ker se utegne zgoditi, da s tem ¢rpalno hitrost zaradi induciranih
tokov Se celo zmanjSamo. Z dovolj dolgimi in primerno oblikovanimi
¢evlji, ki poskrbe, da se magnetno polje le pocasi spreminja vzdolZz cevi,
lahko znatno omilimo cepljenje toka v cevi. Vendar ne smejo Cevlji
segali mnogo preko dela cevi, skozi katerega teCe tok. V tem primeru
bi bilo namre¢ prijemalis¢e potisne sile toka in prijemali$¢e zavorne sile
Foucaultovih tokov lo¢eno in bi lahko povzrocilo, da se tekoc¢ina pretrga.
Potisno silo ¢rpalke zmanjsuje tudi lastno magnetno polje toka, ki tece
skozi cev. Prvotno homogeno magnetno polje postane zaradi lastnega
magnetnega polja toka nehomogeno. Na tistem delu, kjer tekoc¢ina izstopa
iz magnetnega polja, se polje oslabi, kjer vstopa, pa oja¢i. Ker je na
mestih mocnejSega magnetnega polja inducirana protinapetost vecja,
se tam tok oslabi, na mestu SibkejSega polja pa ojaci. To seveda povzroci,
da je v celoti potisna sila manj$a. Tu si pomagamo na dva nac¢ina. Deloma
napravimo polje homogenejse s spreminjanjem velikosti reze med poloma
magneta vzdolZ cevi, deloma pa dosezemo z enakomernim oZenjem cevi
v smeri toka tekocine, da ima tekocina na mestih SibkejSega polja vecjo
hitrost. Zaradi povecane hitrosti tekoc¢ine na mestih Sibkega polja se tam
poveca inducirana protinapetost in s tem zmanjsa elektri¢ni tok. Tako
te¢e najvec toka tam, kjer je tudi magnetno polje najmocénejse. Pri elek-
tromagnetni ¢rpalki za uransko kopo EBR se cev zozi od 4,6 cm X 7,4 cm
do 3,6 cm X 8,6 cm. Crpalna hitrost te c¢rpalke je pri pritisku 2,1 atm
301/s. Ustrezen elektri¢ni tok skazi cev je 17 500 A. Izkoristek ca. 40 %e.

P. Gosar
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Apolonijev krug i izodinamilki centri kod ravnokrakog trougla

Pojam. — Ako u trouglu ABC povucemo unutrasnju i spoljasnju
simetralu ugla B, onda ¢e one seCi suprotnu stranu AC trougla u dve
tacke (B, i B,). Krug, konstruisan nad razdaljinom ovih dveju tacaka kao
mnad pre¢nikom, zove se apolonijev krug koji odgovara strani AC.

Sva tri apolonijeva kruga jednog trougla seku se u dve tacke koje se
Zzovu izodinamicki centri datog trougla.

Apolonijev krug. — Posmatrajmo ravnokrak trougao ABC (AB=
— AC=b, BC=2a)! Uzmimo za apscisnu osu koordinatnog sistema
osnovicu ravnokrakog trougla a za ordinatnu osu osnovi¢inu visinu (sl. 1),
tada imamo:

jednacdina prave AC bi¢e: hx +ay—ah=0 1)
jednacdina simetrale BB;: hx—(a=+b)y+ah=0 - (2)
jednac¢ina simetrale BB,: (@+b)x+hy+a@t+b)=0 (3

Resavanjem ]ednacme (1) sa jednac¢inama (2) i (3) dobijamo koordi-
nate tacaka B, i B;:

ab 2ah .
B; (X1, Y1) == ( )

B, )
\N2a+b 2a-+b

80



B, (X2, y2) =B, < —ab 2ah >

2a—b 2a—b

Koordinate centra ovog apolonijevog kruga bice

x_xl—{—x2 __ab* _ a(l+tg°p

2 4a® —b? 3—tg*p (4)
v — yitvy._ 4d’h __ 4datgf

2 4a®* —p* 3 —1tg’B

Centar apolonijevog kruga koji odgovara strani AB bi¢e simetri¢an
centru prethodnog kruga, dok se centar apolonijevog kruga koji odgovara
strani BC, nalazi u beskrajnosti, a sam
krug se poklapa sa pravom na kojoj
lezi osnovicina visina (h) t. j. sa Y-osom.

Geometrijsko mesto centara. —
Pretpostavljaju¢i da je a konstantno,
to nam jednacine (4) pretstavljaju pa-
rametarski oblik ‘geometijskog mesta
centara apolonijevih krugova koji od-
govaraju strani AC. — Izbacujuéi f iz
ovih jednacina, dobijamo jednacinu

(3x — a)® — 3y* =4a®
koja pretstavlja hiperbolu (sl.1) ¢&ije

su poluose: stvarna poluosa 2a/3, a
imaginarna poluosa 2a)3/3, stvarna osa
se poklapa sa X-osom a imaginarna osa
je paralelna sa Y-osom. Jednacine asim-
ptota su =3y =3x—a.

Iz parametarskog oblika zakljucu-
jemo da grana TK pretstavlja geome-
trijsko mesto centara kada ugao f SL 1
raste od 0 do «/3; grana MC daje me-
sto centara kada ugao g raste od #/3 do =/2. Simetri¢éne grane ovima,
u pogledu na X-osu, pretstavljaju centre za trouglove kod kojih je
0>pf>—m/2 t.j. trouglove obrnute oko osnovice za 180° tacka T
pretstavlja centar apolonijevog kruga za trougao kod koga je f=0,
a tacka C za trougao kod koga je f=wm/2.

Centri apolonijevih krugova koji odgovaraju strani AB nalaze se na
hiperboli simetri¢noj gore posmatranoj hiperboli u pogledu na Y-osu.

Izodinamicki centri. — Obzirom da se kod ravnokrakog trougla,
apolonijev krug koji odgovara osnovici poklapa sa pravom na kojoj je
osnovic¢ina visina, to ¢e se izodinamicki centri nalaziti na ovoj pravoj.

Jednac¢ina apolonijevog kruga koji odgovara strani AC, kao geome-
trijsko mesto tac¢aka iz kojih se otstojanje B, B, vidi pod pravim uglom,
ima za jednacinu

X—x) (x—%) + (Y—Yd) (y—V3) =0
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gde su X,, X, y; i y, koordinate tacaka B, i B.. Ordinate izodinamickih
centara dobi¢emo ako u ovoj jednacini stavimo x=0:
V—Wit+v) y+xix+yy.=0

ReSavaju¢i ovu jednacinu po y i zamenjujuéi vrednosti za Xy, X
Yy: 1y, dobijamo:

_al@+hy3) _ a(tgh.V3+1)

Y a3—h tgf— V3
__a(3—a) __a(tgh.V3—1)
) a\@—{—h tgﬂ-i—\/é—

Da bi ispitali vrednosti ordinata izodinamickih centara stavi¢emo
tgf =x i izvr§i¢emo varijaciju funkcija y, i y, za 0 = x <oo.
Tako dobijamo:

% __a(x\/g—{—_ll y_a(x\/g—_ﬂ
: x— V3 ) x+ V3
Prva funkcija graficki pretstavlja hiperbolu (sl.2) cije asimptote
imaju za jednacCine x=1Vy3 i y1=——a\/3. Druga funkcija pretstavlja

hiperbolu simetri¢nu - prvoj hiperboli u odnosu na koordinatni pocetak.

N Iz grafika c¢itamo:

J
!
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/ izodinamicki centri su
/% simetri¢ni u pogledu na
// I osnovicu a nalaze se na
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za 0<p<al6 (t j.
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——
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za n/3 < f < /2 jedan centar je u trouglu a drugi je izvan njega na
strani osnovice: :

za f=wm/2 izodinamicki centri su simetri¢ni u pogledu na osnovicu
trougla na rastojanju *a V3 od nje.

Izodinamicki centri i znacajne tacke trougla. — Prema uvedenim
oznakama lako se nalazi:

ordinata ekscentra: y, = (h*— d’)/2h=a (x* — 1)/2x

ordinata incentra: y,=atgg/2=a V1 +x2—1)/x

ordinata tezista: y,—3h=3ax

ordinata ortocentra: y,=a’/h =a/x

Pretstavljaju¢i grafike svih ovih funkcija na istom crtezu dobijamo
sliku 3. Iz slike se vidi:

1. za p=wn/3 to jest za ravnostrane trouglove jedan izodinamicki
centar se poklapa sa svima ostalim znacajnim tackama trougla, dok je
drugi u beskonacnosti; '

2. za f=m=1/6 jedan izodinamicki centar se poklapa sa ortocentrom,
dok je drugi na sredini osnovice;

3. ekscentar je uvek izvan izodinamickih centara;

4, incentar i teziSte su uvek izmedju izodinamickih centara;

5. ortocentar je izvan izodinamickih centara za f < #/6 a izmedju
njih za B > #/6, a poklapa se sa jednim ako je f=/6.

Iz slike se mogu videti i medjusobni odnosi ostalih centara,

B. Pesic¢
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1Z NASIH INSTITUTOV

Fizikalni institut JoZefa Stefana

Dne 8. februarja je predsednik Slovenske akademije znanosti in
umetnosti ‘Josip Vidmar svecano odprl prostore novega akademijskega
instituta za fiziko, ki od srede lanskega leta nosi ime po najve¢jem sloven-
skem fiziku Jozefu Stefanu. Nove stavbe obsegajo glavno zgradbo z
raziskovalnimi laboratoriji in upravnim delom, veliko delavnisko zgradbo,
majhno hiSo za polindustrijske poskuse na elektrolizi in posebno preda-
valnisko zgradbo. V celoti ima institut tako velik obseg, kot ga doslej
pri takih ustanovah nismo bili vajeni, zlasti pa ne v Ljubljani.

Zacetki fizikalnega instituta pri SAZU segajo Ze v prve mesece po
osvoboditvi, ko je stavil tedanji predsednik vlade LRS, pokojni Boris
Kidri¢, prva sredstva na razpolago za nakup instrumentarija v Italiji.
Nakup se zal ni posrecil. V letu 1947 smo adaptirali skladiS¢e na dvoriscu
Akademije za potrebe instituta, ker smo imeli namen ukvarjati se z vele-
molekulsko fiziko in poleg tega postaviti majhen nevtronski generator na
podlagi reakcije D (d, n) He, za katero zadostujejo Ze zelo majhne nape-
tosti. Se preden pa je bila adaptacija izvrSena, je februarja 1949 predlagal
Boris Kidri¢, tedaj predsednik zveznega gospodarskega sveta, naj bi
postavili nov, velik raziskovalni institut, ki bi ga predvsem posvetili
jedrski fiziki z jedrskim reaktorjem kot velikim ciljem. Ideja je bila zelo
smela, tako smela, da sem ostal popolnoma sam pri prvih delih in nacrtih.
Ze v jeseni so se zaceli prvi izkopi, spomladi naslednjega leta pa je dobil
institut svoje prve sodelavce: ing. Mohor¢ic¢a, ki je organiziral kemijski
laboratorij in vodi sedaj prav njegov organski del, ing. Cilenska, ki je
zatel delati na konstrukciji elektrostaticnega generatorja po van de
Graaffu, in dr. Havli¢ka, ki se je posvetil Studijam za preracunavanje
reaktorja. Delo v tej zatetni fazi je bilo res pionirsko. Bili smo v napol
skoncani stavbi na dvoris¢u akademije, kjer je Se manjkala voda, plin
in elektrika, v roke nismo imeli prijeti skoraj nic¢esar. Treba je bilo
veliko optimizma in zaupanja, pozrtvovalnosti in iznajdljivosti, da so bile
premagane dolgotrajne zaCetne tezave in da je mogel zaceti institut
konéno vendar s svojim pravim delom.
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Naloga, da se pripravi material za jedrski reaktor, vsebuje vecinoma
kemijske in tehnoloske probleme. Zato je bilo treba postaviti zmogljiv
analizni laboratorij, ki ga vodi ing: Kosta, v katerem so se doslej vrsile
analize uranovih rud — fluorometrijo je izdelal ing. Pir§, na kromatografiji
pa dela dipl. kemik Lebez — in zacele raziskave motecih sledi v uranu.
Dolocevanje prav malih koli¢in jedrsko nezazelenih elementov je prav
naloga spektrografskega laboratorija z ing. Permanom na c¢elu. Vaino
surovino za najbolj preprost reaktor predstavlja tezka voda. Dobimo jo

z elektrolizo in po izmenjalnih reakcijah med navadno vodo in vodikom
ob prisotnosti primernih katalizatorjev. Pohndustn]sko napravo za pre-
skus raznih metod postavlja prav sedaj dr.ing. Knop.

Ceprav je reaktor na tezko vodo najlaze dOSGgl]lV in'ga prav zato
nameravamo v Jugoslaviji najprej postaviti, in sicer v Kidri¢evem
jedrskem institutu v Vin¢i, vendar izgleda, da pride za prldoblvan]e ener-
gije v postev predvsem reaktor na obogaeni uran, to je na uran,
v katerem smo povecali delez U 235. Zato smo v dogovoru z Vinco
prevzeli v Ljubljani nalogo, da bomo pregledali moZnosti dela te vrste
v nasih pogojih in, ¢e se le da, postavili napravo za tako obogacenje.
V postev prihaja elektromagnetna locitev, difuzija, destilacijska kolona
in ultracentrifuga. Locitveni faktor pa je povsod zelo majhen, tako da
so potrebne zelo obsezZne naprave, ¢e hoc¢emo z nepretrganim delom
dobiti na leto vsaj kilogram na 14 %o obogacenega urana. Z nekaj kilo-
grami pa bi Ze lahko postavili majhen homogen' reaktor v poskusne
namene. Poleg locitvene naprave je seveda treba imeti uran v primerni
spojini. Izkaze se, da je edina uporabna spojina UF,, ¢igar izdelava pa je
spet zelo neprijeten kemijski problem prav zaradi agresivnosti in strupe-
nosti fluora.

Tehnicni problem reaktorja, preracun in konstrukcijo vodi dr. Havli-
<ek, ki se je Ze takoj v zacCetku navdusSeval za danes pnvzeto smer, da
naj se pripravijo naérti za reaktor na obogaceno jedrsko gorivo, ker je
prav v tej smeri pri¢akovati tehni¢nega razvoja in prakti¢ne izrabe
jedrske energlje medtem ko je delo na vsakem drugem reaktorJu le
ponavljanje e veckrat preskuSenih in na mnogih mestih vsaj delno
priob¢éenih izsledkov. On vodi sedaj raziskave, ki naJ bi pokazale mozZno-
sti za koncentriranje v laboratorijskem merilu, ki si jih moremo s svojimi
silami in sredstvi privosciti.

Jedrski reaktor je seveda mrtva investicija, ¢e ne predstavlja za-
klju¢ne faze krepko razvite jedrske fizike. Ta je potrebna tako pri
pripravi surovin, pri meritvi. njihove jedrske ¢istosti, pri izdelavi vseh
najrazli¢nejsih merskih naprav, brez katerih reaktor ne more delati, kot
tudi pri izdelavi programa meritev, ki jih dopuSc¢a reaktor kot izredno
mocan vir predvsem termi¢nih nevtronov, pri njihovi obdelavi ter pri
delu z umetno radioaktivnimi elementi, ki jih dobimo v kopi. Zato je
danes glavna naloga instituta, da razvije jedrsko tehniko kot osnovo za
vsakrino delo v jedrski fiziki. Docent Moljk pripravlja jedrski praktikum
z osnovnimi meritvami razli¢nih vrst zarkovja, aktivnosti in razpadne
dobe, pri ¢emer naj bi se izvezbali tako Studenti fizike kot tudi tisti
sodelavci v institutu, ki naj bi se posvetili jedrski fiziki.

~ Med pripravami za Stetje so doslej prevladovale Stevne cevi, ki jih
vedno bolj.izpodrivajo scintilacijski Stevci, kjer sproZi Zarek v primernem
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fosforju svetlobni blisk, ki ga prestreZzemo s fotopomnozevalko. Kot fosfor
sluzi za nevtrone predvsem s Tl aktivirani NaJ, dalje razni organski
kristali in tekoce ali trdne raztopine. Ing. Mohor¢i¢ je izdelal velike nafta-
linove kristale in trdno raztopino terfenila v polistirolu. Vendar je pre-
skrba z ustreznimi fosforji e nepopolna.

Dipl. fizicarka Doboviskova meri jedrske plosce, ki so bile eksponi-
rane v veliki viSini pri balonskem vzletu v Lundu. Poleg velikega Stevila
zvezd je na teh ploscah tudi nekaj sledov mezonov in neka prav zanimiva
sled tezkega delca, ki se razleti pri trku v emulziji v ve&je Stevilo delcev.
Jedrske ploSc¢e bodo prav vazno raziskovalno sredstvo pri meritvi jedrskih
presekov in energijskih nivojev v jedru. Uporabili jih bomo pri prvih
meritvah z betatronom, kjer bomo skusali raziskovati fotoefekt na tezkih
jedrih, predvsem pa pridobitek protonov in nevtronov. Betatron, ki ga bo
letos jeseni montirala v institutu Svicarska firma Browh Boveri, bo sluZil
s svojim prodornim Zarkovjem maksimalne energije 31 MeV tudi
v medicinske namene za obsevanje globlje leZe¢ih tumorjev. Betatron
s svojim izredno prodornim Zarkovjem zahteva seveda takoj obsezno delo
na meritvi Zarkovne doze in na varnostnih merah, ki so potrebne za
zavarovanje raziskovalcev, zdravnikov in obsevanih bolnikov.

V institutu postavljamo majhen generator z napetostjo 140kV za
pridobivanje nevtronov po reakciji DD in kratkozivih aktivnih izotopov,
ki jih ni mogoce dobiti iz Ze obstojecih reaktorjev, ker zaradi svojega
hitrega razpadanja ne prenesejo dolgega potovanja. Meritve na raznih
vrstah nevtronov in predvsem preucevanje zaviranja ter absorpcije nev-
tronov v raznih materialih pa nameravamo delati na majhnem nevtron-
skem izvoru, ki ga tvori spojina RaBeF, iz 60 mC radija, ki ga je izdelal
v institutu ing. Kosta. To je prvi izvor take vrste, ki je bil izdelan v nasi
drzavi. V kratkem pa bomo dobili iz Vin¢e v dar mnogo izdatnejsi izvor
s 500 mC radija, ki so ga izdelali v Harwellu. V tem izvoru je radij le
zelo tesno pomes$an z berilijem, ni pa z njim kemijsko spojen kot v nasem
doma izdelanem izvoru. Nadaljnja priprava za jedrske meritve je elektro-
staticni pospesevalnik po van de Graaffu, ki ga gradita ing. Cilensek in
ing. Pe¢nikar. Dose¢i upamo z njim 500 kV v zraku in 2MV v dusiku
pri 10 atm. Ce bo $lo vse po sreci, bo do konca leta postavljen ves visoko-
napetostni del in verjetno tudi Ze ionski izvor, pri katerem so dali dose-
danji poskusi kar zadovoljiv ionski tok 100wA. V prihodnjem letu bi
mogli s to napravo zaceti tudi meritve jedrskih nivojev. Na merski tehniki
te vrste se sedaj vezba dipl. fizik Zupanc¢i¢ v Kopenhagenu v Bohrovem
institutu.

Za meritev izotopske sestave elementov je zgradil ing. Dekleva tri-
stopni masni spektrometer na hitrostno zbiranje po Bennettu, ki bo
uporaben predvsem pri nizkih masah do nekako 40. Njegova lo¢ivost je
priblizno 35. S spreminjanjem frekvence pospesSevalne napetosti na siste-
mih mrezic v vseh stopnjah se da izbrati iz plinskega merjenca Zelena
masa in izmeriti njen delez iz ustreznega ionskega toka. Za vecje mase pa
pripravlja sedaj skupaj z ing. Furmanom magnetni spektrometer po Nieru,
ki naj bi imel znatno vecjo loc¢ivost, priblizno 400. Verjetno pa se bo
pokazala $e potreba postaviti spektrometer za vecji tok, s katerim
bi mogli dobiti merljive mnozine ¢istih izotopov za jedrske meritve.

Se neizpolnjen je nac¢rt za delo z radioaktivnimi izotopi, za katere
se zanimajo kemiki, biologi in medicinci. Ko bodo izdelane osnovne
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merske priprave, nameravamo dobivati te snovi iz Harwella, ki je glavni
dobavitelj zanje za vso Evropo. Institut bi sprejemal posiljke in jih
razdeljeval interesentom, skrbel za izvezbanje porabnikov v merski tehniki
in za varnostne mere pri njih. Prav sedaj se pripravljajo v elektronskem.
laboratoriju nacrti za izdelavo cele serije potrebnih merskih instrumentov
iz materiala, ki je v Ljubljani dostopen. Gre za delilnike inh dozimetre,
ki jih morajo imeti vsi tisti, ki ho¢ejo delati z radioaktivho zaznamo-
vanimi elementi.

Ze velkrat omenjene varnostne mere pri delu s pospeSevalniki in
z radioaktivnimi snovmi, posebno pri uporabi za zdravljenje, nujno terjajo
tesnejsega sodelovanja instituta z biologi in zdravniki. Docent Moljk je
prevzel nalogo, da to sodelovanje izvede in organizira potrebno razisko-
valno delo o vplivu Zarkovja na organizem, o varnostnih merah, dozi-
metriji itd. To postaja vsak dan bolj perece vprasanje, saj ima vedno ve¢
ljudi opravka z zarkovjem, na drugi strani pa se tu odpira zelo obsezno
raziskovalno podrocje, ki more uspevati le ob sodelovanju zelo razgleda-
nih fizikov, biologov in zdravnikov.

Poleg jedrske fizike ima institut Se dva laboratorija za makromolekul-
sko fiziko in za optiko. V prvem je dipl. fizik Copié¢ postavil aparaturo za
meritev strujnega dvojnega loma, na kateri hoc¢e sedaj izmeriti vpliv
topila na obliko in opti¢no anizotropnost velemolékul. Obliko meri nepo-
sredno s sipanjem svetlobe na aparaturi, ki sta jo sestavila dipl. fizika
Jamnik in Gosar. Pripravo velemolekulskih preparatov in posameznih
frakcij vodi ing. Mohor¢i¢ v organskem kemijskem laboratoriju. Molekul-
sko maso merimo z osmozo in s sipanjem svetlobe, Za te raziskave ima.
veliko zanimanje tovarna Jugovinil, ki bi rada vedela, kaksna je molekul-
" ska sestava njihovega polivinilovega klorida. Opti¢ni laboratorij, ki ga
vodi dr. Havlicek, se sedaj bavi z izdelovanjem planparalelnih plos¢, ki
jih potrebujemo za zgraditev interferen¢nega refraktometra. Naloga labo-
ratorija je prav izdelovati take specialne opti¢ne aparate za institut sam.
in za druge raziskovalne institute, ki jih zaradi njihove posebne narave
ne bo izdelovala domaca opti¢na industrija.

Glede na velikansko potrebo po elektronskih instrumentih — prakti¢-
no vse jedrske meritve potrebujejo takih naprav: Stevci, delilniki, pogost-
nostni merilniki, ojacevalniki itd. — je bil ustanovljen poseben elektronski
laboratorij, ki ga vodi ing. BremSak. Njegova naloga je oskrba instituta.
z vsemi potrebnimi elektronskimi instrumenti, priprava prototipov za
elektronsko delavnico, ki jo vodi tov. Vri¢aj, umerjanje doma izdelanih
instrumentov in preskusanje novih stikov. Prav sedaj se pripravlja dife-
rencialni analizator, s katerim se more meriti energijska porazdelitev
Zarkcvija.

Poleg Ze omenjene radijske delavnice ima institut tudi veliko meha-
ni¢no delavnico, ki jo vodi tov. Petkoviek. Ceprav ima za nase dosedanje
pojme zelo Stevilno osebje, je vendar ozko grlo za delo v institutu.
Potreba po kompliciranih, preciznih aparatih je tako velika, da bo treba
delavnico $e prav znatno razsiriti, da bo mogla vrsiti zadovoljivo svojo
nalogo. Upamo, da se bo to posrec¢ilo v novih prostorih. Delavnica bo
imela posebno brusilnico, lakirnico, kovac¢nico in oddelek za fino meha-
niko. Dalje ima institut svojo lastno mizarsko, elektrotehnisko, steklo-
pihasko in fotografsko delavnico.
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Zidava institutskih poslopij, ki $e vedno ni zakljuc¢ena, ker so posa-
mezni objekti e v delu ali $ele komaj pri pripravi temeljev, zahteva
neverjetno veliko truda, potov in skrbi. Ne bi bilo prav, ¢e ne bi omenil
tu tov. Polajnarja, ki je v preteklih letih vodil ta nehvalezni posel, in
ing. Battestina, ki mu zadnje leto jemlje to delo veéino njegovega Casa,
ki bi ga sicer gotovo raje posvetil konstruiranju aparatov, ki se naj v
institutu gradijo. Nacrte za stavbe je napravil ing. Medvescek, za delav-
nico in betatronski prizidek ing. Zivi¢, za notranjo opremo ing. Omahen.

Ob tem kratkem, zelo enostranskem opisu dela in organizacije insti-
1uta se vendar prav jasno vidi, kako velika tvorba je to in kaksno veliko
pridobitev pomeni za znanost v nasi republiki in v drzavi. Nam, ki smo
zrasli v tesnih razmerah in v hudem pomanjkanju, . je v€asih kar
tezko verjeti, da se moremo ukvarjati z res velikimi problemi in da imamo
za to na razpolago tudi ustrezna sredstva. Za vse to se imamo zahvaliti
velikopoteznosti in razgledanosti pokojnega Borisa Kidri¢a, ki je postavil
temelje vsemu institutu in skrbel za njegovo opremo. Naj bo nasSe delo
trajen spomenik njegovemu geniju in njegovi trdni veri, da smo zmozni
ob primerni materialni podpori doseti evropsko raven tudi v eksaktnih
znanostih in prispevati tehten delez k znanstvenemu in materialnemu
napredku Jugoslavije.

A. Peterlin

Razstava jedrske fizike v Ljubljani

Fizikalni institut SAZU je priredil ob otvoritvi novega poslopja na
Jamovi-cesti razstavo jedrske fizike z namenom, da pokaze Sirsi javnosti,
s ¢im se bavi jedrska fizika in kolikSen obseg so zavzele jedrske raziska-
ve v posameznih drZavah. Razstava je bila -odprta od 8.februarja do
1. marca. Obiskalo jo je nad 10.000 ljudi iz Ljubljane in iz drugih krajev.

Razstavo so pripravili sodelavci in asistenti fizikalnega instituta
M. Copi¢, D. Jamnik, E. Cilensek in L. Kosta, v sodelovanju s podpisanim.
Priprave za poskuse, elektronski instrumenti in fotografije so bile izde-
lane v institutskih delavnicah., Modele in zive table sta izdelala laboranta
L. Gradi$ar in D. Tomazi¢. Karikature je napravil B. Kos, Student fizike.
Razstavo je moderno opremil in razmestil ing. arch. B. Kocmut ob ‘pomoci
Studentov arhitekture. Vodstvo skupin po razstavi so prevzeli slusatelji
zadnjih letnikov na oddelku za fiziko.

Razstava je bila razdeljena na 8 poglavij. Na lesenih stojalih so bile
Tazmes$cene table z besedilom, fotografijami in shemami. Poskuse so kazali
demonstratorji, ki so bili na razpolago za strokovno razlago in so vodili
skupine. Princip nekaterih pojavov, merilnih priprav in pospeSevalnikov
Jje bil ponazorjen na zivih tablah. Na teh je bil prikazan potek z razno-
barvnimi lu¢mi, ki so se po vrsti prizigale in ugaSale. Nekatere stvari so
‘bile narisane Se po domace s karikaturami, ki so zelo pozivile razstavo.
Ker je dala razstava pregled ¢ez podrocje, ki je za nas novo, ne bo odvec,
-Ce podrobneje nastejemo, kaj so obsegala posamezna poglavija.
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1. Osnove jedrske fizi-
k e. Razstavljenih je bilo nekaj mo-
delov molekul in tabla periodnega
sistema elementov z vrisanimi krogi,
ki so kazali velikosti atomov. Da bi
dobili obiskovalci vtis, kako majhno
je jedro v primeri z atomom in kako
tezko ga je zadeti, je bil naslikan na
steni dvorane prazen krog s preme-
rom 10 m. Ta naj bi predstavljal 10%
krat povec¢an atom vodika; jedro je
Se pri tej povecavi veliko le nekaj
desetink milimetra. Iz steklenih kro-
gel, ki naj bi predstavljale protone
in nevtrone, so bili napravljeni mo-
deli nekaterih jeder. Poznamo 100
elementov, toda okrog 1000 razli¢nih
jeder, ki jih je pregledno kazala ta-
bela izotopov. Tri Cetrtine vseh zna-
nih jeder je radioaktivnih. Dobimo
jih z jedrskimi reakcijami, ¢e obse-
vamo snov s protoni, nevtroni, dev- g 1, Pogled v razstavno dvorano skozi
teroni, delci a in drugimi delci ali pa vhodna vrata. Krog na steni predstavlja
tudi s fotoni. Razstavljen je bil radij- E‘QVeé'an,'a'tSm; kVOdik?ﬁ J'edcfo je 3e ,I(’ir,if
berilijev izvor nevtronov, ki je bil {7 POFI ¥ ot e o o e ene
sestavljen doma. Kazali so, da posta- pakazana cepitev jedra. Spodaj je na
ne indij blizu izvora radioaktiven. stojalih razme$¢eno poglavje, ki kaZe:

Cepitev jedra U*’ je bila predo- uporabo reaktorja
Cena na veliki zivi tabli. Druga tabla
je kazala pomnoZevanje nevironov pri veriznem cepljenju in s tem
ponazarjala eksplozijo atomske bombe. Pri vsaki cepitvi odletijo 2 do 3
nevtroni in vsak od njih lahko sprozi novo cepitev. Tretja tabla pa je
kazala princip uranske kope. V primerno veliki kopi se vzdrzuje stalno
stevilo cepitev na sekundo, ker se nekaj odvisnih nevtronov absorbira,
nekaj jih pa uide. Pri tem se spro$c¢a stalna moc.

2. Merilne priprave. Hitre delce ugotavljamo na splo$no tako,
da opazujemo ionizacijo, ki jo delci povzrotajo v snoveh. V Wilsonski
kameri se kondenzira vodna para na ionih, ki jih je napravil delec. Na
fotografski plos¢i dobimo po razvijanju temno sled tam, kjer je delec
letel skozi obcutljivo plast, Oba nacina sta bila predstavljena s poveca-
vami fotografskih posnetkov.

Posebna zZiva tabla je kazala delovanje ionizacijske celice in ¢asovni
potek napetostnega sunka na zaporedno vezanem uporu. lonizacijska.
celica je navadno valjni kondenzator, ki je preko velikega upora vezan.
na stalen izvor. Elektroni in pozitivni ioni, ki jih pusca delec za seboj,
gredo na elektrodi. Naboj kondenzatorja se za hip zmanjsa, izvor pa takoj
nadomesti to izgubo. Tako dobimo na uporu napetostni sunek, ki ga je:
treba Se primerno ojaciti. Razstavljen je bil dozimeter na ionizacijsko:
celico, ki ga rabijo za kontrolo varnosti pri delu z radioaktivnimi snovmi..

" Druga tabla je kazala delovanje Geigerske cevi. Vsak delec, ki na-
pravi vsaj en ionski par v tej cevi, sprozi plaz elektronov in ionov in s
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fem precej velik nape-
tostni sunek. Sunke Steje
elektronska Stevna pri-
prava, ki na ta nacin
pove Stevilo delcev. Raz-
stavljena je bila Geiger-
ska cev in Stevna napra-
va, ki je bila izdelana Ze
1. 1948 doma, .in Stevna
naprava ameriske tvrdke
Tracerlab, s katerima so
se predvajali poskusi.
Druga, tudi doma izdela-

na Stevna naprava, je
SL.2. Na levi je ziva tabla, ki ponazarja delovanje zgrajena tako, da kaze
scintilacijskega Stevca; v sredi je 4-krat pomanjSan & :

model francoske atomske kope ZOE in model kope kar stevilo sunkov na
LOPO. Na desni je videti na stojalu tablo, ki kaze sekundo.

delovanje betatrona V nekaterih snoveh

(n. pr. naftalin, antracen,

Nal/Tl, ZnS) povzro¢ajo hitri delci zaradi ionizacije drobne bliske

(scintilacije), ki jih lahko zaznamo z elektronsko pomnozevalko in nato

prestejemo z omenjeno Stevno pripravo. Ziva tabla je kazala delovanje

scintilacijskega Stevca, t. j. kristala z elektronsko pomnozevalko. Z doma

izdelanim scintilacijskim Stevcem na naftalinski kristal so kazali, kako
se meri absorpcija zarkov .

3. Jedrska elektronika. Sunke, ki jih dajo Stevne cevi ali
pomnozevalke, je treba ojaciti, lociti po velikosti, vCasih Se oblikovati
in presteti. Zato potrebujemo elektronske priprave, kot n.pr. linearni
ojacevalnik, diskriminator, univibrator, elektronski delilnik, stabilizirani
mnapetostni izvor, ki so bili vsi prikazani s shemami. Obiskovalec je lahko
sam poskusil, kako dela razpolovna enota, ki je osnovni element elek-
tronske Stevne priprave.

. 4. PospesSevalniki. Za jedrske reakcije potrebujemo delce z
veliko energijo, ki jih dobimo lahko s pospesevalniki. Principi posameznih
pospesevalnikov so bili prikazani na Zivih tablah. Pravo predstavo o
nekaterih pospesSevalnikih pa so dobili obiskovalci iz fotografij in iz
podatkov. Pri van de Graaffovem generatorju mazemo elektriko na trak,
ki jo prenaSa v kroglo na vrhu. Od krogle do zemlje gre pospesevalna
cev, ki ima na vrhu ionski izvor. Pri obiskovalcih je vzbudil veliko zani-
manje 1,5m visok van de Graaffov generator, ki je pri 400 kV napetosti
dajal mocne iskre.

Imamo Se drugo vrsto pospeSevalnikov, pri katerih delci krozijo in
veckrat zapored pretecejo pospesSevalno napetost, namesto da bi naenkrat
«dobili isto energijo. Delovanje ciklotrona je kazala tabla. Delec krozi v
evakuirani posodi med poloma elektromagneta. V posodi sta pospesevalni
elektrodi z obliko D, na kateri damo izmeni¢no napetost pravilne
frekvence.

Elektrone pospeSujemo lahko z betatronom, ki je v bistvu trans-
formator z evakuirano cevjo kot sekundarnim navitjem. Dokler narasca
B, se inducira napetost in elektron v cevi se pospesuje. Elektron dobi tem
ve&jo energijo, &im ve¢ obhodov naredi v tem ¢asu. Ce udarijo elektroni
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na tarco, nastanejo zelo
trdi rentgenski zarki.

5. Uporaba je-
drske fizike, Radio-
aktivne snovi uporablja-
mo kot izvore Zarkov Y.
Te rabijo v industriji za
presevanje debelih ko-
vinskih kosov, v medicini
pa za obsevanje rakastih
novotvorb. Mnogo se
uporablja kobalt 60, ki ga
prodajajo ze v izvorih do
velikosti vec¢ kilocuriejev.

Radioaktivne snovi

lahko wuporabljamo kot .

indikatorje, ki nam po- Sl 3. Jedrska fizika v Jugoslaviji: V levem delu raz-

el kje' se nakopiéi stavlja institut v Vin¢i, v desnem pa institut v Zagrebu
!

neka snov in koliko jo je. Model je kazal uporabo radioaktivnega joda
131 za preiskavo delovanja §¢itne Zleze. Na grlu pacienta, ki je popil
raztopino natrijevega jodida z dodatkom nekaj mikrocuriejev J¥!, je
namescena Geigerska cev. Tako zvemo za mnozino joda, ki se je nako-
picil v Zlezi. Slike so kazale $e druge primere uporabe radioaktivnih
indikatorjev: lokacijo tumorjev, merjenje krvnega obtoka, druge fizio-
loske preiskave, raziskavo uc¢inka umetnih gnojil. '

Cepitev urana izrabljajo v uranskih kopah. Seznam reaktorjev je
dajal podatke o njihovi zgradbi in moci. V sredi dvorane je bil 4-krat
pomanjsan model francoske kope ZOE s tezko vodo, ki stoji v Chatillonu
pri Parizu. Zraven je bil 4-krat pomanjSan model kope LOPO z vodno
raztopino uranilnega sulfata, v katerem je U?* obogaten na 15 %b.

6. Jedrska fizika v svetu Za posamezne drZave je bilo
objavljeno, koliko sredstev dajejo za jedrske raziskave, koliko ljudi dela
na tem podrocju, kateri so vodilni delavci in kaj so dosegle.

7. Jedrska fizika v Jugoslaviji. V nasi drzavi imamo
3 institute, ki se bavijo z jedrsko fiziko: v Vinéi pri Beogradu, v Zagrebu
in v Ljubljani. Vsi trije instituti so dali slike poslopij, pregled dosedanjega
dela in nadaljnje nacrte.

8.Zgodovinski pregled. Nasteti so bili vaznejsi datumi in
s fotografijami predstavljeni delavci, ki so v c¢asu od leta 1896 dalje
pa do danes najvec prispevali k razvoju jedrske fizike.

* % %

V razstavo je bilo vlozeno mnogo dela in bi bilo $koda, da bi vse
skupaj oblezalo na kaki podstrehi. Ali ne bi mogla biti ta razstava zacetek
javne fizikalne zbirke, o kateri se v vrstah nasih fizikov razpravlja ze od
osvoboditve dalje. Taka zbirka nam je danes vsaj tako potrebna kot vsak
drug muzej in galerija. Javna fizikalna zbirka naj bi s poskusi kazala
osnove fizike, brez zgodovine in brez nepotrebnih podrobnosti. Taka
zbirka bi mnogo prispevala k fizikalni izobrazbi nasSega ljudstva, koristna
pa bi bila tudi Solam, ki same ne zmorejo obseznejSih poskusov. Zbirka
bi bila tudi tujsko prometna zanimivost in bi po svoje prispevala k naSemu
ugledu v svetu. A. Moljk
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ODGOVORI

5. Nihajo¢i tok v cevi
(Iz letnika II.)

Po zelo dolgi cevi potiskamo vodo sem in tja. Razlika pritiskov niha

harmoni¢no: dp/dx =— A exp(—iot). Amplitude so tako majhne, da je
tok laminaren. Navier-Stokesova enatba je v tem posebnem primeru
i :

HIERRS 0av| ot — — dpldx + n2v (1)

Tu je n viskoznost in ¢ gostota. Zaradi cilindri¢ne simetrije je
V?=2%/ar* + 3[rdar. Ker niha pritisk harmoni¢no, domnevamo, da niha
tudi hitrost harmoni¢no in z isto frekvenco: v(r,t)=u (r)exp (— iot).
To vstavimo v gornjo enacbo:

n(d®u/dr® 4 du/r dr) + ioou=— A (2}

Eno resitev te enacbe takoj uganemo: u—-— Alivg. To pa $e ni splo$na
reSitev, ker ji lahko priStejemo $e poljuben mnogokratnik resitve pripa-
dajo¢e homogene enacbe (kjer je A —0). ReSitev le-te pa se izrazi z
Besselovo funkcijo reda nic: Jo(\JF rla). Resitev se potem glasi:

u=— Alioo + konst. J, (Vi_r/a)

Zaradi krajSe pisave smo vpeljali a==(n/ow)**. Ob steni (r — r,) gre
hitrost proti ni¢. Od tod izratunamo konstanto in je konéno

u= (iA/wo)[1 — Jo(Vi r]a)/Jo(Virola)] (3)

Funkcija u(r) je kompleksna: u=|u|exp(i3). Njena absolutna vrednost
|u| pove amplitudo hitrosti, kot 3 pa fazno zakasnitev. Hitrost torej
lahko zapiSemo takole: v —|u|exp[— i(ot —?8)]. Hitrost ne niha z isto
fazo kot pritisk, ampak zaostaja za njim za kot 3. Kot 8 pa ni povsod
enak, ampak je odvisen od r.

Mimogrede naj bo omenjeno, da velja za izmeni¢ni tok v zici podob-
na enacba kot (2), le da je homogena (A =0). Hitrost u zamenja poljska
jakost E, konstanti 7 in ¢ pa specifi¢cna upornost ¢ in indukcijska kon-
stanta ©,. Za racunanje koZznega efekta (skinefekta) torej tudi potrebujemo
funkcijo J, (ViX), ki so jo prav v ta namen tabelirali. Funkcijo J, (Vix)
najdemo tabelirano na dva nacina: enkrat sta podani realna in imaginarna
vrednost, drugi¢ pa njena absolutna vrednost in kot 3, kar je za mnoZenje
in deljenje zelo prikladno.

Poiskati ho¢emo Se, za koliko zaostaja nihanje celotnega toka za
nihanjem pritiska. Celotni tok (preto¢ena prostornina na sekundo) je:

o=fvdS=/u exp(— imt) 27 r dr
o

Ta integral se da izraziti z Besselovo funkcijo prvega reda, saj je
dix J;(x)]/dx = x Jo(x) in zato

@ = inAr?lo[1 — Ji(Viry/a)/(Vir,/2a) Jo(Vir/a)] exp(—iwt)  (4)
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Pisimo zopet @ =| & |exp(id,), kjer 3, pove zakasnitev celotnega toka.
Funkciji J, in J, razvijemo v potencni vrsti in ju vstavimo v (4), da dobi-
mo vrsto za @. Zdruzimo realne in imaginarne ¢lene zase:

K ®—=Re® +Jm?P
QOd tod izra¢unamo:

tgdy =Jm @ /Re @ = &(r,/a)® — (r,/a)®/5760 + 17 (r,/a)'°/46448640 — ...

Ta vrsta je konvergentna le v konvergentnem krogu, ki sega do naj-
blizje singularne tocke, to je do najblizje nicle funkcije Re @. Cetvorica
takih nicel lezi, kot pokaze raun, na krogu |r,/a| = 4,6.

Ce sta frekvenca in polmer majhna (r./a ¢{ 1),.se zadovoljimo lahko
s prvima Clenoma vrst za J, in J,. Tedaj je )

u=A(r,"—r%)/4n in @ = (7 A r,*/8n) exp(— ivt)

kot 8 pa je skoraj ni¢. To se ujema s Poiseuilleovim zakonom, kar smo
smeli pricakovati.

Pri wvelikih frekvencah in polmerih (ro/a ) 1) lahko uporabimo
asimptoti¢ni formuli

Jo(%) &~ (B 7nx)™% cos(x —x[4) in Jy(x) ~ (3 7x)7% cos(x — 3 nl4).
Nazadnje se izkaze, da gre 3, proti #/2, &e r,/a nara$éa.

Za ponazoritev si oglejmo $e primer iz mehanike: Voz potiskamo s harmoni¢no
sem in tja nihajo¢o silo. Ce je voz lahek in trenje wveliko, kar ustreza ozki cevi in
velikemu notranjemu trenju v tekocini, je potiskajoc¢a sila skoraj enaka sili trenja.

£=04

-5

0 C

Porazdelitev hitrosti, ¢e je ro/la = 5. Leva slika sluZzi za grafitno ratunanje. Daljica
OA predstavlja konstantni del funkcije u (gl. enactbo 3). Temu priStejemo spremenljivi
del, ki ga dobimo iz tabel. Ce je n. pr. rfa = 4, dobimo totko B. Ker pa nas zanima
samo realna komponenta hitrosti, projiciramo daljico OB na realno os. Tako smo dobili
hitrost za t =0 in rla = 4 (projekcija OC). Ce pa hocemo dobiti hitrost v poznejsem
¢asu t, zasukamo koordinatni sistem za kot @t in poiS¢emo projekcije na novi koor-
dinati (za r/a = 4 in ot = 7/8 dobimo projekcijo OD).
Na desni sliki so narisane porazdelitve hitrosti v eni polovici periode. V prvi cetrtini
periode hitrosti v sredini cevi narasc¢ajo (izvle¢ena krivulja), v drugi ¢etrtini pa se manj-
%ajo (Ertkasta krivulja). Iz slike se tudi lepo vidi, da zakasnitev ni po vsej cevi enaka
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Sila in hitrost nihata v fazi. Pri tezkem vozu z dobro namazanimi lezaji lahko trenje
zanemarimo in je sila F = m.a (Siroka cev, notranje trenje lahko zanemarimo). Sila in
pospedek nihata v fazi, hitrost pa zato zaostaja za m/2. — Podobno je z izmeni¢nim
tokom v tuljavi. V tuljavi z veliko upornostjo in majhno induktivnostjo sta napetost
in tok le malo razmaknjena. Ce pa je ohmska upornost majhna in induktivnost velika,
zaostaja tok za napetostjo skoraj za g/2. B. Povh

1. A. Sommerfeld: Vorlesungen tiber theoretische Physik, V. Elektrodynamik.
Leipzig 1949.

2. Janhke-Emde: Tafeln hoherer Funktionen, Leipzig 1948.

7. Krivulja zasledovanja
(Iz letnika IIL)

Kinemati¢no se glasi naloga takole: To¢ka G (gospodar) se giblje z
enakomerno hitrostjo ¢, po premici. Kak$no krivuljo opise to¢ka P (pes),
ki se giblje s konstantno hitrostjo cp, ¢e je hitrost to¢ke P vedno usmer-
jena proti G?

Koordinatni sistem postavimo tako, da je izhodis¢e O v zacetni legi
toc¢ke P, os y pa naj bo vzporedna s premico, po kateri se giblje G. Smemo
vzeti, da je zacetna razdalja a tock P in G kar dolZinska enota, torej
a=1. To¢ka G se giblje sedaj po premici
x =1, P pa opiSe tako krivuljo y =vy(x),
da je tangenta v vsakem trenutku usmer-
jena proti G (glej sliko). V ¢asu t naj ima
P koordinate (x, y), G pa (1, y.). Tangenta
na krivuljo y=vy(x) prebije premico

x=1 ravno v tocki, kjer je v istem
/ ¢asu G. Ker je enacba tangente n —y =
G =7y (§—x), dobimo od tod n=y, za
§ =1, torej
2 x Ve=y+y(l—x=A4G ()
A(1,0)

y

Ker se P in G gibljeta s konstantno hi-
trostjo, je razmerje poti OP in AG isto kakor razmerje hitrosti c9 in cg,
ali AG==x OP, ¢e je #=c,: Cp. Z upostevanjem formule za lok OP in
enacbe (1) pa dobimo od tod:

nf\’l +vy?dx=y+vy (1—%)

o
Z odvajanjem pridemo na diferencialno enacbo

V1 +y?=(Q1—x)y’

v kateri lahko spremenljivke takoj lo¢imo:

dy’ _ =»dx
Vi+y? 1—x

Ce integriramo, dobimo najprej enatho Log (y + V1 +y? =
=-—xLog (1 —x) 4+ C. Ker je yY =0 pri x=10 (v zacetni tocki je namre¢
abscisna os tangenta), je integracijska konstanta C=0. Od tod je potem
Yy +V1+y?=(—x™
—y + VL +yr=(1—x*

’

(2)
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Drugo ena¢bo smo dobili iz prve, ¢e smo vzeli na obeh straneh reci-
pro¢no vrednost, Od tod je

2y =(1 —x7"—(1—x)" 3)
Ce integriramo, dobimo v primeru z==1
_(—x)* g—x'

2y—Cy) = 1 hx T (4)

Konstanto C, dolo¢a zahteva, da je pri x =0 ordinata y = 0. Lahek racun.
da C;=1=x/(1 —#%).

Enactba (4) je enatba iskane krivulje za %==1. Ako je % <1, pes
gospodarja dohiti v toc¢ki, kjer krivulja (4) pride do premice x =1, to je
v tocki z ordinato #/(1 — #?). Cas, ki je za to pot potreben, pa znasa
Cilcg = cp/(cp®* — ¢;?), saj je C, pot, ki jo je v tem ¢asu napravil gospodar.
Ce bi vzeli splo$no a za zacetno razdaljo, bi morali oba izraza pomno-
ziti z a.

Ce pa je #=1, dobimo z integracijo enacbe (3)

2y—=—DLog(1l—x)t+t3(1—x)>+C
Pri istih zacetnih pogojih je C = — %. Enacba iskane poti je potem:
2y =—x (1 —3x) —Log (I —x)

V tem primeru seveda pes gospodarja ne dohiti.

Enacbo (1) moremo pisati tudi v obliki y,—yp=1yp (1 —xp), kjer
so koordinate to¢k P in G oznacene z ustreznimi indeksi. Kvadrat razdalje
PG je potem:

PG*=(yz—vp)* + (1 — %)= (1 + yp?) (1 —%p)” (5)

Ce pa 1 + yp? izratunamo iz (2) in vstavimo dobljeni izraz v (5), dobimo
od tod enostavno formulo za razdaljo:

PG=13[(1 —xp)" "+ (1 — %) 7]
Za #=1 imamo PG=3 4 3 (1 —xp)®. Od tod se vidi, da se razdalja

vedno manj$a in zna$a v limiti 3.
F. Avsec

UTRINKI

Nov efekt? — Rakasto tvorbo izpostavijo intenzivnim Zarkom, bodi
radija, kobalta ali cezija, ki ubijajo rakaste celice na ta nacin, da pre-
sekajo krvne zilice in tako onemogocijo dovajanje krvi v obolelo tkivo.

Tribuna, 3.1I.1953

Mikrovalovna fizika — »po domace«. — Sele prav pred II. svetovno
vojno so izna$li vakuum cev, ki omogoca prehod na krajSe valove. —
Mikrovalove lahko pokazemo s tako imenovanim »preciS¢evalnim krista-
lom«, ki je pravzaprav samo kos kremena in tanke Zice. Imenujejo ga
tudi diodni kristal in spremeni mikrovalove v tok, ...

Zivljenje in tehnika, 4, 37 (1953)
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VPRASANJA

5. Numeri¢no odvajanje

Kadar je funkcija dana samo s tabelo, ne moremo pri racunanju
odvoda iti do limite, ampak se moramo zadovoljiti s kon¢nimi intervali.
Pri tem niti ni dobro, da bi jemali najmanj$e mozne intervale, ker bi bila
natan¢nost pri izra¢unanem odvodu slaba. Srednje veliki intervali dajo
natan¢nejSe vrednosti.

Tako moramo delati pri vseh funkcijah, ki jih dobimo z meritvami.
Mnoge fizikalne koli¢ine so definirane z odvodi, na primer hitrost, pospe-
Sek, razteznostni koeficient, specifitna toplota itd. Vedno racunamo te
odvode kot kvociente kon¢nih diferenc, ne da bi mogli iskati limito.
Seveda dobimo zato odvod le z neko omejeno natanc¢nostjo; s tem moramo
pac¢ biti zadovoljni, saj ne moremo nobene fizikalne koli¢ine izmeriti,
kolikor bi hoteli natan¢no. Oglejmo si dva primera za tak nacin odva-
janja:

1. Izra¢unaj kubi¢ni razteznostni koeficient vode pri 20° C iz spodaj
navedene tabele za gostoto vode! — Racunaj naprej samo z diferen¢nim
kvocientom in pokaZi, kak3na je natan¢nost pri razli¢no sirokih intervalih!
Pri &irokih intervalih lahko natanénost izbolj$a§ z upostevanjem visjih
diferenc (tretje, pete,...). Izratunaj tudi vi$je odvode! Koliko odvodov
more$§ dobiti?

2. Izra¢unaj odvod eksponentne funkcije pri x =0 samo iz podatkov
v spodnji tabeli! Kako Siroki smejo biti razmaki, da vrsta diferenc, s
katero se izraza odvod, Se konvergira?

Gostota vode: Eksponentna funkcija:
B 0 X ex
0cC 0,999 841 g/cm® —4,5 0,011 109
4 0,999 973 —3.5 0,030 197
8 0,999 849 —2,5 0,082 085
10 0,999 700 —2,25 0,105 399
12 0,999 498 —1,75 0,173 774
14 0,999 244 —1,5 0,223 130
16 0,998 943 —1,25 0,286 505
17 0,998 774 —0,75 0,472 367
18 0,998 595 —0,5 0,606 531
19 0,998 405 —0,25 0,778 801
19,5 0,998 305 +0,25 1,284 025
20 0,998 203 0.5 1,648 721
20,5 0,998 099 0,75 2,117 000
21 0,997 992 1,25 3,490 343
22 0,997 770 1,5 4,481 689
23 0,997 538 1,75 5,754 603
24 0,997 296 2,25 9,487 74
26 0,996 783 2,5 12,182 49
28 0,996 232 3.5 33,11545
30 0,995 646 4,5 90,017 1
32 0,995 025
36 0,993 683
40 0,992 21

1. Kuscer
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&S Doktrotehna-

TEHNICNO TRGOVSKO PODJETJE Z ELEKTROTEHNICNIM
MATERIALOM

Uprava: Ljubljara, Parmova 33

Skladi$ée in prodajni oddelek: 'Liub|iuno, Kotnikova 12

POSTNI PREDAL $T. 11

TELEFONI:
UPRAVA 20-092 x PROD. ODDELEK 21-706 3 SKLADISCE 21-350

Nudimo vam razno elektrotehniéno blago domace
in inozemske proizvodnje

Generalno zastopstvo tovarne elekiriénih strojev
..Rade Konéar", Zagreb

Konsignacijska skladiséa inozemskih tvrdk

Zahtevajte ‘ponudbe!
lzvrS$ujemo naroéila v najkrajsem &asu!




Drustvo matematicara i fiziéara N. R. Hrvatske poziva sve, koji
se zanimaju matematicko-fizickim naukama, da se pretplate na

Glasnik
matematic¢ko-fizieki i astronomski

i saraduju u njemu.

Zaista ne bi smjelo biti ni jednog kulturnog radnika, koji
se bavi matematicko-fizickim naukama, kao ni prosvjetne usta-
nove, koja nije pretplatnik Glasnika. Pretplatom i suradnjom
u svojem naucnom i struénom dEasopisu pokazujete u kolikoj
mjeri pratite i podupirete razvitak i napredak svoje struke.
Sirite takoder Glasnik u svom krugu, jer time podupirete raz-
vitak matematicko-fizi¢kih nauka u svojoj okolini.

Prijave pretplate slati na administraciju Glasnika: Hrvatsko
prirodoslovno drustvo, Zagreb, Ilica 16/III. Pretplata za god.
1953, iznosi 300.— din.

Drustvo matematikov in fizikov NRH izdaja za vso drzavo »Matema-
ticko-fizicki list za ucenike srednjih 3kola«. Letnik ima 5 Stevilk, med
pocitnicami ne izhaja. Letna naro¢nina je 150 din, posamezna S$tevilka
stane 35 din.

Profesorji srednjih Sol, priporocajte list dijakom! Narocila in na-
ro¢nino posiljajte na naslov:

Matematicko-fizi¢ki list, Zagreb, Ilica 16/III, p. p. 165 ali na ¢ekovni
racun §t. 401-T-1080.

Zveza Drustev matematikov in fizikov FLRJ izdaja asopis:
Nastava matematike i fizike
Naroc¢nina je 200 din, posamezna Stevilka 60 din. Naroc¢ila in naroc-
nino posiljajte podjetju »Znanje«, Beograd, Terazije 12 ali na ¢ek. rac.
st. 103—901810 z oznacbo »Za Casopis Nastava matematike i fizike«.

Obzornik za matematiko in fiziko izhaja vsak drugi mesec. Izdaja ga
Drustvo matematikov in fizikov LRS. Urejuje ga uredniski odbor: I. Ku-
§¢er, A. Moljk, 1. Vidav, A. Zabkar. Odgovorni in tehni¢ni urednik:
I. Stalec. Upravo vodi I. Stalec. — Tiska tiskarna »Toneta Tomsica«
v Ljubljani. — Naroc¢nina za letos je 250 din. Posamezna Stevilka 90 din,
dvojna Stevilka 120 din. Naroc¢nino nakazite na na$ ¢ekovni ratun pri
Narodni banki, §t. 604-T-207%. - Dopise posiljajte in list naroCajte na naslov:

Obzornik za matematiko in fiziko, Ljubljana, poStni predal 253.



