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1. UVOD

Verjetnostni racun in statistika sodita med tiste matemati¢ne discipline, ki
so potrebovale nekoliko dlje, da so si pridobile takéno spodtovanje med upo-
rabniki, kot ga po vsej pravici zasluzijo. Razlogov za to je ve¢ in vsaj neka-
teri vzroki lezijo pregloboko, da. bi lahko o njih razpravljali v srednjesolskem
ucbeniku. Zato samo preprosto, v treh zaporednih stopnjah, ugotovimo se-
danje stanje, ki pa je - enim na sre¢o, drugim na zalost - bistveno drugaé¢no:

a) Brez osnovnih znanj s podrocja statistike in statistiéne analize po-
datkov ne moremo razumeti niti ¢lankov v dnevnem Gasopisju, kaj Sele stro-
kovne literature, pa naj gre za tehniéno, druzboslovno ali kako drugo pod-
rocje dela. Se hujsa nevarnost za okolje kot nerazumevanje tujega pisanja pa
je kakopak nekvalificirana aktivna uporaba statisti¢nih orodij, ki jih (tudi
nepouéenemu) uporabniku prijazno ponujajo razli¢ni ra¢unalniski program-
ski paketi, denimo programi za delo s preglednicami. (Napaénih napovedi
volilnih rezultatov in drugih nerodnosti, ki so posledica neznanja, raje ne
omenjamo. )

b) Kdor misli, da lahko zares razume statistiko, ne da bi vsaj v glavnih
¢rtah obvladal verjetnostni racun, zivi v globoki zmoti in zanj dejansko
lahko obveljajo znani poenostavljeni reki o tem, kaj je statistika, Se veé
je res, zanj statistika lahko postane najvedja laZ celo v primerih, ko so bili
podatki sicer korektno predstavljeni.

c) Nazadnje je treba re¢i, da se po tehniéni plati marsikatera naloga iz
verjetnostnega ratuna prevede na ugotavljanje mo¢i neke konéne mnozice,
ali bolj konkretno, na prestevanje izidov dolo¢enega poskusa; podobno velja
za vzoréenje in druge tehnike, ki jih potrebujemo pri statistiénem sklepanju.
Za udobnejSe delo pri zahtevnejdih prestevanjih je najpomembnejse orodje
kombinatorika.

Povedano po eni strani pojasni, zakaj se ustrezne vsebine vedno manj
sramezljivo pojavljajo v srednjedolskih uénih naértih matematike, pa ne
samo tam: katalogi znanj za maturo in zakljuéni izpit jasno kazejo, da
bo tudi v vélikem finalu tekla beseda o dogodkih, verjetnosti, frekvenénih
poligonih in podobnem.

S tem je na drugi strani vsaj v grobem doloGena tudi vsebina tega
ucbenika. Velik del knjige pomeni (tako vsaj upamo) oéiséenje in pomlaje-
nje, v dobréni meri pa tudi razsiritev avtorjevih dosedanjih srednjegolskih
ucbenikov Kombinatorika in Verjetnostni racun in statistika. Temu je doda-
no poglavje o statistiénem sklepanju, ki formalno sodi med izbirne vsebine
(podobno vlogo je imelo to poglavje v uénem naértu naravoslovnomate-
matiénih gimnazij), po vsebini pa bi morda moralo biti vsaj informativno
branje za vsakega srednjesolca...
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Razgiritve obvezne snovi (oziroma tisto, kar po maturitetnem katalogu
sodi pretezno na vi§jo raven) so tradiciji na ljubo poveéini oznacene s pravo-
kotnikom, na zahtevnejSa razmisljanja ali vaje opozarjajo trikotniki. Slike
so osteviléene po poglavjih, zgledi (ki jih je bistveno vet kot slik) pa po raz-
delkih. Tako na primer ”zgled 2.4.6” pomeni Sesti zgled v Cetrtem razdelku
drugega poglavja; dokler smo znotraj tega razdelka, ga dostikrat omenjamo
kar kot "zgled 6”. Od tabel oziroma preglednic so oSteviléene samo tiste,
na katere se veckrat sklicujemo.

Vsaj za razumevanje obveznega dela bi moralo zado5€ati znanje iz prvega
letnika srednje Sole v obsegu ucbenika Legisa, Matematika za prvi letnik. -
Realna Stevila, linearna funkcija., nekatere najpomembnejSe resnice za vsak
sluc¢aj ponovimo, ko je potrebno. Kako se bo prebijal skozi ucbenik, pa je
precej odvisno tudi od bralca in njegovih sicerinjih navad. Ce je domac
z osebnim ra¢unalnikom (kar bi moralo biti prej pravilo kot izjema), bo
lahko dobrsen del snovi prakti¢no doZivel na zaslonu; nekaj idej za tovrstne
naloge smo navrgli med besedilom, ostale prepustamo njegovi (pa njegovih
uciteljev in soSolcev) domigljiji.

Na koncu, pa ne najmanj - veliko veseljal
Avtor

Trbovlje — Ljubljana, poleti 1994

2. KOMBINATORIKA

V tem poglavju se nau¢imo uporabljati najpomembnej§e kombinatoriéne prijeme in pre-
Stevati razlitne - urejene in neurejene - razporedbe elementov dane mnoZice. Spoznamo

. permutacije, variacije in kombinacije, ra¢unamo z binomskimi simboli in jih uporabimo

v binomskem izreku, bolj radovedni se sre€ajo z natelom vkljuéitev in izkljucitev. Vse,
Eesar ge nauéimo, so predvsem orodja za kasnejse delo.

2.1 Osnovni kombinatoriéni prijemi

Tipiéne kombinatoriéne naloge sprasujejo po §tevilu razliénih razporeditev,
izborov ali sestavljenih odloéitev, na primer:

e Koliko razli¢nih besed s po petimi razli¢nimi érkami lahko sestavimo iz 25
¢rk slovenske abecede?

e Na koliko naginov lahko posadimo v vrsto pet otrok, ¢e ne postavljamo
nobenih dodatnih pogojev, in na koliko nac¢inov, ée Miha in Peter ne smeta
sedeti skupaj?

e Koliko razli¢énih tri¢lanskih delegacij lahko sestavimo v kolektivu, v kate-
rem je 200 delavcev?

Vse take naloge lahko obravnavamo kot probleme odloganja v veé stop-

_njah ali fazah. Za nazornejsi prikaz korakov v odlo¢anju dostikrat uporab-

ljamo t.i. kombinatori¢no drevo (slika 2.1 na naslednji strani).

ZGLED 2.1.1:

Proizvajamo tri razliéne izdelke (A, B in C), vsakega od njih lah-
ko glede na naro¢nikovo Zeljo obarvamo bodisi z obiCajno ali s
kovinsko barvo. Koliko razli¢énih izdelkov pravzaprav ponujamo?

Nalogo lahko interpretiramo takole: najprej gre za izbiro izdelka,
pri ¢emer imamo tri razliéne moZnosti, zaradi ¢esar nariSemo iz
skupnega izhodiica tri veje. Po opravljeni odloéitvi v prvi fazi
imamo ne glede na to, kaj smo v tej fazi izbrali, dve moZnosti za
izbiro barve; iz vsake od treh vej rasteta po dve veji, ki ponazarjata
odlo¢itvi v drugi fazi (navadna ali kovinska barva). Skupno &tevilo
sestavljenih odloéitev je enako Stevilu naginov, na katere lahko
pridemo od "korenin” drevesa do skrajnih vej, teh pa je 3-2 = 6.

Znagilnost dvostopenjskega odloCanja v opisanem zgledu je dejstvo, da
je - po predpostavkah naloge - Stevilo odlo€itev v drugi fazi (izbira barve)
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(A, BN) (A, BK) (B,BN) (B,BK) (C,BN) (C, BK)

Slika 2.1: Kombinatori¢no drevo - dve stopnji odloc¢anja

neodvisno od tega, kako smo se odlocili na prvi stopnji (izbira izdelka). Zato -

- in samo zato - je bilo 8tevilo sestavljenih izborov produkt Stevila moZnih
odloéitev v prvi fazi in ustreznega Stevila moznosti, ki jih ponuja druga faza.
Ugotovitev lahko posplo§imo tudi na primere, ko poteka izbiranje v ve¢ kot
dveh fazah:

Naj bo proces odlocanja taksen, da poteka v k zaporednih fazah, pri éemer
je v prui fazi ny, v drugi na, ... in v k-t fazi ng, moznih odloéitev, Stevilo
izborov v posamezni fazi pa je neodvisno od tega, katere moznosti smo izbrali
v predhodnih fazah. Potem je mogoce sestavljeni izbor opraviti na natanko

n = Nnyp-Ng- ... Nk
nacinov.

To ugotovitev obi¢ajno imenujemo osnovni izrek kombinatorike, do-
stikrat tudi pravilo produkta. '

ZGLED 2.1.2:

Koliko razli¢nih "besed” (v smislu poljubne skupine ¢rk) s po pe-
timi érkami slovenske abecede lahko sestavimo, ¢e dovoljujemo
ponavljanje posameznih ¢rk, in koliko, ée ponavljanja ne dovoli-
mo?

V prvem primeru lahko na prvo mesto postavimo katerokoli od 25
¢rk, neodvisno od tega, katero smo izbrali, na drugo mesto spet
katerokoli od petindvajsetih ... do vkljuéno petega mesta, torej
25-25-25-25-25 = 9765625 besed.

Pri drugi razli¢ici imamo za prvo mesto 25 kandidatk, za drugo -
ker ne dovolimo ponavljanja - samo Se 24, za tretje 23,..., za peto
mesto 21 moznosti. Katero ¢rko imamo §e na voljo v posamezni
fazi, je seveda odvisno od tega, katere smo Ze porabili v prejsnjih,
koliko jih imamo na izbiro, pa je povsem neodvisno od izbire v
prejdnjih fazah, zato osnovni izrek kombinatorike Se zmeraj velja:
vseh takih besed je 25-24-23-22-21 = 6375600.

2.1. Osnowni kombinatoriéni prijemi

OPOMBA: S podobnimi nalogami se bomo Se veckrat srecali, zato opo-
zorimo, da izraz abeceda v splodnem uporabljamo za vsako konéno mnozico
simbolov, v kateri je dan t.i. naravni ali slovarski (tudi: leksikografski) vr-
stni red. Z urejenostjo abecede je potem predpisana tudi urejenost v mnozici
vseh moZznih besed kot konénih nizov, sestavljenih iz simbolov dane abece-
de. V smislu te definicije je za kombinatoriko niz CZFF ravno tako beseda
dolzine 4 kot ENKA, éeprav v vsakdanjem jeziku nima nobenega pomena.

ZGLED 2.1.3:

A in B naj bosta konéni mnozici, prva z mocjo m(4) = M in dru-
ga z moc¢jo m(B) = N . Koliko elementov ima kartezi¢ni produkt
Ax B?

Mot kartezitnega produkta A X B je enaka §tevilu urejenih parov s
prvo komponento iz mnoZice A in z drugo komponento iz mnoZice
B; prvo komponento lahko izberemo na M naéinov in drugo -
neodvisno od tega, kateri element smo izbrali v mnozici A - na
N naéinov, toliko je elementov v mnozici B . Po osnovnem izreku
kombinatorike je torej

m(A x B) = m(4) - m(B) = M - N

Tako smo ponovno dognali resnico, ki jo poznamo iz prvega letni-
ka: Mo¢ kartezicnega produkta je produkt moci obeh mnozic, ki v
njem nastopata.

Osnovni izrek kombinatorike velja samo v primeru, ko je dtevilo izborov
v posamezni fazi neodvisno od tega, kaj se je zgodilo v prejénjih. V praksi
ta pogoj dostikrat ni izpolnjen, na ustreznem kombinatoriénem drevesu se
to pokaZe z nesimetrié¢no rastjo.

ZGLED 2.1.4:

Na kongresu politi¢ne stranke so se delegati odlo¢ili, da bodo ose-
be A, B in C zasedle predsedniski, podpredsedniski in tajniski
polozaj. S kombinatoriénim drevesom prikazimo, kako se lahko
razporedijo na teh treh polozajih,

a) ¢e dopustamo poljubno zasedbo funkcij;
b) &e se zavedamo, da zaradi notranjih odnosov v stranki ni spre-
jemljivo, da A in B zasedeta oba najvigja polozaja.

V prvem primeru lahko predsednisko mesto zasedemo na tri naéi-
ne, podpredsednisko neodvisno od tega, kdo je predsednik, na dva
nafina, na tajnisko mesto posadimo preostalega ¢lana izvoljene
trojice (slika 2.2).

polozajih srecata A in B in drevo je nesimetri¢no (slika 2.3).
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[alslc] [alc[s] [slalc] [sc|a] [c|als] |c[s]a]

[al8] | [a[e] | [sla]] [slc]] Ic[al] [c[s] |

Slika 2.2: Izbor brez omejitev - simetri¢no drevo

Alc[s| slcla] [c[als] [c[s[a

Slika 2.3: Izbor z omejitvami - nesimetriéno drevo

2.1. Osnovni kombinatoriéni prijemi

Kljub ”okleiCenosti” pa seveda tudi v drugem primeru Se vedno
velja, da je 8tevilo sestavljenih izborov enako dtevilu naéinov, na

Pravilo produkta, ki ga upravi¢eno imenujemo osnovni izrek kombina-
torike, pri navedenih pogojih uporabljamo v primerih, ko je treba opraviti
dvoje ali ve¢ zaporednih izborov. Obstaja pa tudi t.i. pravilo vsote, ki
govori o izbiranju iz ene od dveh (ali ve¢) med seboj tujih (disjunktnih)
mnozic. Takole pravi:

Ce se lahko pri izbiranju odloéimo bodisi za eno od ni moznosti iz prve
mnoZice izborov ali pa za eno od ne moznosti iz druge mnoZice izborov, ki
so nezdruzljivi z izbori iz prve mnoZice, imamo v celoti

n = nig + ng

moznih izborov.

Obrazec lahko posplo§imo na poljubno konéno stevilo tujih mnozic.

ZGLED 2.1.5:

Micka ima 6 kap in 8 klobukov. Na koliko naéinov lahko izbere
pokrivalo?

Ce predpostavimo, da sta ustrezni mnozici tuji (da Micka nobene-
ga pokrivala ni Stela dvakrat, kot kapo in kot klobuk), je naginov
6+8=14.

Praktiéne izkudnje pa kazejo, da je treba v sploinem pazljivo presojati, ali so
pogoji za uporabo pravila vsote izpolnjeni. Nekdo, ki je sligal, da bo na izletu
25 gledalisénikov in 40 ¢lanov pevskega zbora, je nabavil 65 klobas in se ¢udil,
ko mu jih je nekaj ostalo, éeprav je vsak izletnik pospravil po eno... Zakaj?

ZGLED 2.1.6:

Iz kraja. A v kraj C lahko pridemo skozi kraj B ali kraj D ali pa
po avtocesti, ki vodi neposredno iz A v C. Med krajema A in B so
kar §tiri moZne poti, pa tudi od B do C so na voljo tri ceste. Od
kraja A do D vodi ena sama, pot, zato pa imamo med C in D spet
dve moznosti. Na koliko na¢inov lahko tedaj pridemo iz A v C?

Na videz zapletena geografija postane povsem preprosta, e si -
kot je v geografiji pa¢ navada - nariSemo zemljevid (kar bo bralec
najbrz z zadovoljstvom postoril sam). Potem imamo tri med seboj
tuje naine potovanja, A -+ B - C, A —+ Cin A - D — C. Na
prvi poti je po pravilu produkta 4 -3 = 12 razli¢nih moznosti in
na tretji sta mozZnosti 2. Skupaj imamo po pravilu vsote tako
12+ 14 2 = 15 moznosti za potovanje iz A v C.

11
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VAJE

1. Nekdo ima 4 obleke, 8 srajc in 6 kravat. Na koliko nacinov se lahko
oblece?

2. Na jedilniku sta dve predjedi, dve vrsti juhe, Stiri glavne jedi, tri pri-
kuhe, tri vrste solate in §tirje razli¢ni poobedki. Koliko menujev lahko
sestavimo,

a) &e vklju¢imo po eno jed iz vsake od nastetih skupin;
b) brez predjedi;
c) brez poobedka?
3. Koliko besed s po tremi simboli (koliko besed dolzine 3) lahko sestavimo
* s simboli abecede {A, B, C, D}?

44 Koliko besed dolzine 4 lahko sestavimo s simboli iz abecede
{1, 2, 3, 4, 5}7

5. Koliko je vseh Stirimestnih dvojiskih Stevilk, ¢e mednje Stejemo tudi

" tiste, ki se zacenjajo z eno ali ve¢ niclami?

6. A DokaZi osnovni izrek kombinatorike s pomoé¢jo nacela popolne in-
dukcije.

7. Prva delegacija ima sedem, druga pa Sest ¢lanov. Na koliko nacinov je

* mogoce izbrati vodjo posveta in njegovega namestnika, ¢e naj bo vodja
iz prve, namestnik pa iz druge delegacije?

8. Na vrh gore vodi 5 poti. Na koliko naginov se lahko povzpnemo nanjo
in se spustimo z nje,

a) Ce se lahko vrnemo po isti poti;
b) ¢e moramo obvezno izbrati drugo pot?
9. Ob neki Zelezniski progi je 25 postaj. Koliko kart (za voznjo med
“ katerimakoli postajama) morajo natisniti? (Ne pozabi, da vlaki vozijo
v obe smeri.)
10./ Koliko je pravih petmestnih 3tevilk (takih, ki se ne zacnejo z 0), ki so
" enake, ¢e jih preberemo z leve ali z desne (npr. 12321)7
11. Na koliko nacinov si lahko 26 tekacev na 100 metrov razdeli tri medalje
 nadrzavnem prvenstvu? (MozZnost, da bi si dva tekaca delila isto mesto,
zanemarimo.)
12 Sahista igrata dvoboj, ki se konca z zmago tistega, ki prvi doseze dve

zmagi, ali pa se konéa neodloéeno, ¢e igralca dvakrat remizirata. Pred-
stavi vse mozne nacine tega dvoboja s kombinatori¢nim drevesom in
jih prestej.

2.1. Osnovni kombinatoriéni prijems

13, Andrej in Miha igrata tenis. Dvoboj je konéan,

- ¢e eden od njiju dobi tri nize ali
- €e eden od njiju dobi dva niza zapored.

S pomo¢jo kombinatori¢nega drevesa prestej vse nagine, na katere se

lahko odvija in konta ta dvoboj.

14. 7 enim kovancem stavimo na 1gralnem avtomatu. V vsaki igri se lahko
7 zgodi dvoje:

- Ce stavo izgubimo, 1zgub1mo tudi vplacani kovanec;

- Ce stavo dobimo, avtomat vrne vplacani kovanec in izplada Se enega
povrhu.

Stavili bomo najveé stirikrat, Ze prej pa konéamo igro, ¢e k zacetnemu
zasluzimo Se dva kovanca, seveda pa tudi v primeru, ko nam zmanjka
kovancev. Prikazi vse moZne poteke igre s kombinatori¢nim drevesom.

1\\5/./ Morsejeve znake sestavljamo iz pik in &rtic, pri éemer lahko oba, znaka,

nastopata bodisi posamic ali v skupinah po 2, 3 in 4. Koliko je vseh
moZnih znakov? Nastanek razli¢nih Morsejevih znakov, ki so sestavljeni
iz treh osnovnih znakov (pik ali értic), prikazi tudi s kombinatoriénim
drevesom.

16., Stopmo v tocki 0 na Stevilski premici. Premaknemo se lahko vsaki¢

samo za en korak (eno enoto) v levo ali en korak (eno enoto) v desno.
Prikazi taksno gibanje s kombinatoriénim drevesom, ée se ustavimo,
a) kadar dosezemo tocko +3 ali tocko -3;

b) kadar Ze drugi¢ pridemo v katerokoli togko, ki ni izhodisce.

Koliko je vseh taksnih poti in koliko se jih konéa v +3 ali -37

17: Precej ljudi ima teZave z iskanjem po slovarjih in enciklopedijah, ker

so pri obvladanju abecede prisli samo do urejanja po prvi érki. Kaksen
je leksikografski vrstni red naslednjih besed: AMANIJA, ANEMONA,
AMAI, AMENONA, AMAN, ANAM, ANONIMEN, AMONIT, ANA,
ANIMA, AMA, AMIN?

13
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2.2 Permutacije

O permutacijah govorimo, kadar urejamo vse elemente neke dane (konéne)
mnozice v vrsto, denimo, da od leve proti desni. Ker so elementi v mnoZici
razli¢ni, lahko takim razporedbam rec¢emo

Permutacije brez ponavljanja

ker v posamezni permutaciji (razporedbi) vsak element iz dane mnozice
nastopa samo enkrat.

ZGLED 2.2.1:

Druzina ima tri élane. Na koliko razli¢nih nacinov se lahko raz-
vrstijo pri jutranjem umivanju?

Ce druzinske ¢lane simboliéno oznaéimo z A, B in C ter predpo-
stavimo, da zeli biti v kopalnici vsak sam, imamo polozaj, ki ga
poznamo iz zgleda 2.1.4 in slike 2.2 iz prejsSnjega razdelka:

- za odlocitev o tem, kdo gre prvi, imamo tri moznosti,

- za drugo mesto konkurirata preostala dva ¢lana,

- tretji se umiva zalujoci ostali...

skupno je tako po osnovnem izreku kombinatorike 3-2-1 = 6
moznih vrstnih redov; po leksikografskem redu urejene so to per-
mutacije ABC, ACB, BAC, BCA, CAB in CBA. Povedano seveda
velja samo ob predpostavki, da so mozni vsi vrstni redi (kar v
druzinski praksi ni prav pogosto).

ZGLED 2.2.2:

Dana je mnozica {ay, az, as, ..., a, } . Na koliko na¢inov lahko
njene elemente razporedimo v vrsto?

Naloga je posplogitev prej$njega zgleda. Na prvo mesto lahko po-
stavimo kateregakoli od n elementov, na drugo neodvisno od te-
ga, kateri element je na prvem mestu, kateregakoli od preostalih
n — 1 elementov; prvi dve mesti lahko tako zasedemo na n-(n —1)
nac¢inov. Nadaljevanje premisleka nas pripelje do ugotovitve, da
je takih razporedb ravno

n-(n—1)-(n—2)..3-2-1

Produkt naravnih stevil od vkljuéno 1 do vkljuéno n se v matematiki
pojavlja tako pogosto, da je dobil poseben simbol in ime, piSemo namrec

n!l=1.2-3..(n—=1)-n

in oznako n! preberemo ”n fakulteta”, pa tudi "n faktorsko” ali "n fak-
torialno”.

2.2. Permutacije

Dodatno se je treba dogovoriti, da je 0! = 1, kar je morda na prvi
pogled ¢udno, na drugega pa ne veé: dejansko je smiselno reéi, da lahko
prazno mnozico linearno uredimo natanko na en nacin.

Ce opazujemo funkcijo f : IN U {0} — IN , ki preslika n v n!, lahko
vidimo, da izredno hitro naraséa.

Naloga: Na vecini zepnih racunalnikov najdemo tudi tipko, s katero
izracunamo n! za izbrano naravno Stevilo n. Izdelaj tabelo vrednosti n!
za 1 < n < 20 in poskusi razmisljati o prakti¢nih posledicah tako hitrega
narascanja vrednosti n!.

Ena znamenitih nalog te vrste govori o ¢loveku, ki je imel devet prijateljev, s katerimi
je vsak vecer sedel pri vecerji v drugacnem vrstnem redu. Obljubil jim je brezplaéno
vec€erjo, ko bodo prvié spet sedeli v zacetnem vrstnem redu...

ZGLED 2.2.3:
Izracunaj Stevilo permutacij mnozice A = {a, e, i, o, u } in zapisi
prvih pet in zadnjih pet permutacij!

Ker je m(A) = 5, imamo
w!=5=5:4.3-2-1 = 120

permutacij. Izraza ”prvih” in ”zadnjih” se nanasata na leksiko-
grafsko ureditev vseh razporedb, torej glede na naravni vrstni red,
ki je pa¢ pri ¢rkah, ¢e ni povedano drugace, dolo¢en z abecedo.
Tako imamo v naSem primeru

PERMUTACIJE MNOZICE {a, e, i, 0, u }

aetou
aetuo
aeoiu
aeout
aeuto

Iz zgleda je oCitno, da se je treba pri pregledovanju permutacij
natancno drzati vrstnega reda, ker se sicer hitro zmotimo.

15
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ZGLED 2.2.4:

Telovadci so obleceni v bela, modra in rde¢a oblacila. Na koliko
nacinov lahko postavimo v vrsto 4 telovadce v belih, 2 v modrih in
5 v rdecih oblagilih, ¢e morajo telovadci enakih barv stati skupaj?

Razporejanje opravimo v dveh fazah: najprej razporedimo tri
"komplete”, kar lahko naredimo na 3! = 6 nacinov, nato pa v
vsakem ”kompletu” razporejamo telovadce na toliko nacinov, ko-
likor je vseh permutacij elementov v ustrezni podskupini. Tako
dobimo za skupno stevilo razporedb rezultat

3!-41.21.5!1 = 34560
Razumljivo je, da imamo ob dodatnih omejitvah znatno manj raz-

poredb, kot pa je vseh permutacij enajstih telovadcev; teh bi bilo
11! = 39916 800.

ZGLED 2.2.5:

Koliko je permutacij mnozice {1, 2, ..., 2n }, pri katerih so liha
Stevila na lihih mestih v razporedbi, soda pa na sodih?

Liha stevila lahko na n! naginov razporedimo po lihih mestih, soda
pa neodvisno od tega, kaksna je razporedba lihih, na n! nacinov po
polozajih, ki so jim namenjeni. Po osnovnem izreku kombinatorike
Je vseh razporedb predpisane vrste n!-n! = (n!)2.

Permutacije kot preslikave

Razvrscanje elementov dane konéne mnozice, kakrsno smo imeli v do-
sedanjih zgledih, pravzaprav ni drugega kot neka bijektivna preslikava te
mnozice nase: po razporejanju se v nizu pojavi vsak element natanko enkrat,
v sploSnem na drugem mestu, kot je bil spocetka, ko je bila mnozica urejena
po naravnem vrstnem redu.

air a2 az ... ag .. ap
Qi Ay Qi oo Qg ... as,,
Zato lahko upravi¢eno imenujemo vsako bijektivno preslikavo kon¢ne mno-

zice nase kar permutacija.

Ce je naravni vrstni red izbran enkrat za vselej, je ta preslikava natanko
dolocena in popisana ze z navedbo indeksov,

1l 2 3 . & .. 7
61 02 3 .. g .. dp
Se ve¢, ker imamo v prvi vrstici vedno naravni vrstni red, je dovolj, ée

zapiSemo vrstni red indeksov v sliki: permutacija je tako dolocena z nizom
Stevil 41 9 i3 Zk ’in s

2.2. Permutacije

Na zacetku tega razdelka smo pravzaprav izraéunali., da‘ lahko pol:jubno
konéno mnozico z mocjo n na natanc¢no n! nacinov bi.Jek.tlvno pl.reshkamo
nase. Analogno ni tezko premisliti, da je toliko bijektlvvmh. preslikav med
poljubnima mnozicama z mocjo n. Ce ne gre drugace, si elemente ene
mnozice predstavljamo kot predalcke, v katere polagamo elemente druge
mnozice, v vsakega natanko po enega...

ZGLED 2.2.6:
Na zabavi je 8 fantov in 8 deklet.
dekleta izberejo plesalce?

Ce predpostavimo, da gre za klasiéen ples po naéelih. 7 Ila.ta..I.lkO en
plesalec na plesalko” in ”brez lenuhov”, ki zagotavljata bijektiv-
nost preslikave, je takih razporedb natanko 8! oziroma 40320 .

Na koliko nacinov si lahko

ZGLED 2.2.7:

Permutacije elementov mnozice {1, 2, 3} ponazorimo z grafi in s
pusci¢nimi diagrami!

Drugi del naloge pus¢amo bralcu za vajo, grafi vseh permutacij pa
so na sliki 2.4.

3 g L. 3 +~

N

Slika 2.4: Grafi vseh permutacij mnozice Stevil 1, 2, 3

e
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A Permutacije dane konéne mnozice {a1, a2, a3, ..., a, } so preslikave
te mnoZic.e.z nase, zato jih lahko poljubno komponiramo. Ce denimo prva :
permutacija (P1) preslika element a; v element a;; = Pi(a;) in druga per- ‘
mutacija (P) preslika a;, v aj = Py(a;,), je kompozitum permutacij tista
preslikava, ki prenese a; neposredno v agl "

Pri p.ermut-acijah pisemo posamezne preslikave v kompozitumu kar od
leve proti desni; tako P; P, pomeni, da najprej opravimo permutacijo P; in
nato permutacijo P, .

ZGLED 2.2.8:

Za permutaciji

P - ABCDE p _ (ABCDE
DCAEB )’ 2~ \CADBE

Je kompozitum P; P, permutacija

(ABCDE ABCDE\ (ABCDE
DCAEB CADBE | — BDC’EA)

Ce se driirpo pr(.edpostavke 0 nespremenljivosti naravnega vrstnega reda,
lahko kompozitum iz tega zgleda predstavimo tudi samo s slikami,

(DCAEB) (CADBE) = (BDCEA)

_Ker je vsaka permutacija P bijektivna preslikava dane mnozice nase, ob-
staja seveda tudi inverzna preslikava oziroma inverzna permutacija ],3_1 :
Kako deluje, z lahkoto preberemo iz tabele, s katero predstavimo permutaci-
Jo P. Po definiciji inverzne preslikave dobimo s kompozitumom permutacije

P in k njej inverzne permutacije tako permutacijo Pg, ki ohranja naravni
vrstni red.

ZGLED 2.2.9:
ABCDE ’ ABCDE
P L o
(DCAEB):$P _(CEBAD>
PPﬂ:<ABCDE ABCDE\ ([ ABCDE
DCAEB )\ CEBAD )=\ 4BCDE

Bralec se lahko sam preprica, da jetudi P71 P = Pg.

Ozna¢imo mnozico permutacij dane konéne mnozice z moéjo n s simbo-
lom S,, . Re¢emo lahko, da zanjo veljajo naslednje tri lastnosti:

a) VS, je d?ﬁnirana notranja operacija, ki dvema permutacijama priredi
natanko dolo¢en kompozitum - neko permutacijo dane mnozice.

2.2. Permutacije

b) V mnozici S,, obstaja nevtralni element za opisano operacijo, namrec¢
permutacija Pg , ki ohranja naravni vrstni red.

c) Vsaka permutacija P iz S,, ima v tej mnozici inverzen element P~ | tako
daje PP! = P1P = Pg.

Na kratko povedano, mnozica S, s tako definirano operacijo med per-
mutacijami je grupa, ki ji iz razumljivih razlogov re¢emo permutacijska ali
simetricna grupa. A

Permutacije s ponavljanjem

Vsi dosedanji zgledi so se nanasSali na permutacije brez ponavljanja, saj
smo razporejali n razliénih elementov. V praksi sretamo tudi primere, ko
imamo dve ali ve¢ skupin objektov, znotraj katerih objekti glede na karak-
teristicno znacilnost niso razlo¢ljivi. V tem primeru govorimo o permu-
tacijah s ponavljanjem. Razumljivo je, da bo pri nespremenjeni moci
mnozice takih permutacij manj kot onih brez ponavljanja.

ZGLED 2.2.10:

Iz izbrane razporedbe ABBBB bi v primeru, ko B-ji ne bi bili
enaki, pri danem polozaju A dobili 4! = 24 permutacij. Ce gle-
damo v nasprotni smeri, ugotovimo, da je zaradi dejstva, da je v
celi mnozici skupina k med seboj nerazlocljivih elementov, k !-krat
manj permutacij, kot bi jih bilo sicer.

Lahko torej recemo takole: razporedb dolZine n, v katerih na k mestih
nastopa enak objekt (ostali pa so od njega in med seboj razlicni), je k! - krat
manyg, kot bi bilo permutacij n razlicnih objektov.

Tako premislimo tudi splosno pravilo za Stevilo permutacij s ponavlja-
njem, za primer, ko imamo m razlicnih objektov, iz katerih sestavljamo
razporedbe dolzine n, pri ¢emer i — ti tip objekta nastopa natanko k; —
krat: '

n!

Pkuk2soke
n
R

K.

Kadar ni ponavljanj (beri: vsak element se pojavi natanko enkrat), je
P, = n! spet stevilo permutacij samih razli¢cnih elementov.

ZGLED 2.2.11:

Koliko je razporeditev 4 telovadcev v belih obla¢ilih, 2 v modrih in
5 v rdecih oblagilih, ¢e ne postavljamo nobenih dodatnih pogojev,
vendar pa telovadcev kot oseb ne razlikujemo med seboj (lo¢imo
jih samo po oblacilih)?

11!

I T

4!2!5 —_—
Pyl =

19
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10.

11,

12.

Tokrat je stevilo dovoljenih razporedb povsem neprimerljivo s Ste-
vilom vseh permutacij enajstih elementov, teh bi bilo natanko 11!
oziroma 39 916 800 .

VAJE

. Dana je mnozica {a,b,c}. Predstavi vse mozne permutacije s kombi-

natoricnim drevesom.

agrami in funkcijsko tabelo.

. Zapisi vse tiste razporedbe mnozice { 1, 2, 3, 4 }, pri katerih se element

4 preslika sam vase.

. Sola ima na voljo 10 razliénih knjig. Na koliko naginov jih lahko razdeli

desetim najboljsim uencem, ¢e naj vsak od njih dobi po eno knjigo?

. Koliko besed dolzine devet je mogoce sestaviti iz simbolov dane abecede

{AE, I,J,L,N, O, S, V }, ée mora vsak simbol nastopiti samo po
enkrat? Katera od teh razporedb je zadnja, ¢e je leksikografski vrstni
red dolocen s slovensko abecedo?

. Koliko razli¢nih nizov (razporedb) lahko sestavimo iz Sestih raznobarv-

nih kroglic, ée za vsak niz porabimo vse kroglice?

. Koliko petmestnih Stevil lahko sestavimo s §tevkami 1, 2, 3, 4 in 5, Ce

morajo v vsakem Stevilu nastopiti vse nastete Stevke?

. A V ravnini je danih osem tock, od teh nobena trojica ne lezi na isti

premici. Koliko razliénih lomljenih ¢rt, ki se ”lomijo” natanko v danih
tockah, je mogoce narisati?

. Ucenec ve, katerih Sest predmetov ima na urniku v ponedeljek, ne more

pa se spomniti, v kakSnem vrstnem redu. Spomin si skusSa osveziti tako,
da zapiSe vse mozne vrstne rede, in upa, da bo med njimi prepoznal
pravega. Koliko ¢asa bo potreboval v najslabSem primeru za to delo,
Ce za zapis enega vrstnega reda potrebuje 15 sekund?

A Na koliko nag¢inov lahko razporedimo v vrsto stiri fante in eno dekle,
ce naj dekle ne stoji na zaéetku ali koncu vrste?

A Na koliko nac¢inov lahko sestavimo vrstni red govornikov A, B, C in
D, ¢e govornik B ne sme nastopiti pred govornikom A?

Koliko permutacij brez ponavljanja iz érk A, B, C, C in D
a) se zacne z D;

b) se ne zacne niti z A niti z B;

c) se ne konca s skupino DA?

2.2. Permutacije 21

1)

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Koliko petmestnih stevil lahko sestavimo iz cifer 0, 2, 4, 6, 8, Ce moramo
vsaki¢ uporabiti vse cifre in
a) imamo tudi stevila, ki se zacenjajo z 0, za petmestna;
b) ne dovolimo ni¢le na prvem mestu?
¢) Koliko stevil se konca z niclo?
A Na koliko naéinov lahko razporedimo v vrsto 5 begonij, 4 primule,
3 pelargonije in 3 fuksije, '
a) e naj cvetice iste vrste stoje skupaj;
b) ¢e so lahko poljubno pomesane; ' o
c) ¢e morajo begonije stati skupaj, ostale cvetice pa so 'lahko pomesane’
Pozor: pravi ljubitelj cvetja razlikuje posamezne primerke iste vrste
cvetic.
Poenostavi:
a) 10!/ 5!

) 15! — 14!

15! + 14!

(n—1)! —n!

) mr Dl

Zapisi v drugaéni obliki s pomocjo simbolov oblike n!:
a) 27 - 26
1
10-9-8
c) 56
&) n(n?—1)(n? —4)(n*-9)
Koliko razliénih besed dolzine 10 lahko sestavimo iz ¢rk besede mate-
matika?

Koliko razli¢nih nizov lahko sestavimo iz (vseh) sedmih k.roiglic, ¢e so
med njimi tri érne, dve beli in dve rdeci kroglici? (Kroglic iste barve
med seboj ne razlikujemo.)

b)

Pri zacetniskem pletenju imamo na voljo samo "leve” in ” desne” zan}ie.
Koliko razliénih vzorékov po 10 zank lahko sestavimo iz Sestih ?levih”
in §tirih ”desnih” zank?

A 1z k elementov prve vrste in n — k elementov druge vrste dvelar'no
nize po n elementov. Analiziraj, kako je pri dﬁmi vrednosti n Stevilo
permutacij s ponavljanjem odvisno od vrednosti k.

S pomoéjo obrazca za Stevilo permutacij s ponavlj anje_m in pra,vi_la vs?te
ugotovi, koliko besed dolzine 5 lahko sestavis bodisi iz 2 ¢rk A in 3 ¢rk
B ali obratno, iz 3 ¢rk A in 2 érk B.
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22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

A Koliko besed s petimi érkami lahko sestavimo iz érk A, Bin C, ce
lahko A nastopi kvecjemu dvakrat, B kve¢jemu enkrat in C kvec¢jemu
trikrat?

A Na koliko nacinov lahko petnajst kosarkarjev dodelimo trem tre-
nerjem, Ce naj vsak trener dobi natanko pet igralcev? (Nasvet: obrni
nalogo, postavi koSarkarje v vrsto in dodeljuj tri trenerje.)

.A Posplosimo: na koliko na¢inov lahko 3n razliénih predmetov razde-
limo med 3 ljudi tako, da vsak od njih prejme natanko n predmetov?

Na kgliko nacinov lahko 10 predmetov razdelimo v prvo, drugo in tretjo
skupino tako, da bo v prvi pet predmetov, v drugi trije in v tretji
natanko dva?

Posplo§imo: Na koliko na¢inov lahko k4 m +n predmetov razdelimo v
prvo, drugo in tretjo skupino tako, da bo v prvi k predmetov, v drugi
m in v tretji natanko n predmetov?

Koliko stirimestnih §tevil lahko sestavimo kot permutacijo cifer stevila
12337 Koliko tako dobljenih stevil je veéjih od 30007 Koliko tako
dobljenih §tevil je manjsih od 30007

Na koliko nacinov lahko z3 y3 2* zapisemo kot produkt ustreznega Ste-
vila faktorjev z, y in 2 ?

A KolikSen odstotek vseh permutacij érk besede ANANAS se zacenja
s ¢rko 7S”?

2.3. Variacije

2.3 Variacije

Pri permutacijah smo se ukvarjali z linearnim urejanjem vseh elementov da-
ne konéne mnozice (urejanjem v vrsto), oziroma, kot smo ugotovili kasneje,
z vprasanjem, koliko je bijektivnih preslikav take mnozice nase.

Tudi pri variacijah gre za linearno urejanje elementov neke konéne mno-
zice, vendar tokrat ne jemljemo vseh elementov, ampak samo neko pod-
mnozico, denimo r od skupaj n elementov. Retemo, da delamo variacije
reda r. Te so lahko brez ponavljanja, kadar sme posamezen element sa-
mo enkrat nastopiti v naboru, ali s ponavljanjem, ¢e ne postavimo takih
omejitev.

Variacije brez ponavljanja

V tem primeru lahko variacije opisemo kot injektivne preslikave mnozice
z mocjo r (mnozice ”predalov”) v mnozico z mocjo n (torej mnozico, iz ka-
tere izbiramo elemente); seveda mora zaradi zahteve po injektivnosti nujno
veljati r < n.

Po stari navadi tudi zdaj veckrat govorimo o sliki kot o preslikavi in
re¢emo, da so variacije reda r brez ponavljanja iz n elementov dane
mnozice A = {ay, aa, ...a,} taki nizi dolzine r, v katerih se vsak element
a; pojavi kveéjemu enkrat. Stevilo takih variacij bomo oznaéili z V" .

ZGLED 2.3.1:
ZapiSimo prvih nekaj variacij reda 5 brez ponavljanja, ki jih sesta-
vimo iz elementov mnozice {0, 1, 2, ..., 9}!

Pri variacijah brez ponavljanja imamo po vrsti

01234 01235 01236 01237 01238
01239 01243 01245 01246 01247

Stevilo variacij brez ponavljanja najlaze dobimo z enakim premislekom,
kot nas je pripeljal do Stevila permutacij; razlika je v tem, da moramo sedaj
zasesti samo r pozicij. Po osnovnem izreku kombinatorike je torej Stevilo

=1

variacij reda r iz elementov mnozice z n elementi (brez ponavljanja) enako

Vo =n-(n—1)-(n—2)- ...

n

(n—r+2)-(n—r+1)

23
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Ce produkt podaljsamo Se za (n—7)-(n—r—1)- ... -2-1 in seveda z enakim
produktom tudi delimo, lahko obrazec prepisemo v obliko

!
Vo n!
L (n—r)!

ZGLED 2.3.2:
Vseh variacij reda 5 iz prejsnjega zgleda je

10!
Ve = =7 = 30240
?ri ‘?em. pripominjamo, da si pravzaprav laze zapomnimo, kako to
stevilo izracunamo, po osnovnem izreku kombinatorike:
10-9-8-7-6 = 30240.

Ce pri variacijah brez ponavljanja dovolimo, da r doseze svojo mejno
vrednost r = n, je vsaka injektivna preslikava med mnozicama avtomati¢no
tud_i surjektivna, s tem pa bijektivna, ali drugace, v takem primeru je Stevilo
variacij brez ponavljanja enako §tevilu permutacij. To se navsezadnje vidi
tudi iz obrazcev za izraéun V, , saj imamo

! |
renea W P =
" " (n—n) 0

S tem smo mimogrede e enkrat videli, zakaj naj bo 0! = 1.

= n!

Variacije s ponavljanjem

ZGLED 2.3.3:

Z.apiéi.mo prvih nekaj variacij reda 5 s ponavljanjem, ki jih sesta-
vimo iz elementov mnozice {0, 1, 2, ..., 9}!

Zdaj gre za zaCetek nastevanja vseh formalno petmestnih §tevil

” v~ . » e . .
( formalno” zato, ker dopuscamo eno ali ve¢ nicel na vodilnih
mestih):

00000 00001 00002 00003 00004
00005 00006 00007 00008 00009
00010 00011 00012 00013 00014
00015 00016 00017 00018 00019

Pri. nespremenjenih n in r je seveda variacij s ponavljanjem znatno veé
kot. onih brez ponavljanja, saj imamo zdaj za vsakega od ”predalckov” na
voljo vseh n razlicnih elementov (na sosednji strani). Zato je

2.8. Variacije

ZGLED 2.3.4:

Na koliko nac¢inov lahko izpolnimo listek Sportne napovedi, ki ima
trinajst parov, pri vsakem paru pa lahko zapisemo enega od treh
simbolov (0, 1 ali 2)?

Pri variacijah s ponavljanjem je treba paziti, kaj je mo¢ mnozice n
in kaj §tevilo razredov r. Spet si najbolje pomagamo z r predali in
n objekti, ki pa se lahko pojavijo tudi v ve¢ predalih. Tako imamo
v konkretnem primeru n = 3 elemente in r = 13 prostorov, tako
da je

Pyls = 313 = 1594323

Ker lahko pri variacijah s ponavljanjem vsakemu od r predalov priredimo
kateregakoli od n elementov, je Stevilo takih variacij enako stevilu vseh
preslikav mnozice z moc¢jo r v mnozico z mocjo n, ali drugace,

Naj bo m(A) = r in m(B) = n ter n > r. Potem obstaja natanko n”
preslikav mnoZice A v mnozico B.

VAIJE

1. Zapisi vse variacije reda 2 iz elementov mnozice {4, B, C, D}
a) brez ponavljanja;
b) s ponavljanjem.

2« Tarabunaj V&, W in V.

3. Izracunaj PV in @)V .

4. Doloci stevilo n iz naslednjih pogojev:
a)VZ2=20, V2=2040, ) V2 =6V2, d) V2 =3n.

5. Koliko trimestnih §tevil lahko sestavimo s ciframi 1, 3, 5, 7 in 9, ¢e se
cifre ne smejo ponavljati, in koliko, ¢e se lahko ponavljajo?

6. A Koliko stevil iz prejsnje naloge je (v obeh primerih) manjsih od 6007

7. Koliko je vseh ”pravih” (brez ni¢le na prvem mestu) petmestnih stevil?
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

16.

17.

2. KOMBINATORIKA

2.4. Kombinacije

A Stevilo variacij s ponavljanjem reda r izmed elementov mnoZice
{A, B, C, D} je 4096. Koliksen je red variacije?

Na festivalu sodeluje 13 filmov. Zirija podeljuje nagrade za scenarij,
rezijo, glavno vlogo in filmsko glasbo. Na koliko naéinov je mogoce
rezdeliti te nagrade med 13 filmov?

V skatli imamo 10 raznobarvnih kroglic. Iz skatle trikrat po vrsti iz-
vlecemo po eno kroglico. Koliko barvnih vzorcev lahko nastane,

a) ¢e izvleCeno kroglico vsaki¢ vrnemo v posodo;
b) ¢e izvlecenih kroglic ne vra¢amo v posodo?

Iz kupa 32 kart stirikrat izvleGemo po eno karto, jo pogledamo in vrne-
mo v kup. Koliko razli¢nih ¢etveric je mogo¢ih? Koliko jih je, Ge kart
ne vracamo?

V podjetju je n zaposlenih. Na koliko na¢inov lahko kolektiv doloéi
svojega predstavnika na treh sejah, ¢e

a) vse tri seje potekajo socasno (na razliénih mestih);
b) se lahko isti predstavnik udelezi tudi ve¢ kot ene seje?

Koliko stevil, ki so ve¢ja od 2000 in manjsa od 5000, lahko sestavimo
iz cifer 0, 2, 4, 6 in 8, Ce se cifre ne smejo ponavljati, in koliko, ¢e se
lahko poljubnokrat ponovijo?

Na zidu so Stirje ostevilceni obesalniki. Na koliko naginov lahko nanje
obesimo tri plasce, ¢e naj bo na vsakem kveéjemu en plasé? Na koliko
nacinov lahko razporedimo plasce, e ne postavljamo te omejitve?

./ Koliko razli¢nih urnikov lahko sestavimo za ponedeljkovih Sest ur, ée

lahko izbiramo med desetimi predmeti in se noben predmet ne sme
ponoviti?

Koliko stolpcev §portne napovedi je treba izpolniti, da imamo zagotovo

vsaj 5 pravilno napovedanih rezultatov? (Glej zgled 2.3.4!)

stavi variacije reda 2 iz elementov mnozice {1, 2, 3}, tako za variacije
brez ponavljanja kot za variacije s ponavljanjem.

2.4 Kombinacije

Razloga za razlikovanje variacij (pri dani mnozici in danem redu variacije)
sta lahko dva:

a) razlicnost elementov, ki jih izberemo v podmnozico in

b) razlien vrstni red v nizu pri sicer enakem izboru.

Ce zanemarimo drugi kriterij in dva izbora razlikujemo samo po tem,
katere elemente vsebujeta, govorimo o kombinacijah. Najprej bomo ob-
ravnavali

Kombinacije brez ponavljanja

Kombinacije reda r elementov dane kon¢ne mnozice brez ponavljanja
niso ni¢ drugega kot njene (”neurejene”) podmnozice z moéjo r. Stevilo
teh kombinacij bomo oznacili s C}, , dolocili pa ga bomo s primerjavo stevila
variacij in kombinacij.

ZGLED 2.4.1:

ZapiSimo in prestejmo vse kombinacije reda 3 iz elementov mno-
zice {a, b, c, d }!

VARIACIJE KOMBINACIJE
abc acb bac beca cab cha abe
abd adb bad bda dab dba abd
acd adc cad cda dac dca acd
bed bdec cbd cdb dbe dcb bed

Ko se nehamo zanimati za vrstni red znotraj izbrane trojke, je
naborov Sestkrat manj, kot jih je bilo prej, ali v obratni smeri — iz
vsake kombinacije (= podmnozice) reda r = 3 lahko naredimo po
r! = 3! = 6 razli¢cnih variacij.

V splosnem je tedaj pri danih n in r kombinacij za faktor r! manj kot
variacij,
Vo wlg—1} o (—r+l)

€ = % —
r! r!

n

Ce uporabimo drugo obliko obrazca za Stevilo variacij, lahko to pravilo

predelamo v
o n! n
On = riln—r)! (r)

Simbolu na desni strani recemo binomski simbol, pove nam, koliko ra-
zliénih podmnozic po r elementov premore mnozica z n elementi. Kakorkoli
bi se to utegnilo bralcu zdeti smesno, bomo ta stavek zapisali Se enkrat v
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nasprotni smeri, v takSnem vrstnem redu, ki ga potrebujemo pri verjetno-
stnem racunu in statistiki:

Na koliko nacinov lahko iz mnoZice z n elementi izberemo podmnoZico z

r elementi, nam pove binomski simbol ( ) ’
s

ZGLED 2.4.2:

Koliko razli¢nih vzorcev po 3 elemente lahko naberemo iz mnozice
z 10 elementi?

Tu so obicajno misljeni vzorei brez ponavijanja, ki jih dobimo pri
soCasnem izbiranju predpisanega Stevila elementov iz mnozice, ali,
kar je ekvivalentno, pri r zaporednih izborih po enega elementa,
pri ¢emer izbranih elementov ne vrac¢amo v mnozico, tako da je
vsak element kve¢jemu enkrat izbran v vzorec.

10y 10! _ 0878~
3) 3!(10-3)!  3.2-1-7-6-
Po krajSanju v Stevcu in imenovalcu dobimo

(10) _ 10-9-8 — 120

3

Iz racuna se vidi, kako ra¢unanje binomskih simbolov skrajSamo, ce se
drzimo prvotne oblike obrazca za Stevilo variacij: produkt Stevil, ki sesta-
vljajo (n —r)! v imenovalcu (v nasem primeru 7-6-5-4-3-2-1) in enak
”rep” v Stevcu se vedno krajSata, zato lahko ravnamo takole: v imenovalcu
napisemo vse faktorje, ki pripadajo r!, v stevcu pa produkt enakega Stevila
faktorjev od vkljuéno n navzdol. Pri tem je varno, ¢e v imenovalcu pisemo
tudi enojko, da se ne bi zmotili glede Stevila faktorjev v stevcu.

Za racunanje z binomskimi simboli veljata dve koristni pravili, ki lahko
precej olajSata rac¢unanje. Prvo je taksno:

n\ _ n

r]  \n-r
Interpretacija tega pravila je pravzaprav Ze njegov dokaz: r odlikovanih ele-
mentov lahko izberemo na isto Stevilo na¢inov kot tistih n — r elementov, ki
jih ne vklju¢imo v izbrano podmnozico, kajti z izbiro podmnozice je natanko
dolocen tudi njen komplement glede na celo mnozico. (Ta ugotovitev pa naj
bralca ne moti pri formalnem dokazu enakosti obeh binomskih simbolov.)

G = o

2.4. Kombinacije

ZGLED 2.4.3:

Nogometno mostvo ima v ekipi enega samega vratarja in 15 kan-
didatov za igralska mesta. Na koliko nacinov lahko sestavimo e-
najsterico za zacetek tekme?

Ker moramo k vratarju izbrati e 10 igralcev, je enajsteric toliko,
na kolikor nacinov lahko iz mnozice s petnajstimi elementi izbere-
mo podmnozico z desetimi; po gornjem pravilu pa lahko naredimo
racun po krajsi poti, ¢e upostevamo, da je natanko toliko tudi
podmnozic po 15 — 10 = 5 elementov. Tako je iskano Stevilo

18 15 15-14-13-12- 11
(10) - (5> = 54321 o0

Ljubitelji nogometa bi se sicer pritozili, da vsak nogometas res ne
sodi na vsako mesto v ekipi, ampak to kombinatorike ne moti...

Drugo pravilo je neke vrste adicijski izrek za binomske simbole:
n n n+1
+ =
T r+1 r+1
Dokaz te relacije je neposreden: zapiSemo oba binomska simbola v razvi-

ti obliki, ju spravimo na skupni imenovalec in predelamo v obliko, iz katere
prepoznamo binomski simbol na desni strani enacaja:

(:) w (TL) = r!(nnir)! T (r+1)1(nni r+))

n! 1 " 1 B
rpn—r—1D! \n—r  r+1)

i r+1 __ r+1
Cn s C’n - n+1

n! pldm—g (n+1)! B
rl(n—r—1)! (n=r)(r+1) (+Dn—r)
(n+1)!

_ n+1
C\r+1

Ob tem opozorimo Se na tri oitna dejstva, ki tudi ne potrebujejo dosti

pojasnil:
n
() -

V prvem primeru se spet sreCamo s prazno mnozico in dejstvom, da ima po-
ljubna mnozica natanko eno prazno podmnozico; pri formalnem racunanju
tega binomskega simbola (vaja!) se moramo spomniti dogovora, da je
ol=1.

T r+D((n+1) = (r+1)
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Drugi primer govori o tem, koliko svobode imamo, ko je treba iz mnozice
n ljudi izbrati n prostovoljcev, tretje pravilo pa samo presteje posamezne
elemente v mnozici.

Kombinacije s ponavljanjem

Vcasih pri vzoréenju ravnamo tudi takole:

- iz dane mnozice (na slepo) izberemo en element,

- si ga ogledamo (izmerimo; opiemo,...)

- in ga vrnemo v mnozico,

nato pa postopek ponovimo tolikokrat, kolikor je zahtevana velikost vzorca.

Na opisani na¢in nastanejo vzorci s ponavljanjem, saj posamezen element
lahko nastopi v vzorcu tudi ve¢ kot enkrat.

ZGLED 2.4.4:

Ucitelj na podruznic¢ni Soli ima v razredu samo §tiri uéence. Zasta-
vi jim tri vprasanja. Na koliko na¢inov lahko razporedi vprasanja
med ucence,

a) Ce je pomembno samo to, kolikokrat je odgovarjal posamezen
ucenec;
b) ¢e je vazno tudi to, na katero vprasanje je kdo odgovarjal?

a) Ce oznaimo ucence z A, B, C in D, imamo v prvem primeru
naslednje moznosti: AAA, AAB, AAC, AAD, ABB, ABC, ABD,
ACC, ACD, ADD, BBB, BBC, BBD, BCC, BCD, BDD, CCC,
CCD, CDD in DDD. Tako imamo dvajset kombinacij s ponavlja-
njem. Pri predpostavkah, ki smo jih navedli, niza AAB ne razli-
kujemo od ABA ali BAA.

b) V drugem primeru imamo opraviti z variacijami s ponavljanjem,
ki jih bralec Ze obvlada; ker imamo tri predalcke (vprasanja) in
stiri elemente, ki jih porazdeljujemo (ucence), je takih variacij
43 = 64. Spet vabimo bralca, da jih izpise.

Na tako vzorcenje sicer v praksi redkeje naletimo (in so pogostejsi vzorci
brez ponavljanja, glej 4. poglavje), vendar ga zaradi izrednega teoreti¢nega
pomena ne moremo zanemariti. Zato si poglejmo, koliko je kombinacij reda
r s ponavljanjem iz mnozice z n elementi. Zaradi enostavnosti vzemimo za
premislek kar mnozico N,, = {1, 2, ...n}. Naj bo 41 i3 ... i, poljubna kom-
binacija s ponavljanjem reda r iz te mnozice, pri ¢emer se drzimo dogovora,
da so v nizu Stevila vedno zapisana v nepadajotem vrstnem redu (podob-
no smo se v prejdnjem zgledu drzali slovenske abecede). Vsaki kombinaciji
i1 %9 ... i, priredimo neko drugo kombinacijo 71 j2 ... j , ki jo dobimo tako, da
$tevilo na prvem mestu pustimo nespremenjeno, stevilu na drugem mestu
prvotne kombinacije pristejemo 1, onemu na tretjem mestu pristejemo 2, ...,

2.4. Kombinacije

zadnjemu (7 - temu) priStejemo r — 1, torej

n=u+0,jo=d+1,j3=43+2, .., =d +7—1

S tem smo dosegli, da so v nizu j; j3 ... j» vsa §tevila razli¢na, ne glede na
to, iz katere kombinacije i — jev smo ta niz dobili. To prirejanje je obratno
enolino, z nizom 7 — jev je natancno doloten niz ji js ... j, , velja pa tudi
obratno. Za primer, ko imamo n = 3 in r = 2, dobimo na opisani naéin
iz kombinacij s ponavljanjem reda 2 iz treh elementov (11, 12, 13, 22, 23
in 33) kombinacije brez ponavljanja reda 2 iz stirih elementov (12, 13, 14,
23, 24, 34). Ni tezko videti, da s taksno obratno enoliéno prireditvijo ¢isto
splosno iz kombinacij s ponavljanjem reda r izmed n elementov dobimo vse
kombinacije brez ponavljanja reda r izmed n + r — 1 elementov. Ker imata
konéni mnozici, med katerima obstaja bijektivna preslikava, isto mo¢, je

. n+r—1
ntr—1 — r
ZGLED 2.4.5:

Cvetlicarka ima na voljo 4 barve vrtnic, iz katerih sestavlja Sopke
po 7 cvetic. Koliko razli¢énih Sopkov lahko naredi, e jih razlikuje-
mo samo po tem, koliko vrtnic posamezne barve je v Sopku?

(») cr =

Ker je barv, ki so na voljo (n), manj kot mora biti vrtnic v opku
(r), se morajo barve nujno ponavljati; iskano &tevilo razlicnih

Sopkov je
10 10
@of = 0 = (7) = (3) = 120

Vezane kombinacije

Pogosto pa naletimo na primere, ko izbiramo vzorce iz populacije, raz-
deljene na ve¢ med seboj tujih podmnozic (razredov, stratumov), pri ¢emer
zahtevamo predpisano strukturo vzorca glede na to, iz katerega dela mnozice
prihajajo elementi. Ker predpostavimo, da so izbiranja predpisanega stevila
elementov iz posamezne podmnozice neodvisna od tega, kaj smo izbrali v
ostalih podmnozicah, lahko tudi tu uporabimo osnovni izrek kombinatorike:

Naj bo konéna mnozica A z mocjo n razdeljena na m med seboj paroma
tujih razredov A;,

—
%
A1UA2U...UAm:/A/ AiﬂAjZQ) (Z#])

7z mocmi

N1, N9, . Ny (ni+n2+ ... +npym =n)
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Potem je $tevilo nac¢inov, na katere je mogoce iz mnozic A; izbrati natanko
po r; elementov (71 + 72 + ... + 7, = ), doloteno z obrazcem

Crl T2y Tm B . n2 . . Nm
T3 N2y yMim, T_l Ir2 Irm

V¢casih uporabljamo za take izbore izraz vezane kombinacije, ker smo
pri izbiranju vezani na predpise o strukturi vzorca glede na strukturo celotne
populacije.

ZGLED 2.4.6:

V seriji 100 izdelkov je 8 izdelkov pokvarjenih. Iz serije socasno iz-
beremo v vzorec 5 izdelkov. Koliko je med vsemi vzorci te velikosti
taksnih, da je v njih natanko en pokvarjen izdelek?

Ce primerjamo podatke s splosnim navodilom, vidimo, da je
n:100,n1:92,n2=8,r:5,r1:4,r2:1

in uporaba obrazca je neposredna:

41 92\ /8 92-91-90 -89
1 : =2 2 = .8 = 2935324
Cos,s (4) (1) 13.2.1 ° SR

Stevilo takih vzorcev je ogromno, pa Se zdaleé¢ ne taksno kot stevilo vseh
vzorcev velikosti 5 iz populacije s 100 elementi (vajal).

Porazdelitve

Pri izpeljavi obrazca za Stevilo vezanih kombinacij smo izhajali iz pred-
postavke, da je mnozica A razdeljena na m medsebojno tujih mnozic A; ,

A1UA2U...UAm :A, AiﬂAj 20 ('I,,j = 1,2,,m,l7éj)

Zastavimo si vpraSanje, koliko je sploh taksnih razdelitev dane mnozice A
na podmnozice, ali drugace, na koliko nacinov lahko n razli¢nih elementov
razporedimo v m urejenih (razlocljivih) predalov tako, da bo v predalih po
vrsti my, na, ..., Ny elementov (ny + ng + ... + n,, = n), pri Cemer vrstni
red elementov znotraj posameznega predala ni pomemben.

Porazdelitve, pri katerih razlikujemo predale, (recimo, da so ostevil¢eni
od 1 do m), bomo imenovali urejene porazdelitve. Pri takih porazde-
litvah na primer razlikujemo porazdelitev ”elementa 1 in 2 v prvi predal,
element 3 v drugega” od porazdelitve ”element 3 v prvi predal, elementa 1 in
2 v drugega”. Stevilo urejenih porazdelitev ugotovimo takole: prvi predal,
v katerega moramo dati n; elementov, lahko napolnimo na (:) nacinov;
za drugi predal izberemo ng elementov izmed preostalih n — ny, kar lahko
storimo na (”;2”1) nacéinov; elemente za tretji predal lahko naberemo na

2.4. Kombinacije

(n—'n1 —ng

n—nl—...——nm_l) .
n3 -

Nm
(”'") = 1 moznost, torej je v celoti vseh izborov toliko, kolikor znasa produkt

Nm
n n—ni n—mnip— Ny Nm
ni n9g ns Mm
Ce ta produkt razvijemo in opravimo vsa mozna krajsanja, se izkaze (pre-
veri!), da je natanko enak

) nacinov,. .., za napolnitev zadnjega predala je (

n!

nl! n2! n3! . el nm|
to pa je (kot se morda Se spomnimo) Stevilo permutacij n elementov, od
katerih se prvi ponavlja n; — krat, drugi no — krat, ..., m — ti n,, — krat.

Naloga: Ugotovi, kako lahko pridemo do tega obrazca z neposrednim
premislekom! S tem si lahko pomaga$ tudi pri naslednjih dveh zgledih.

ZGLED 2.4.7:

Na koliko nac¢inov lahko 9 razliénih igra¢ razdelimo med 4 otroke
tako, da najmlajsi dobi 3, ostali pa po dve igraci?

Formalno lahko rec¢emo, da moramo mnozico z n = 9 elementi
razdeliti na Stiri podmnozice, ki imajo po n; = 3, no = 2, ng =
2, in ng = 2 elementa. Porazdelitve so urejene, zato imamo po

obrazcu ' o
n! !
— = 7560
razli¢nih nacinov za razdelitev igra¢ po opisanih nacelih.
ZGLED 2.4.8: TN

V razredu je 12 ucencev, ki jih je treba razdeliti v 3 skupine po stiri
ucence, ki bodo pisali test iz po enega od treh razli¢nih predmetov.
Na koliko nacinov lahko opravimo razdelitev?

"Predali” so razloéljivi (razli¢ni predmeti), zato je teh nacinov

12!

mara oo
Prav pri tem zgledu je lahko zelo koristna uporaba neposrednega premi-

sleka, v katerem zamenjamo vloge: predstavljajmo si, da imamo po Stiri be-

le, rdece in modre kroglice in 12 uéencev; vsakemu predalu (pardon, u¢encu)

dodelimo po eno kroglico. Stevilo porazdelitev je enako stevilu permutacij

12 objektov, ki so treh razlicnih tipov in se vsak ponovi po Stirikrat.

Za konec poglavja o kombinacijah dodajmo Se nekaj koristnih premisle-
kov in zgledov.
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ZGLED 2.4.9:

Na koliko nacinov lahko mnozico n uencev razdelimo v L. in
II. skupino, ¢e ne postavljamo nobenih dodatnih omejitev glede
Stevila ucencev v posamezni skupini?

Pri izbiranju uéencev za I. skupino imamo pri vsakem natanko dve
moznosti, lahko ga namre¢ damo vanjo ali pa ga pustimo za drugo
skupino. Ker je Stevilo moznosti v vsaki fazi izbiranja neodvisno
od tega, kako smo se odloéili v prejsnjih fazah (pri ostalih uéencih),
je taksnih porazdelitev po osnovnem izreku kombinatorike

2By @ =
N

n faktorjev

Drugace receno, na toliko razliénih nacinov lahko napolnimo prvo
skupinoz 0, 1, 2, ..., n uCenci, s tem pa je tudi II. skupina drugega
predala enoli¢no doloc¢ena.

Ob tem zgledu ne smemo pozabiti, da sta upostevani tudi obe mejni mozno-
sti, ko se vsi ucenci znajdejo bodisi v I. ali v II. skupini, preostala skupina pa
ostane prazna. Taki primeri niso tako redki: ¢e I. skupina pomeni ucence,
ki so razred izdelali, II. skupina pa ”Zzalujoce ostale”, bi v razredu s 100%
uspehom II. skupina pa¢ pomenila prazno mnozico.

Stevilo naginov, na katere lahko izberemo tiste elemente dane mnozice
z mocjo n, ki sodijo med izbrane (I. skupina iz prejsnjega zgleda), je seveda
ravno enako Stevilu vseh podmnozic dane mnozice, zato velja:

Za konéno mnoZico z mocjo n ima potenéna mnozica moc 2".

Ta pomembni rezultat bomo Se enkrat preverili v naslednjem razdelku,
tega pa kon¢ajmo Se z enim zgledom.

ZGLED 2.4.10:

Na koliko nac¢inov lahko mnozico z 10 elementi razdelimo v dva
dela?

Opozorimo, da je problem nekoliko drugacen kot v prejsnjem zgle-
du. Gre namreé za taksno delitev, pri kateri ne razlikujemo boljse-
ga in slabSega kosa mnozice. Kaj to pomeni, lahko premislimo ob
naslednjem primeru: Vzemimo mnozico Stevil {1, 2, 3, 4, 5} in eno
moznih razdelitev {1, 2, 3} in {4, 5}. Ko prestevamo podmnozice,
Stejemo enkrat mednje {1, 2, 3}, drugi¢ pa Se {4, 5}, ¢eprav obe
v bistvu dolocata eno razdelitev mnozice v dva dela.

Tako kot besedilo obi¢ajno razumemo, bo torej delitev v dva dela

natanko dvakrat manj, kot ima dana mnozica vseh podmnozic,
namreé 210/2 = 512.

Pri tem pa spet ne pozabimo, da je v Stevilu 512 zajeta tudi tista
razdelitev, ko je en del celotna mnozica, drugi del pa njena prazna

2.4. Kombinacije

\
\

\

podmnozica. Marsikdo bi rekel, da to sploh ni razdelitev mi\oiice
na dva dela, vendar kruto zivljenje (”Delila bova bratsko, meni
vse, tebi ostanek!”) uéi, da nima prav...

VAJE

10.
11.

12.

Zapisi vse kombinacije reda 2 (brez ponavljanja in s ponavljanjem)
izmed ¢érk A, B, C, C, D. Pazi na leksikografski vrstni red.

. Zapisi vse kombinacije brez ponavljanja reda 3, ki jih lahko sestavimo

iz erk A, B, C, C, D.

Izracunaj vrednosti naslednjih binomskih simbolov:

)G bE 9@ 90 9E)+)
Poenostavi:

8) (%) B () 9@ 9®: G DEG)

Za katere vrednosti n so izpolnjene naslednje enacbe:
a) Cpip =10 D) Cr=Chy1 ¢ Cai=Chp—3

n

. Na koliko na¢inov lahko 59-¢lanska skup$éina izbere petclansko pred-

sedstvo (izmed svojih ¢lanov)?

{ Koliko razli¢nih peterk lahko kosarkaski trener sestavi iz desetclanske

ekipe?

/ Uéenec mora izbrati sedem od desetih vprasanj, ki so zapisana na listku.

Na koliko nacinov lahko to stori? Koliko je nacinov, ¢e mora obvezno
odgovoriti na prva tri vprasanja (in na katerakoli 8tiri od precstalih
sedmih)?

. Ucenca zanima pet knjig, vendar si lahko po knjizni¢nih pravilih izpo-

sodi samo tri knjige socasno. Koliko izborov ima na voljo? Koliko je
nacinov, ée se eni od petih knjig nikakor noc¢e odpovedati?

Koliko je pravih stirimestnih §tevil (ne dovolimo ni¢le na prvem mestu),
pri katerih je vsaka naslednja cifra vec¢ja od prejsnje?

Koliko je stirimestnih Stevil, pri katerih je vsaka naslednja cifra manjsa
od prejsnje?

V ravnini je n tock, od katerih nobena trojica ne lezi na isti premici.
Koliko premic je tedaj dolo¢eno s temi n tockami?
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13. A Koliko razlicnih premic dolo¢a n tock v ravnini, od katerih jih
m (m < n) lezi na isti premici, od ostalih pa nobena trojica ne lezi
na isti premici?

14. V ravnini so dane tocke A, B, C, D, E in F, od katerih nobena trojica

“  ne lezi na isti premici.

a) Koliko razli¢nih premic dolocajo te tocke?

b) Koliko razli¢nih trikotnikov dolo¢ajo te tocke?

c) Koliko je med temi trikotniki takih, ki imajo toéko C za eno od
oglise? -

d) Koliko je med temi trikotniki takih, ki imajo daljico AF za eno od
stranic?

15. V ravnini je danih n tock, od katerih nobena trojica ne lezi na isti
premici, dolocajo pa natanko n razliénih trikotnikov. Koliko je teh
tock?

16. Na koliko nacinov lahko med desetimi ¢lani komisije izberemo $tiri¢lan-
sko predsedstvo, ¢e najstarejSa ¢lana komisije ne smeta biti soéasno v
predsedstvu?

17. Zapisi vse kombinacije s ponavljanjem reda 4 izmed elementov mnozice
Z ={0,1}. Zapisani vrstni red naj bo "naravni vrstni red”. Kaksen je
(lahko) prakti¢en pomen teh nizov?

18. Izracunaj Stevila kombinacij s ponavljanjem:

a) (p)Cél b) @8 ¢) ® 5, @) (p)cg

19. Iz elementov neke mnozice smo dobili 276 kombinacij s ponavljanjem
drugega reda. Koliksna je bila mo¢ mnozice?

20/ Koliko je vseh &tirimestnih stevil, v katerih je vsaka naslednja cifra

" manjsa ali kvec¢jemu enaka prejsnji?
2\1." Tovarna proizvaja frnikole osmih barv in jih prodaja po dvanajst sku-
* paj. Koliko razliénih kompletov lahko sestavi?

22. Desetclanska delegacija mora dolociti delegate za tri seje. Na koliko
nacinov lahko to stori, ¢e je posamezen delegat lahko dolocen tudi za
dve ali celo za vse tri seje?

23. V slascicarni prodajajo 12 vrst tort. Na koliko nacinov lahko izberemo
a) Stiri (kakrsnekoli) torte;

b) najvec stiri (enake ali razli¢ne) torte?
24. Izracunaj:
4,3 2,2 3,2,2
_ a) 012,7 b) 08,8 c) 06,5,4
25. V razredu je 15 fantov in 12 deklet. Na koliko nac¢inov lahko sestavimo

delegacijo, v kateri bosta dva fanta in eno dekle?

2.4. Kombinacije

26.
27.
28,
29.

31.

32.

33.

35.

36.

Na matemati¢nem tekmovanju je moral tekmovalec izbrati dve od petih
nalog iz prve skupine in tri od sedmih nalog iz druge skupine. Koliko
variant ima v celoti na voljo?

Izmed 5 fizikov, 4 kemikov in 3 matematikov je treba izbrati Sest¢lansko
komisijo, tako da bodo v njej trije fiziki, dva kemika in 1 matematik.
Koliko razliénih komisij je mogoce sestaviti pri teh pogojih?

V dvorani je 18 plesalcev in 14 plesalk. Koliko razliénih plesnih parov
in koliko razliénih Cetveric (po dva plesalca in dve plesalki) je mogoce
sestaviti?

Koliko besed s petimi ¢rkami lahko sestavimo iz petih samoglasnikov in
dvajsetih soglasnikov slovenske abecede, ¢e naj ima vsaka od teh besed
tri soglasnike in dva samoglasnika, ¢rke pa se ne smejo ponavljati?

KKoliko besed iz prej$nje naloge vsebuje ¢rko ”z”?

Koliko razliénih petélanskih predsedstev z vnaprej dolo¢enim predsed-
nikom lahko izmed svojih ¢lanov izbere dvajsetélanski odbor? (Tudi
bodo¢i predsednik je ¢lan odbora.)

V gkatli imamo 5 belih in 7 érnih kroglic. Iz skatle socasno izvlecemo
3 kroglice. Koliko razli¢nih vzorcev lahko pri tem dobimo,

a) Ce kroglice iste barve med seboj razlikujemo;

b) e kroglic iste barve med seboj ne razlikujemo?

V razredu je 25 ucencev, od tega 5 fantov. Na koliko na¢inov lahko
sestavijo triclansko delegacijo, v kateri mora biti vsaj en fant?

Izmed 4 natakarjev in 5 kuharjev je treba sestaviti strokovno komisijo
tako, da bosta v njej dva natakarja in trije kuharji. Na koliko nacinov
je mogoce to storiti,

a) Ce ni nobenih dodatnih omejitev;

b) ¢e mora dolocen natakar zagotovo biti v komisiji;

c) ¢e dva kuharja noceta biti oba hkrati v komisiji?

Na koliko naé¢inov lahko izberemo 3 ljudi izmed 15,

a) Ce je eden od njih vkljucen v vsak izbor;

b) ¢e dva od njih nista vklju¢ena v noben izbor;

c) ¢e je eden vedno vkljucen, druga dva pa nikoli socasno?

60 ucencev opravlja sprejemni izpit. Na koliko nacinov se lahko iztece
ta izpit, ée sta mozni samo oceni ”pozitivno” in ”"negativno”? (”Po-
zitivne” ucence damo v prvi ”predal”, "negativne” v drugega. .. Zapisi
Stevilo moznih nac¢inov in ga poskusi oceniti, na primer z logaritmi.)

N
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2.5 Binofnski izrek

Kvadrat in kub dvoélenika (binoma) nam ne povzrotata tezav, pri visjih
potencah si pomagamo z zaporednimi mnozenji, upostevaje, da je

(a+b)" = (a+b)(a+D)...(a+Db)

~ S

n faktorjev

Pri takem mno#zenju nastane vsota produktov oblike a™~" b" . Vsota ekspo-
nentov je v vsakem sumandu n. TakSen produkt nastane, kadar iz katerih-
koli r faktorjev vzamemo v produkt ¢len b, iz preostalih n — r faktorjev pa
¢len a. Faktorje, iz katerih pride v produkt b, lahko izberemo natanko na
(:) naéinov, zato je vrednost tega binomskega simbola tudi koeficient, ki v
razvoju gornjega binoma pripada ¢lenu a™~" b". Zato lahko zapiSemo n-to
potenco binoma takole:

n o __ n n n r—1 n n—2 12 n m—1 n pr
(a+d)" = (O)a +(1>a b+(2>a b+...+(n_1>ab -I—(n)

Tu smo Ze upostevali, kaj pomeni a®, o', b9, b'. S simbolom za vsoto je
zapis Se bolj eleganten,

@b =3 (7:) anT b

p=()

Za zapis poljubne potence binoma potrebujemo torej vrednosti ustreznih
binomskih simbolov. Ce se spomnimo na njihovo simetri¢nost, jih je dovol]
7e polovica, ¢e upostevamo Se ”adicijski izrek”, pa dobimo zelo preprosto
shemo za rac¢unanje binomskih simbolov, ki jo imenujemo Pascalov tri-
kotnik (po francoskem matematiku B. Pascalu, 1623 - 1662):

1 n=0

1 1 n=1

1 2 1 n=2

1 3 3 1 n=3

1 4 6 4 1 n=4

1 5 10 10 5 1 n=>

1 6 15 20 15 6 1 n=>6

1 ol 21 35 35 21 7 1 n="7

Elementi v trikotniku so vrednosti binomskih simbolov, vsak od njih je
v skladu z omenjeno aditivno relacijo vsota obeh simbolov, ki stojita nad
njim, seveda z izjemo robov, kjer je vrednost vedno 1. (Zakaj?)

Ce ima kateri od élenov v binomu negativen predznak, se'seveda spreme-
nijo predznaki tistih sumandov, kjer ta ¢len nastopa z lihim eksponentom.

2.5. Binomski izrek

ZGLED 2.5.1:
Po binomskem izreku razvijmo (z — /2 )3!

Koeficiente v razvoju preberemo kar iz Pascalovega trikotnika pri
n =95, po vrsti so enaki 1, 5, 10, 10, 5, 1, zato je

(z—v2)? =1-2°+5-2* (—vV2) +10-2%- (—vV2 )2+
+10-22- (=vV2 )P +5-z-(=vV2)* + 1-(=vV2)® =
= 2° — 5v22% +202% — 20v24% + 202 — 42

Se posebej je treba paziti na predznake, Ce sta negativno predznacena
oba ¢lena v binomu, v takem primeru bi bilo morda najbolj varno najprej
izpostaviti ustrezno potenco §tevila —1 in nato ra¢unati s pozitivnimi ¢leni.

ZGLED 2.5.2:

Zapisimo peti ¢len v razvoju (/3 — v/5)8!

Ocitno jen = 8, a = V3inb = —+/5. Previdno pa je treba
opaziti, da je treba zaradi zacetka Stetja pri r = 0 za peti ¢len

vzeti r = 4. Tako je iskani ¢len v razvoju (vajal) enak 3 150.

ZGLED 2.5.3:

7 binomskim izrekom ocenimo vrednost 1:0047 !

1004 = (1 + 0°004)" =

7 7 7
(0> y i ( 1) 190°004 + (2> 150°0042% + (;) 140°0043 + ...

Vseh ¢lenov ni treba pisati, ker vidimo, da vrednosti zelo hitro
padajo, ko imamo opraviti z vedno vi§jimi potencami majhnega
stevila 0°004. Iz prvega dela razvoja pa dobimo iskano oceno

10047 = ~ 1+7-0004+21-0°000016 = 1028336 ~ 10283

Pri takih ra¢unih je treba presoditi, koliko ¢lenov vkljuéimo v ob-
ravnavo.

S pomocjo razvoja binoma lahko pokazemo, da ima vsaka mnozica z
modcjo n ravno 2" vseh podmnozic (vkljuéno s samo sabo in s prazno pod-
mnozico). Ker je po binomskem izreku

e = () () ) v (7))

po drugi strani pa je to ravno 2", smo trditev Ze dokazali, ¢e le uvidimo, da
vsota binomskih simbolov pomeni se§tevek Stevil vseh podmnozZic z moémi
0. 15 25 ss 5 Ts

\
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VAJE

1. Po binomskem izreku izra¢unaj naslednje potence:
a) (@+1)° b)) (¥-2° o) (z+3y)* §) (2z+y2)°
d) 2z-y)* e (a-VB)® ) (3-4)° g) (—1+2i)7
2. Napisi
a) deseti clen v razvoju (22 — 2y3)15;
b) Sesti ¢len v razvoju (v/z — 2z)8.
3. ,Izraéunaj tisti clen v razvoju (222 — y3)8, ki vsebuje potenco z19.

4. Poisci ¢len v razvoju (3zy? + 22)7, ki vsebuje potenco y5.
5. Pois¢i prve tri ¢lene v razvoju (22 — g)10.
%

2 )12.

6. Poisci prve tri ¢lene v razvoju (z + —
T

7. Izracunaj po binomskem izreku priblizka za 0°994% in 2:003° tako, da
obakrat upostevas samo prve tri clene v razvoju, rezultat pa, vsaklc
primerjaj s pravo vrednostjo, ki jo da kalkulator.

8. Pri razvoj-u potence (1 + )™ po binomskem izreku smo ugotovili, da
sta koeficienta pri z° in 212 enaka. Koliksen je bil eksponent n?

9. Koliko nepraznih podmnozic ima mnozica, samoglasnikov slovenske
abecede?

10: Na koliko nacinov lahko desetélanski odbor izbere tri ali veé delegatov
“ na neko sejo?

A 11. Pokazi, da velja pri poljubnem naravnem stevilu n enacba:

)= () + () - () =) -0

2.6. Nacelo vkljucitev in izkljucitev

2.6 Nacelo vkljucitev in izkljucitev

Uporaba tega nacela nam v razlicnih primerih omogoca, da ugotovimo, ko-
liko je v dani mnozici elementov, ki se odlikujejo z eno ali ve¢ predpisanimi
lastnostmi. Vsebino nacela bomo spoznali ob naslednjem zgledu.

ZGLED 2.6.1:

Koliko je naravnih Stevil, ki so manjsa ali enaka 99 in so pri tem
deljiva s 3 ali s 57

Ker je 99 : 3 = 33, je v mnozici INgg = 1,2,3,...,98,99 natanko
33 stevil, ki so deljiva s 3; podobno bi ugotovili, da je med elementi
mnozice Ngg 19 elementov, ki so deljivi s 5. Ce bi preprosto sesteli
33 + 19 = 52 in trdilj, da je to stevilo odgovor na zastavljeno
vprasanje, seveda ne bi imeli prav. Stevilo 15 smo na primer §teli
dvakrat, enkrat kot mnogokratnik 3, drugi¢ Se kot mnogokratnik
5. Isto Velja za, vsa Stevila, ki so hkrati deljiva s 3 in 5; teh je
Sest (15, 30, 45, 60, 75 in 90), zato je pravilen odgovor na gornje
vpraSanje 33 + 19 — 6 = 46.

Poskusimo nalogo prevesti v jezik teorije mnozic! V univerzalni mnozici
(naravnih $tevil, ki so manjsa od 100) smo z lastnostma A;: ”element je
deljiv s 3” oziroma As: "element je deljiv s 57 opredelili dve podmnozici in
vprasali po moci njune unije oziroma po Stevilu elementov, ki se ponasajo
z (vsaj) eno od obeh lastnosti. ReSena naloga nas je naucila, da to stevilo
izratunamo po obrazcu

m (Al U AQ) = m(Al) +m (AQ) — (A1 n AQ) (1)

V tem obrazcu se lepo vidi, kako deluje nacelo vkljuéitev in izkljuéitev:
najprej vkljuéimo vse elemente s prvo lastnostjo in vse elemente z drugo
lastnostjo, nato pa izklju¢imo tisto, kar smo Steli dvakrat (Stevilo elemen-
tov prve mnozice + §tevilo elementov druge mnozice — Stevilo elementov
preseka, ker smo le-te steli dvakrat). Pri tem je vseeno, ali govorimo o moéi
podmnozic ali pa kar o §tevilu elementov z lastnostjo, ki takéno podmnozico
dolo¢a. Tako lahko tudi oznako A’ pojasnimo na dva nacina: kot komple-
mentarno mnozico mnozice A (v izbrani univerzalni mnozici) ali kot lastnost
"ne A”, kakor nam paé¢ v posameznem prakticnem primeru bolj ustreza. Za
posamezen element dane mnozice velja bodisi lastnost A ali pa A’, nikakor
pa ne obe hkrati, zato je m (AN A’) =0, m (AU A’) pa po obrazcu (1) kar
m (A) +m (A’). Ker ima vsak element eno od obeh lastnosti, je m (AU A’)
enako moc¢i mnozice, recimo n. Tako smo ugotovili:

Naj bo dana poljubna konéna mnoZica z mocjo n. Potem vsaka lastnost
A razdeli to mnoZico v dve med seboj tuji mnoZici, tako da velja

. m(A)+m(A)=n (2)
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Ker gre pri tem v bistvu za racunanje s podmnozicami in z njihovi-
mi mo¢mi, po izkusnjah iz teorije mnozic brez tezav premislimo naslednje
enacbe, ki jih tu ne bomo posebej dokazovali.

(4) =A 3)
(A1UAU...UA,) =41nA\n...NnAL (4)
(A1NAsn...NApR) =AUAYU...UAL (5)

ZGLED 2.6.2:
Izracunaj m (A} N A})!

Najprej poglejmo obrazec (4) z desne v levo, to nam da

m (A] N AY) =m ((A1 U Ar)")

to pa je zaradi (2) enako

n—m(A; U Ag)

Ce za m (A; U Ag) vstavimo izraz iz (1), dobimo Konéno obliko
m(A]NAY) =n—m (A1) —m(A2) +m (41 NA4y)  (6)

ZGLED 2.6.3:

Na preizkusu gibalnih sposobnosti je od 100 kandidatov opravi-
lo prvo nalogo 65, drugo pa 41 kandidatov; pri tem je samo 14
kandidatov opravilo obe nalogi. Pogoj za oceno ”uspesno” je bila
vsaj ena od obeh nalog. Koliko kandidatov ni uspesno opravilo
preizkusa?

Naj bo lastnost A; ”je uspesno opravil prvo nalogo” in Ay ”je
uspesno opravil drugo nalogo”. Ratunamo torej Stevilo tistih, ki
so bili obakrat neuspesni; po obrazcu (6) je

m(A]NA5) = n — m(4;1) — m(4z) + m(A1 N A4y) =
100 — 65 — 41 + 14 = 8

Da je bilo neuspesnih kandidatov 8, bi lahko izrac¢unali tudi v dveh
korakih, najprej Stevilo uspesnih po obrazcu (1), nato pa manjkajoce Stevilo
dobili z odstevanjem. (Tako smo pravzaprav prisli do obrazca (6)!).

Ce v mnozico vpeljemo ve¢ lastnosti hkrati in ra¢unamo stevilo elemen-
tov, ki imajo vsaj eno od teh lastnosti, se obrazec, ki je soroden (1), hitro
podaljsuje, vendar ohranja podobno obliko: sestejemo najprej mo¢i posa-
meznih podmnozic, ki ustrezajo Ai,...,A,, od te vsote odstejemo moéi
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vseh moznih presekov po dveh podmnozic; pristejemo moci vseh moznih
presekov po treh podmnozic,. .., v znakih

m(A;UAsU...UA,) = m(41) + m(Ay) + ... + m(4,)—

—{m(A1NA)+m(A1NA3)+...+m(A1NA)+...+m(A,_1NA)} +
+{m(A1NA3NAs)+m(AiNANA)+...+m(Ar—2NA_1NA)}—
— e I ' m (AN Ag .. N A g N AL (7

Ce hotemo dokazati, da je enakost (7) izpolnjena pri poljubnem r, moramo
pokazati, da je vsak element iz A1 UAsU...UA, na desni strani Stet natanko
enkrat. Naj bo z poljuben element iz A; UAsU...U A, in naj bo vsebovan
v k razlicnih mnozicah iz te unije, pri ¢emer seveda k < r. (To pomeni, da
ima element x natanko k lastnosti izmed Ay, ..., A,.) Vsekakor lahko vrstni
red mnozic (lastnosti) preuredimo tako, da je x vsebovan v Ay, Ao, ..., Ag,
ne spada pa v Ag41,...,A,. Potem je na desni strani obrazca (7) element
x najprej Stet k-krat kot element posamezne mnozice A; za i = 1,2,...,k,
vsaki¢ s pozitivnim predznakom. Nato je Stet z negativnim predznakom to-
likokrat, na kolikor na¢inov lahko izberemo po dve mnozici izmed k mnozic,
torej (’2“) -krat. Med vsemi preseki, ki jih sestavljajo po tri mnozice, je tudi
(’;) taksnih, v katerih lezi x — tolikokrat ga Stejemo s pozitivnim predzna-
kom. Podoben premislek nam pomaga pregledati tudi ostale ¢lene v obrazcu
(7) in pove, da je Stevilo pojavljanj proucevanega elementa enako

B-@)+E) - e

Pri tem smo Ze upostevali, da lahko namesto k piSemo (f) NasSa naloga
bo koncana, ¢e uvidimo, da je vsota v (8) natanko enaka 1. Pri tem si
pomagamo z naslednjim razvojem, ki je posledica binomskega izreka:

om0+ () () v ()
(@) =[G = () + () v ()] =

Ker je (g) = 1, je enaka 1 tudi vsota v oglatem oklepaju, kakor smo
zeleli pokazati. Z obrazcem (7) pa lahko uzenemo naslednji

ZGLED 2.6.4:

Qd 100 ucencev se jih 28 ukvarja s kosarko, 30 z rokometom in
42 z nogometom, 10 s kosarko in z nogometom, 5 z rokometom
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in z nogometom, 3 ucenci pa z vsemi tremi Sporti hkrati. Koliko
ucencev se ne ukvarja z nobenim od naStetih Sportov?

Nalogo bomo resili tako, da bomo izracunali Stevilo tistih, ki se
ukvarjajo vsaj z enim, nato pa njihovo Stevilo odsteli od 100 Ce
z A, B in C po vrsti ozna¢imo lastnosti ”je kosarkar”, ”je roko-
metaS” in ”je nogometas” (oziroma ustrezne mnoiice), imamo te
podatke: m(A) = 28, m(B) = 30 in m(C) = 42; m(AN B) = 8,

m(ANC) = 10, m(BNC) =5inm(ANBNC) = 3. Stevilo tistih,
ki se ukvarjajo vsaj z enim Sportom, je po obrazcu (7) enako

m(AUBUC)=m(A)+m(B)+m(C)—

_m(ANB)—m(ANC)—m(BNC)+m(ANBNC) =
— 28430+42—6—10—5+3=80

Potemtakem je stevilo tistih, ki se ne ukvarjajo z nobenim od teh
Sportov, enako 100 — 80 = 20.

Za konec Se en zgled, ¢e z njim radovednost e ne bo potesena, bo treba
pogledati v zahtevnejSo literaturo s podro¢ja kombinatorike.

A ZGLED 2.6.5:

Dana je mnozica IN, = 1,2,3,...,n. Koliko je med vsemi n! per-
mutacijami te mnozice taksnih, da je vsaj eno od Stevil 1,2, 3,...,n
na tistem mestu, ki mu pripada po naravnem vrstnem redu?

Naj za mnozico vseh permutacij pomeni Ay lastnost ”stevilo k je v
permutaciji natanko na k-tem mestu”. Izrac¢unati moramo mo¢ u-
nije mnozic m (A;UAsU...UA,,). Pri tem bomo potrebovali Stevila
m(A; NA;,N...NA;), torej moci mnozic, ki vsebujejo taksne
permutacije, da so na mestih iq,4o,...,i; Stevila i1,40,...,1, na
preostalih n — k mestih pa so ostala Stevila poljubno razporejena.
Zato je moc¢ taksne mnozice enaka (n—k)!. Ne smemo pozabiti, da
je permutacij, ki imajo natanko k elementov na ”pravilnih” mes-
tih, (}) — na toliko na¢inov lahko izmed n mest izberemo k mest,
ki jih zasedemo z enakim §tevilom, kot je zaporedna Stevilka mes-
ta. To potem pomeni, da je vsota Stevil m (A4;, N A, N...NA;)
- indeksi 7; pri tem pretecejo vse mozne vrednosti — enaka,

n n! n!
<k>(n-k)!:k!(n—k)' m-k)i=4

Po obrazcu (7) je zato iskano Stevilo permutacij z vsaj enim ele-
mentom na pravem mestu enako

n!  n! nl a1 T

2.6. Nacelo vkljucitev in izkljucitev

1 1 (—1)n1
= n! e o S MU
—n.<1 2!+3! sws - )

Za n = 4 dobimo tako na primer

41 4 4 4
N gty g=%-12+4-1=15

VAIJE

1. V mestu so trije kinematografi, A, B in C. 20% prebivalcev obiskuje

kinematograf A, 16% B, 14% C, 8% Ain B,5% Ain C, 4% B in C ter
2% wvse tri klnematografe Koliksen odstotek preblvalcev tega mesta
zahaja v kino?

. Koliko naravnih stevil, manjsih od 1000, ni deljivih niti z 2 niti s 3 niti

s 5?7

. A Sahovsko plogco prepotujemo od spodnjega k zgornjemu robu tako,

da v vsaki vrstici stopimo na eno polje, pri tem pa lahko tudi posamezen
stolpec uporabimo samo enkrat. Koliko je vseh moznih poti? Koliko je
med njimi taksnih, pri katerih ne stopimo na nobenega od diagonalnih
elementov (diagonala: levo spodaj - desno zgoraj)?

4. A Trije krogi z enakimi polmeri (denimo R enot) se dotikajo, kot kaze

spodnja skica. Koliksna je plos¢ina lika med krogi?

7

Slika 2.5: Geometrijska uporaba nacela vkljuéitev in izkljucitev
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PREGLED POMEMBNEJSIH OBRAZCEV

Permutacije brez ponavljanja
Pp=nl=1:2:3«...-(n—-1) -m

Permutacije s ponavljanjem

!
Pk1,k2,...,kr = n.
" kil-ky! k!
Variacije brez ponavljanja
n!
Vo =n-(n—=1)-(n—=2)- ... :(n—r+1) = a—rl
Variacije s ponavljanjem
Pyr = n-n....n =n'
—_———

r

Kombinacije brez ponavljanja

Cngz n! _(n
" 7l rl(n—r)! r

Lastnosti binomskih simbolov

O -(")  a-a
O+ (3) -6

B0 —

CT‘

T

G- O -

Kombinacije s ponavljanjem
- n+r—1
®)or = A ( )

Vezane kombinacije

07’117’27“-17'”7. — ] § n2 &
N1,M2 ey, r ro

Binomski izrek

+1
+1

3. OSNOVE OPISNE STATISTIKE

V tem poglavju se seznanimo s statistiko in z osnovnimi statisti¢nimi pojmi, kot so po-
pulacija, enota, vzorec, statisti¢na spremenljivka. Naucimo se urejati podatke in jih
grupirati v frekvenéne razrede. Iz izhodiséne frekvenéne porazdelitve izrac¢unamo relativ-
ne frekvence in razliéne kumulative, za lazjo predstavljivost sezemo po grafi¢nih orodjih.
Spoznamo, kako z nekaj parametri (razlicnimi srednjimi vrednostmi, podatki o variabil-
nosti itd.) vsaj grobo opisemo porazdelitev. Za likof na hitro pregledamo Se indeksna
Stevila, ta strah in trepet slovenskih novinarjev...

3.1 Osnovni statistiéni pojmi

Ker stopamo v nove prostore, najprej definicija:

Statistika je veda, ki prou¢uje mnozi¢ne pojave.

Z zbiranjem, urejanjem, grupiranjem, povzemanjem, prikazovanjem in ana-
liziranjem Stevilskih podatkov o teh pojavih skuSa odkriti njihove sploSne
zakonitosti in nato pridobljena spoznanja izkoristiti za oblikovanje ustreznih
napovedi oziroma odlocitev.

Resnici na ljubo je treba dodati, da ima izraz ”statistika” Se kopico drugih pomenov,
tako z njim na primer oznacdujemo
a) same (obi€ajno sistematicno zbrane) Steviléne podatke;
b) delo, ki nas pripelje do takih zbirk;
c) organe (sluzbe, institucije...), ki to delo opravljajo
in 8e kaj. Po tej plati nas statistika v tem uébeniku ne bo zanimala.

Poglejmo si takle primer. Smucanje je v Sloveniji mnozicen pojav. Pro-
dajalci smucarske opreme zbirajo in proucujejo podatke o smucanju in o
tistih pojavih, ki so s smucanjem povezani, da bi odkrili najpomembnejse
zakonitosti (npr. delez Slovencev, ki se ukvarja s smucanjem; zvezo med sta-
rostjo in nagnjenostjo k temu 8portu; odvisnost med osebnimi dohodki in
sredstvi, ki so jih ljudje pripravljeni (sposobni) porabiti za smucanje, itd.).
Te odnose morajo poznati, ¢e hocejo pravilno nacrtovati obseg poslovanja.

Statistika se je véasih ukvarjala skoraj izklju¢no z gospodarstvom, na-
seljenostjo,... in drugimi ”drzavnimi zadevami”; odtod tudi njeno ime, ki
prihaja iz latinske besede ”status”, kar pomeni ”stanje”, pa tudi ”drzava”.
Kasneje je svoje delovno podrogje razsirila na najrazli¢nejSe znanosti, ki
imajo opravka z mnozi¢nimi pojavi, npr. agronomijo, biologijo, ekonomi-
jo, elektroniko, fiziko, kemijo, medicino, psihologijo, sociologijo, itd. Zato
lahko mirno re¢emo, da dandanasnji ni podroc¢ja, na katerem bi bili lahko
uspesni, ne da bi obvladali vsaj osnovne statisticne tehnike.
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Skupna znacilnost veCine statisticnih proucevanj je v tem, da
- pojavov ne moremo (ker so preobsezni) ali
- ne zelimo (ker bi bilo predrago) v celoti zajeti,

v splognem smo zato prisiljeni sklepati na osnovi nepopolnih inform_acij.
Zato tudi o dobljenih ugotovitvah ne moremo trditi, da so zagotovo pravilne,
ampak je njihova pravilnost samo bolj ali manj verjetna.

Za. pravilno razumevanje dejanske vrednosti oziroma, Zanesljivo§ti rezul-
tatov statisticnih proucevanj moramo obvladati vsaj osnove velzr.].(?tr'lost—
nega racuna. S statistiko, statisti¢nimi podatki in rezultati statisticnih ra-
ziskovanj se srecujemo vsak dan. Zal so enako pogoste tudi napacne ra.zlage
teh rezultatov in zmote o moci statistike nasploh, zato imamo od statistike
veliko manjSo korist, kot bi jo sicer lahko imeli.

Poudarimo 8e enkrat: statistiko zanimajo mnozi¢ni pojavi, torej takéni,
ki se v ¢asu in prostoru ne pojavljajo posami¢no, ampak v velikem Stevilu.
Tako opazovanje posameznikovega odnosa do smucanja prodaja@cem tovrst—'
ne opreme kaj malo koristi; ée opazujemo nakupe posameznlkov, se zdi
njihovo pojavljanje povsem neurejeno, dolocene zakonit(‘)st%, o} ka_terlhv SmMo
govorili (npr. odvisnost med splosno zivljenjsko ravnjo in 1z_datk1 72 Sport
in rekreacijo), se pokazejo Sele pri proucevanju nakupov vecje mnozice po-
trosnikov kot celote, npr. kar vseh Slovencev.

Konéno ali neskonéno mnozico, ki jo statisti¢cno proucujemo, imgr}ujemo
populacija ali statisticna mmnozica. Lahko jo sestavljajo Zivg bitja (od—
tod ime, ”populus” pomeni v latingéini ljudstvo), lahko pa tudi predmeti,
dogodki ali sploh karkoli drugega. Populacijo opisemo tako,‘ da naved(?mo
t.i. opredeljujoce pogoje, ki jim morajo elementi zadoééat}, .dva spadajo v
populacijo. Posamezen element populacije imenujemo (statlstlf:na) e'not.a.
Tistim znagilnostim populacije, ki nas v konkretnem proucevanju zanimajo,
so neko¢ rekli (statistiéni) znaki, danes jih imenujemo statist'ién.e spre-
menljivke. Znacilnostim populacije kot celote recemo (statisti¢ni) para-
metri.

V gornjem primeru lahko populacijo opredelimo na primer kot mnoiicp
vseh prebivalcev Slovenije; vsak od njih predstavlja za to proucevanje stati-
sti¢no enoto, spremenljivka recimo delez dohodka, ki ga ta Slovene.c namenja
za §port in rekreacijo, parameter pa povprecen delez dohodka, }<.1 ga v tem
primeru daje za $port in rekreacijo celotna proucevana populacija.

Spremenljivka je pravzaprav tista znacilnost statisti¢nih enot, ki je pred—
met proucevanja. Za posamezne enote iz populacije ima razli¢ne vrednosti,
je spremenljiva ali variabilna, tako je dobila ime. Vsebinskq la'hko spremen-
ljivke delimo na krajevne (kraj rojstva, bivalisce, sedez podJetJa...), ¢asovne
(npr. datum rojstva) in stvarne. Pri slednjih razlikujemo atrlbu.tlvne spre-
menljivke, za katere vrednosti izrazamo opisno, samo z bgsedann (sp(zl, po-
klic,...), od &tevilskih ali numeri¢nih, katerih vrednosti 1zraZamo s Stevili
(velikost, teza, Stevilo druzinskih ¢lanov, ocena, Stevilo tock prlntestu). Vv
tem ucbeniku se bomo omejili predvsem na numeri¢ne spremenljivke.

3.1. Osnovni statisticni pojmi

Proucevana populacija naj bo neka mnozica G, e pa njen poljubni ele-
ment (statisticna enota). Ce elementom priredimo vrednosti X (e) izbrane
numeric¢ne spremenljivke X, smo s predpisom e — X (e) definirali preslikavo
mnozice § v mnozico realnih §tevil, ali drugace, vsako stevilsko spremenljiv-
ko lahko obravnavamo kot realno funkecijo, definirano na izbrani populaciji.
Ce lahko ta funkcija zavzame katerokoli vrednost z nekega intervala, gre za
zvezno spremenljivko, medtem ko lahko nezvezne zavzamejo samo nekatere
(najpogosteje celostevilske) vrednosti. Razlika med zveznimi in nezveznimi
spremenljivkami je v praksi vcasih nekoliko zabrisana, ker imamo zaradi za-
okrozevanja tudi pri zveznih spremenljivkah v bistvu samo konéno mnogo
razlicnih vrednosti, vendar vsebinska razlika vedno ostane: pri zveznih spre-
menljivkam (starost, teza, visina) lahko ta zavzame vrednosti, ki lezijo med
7okroglimi” (ko imamo na primer v tabeli razvrséene prebivalce po starosti,
zaokroZeni na eno leto natanéno, je jasno, da so mozne tudi vse vmesne
vrednosti), medtem ko je pri nezveznih spremenljivkah med zaporednima
vrednostima ”bela lisa” (druzina npr. ne more imeti 1'5 otroka). Vrednosti
nezveznih spremenljivk v praksi najpogosteje ugotavljamo s Stetjem, vred-
nosti zveznih pa z merjenjem. (Bralcu, ki mu je razlika med zveznimi in
diskretnimi mnozicami dovolj jasna, se opravicujemo za morda dolgovezen
komentar, ki pa se nam je zdel potreben zaradi kasnejSega lazjega dela.)

Mnozi¢ne pojave analiziramo tako, da proucujemo vrednosti primerno
izbranih statisti¢nih spremenljivk na elementih ustrezno opredeljene popu-
lacije. Ce je populacija neskonéna, seveda ni mogoce pregledati vrednosti
izbranih spremenljivk na vseh elementih, pa tudi pri konénih populacijah bi
to iz razli¢nih razlogov (obi¢ajno ekonomskih) ne bilo vedno smiselno.

Poglejmo primer iz kmetijstva! Kvaliteta kokogi nesnic je dolocena, pred-
vsem s Stevilom jaje, ki jih znesejo v letu dni. Kmetovalec, ki vzgaja taksne
kokosi za prodajo, seveda ne bo na ta naéin kontroliral vsake izmed njih,
ker bi moral potem tako ”iztrogene” kokosi prodajati po bistveno niZji ceni
kot mlade nesnice.

Podobno lahko premislimo, zakaj tovarna zarnic, katerih kvaliteto pre-
sojamo predvsem po zivljenjski dobi, ne preizkusi vsake zarnice, preden gre
v prodajo. (Najbrz ni treba posebej omenjati, da tudi v tovarni vzigalic ne
preizkusijo vsake vzigalice, ali se prizge.)

Zato v praksi obi¢ajno prouéujemo ustrezno statistiéno spremenljivko
samo na primerno izbrani konéni podmnozici celotne populacije. To  odli-
kovano” podmnozico imenujemo vzorec.

Rejec kokosi iz prejsnjega primera od vsake generacije obdrzi samo nekaj
izbranih kokosi, da lahko iz podatkov o njihovi nesnosti sklepa na kvaliteto
celotne generacije in preverja, ali se je od prejsnje generacije kvaliteta bist-
veno spremenila. V tovarni od cele serije zarnic preizkusijo samo nekatere,
recimo vsako stoto.
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Ugotovljene vrednosti spremenljivke X lahko bolje ali slabse predstav-
ljajo vrednosti te spremenljivke na celotni populaciji. Osnovno vprasanje,
na katero mora odgovoriti statistika, je zato naslednje:

Kaj je mogoce reci o statisticni spremenljivki X za celo populacijo na
osnovi podatkov, ki smo jih o njej zbrali na vzorcu?

Odgovor na to vpraSanje je v pretezni meri odvisen od nacina, kako iz
cele populacije izberemo vzorec. Najlazji je takrat, kadar imajo vsi elemen-
ti enako moznost, da bodo izbrani. Tako dobljen vzorec bomo imenovali
sluéajni vzorec.

Preden lahko karkoli re¢emo o sklepanju iz podatkov o izbranem vzorcu,
se moramo najprej nauciti, kako obdelamo podatke o vrednostih statisticne
spremenljivke na enotah iz vzorca, ne glede na to, kako je ta sestavljen.
S to nalogo se bomo ukvarjali v naslednjih dveh razdelkih, k odnosu med
vzorcem in celotno populacijo pa se bomo vrnili ob koncu ucbenika.

VAIJE

1. Tabela (Veliki druzinski atlas, DZS, Ljubljana 1992, str. 260)

St. Vrh Skupina Pogorje m
1. | Triglav Triglav Julijske Alpe 2864
2. | Skrlatica Skrlatica Julijske Alpe 2740
3. | Veliki Mangart | Mangart - Ponce | Julijske Alpe 2679
4. | Jalovec Jalovec-B. Grint. | Julijske Alpe 2645
5. | Visoki Rokav Skrlatica Julijske Alpe 2644
6. | Oltar Skrlatica Julijske Alpe 2629

Grintovec Kamniske Alpe | 2558
Razor - Prisojnik | Julijske Alpe 2547

13. | Grintovec
14. | Prisojnik

a) Kaj je v tem primeru statisti¢na populacija?

b) Nastej nekaj statisticnih enot!

c) Katere statisti¢ne spremenljivke so predstavljene v tabeli?
) Kaj posamezna spremenljivka pomeni po vsebini?

d) Katere vrednosti lahko zavzame numeriéna spremenljivka?

(@1

3.1. Osnovni statistiéni pojmi

2. Tabela (Vir: Zavod za statistiko RS, Statisti¢ne informacije, Popis

1991)
Zap. | Obé¢ina Povr. | Prebiv. | % kmeé.
st. (km?) | (1991) | prebiv.
1. | Ajdovscina | 352°41 22632 97
2. | Brezice 26845 24724 156
3. | Celje 22974 64 736 32
4. | Cerknica 48245 15020 91
5. | Crnomelj 48641 18374 115
6. | Domzale 239°95 44185 4'1

pomeni zacetek pregleda povrsin, tevila prebivalcev in delezev kmeé-
kega prebivalstva po slovenskih obéinah.

a) Kaj je v tem primeru populacija?

b) S katerimi pogoji je opredeljena?

c) Katere statisti¢ne spremenljivke so predstavljene v tabeli?

¢) Za posamezne spremenljivke opredeli, ali so zvezne ali nezvezne!

» Kaksna spremenljivka je "zakonsko stanje”? Katere vrednosti lahko

zavzame? (Ljudski opis, da je nekdo "na pol ozenjen”, zanemarimo.)

- Izvedeti Zelimo, kaj menijo drzavljani Slovenije o svojih politikih. V

ta namen oblikujemo vzorec tako, da neko jutro na slepo izberemo iz
telefonskega imenika 1000 stevilk in poklicemo njihove lastnike ter jim
zastavimo (denimo) ustrezna vprasanja. Kaj menis na splosno o takem
vzorcu? Kaj bi mu lahko o¢ital?

. Izberi primer iz lastne Solske prakse, na katerem bos lahko pojasiiil

osnovne statistine pojme: populacija, enota, spremenljivka, vzorec,...
in njihove posamezne znaécilnosti!
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3.2 Urejanje in prikazovanje podatkov

Dolgi nizi vrednosti, ki jih proucevana statisticna spremenlj-iv.ka zavzame
na posameznih enotah (cele populacije ali vzorca), so v vecini prakti¢nih
primerov nepregledni, zato te vrednosti obi¢ajno grupiramo.

Denimo, da smo pri metanju obicajne igralne kocke v 80 metih zabeleZili
po vrsti naslednje izide:
52,1,6,23,1,2,5,4,6,3,5,6 4.8, 2
6,1,2,6,3,1,2,4,5,3,5,6,6,3, , 9, 6,2,4,6,3,
41,3,2,4,6,3,2,6,1,4,5,5,6, 1, , 5,1, 4.

Izid pri metu igralne kocke je Stevilo pik, ki se pokaze na gornji ploskvi
kocke, ko se ta po metu umiri.

ik

) )

34’36’ ) ) 74’373’571’374’
2 2,58, 2, 1,6,5

H
NI
NGNS

9 bl

7 bl

—
w
[N

o)

- Namesto s tem nepreglednim nizom izide lepse pri-
k| Jk kazemo, ¢e prestejemo, kolikokrat je nastopila posamez-
1|12 na od Sestih moznih vrednosti. )

9 |13 S tem je postal zapis mnogo bolj Pregleden, nase po-
3 |15 znavanje populacije pa ni bilo okrnjeno. Populacija je
4 |14 tu mnozica poskusov, enota pf)sameze‘n posvkus,' spre-
5 |12 menljivka je stevilo pik; X.(l) Je na.pnmer st.evﬂo pik
6 | 14 pri prvem metu, X (2) stevilo pik pri drugem itd. o

Simbol N - od "numerus” - bomo dosledno uporabljali
N | 80 za oznacevanje stevila enot v populaciji.

Tabela 3.1: Porazdelitev izidov pri 80 metih igralne kocke

Tako smo spoznali najpreprostejsi nacin, ki nas pripelje do .frekv.enéne
porazdelitve ali frekvencne distribucije. Spremenl.jivka, ki smo jo pro-
uéevali, je bila nezvezna in je lahko zavzela le Sest razliénih vrednosti, zato
je bilo treba samo presteti, kolikokrat je dejansko zavzela vsako od teh vred-
nosti. Drugace receno, ugotoviti je bilo treba (absolutne) frekvence teh
vrednosti.

Iz osnovne frekvenéne distribucije lahko izpeljemo nekatere dru.ge pri-
kaze. O tem, kako so vrednosti proucevane spremenljivke porazdeljene po
posameznih enotah, nam dosti povedo relativne frekvence.

Porazdelitev relativnih frekvenc fP dobimo tako, da frekvence fj, posa-
meznih vrednosti delimo s stevilom vseh enot v populaciji (N},
=t )
Relativna frekvenca posamezne mozne vrednosti statisticne spremenljivke
pove dele? tistih enot iz populacije, na katerih je spremenljivka zavzela to
vrednost.

3.2.  Urejanje in prikazovanje podatkov

V praksi relativno frekvenco dostikrat izrazimo v odstotkih.

Iz frekvenc oziroma iz relativnih frekvenc lahko izratunamo kumulati-
ve. Kumulativa absolutnih frekvenc nam pri izbrani vrednosti spremenljivke
pove, na koliko enotah populacije je ta zavzela manjSo vrednost; pri kumu-
lativi relativnih frekvenc pa s tem podatkom povemo delez enot v populaciji

z manjSo vrednostjo spremenljivke. Za najmanjso vrednost spremenljivke
sta tako obe kumulativi enaki 0,

FL=0, F =0 2)

za naslednje pa dobimo kumulativi (kot pove Ze ime) s postopnim pristeva-
njem frekvenc oziroma relativnih frekvenc:

Fk = Fk—l + fk—l, F,g = Flg—l + .flg—l (k:2,3,...,7") (3)
Pri tem 7 oznacuje $tevilo razlicnih vrednosti, ki jih spremenljivka lahko

zavzame. Naslednja tabela vsebuje vse §tiri prikaze za prej opisani poskus s
kocko. Kadar je moznih vrednosti prevec — kar se, ¢e ne prej, zagotovo zgodi

Izid Frekvenca | Relativna | Kumulativa | Kumulativa
k fx frekvenca fp | frekvenc Fj, | rel. frek. Fy
1 12 0°1500 0 0°0000
2 13 01625 12 01500
3 15 0°1875 25 0°3125
4 14 01750 40 0°5000
5 12 0°1500 54 06750
6 14 0°1750 66 0°8250
SKUPAJ 80 10000 80 10000

Tabela 3.2: Tabela frekvenc, relativnih frekvenc in obeh kumulativ

pri zveznih spremenljivkah — te vrednosti razdelimo v razrede. Razredi so
doloceni s primerno delitvijo intervala med najvecjo in najmanjSo mozno

vrednostjo dane spremenljivke na doloceno Stevilo delov, v praksi obic¢ajno
5 do 20.

Z grupiranjem podatkov v razrede izgubljamo del informacije o indivi-
dualnih vrednostih spremenljivke na posameznih enotah, zato je nevarno,
¢e naredimo premajhno §tevilo razredov, preveliko stevilo frekvenc¢nih raz-
redov pa ne izboljsa preglednosti. Optimalno Stevilo razredov je odvisno od
pojava, ki ga preucujemo, in od Stevila enot v populaciji oziroma vzorcu:
za izbiro pravilnega $tevila razredov je treba poznati vsebino problema in

- znati nekaj (ve¢) statistike.
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Frekvenca posameznega razreda je enaka Stevilu enot proucevane po-
pulacije, za katere vrednost Stevilske spremenljivke spada v tisti rffxzred.
Sestavljanje frekvenéne porazdelitve si oglejmo na naslednjem prakticnem
primeru.

V medicinski raziskavi so ugotavljali prehranjenost ucencev neke_z éole:
Pri tehtanju ucencev so bile ugotovljene naslednje mase (v kilogramih), ki
so 7e urejene po velikosti:

597 600 606 618 623 629 630 630 631 632
635 635 636 638 640 640 643 644 645 645
64'8 650 653 655 656 656 657 657 658 659
660 660 660 662 664 665 665 665 667 668
669 670 670 670 670 671 672 672 674 675
675 676 676 677 677 677 678 678 679 680
680 680 682 682 684 686 686 687 688 689
689 690 690 691 691 692 692 692 693 694
695 695 695 695 695 697 699 700 700 701
7003 714 715 718 722 730 738 740 740 744

Tabela 3.3: Negrupirani podatki o masah ucencev

Interval med najmanjso maso 59°7 kg
in najveéjo maso 74’4 kg ima dolzino
14'7 (kg). Zaradi enostavnosti smo
vzeli nekoliko vecji interval od 59°5
kg do 74’5 kg in ga razdelili na pet
enako 8irokih razredov po 3 kg.

Razred | Masa (kg) | fx

1 595 — 62°5 )
62'5 - 655 | 18
655 — 685 | 42
685716 | 27
715 - 745 8

SKUPAJ | 100

T W N

Tabela 3.4: Podatki o masah ucencev, grupirani po razredih

Pri mejnih tockah, ki lo¢ujejo razrede, se — obicajno — odlo¢imo tako, da
je interval na zgornji meji odprt; prvi razred bo zato opisan "od (vklju¢no)
59'5 kg do (pod) 625 kg”, drugi "od (vkljuéno) 62°5 kg do (pod) 65°5 kg”
in tako dalje.

V prvem stolpcu smo razrede ostevilCili po vrstnem redu. Ker smo
imeli podatke urejene po velikosti, s sestavljanjem frekvencne porazdelitve
ni bilo tezav. Ce zaporedje podatkov ni urejeno po velikosti, si lahko pri
razvrséanju v razrede pomagamo s crtkanjem.

Kako prakti¢no izvedemo &rtkanje? Na listu si za vsak razred pripravimo primeren
prostor, v katerega nariSemo Crtico, brz ko v zaporedju vrednosti naletimo na taksno,

3.2.  Urejanje in prikazovanje podatkov

ki spada v ta razred. Ko pregledamo vse vrednosti, preStejemo Crtice po posameznih
razredih in zapiSemo frekvence v tabelo.

Bistveno za grupiranje je, da mora vsaka vrednost, ki jo zavzame spre-
menljivka, pasti v natanko dolo¢en frekvencni razred - nobena ne ostane
brez svojega razreda in nobena vrednost ni hkrati v dveh razli¢nih razredih.
Zato je treba posebej paziti pri mejah med razredi, ali spadajo v spodnji
ali v zgornji razred. Pri nas smo meje 62°5 kg, 655 kg, 685 kg in 71'5 kg
uvrstili v zgornje razrede.

3 Sirina razreda je enaka razliki med zgornjo in spodnjo mejo razreda.
Ce 2z pomeni zgornjo in je s spodnja meja k-tega frekvencénega razreda, je
njegova Sirina enaka
ik = Zk — Sk

Pri ugotavljanju Sirine je treba paziti: v prvem frekven¢nem razredu so
npr. vse vrednosti od 595 kg do pod 62°5 kg, zato je Sirina tega razreda
i1 = 62'5 — 59'5 = 3 (kg). Razredi v na8i porazdelitvi so vsi enako Siroki,
kar pa ni nujno, ¢eprav je za nadaljnje delo najbolj ugodno.

Drug podatek o frekvenénem razredu je njegova sredina yi, ki jo izra-
¢unamo na obicajen nacin kot sredino ustreznega intervala,

2kt Sk
yk—_2

Za prvi razred iz naSega primera je sredina (595 + 62°5)/2 = 61°0 (kg).

Bralec je najbrz opazil, da smo z zdruzitvijo vrednosti v razrede
posredno tudi enote iz prouéevane mnozice (celotne populacije ali
nekega vzorca) porazdelili v paroma tuje razrede. Logika
zdruzevanja Stevilskih podatkov v razrede ima v tej luci

naslednji ”podaljsek”:

Od trenutka, ko smo podatke grupirali v razrede in s tem oblikovali
frekvencno porazdelitev, se pretvarjamo, da ima spremenljivka na
vseh enotah, ki sodijo v neki razred, vrednost, ki je enaka sredini

razreda, individualne vrednosti so postale nepomembne, ¢ée Ze ne
povsem pozabljene.

Po tem dodatnem koraku, ko nekako ”skoncentriramo” vse vrednosti iz
doloéenega razreda v njegovo sredino (fiziki bi morda govorili o teziscu),
lahko recemo, da se nadaljevanje zgodbe ne razlikuje od tistega, kar zZe po-
znamo. Na popolnoma enak naéin (po obrazcih (1), (2) in (3)) izra¢unamo

relativne frekvence in obe kumulativi. Rezultat ra¢unanja je naslednja ta-
bela:
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Razred | Masa (v kg) | Sredina | fr | Fr | f2 | F?
1 595 - 625 61°0 5 01005 | 000

2 62°5 — 655 640 18 5018 | 005
3 655 — 685 67°0 42 | 231|042 | 023
4 685 — 715 70°0 27| 65| 027 | 065
5 715 - 745 730 81 921|008 | 092

SKUPAJ 100 | 100 | 100 | 1°00

Tabela 3.5: Frekvenéna porazdelitev mas ucencev

Frekvencne porazdelitve in izpeljanke zaradi nazornosti radi prikazujemo
tudi graficno. V ta namen uporabljamo predvsem frekvenéni poligon in
histogram.

Pri risanju frekven¢nega poligona na abscisni osi ozna¢imo frekvencne
razrede, na ordinatni osi pa frekvence (ali relativne frekvence, ¢e zelimo
prikazati porazdelitev le-teh). V tako dobljen koordinatni sistem nariSemo
tocke, ki imajo za abscise sredine posameznih razredov, za ordinate pa pri-
padajoce frekvence. Obic¢ajno gremo Se korak v levo od prvega oziroma
korak v desno od zadnjega frekvencnega razreda; tema sredinama dodanih
razredov pripiSemo ordinati 0. Ce tako dobljene tocke po vrsti povezemo z
lomljeno ¢rto, dobimo frekvenéni poligon.

fi

40
30
20
10

' 58 61 64 67 70 73 76 masa (v kg)

Slika 3.1: Frekvencéni poligon za porazdelitev mas

Sredine razredov so po vrsti enake 61, 64, 67, 70 in 73 (kg), pripadajoce
frekvence pa 5, 18, 42, 27 in 8; tem parom smo po dogovoru dodali se tocki
s koordinatama (58,0) in (76,0); saj je 61 — 3 = 58, 73 + 3 = 76. Dobljene
tocke smo vrisali v koordinatni sistem in jih povezali v frekvenéni poligon.

Histogram sestavljajo pravokotniki — stolpci, katerih osnovnica je do-
lo¢ena z daljico na abscisni osi med spodnjo in zgornjo mejo frekvenénega
razreda, ploS¢ina pravokotnika pa je premo sorazmerna frekvenci tega razre-
da. To v primeru enako Sirokih razredov seveda pomeni, da so tudi visine

3.2.  Urejanje in prikazovanje podatkov

stolpcev premo sorazmerne frekvencam. Ce razredi nimajo enake §irine, je
treba visine stolpcev ustrezno prilagoditi.

fea

40
30
20
101

— 1

i -
59,5 62,5 655 68,5 71,5 74,5 masa (v kg)

Slika 3.2: Histogram za porazdelitev mas

Pri risanju histogramov véasih ne izvle¢emo celih navpiénic, ampak na-
riSemo samo obrise ustreznega lika (na sliki 3.2 oznaceno z debelejso ¢rto).
Dostikrat nariSemo histogram in frekvenéni poligon v istem koordinatnem
sistemu. (Naredi tako za vajo — zdruzi sliki 3.1 in 3.2!) Tocke, ki dolo¢ajo
poligon, so v tem primeru razpolovis¢a zgornjih stranic pravokotnikov, ki
sestavljajo histogram.

V splosnem je poligon primernejsi za nezvezne, histogram pa za zvezne
spremenljivke. Poligon se loc¢i od histograma Se po tem, da njegova oblika
nakazuje taksno porazdelitev vrednosti znotraj posameznega frekvenénega
razreda, ki je odvisna tudi od frekvenc obeh sosednjih razredov in ni ena-
komerna, kot je to pri histogramu.

Fkl

100
80+
60 -
40
204

595 62,5 655 685 715 74,5 masa (v kg)

Slika 3.3: Kumulativna frekvenéna porazdelitev mas

Podobno kot frekvenéni poligon lahko nariSemo tudi lomljeno érto, ki
prikazuje kumulativno frekven¢no porazdelitev. Abscise tock so v tem pri-
meru spodnje meje frekvencnih razredov, ordinate pa pripadajoce vrednosti
F}. Dobljene tocke po vrsti povezemo z lomljeno ¢rto, ki ima v prakti¢nih
primerih najpogosteje obliko stilizirane, razpotegnjene ¢rke S.

Podatke za risanje najdemo v tabeli na str. 56. Pazimo na spodnje meje
razredov; zadnja tocka je zgornja meja zadnjega razreda, oziroma (74°5,100).
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Strukturo po posameznih razredih frekvenéne porazdelitve lepo pokaze
tudi t.i. frekvenéni kolaé oziroma strukturni krog, kjer deleze enot, ki
sodijo v posamezne razrede, prikazujemo s krogovimi izseki, katerih sredis¢ni
koti so sorazmerni z relativnimi frekvencami teh razredov. Za porazdelitev
mas, ki jo ves ¢as uporabljamo kot zgled, je frekvenéni kola¢ prikazan na
naslednji sliki.

8% 5%

18%

dll

27%

42%
Slika 3.4: Frekvencni kolaé za porazdelitev mas

Mimogrede e tole. Uporaba strukturnega kroga ni vezana na frekvenéne
distribucije (Se ve¢, pri teh imata prej obravnavani orodji prednost), princip,
ki ga uporabljamo pri prikazovanju, pa je sploSen: kolikor vecji je dolo¢en
delez, toliko veéji "kos torte” (od tod angleski izraz pie chart) mu pripada...

Preden koncamo ta razdelek, se vendarle spomnimo, da Zivimo v racu-
nalnigkih ¢asih. Tudi sicer preproste aritmeti¢ne operacije, ki smo jih potre-
bovali pri dosedanjih izracunih, postanejo dolgocasne, ¢e jih je treba nekaj
tisockrat ponoviti. Zato vsi, ki se resneje ukvarjajo s statistiko, z veseljem
posegajo po pripravljenih ra¢unalniskih orodjih za statisticno obdelavo po-
datkov, najbolj vneti pa uzivajo v tem, da jih tudi sami izdelujejo. Ce
zanemarimo raCunanje na prste, mozgane in kar je drugih takih organov,
imamo nekaj razvojnih stopenj v uporabi strojnih in programskih pripo-
mockov:

a) zepni racunalniki splosne vrste;

b) specializirani Zepni ra¢unalniki z dodatnimi vgrajenimi statisticnimi funk-
cijami in (ali) elektronskimi dodatki (na primer razsiritvenimi karticami);
¢) ve¢namenska programska oprema na osebnih in drugih racunalnikih, ki -
med drugim - omogoca tudi uporabo statisti¢nih funkcij; tipi¢en primer so
elektronske preglednice (Excel, Lotus, Quattro Pro,...);

¢) specialna programska oprema za statisticno obdelavo podatkov (od pro-
gramov, ki jih uporabljamo na osebnih racunalnikih, sta pri nas najbolj
znana SPSS in Statgraphics);

d) za specialne statisticne raziskave posebej izdelana programska oprema.

3.2. Urejanje in prikazovanje podatkov

Bralec zagotovo pozna vsaj prvo in tretjo stopnjo, zato priporocamo,
da pri vseh nalogah, ki jih bomo Se srec¢ali, razmislja tudi o tem, kako te
pripomocke kar najbolj izkoristiti. Morda ga bo presenetilo, ko bo ugotovil,
da ima na Zepnem ra¢unalniku tudi neke tipke, ki jih Se nikoli ni uporabil...
Za vzorec in spodbudo pa Se z enim od programov za delo s preglednicami
narejena prikaza neke porazdelitve (visokoSolskih) ocen iz matematike.

FREKVENCNA PORAZDELITEV OCEN

Frekvenca
8

L e

3 4 5 6 7 8 9 10

KUMULATIVNA FREKVENCNA PORAZDELITEV OCEN

Frekvenca

Ocena

Slika 3.5: Frekvencna porazdelitev izpitnih ocen (racunalniski izpis)

Ob tem pa moramo opozoriti, da nam noben program ne more zares
pomagati pri delu, e ne obvladamo statisti¢nih metod, pri katerih si Zelimo
pomagati z racunalnikom. Se bolj pa je res, da nam statisticne metode ne
morejo pomagati, ¢e ne razumemo problema, s katerim se ukvarjamo, a to
je ze druga zgodba...
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3.2. Urejanje in prikazovanje podatkov 61

VAIJE

1. Od 47 ucencev je 7 ucencev doseglo oceno odli¢no, 16 oceno prav dobro,
13 dobro, 5 zadostno in 6 nezadostno. Prikazi frekvenéno porazdelitev
ocen (izrazenih numeri¢no na obi¢ajni nag¢in kot 5, 4, 3, 2 oziroma 1) s
tabelo, histogramom in frekvenénim poligonom.

2. V besedilu te naloge ugotovi frekvence samoglasnikov a, e, i, o, u.

Sestavi frekvencno tabelo in izra¢unaj pripadajoce relativne frekvence.

3. Policija je ugotavljala povpre¢no maso policistov na vzorcu, ki je zajel

80 policistov. Pri tem so dobili naslednje vrednosti (v kilogamih):

68 73 61 66 96 79 65 8 84 79
65 78 78 62 80 67 75 88 75 82
8 67 T3 T3 82 73 87 65 61 78
57 81 68 60 74 94 75 85 88 72
90 93 62 77 95 76 78 63 62 71
9% 69 60 65 62 76 838 59 T8 T4
9 71 76 75 76 75 63 68 83 97
593 8 93 75 72 60 T1 75 T4 77

Sestavi iz teh podatkov frekvenéno porazdelitev z razredi (v kilogra-
mih) 50 — 54, 55 — 59, 60 — 64, ..., 95 — 99. Izracunaj porazdelitev
relativnih frekvenc, kumulativno frekvenéno porazdelitev in kumulativ-
no porazdelitev relativnih frekvenc. Narii vse mozne graficne prikaze.
Kaj bi lahko ocital tako definiranim razredom?

4. Na Zagi so imeli pri zaganju desk na predpisane dolzine precej odpad-

kov, zato so se odlocili, da bodo podrobneje prouéili dolzine ostankov.
Na vzorcu, sestavljenem iz 40 enot, so izmerili dolzine (v cm):

148 155 185 164 177 165 160 174 172 169
176 173 139 168 145 170 155 183 156 164
162 167 196 167 152 155 162 158 160 170
165 193 146 178 184 181 166 188 166 158

Sestavi frekvenéno porazdelitev z razredi

138 — 146, 147 — 155, ..., 192 — 200.

Izracunaj vse ostale porazdelitve (relativne frekvence, kumulativni po-
razdelitvi frekvenc in relativnih frekvenc). KolikSen odstotek ostankov
je daljsih od 155 cm? Narisi histogram in frekven¢ni poligon.

. Narisi frekvencni poligon za porazdelitev Stevila otrok v vzorcu 6 570

druzin, ¢e so mozne vrednosti prouc¢evane spremenljivke
0,1,2,3,4,5,6, 7, 8 9in 10,

pripadajoce frekvence pa

1230, 1520, 1545, 962, 537, 301, 174, 108, 69, 51 in 73.

Izra¢unaj relativne frekvence in kumulativno frekvenéno porazdelitev.

Ugotovi delez druzin, ki imajo
a) vsaj enega otroka;

b) ve¢ kot dva otroka;

c) kvecjemu tri otroke.

. V Sportnem drustvu so izmerili vi§ino vseh svojih 120 mlaj§ih de¢kov,

mladincev in ¢lanov in vrednosti razvrstili v razrede (v cm) 110 — 119,
120 — 129, ..., 200 — 209, 210 — 219; merjenje so izvedli na cm na-
tancno. Frekvence posameznih razredov so bile po vrsti enake 1, 4,
17, 28, 25, 18, 13, 6, 5, 2 in 1. Predstavi to frekven¢no porazdelitev s
histogramom in frekvenénim poligonom, izra¢unaj relativne frekvence
in kumulativno frekvenéno porazdelitev ter ugotovi, kolikSen odstotek
clanov tega kluba meri vsaj 180 cm.

. Najvecja cifra Stevila 15 je 5, najvecja cifra Stevila 66 je 6. Za posa-

mezne cifre ugotovi, kolikokrat nastopijo kot najvecje cifre v naravnih
Stevilih od 1 do 99 in sestavi ustrezno frekvenéno porazdelitev. Narisi
frekvencni kolac, s katerim bo§ predstavil to porazdelitev.

. Premisli, kako bi predstavil frekven¢no porazdelitev v primeru, ko ra-

zredi niso enako Siroki, da bi bil prikaz ¢imbolj nazoren.
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3.3 Srednje vrednosti

Bralec gotovo pozna izraz aritmetiéna sredina. V najpreprostejSem pri-
meru gre za tovrstno sredino dveh §tevil a, b € R ; njuna aritmeti¢na sredina
je dolocena z vrednostjo izraza (a +b)/2.

ZGLED 3.3.1:

Tovarna je prodala tri izdelke po cenah 25000, 31000 in 34000
denarnih enot. Kaksna je bila povpre¢na cena?

Po analogiji k obrazcu za sredino dveh &tevil je povpre¢na cena
(25000 + 31 000 4 34 000)/3 = 30000 denarnih enot.

Na splosno lahko recemo takole: ée spremenljivka na N opazovanih eno-
tah zavzame vrednosti y1, ¥o, ..., Y~ , definiramo (navadno) aritmeti¢no
sredino teh vrednosti s predpisom

| N
M:N;yi (1)

Besedo povprecje obitajno uporabljamo namesto izraza ”sredina”. V
splosnem je, kot bomo videli v nadaljevanju, koristno, ¢e povemo, kako to
Stevilo racunamo; le v primeru, ko je jasno, da gre za navadno aritmeti¢no
sredino, lahko ta podatek izpustimo.

Primer posredno pokaze, kaj povpreéna vrednost, kot jo razumemo v
vsakdanjem govoru, pomeni: pove nam, kakSno vrednost bi zavzela spre-
menljivka na vsakem posameznem elementu, ¢e bi vsoto dejanskih vrednosti
te spremenljivke razdelili enakomerno na vse enote.

Ce bi morali na kratko povedati, kaj je namen tega razdelka, bi rekli
takole: pokazati zelimo, da je Stevilu, ki ¢epi to¢no na sredini med sose-
doma, samo vcasih (beri: pri dolo¢enih pogojih) pametno reé¢i srednja ali
povprecna vrednost.

S povprecji so nasploh tezave in z njimi je povezanih morda najvec
napacnih razlag statisticnih podatkov. Najprej opozorimo, da je ra¢unanje
povprecnih vrednosti smiselno samo za $tevilske spremenljivke.

ZGLED 3.3.2:

Izracunati ”povprecéno barvo osebnega avtomobila, registriranega
v Sloveniji”, gotovo nima nobenega smisla, ¢eprav bi se gotovo
nasli ljudje, ki bi jim to formalno uspelo. Vse barve na primer
razvrstimo v barvno lestvico in jim priredimo zaporedne §tevilke,
ki jih zavzamejo v takem katalogu, nato pa iz te spremenljivke
izracunamo povpreéno vrednost, pogledamo spet v katalog...

3.8. Srednje vrednosti

Take neumnosti prepoznamo od dale¢ in so zato znatno manj nevarne
od naslednjih.

ZGLED 3.3.3:

Tovarna je prodala 9 izdelkov po 25000 d.e., 7 po 31000 d.e. in 4
po 34000 d.e.; koliksna je bila povpreéna cena?

Zal se Se vedno najdejo ljudje, ki povprecno ceno tudi sedaj racu-
najo natanko tako kot v zgledu 3.3.1 in dobijo enak, tokrat seveda
napacen rezultat. Sklepajmo tako, kakor nam narekuje vsebina
pojma ”povpreéna vrednost”, kot smo ga opisali zgoraj: izkupicek
od prodaje delimo s tevilom vseh prodanih proizvodov. Tak racun
nam da

9.25000+7-31000+4-34000 578000
#= 9+7+4 - T 90

= 28900

Lahko bi ravnali tudi drugace, izpisali bi vsako ceno tolikokrat, kolikor-
krat se je pojavila pri prodaji (ali drugace, kolikor je bila njena frekvenca),
nato pa bi opravili sestevanje in vsoto delili s stevilom izdelkov: rezultat bi
bil seveda enak.

Odkar je clovestvo izumilo veckratnike, se ne ubada ve¢ s krutimi raz-
licicami, kakrsno smo ponudili kot alternativo v naSem primeru. Prav ob-
ratno, iz primera vidimo, kako racunati aritmeticno sredino, ¢e imamo za
spremenljivko r moznih vrednosti y1, ¥2, ..., ¥, in za vsako od njih frekven-
co f;, torej podatek, ki pove, kolikokrat ta vrednost dejansko nastopa. V
takem primeru imamo v obrazcu za izracun aritmeti¢ne sredine v Stevcu
vsoto produktov posameznih vrednosti z njim pripadajo¢imi frekvencami, v
imenovalcu pa vsoto frekvenc, ki je seveda nujno enaka stevilu vseh elemen-
tov IV, na katerih smo izmerili vrednosti. Tako je v takem primeru

firmm+ foryp+ o+ froyr 1

= . = => fiw (2)
f1+f2+---+fr Nz—l

Zaradi vloge, ki jo imajo v tem obrazcu frekvence, jih imenujemo utezi ali

tudi ponderji, po obrazcu (2) izra¢unani povprec¢ni vrednosti pa recemo

tehtana aritmeti¢na sredina.

ZGLED 3.3.4:

32 ucéencev 4. A razreda je imelo ob polletju naslednje ocene iz
matematike: trije odliéno (5), pet prav dobro (4), deset dobro (3),
osem zadostno (2) in Sest nezadostno (1). Izrac¢unajmo povpreéno
oceno iz matematike v tem razredu!

Po obrazcu imamo (¢e rezultat zaokrozimo na dve decimalni mesti)
3-5+5-44+10-3+8-2+6-1

H 3+5+10+8+6
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Na populaciji 32 uc¢encev smo v tem zgledu opazovali spremenljivko, ki
ima pet moznih vrednosti (ocene 5, 4, 3, 2, 1), pripadajoce utezi pa so bile
seveda frekvence posameznih ocen. 1z povpreéne ocene ne moremo prav nic
povedati o tem, kaksne ocene imajo posamezniki iz proucevanega razreda,
pove pa nam nekaj o populaciji kot celoti, denimo to, da je ve¢ ucencev
imelo oceno 1 ali 2, kot pa je bilo tistih, ki so prisluzili 4 ali 5. Ce poznamo
povprecno oceno kakega drugega razreda in vemo, da je ta vi§ja od povprecja
v 4. A razredu, lahko govorimo o uspesnejSem razredu, Se zmeraj pa imajo
lahko nekateri posamezniki iz 4. A razreda boljso oceno kot nekateri ucenci
v primerjalnem razredu. Na kratko, aritmeti¢na sredina p je statistiéni
parameter, govori o populaciji kot celoti in sama po sebi zelo malo o tem,
kako so porazdeljene individualne vrednosti statisticne spremenljivke.

Tehtano aritmeti¢no sredino lahko oc¢itno nadomestimo z navadno arit-
meti¢no sredino, izratunano po obrazcu (1), samo v primeru, ko imajo vse
mozne vrednosti enake frekvence; v vseh drugih primerih pa nas take poe-
nostavitve pripeljejo do napaé¢nih rezultatov. (Zelo banalen zgled bi pred-
stavljalo zanemarjanje utezi pri racunanju povprecne ocene, saj bi potem
vsi razredi v Soli imeli povpreéno oceno 3.)

V prejsnjem razdelku smo se ukvarjali z grupiranjem podatkov v frek-
vencne razrede. Kot vemo, nam frekvenca f; v tem primeru pove, na koliko
enotah je spremenljivka zavzela vrednost, ki sodi na ¢ — ti podinterval. Tudi
v tem primeru lahko uporabimo obrazec (2), ¢e za vrednosti y; vzamemo
sredine omenjenih podintervalov oziroma frekvencénih razredov. Seveda se
ob tem zavedamo (glej okvir na strani 55!), da je tako izrac¢unana aritmeti¢na
sredina samo priblizek za tisto vrednost, ki bi jo izracunali iz originalnih,
to je negrupiranih podatkov.

ZGLED 3.3.5:

Za - ze dobro znano - porazdelitev mas stotih ucencev v naslednji
tabeli izracunajmo aritmeti¢no sredino!

Razred | Masa (kg) | Sredine (y;) fil fi-vs
1 595 - 62°5 61 b) 305

2 625 - 655 64 18 | 1152

S 655 - 685 67 42 | 2814

4 685 - 715 70 27 | 1890

5 71°5 - 74°5 73 8 584
100 | 6745
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Tabelo smo na desni strani ze razsirili s stolpcem za produkte f; y; ,
ki jih potrebujemo za izrac¢un:

} o 6745 ,
Ho= N;fzyz = 00 = 6745

Razlaga rezultata je enaka kot v vseh dosedanjih zgledih z aritme-
ti¢no sredino: Ce bi vsi ucenci imeli enake mase, bi bila ta masa
67,45 kg; toliko dobimo, ¢e skupno maso vseh stotih uéencev raz-
delimo na enake dele.

Bistvena znacilnost tehtane aritmeti¢ne sredine dveh danih stevil a in b
je v dejstvu, da je na Stevilski premici ustrezna tocka sicer nekje na daljici, ki

stran ”zdrsne”, je odvisno od utezi, ki jih imata $tevili a in b v obrazcu (2).

Poleg aritmeti¢ne sredine uporabljamo Se dve srednji vrednosti. Posebej
pomembna je geometrijska sredina ali geometrijsko povprecje.

Geometrijska sredina pozitivnih stevil y1, ya, ..., yn je Stevilo

G: I\V/:Ijl'yg'...'yN (3)

Kako pridemo do nje, je mogoce opisati Se na bolj zapleten nacin, ki pa ima
v statistiki posebno vsebinsko ozadje: ¢e najprej logaritmiramo vrednosti
Y1, Y2, ---, YN , iz dobljenih logaritmov izrac¢unamo aritmeti¢no sredino in
nato rezultat opisanega postopka Se antilogaritmiramo, bomo natanko zadeli
G . (Bralec bo izkoristil priloznost in bo to trditev tudi dokazal, da osvezi
poznanstvo z logaritmi Se pred maturo...)

Geometrijsko sredino najveckrat uporabljamo pri raéunanju povpreénega
koeficienta rasti, zato se bomo k njej vrnili v razdelku 3.5, ko bomo govorili
o indeksnih Stevilih; tam nas ¢aka tudi prakticen zgled.

V statistiki srecamo tudi harmoniéno sredino oziroma harmoni¢no

povprecje Stevil. Za dana pozitivna Stevila y1, ya, ..., yn to sredino izracu-
namo po obrazcu
N
N 1 1
H = — {2 ()
1 1 L Y
S h e R e Ni:lyl
Y1 Y2 YnN

Nacin racunanja enostavneje pojasnimo z desno obliko zapisa:

Harmonicna sredina je enaka recipro¢ni vrednosti aritmetic¢ne sredine reci-
procnih vrednosti danih stevil.

Za tehtano harmoni¢no sredino imamo analogen obrazec,

H= (Y N}y (5)
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kjer so y; kot obi¢ajno vrednosti spremenljivke, N; pa pripadajoce utezi.
Najveckrat uporabljamo harmoniéno sredino pri ra¢unanju povprecij iz ra-
zliénih koeficientov, po zelo naravni poti pa pridemo do nje tudi pri racu-
nanju povprecne hitrosti.

ZGLED 3.3.6:

V Solo pridemo tako, da se najprej peljemo 3 km z avtobusom,
ki vozi po mestu s hitrostjo 40 km/h, nato pa prehodimo Se 1
kilometer s hitrostjo 4 km/h. Kaksna je povprecna hitrost, ki jo
dosezemo na poti v §olo?

Uporabimo oznake, domace iz fizike, torej s za pot in v za hitrost.
Povprecéno hitrost dobimo tako, da celotno pot (s; + s2) delimo
s celotnim ¢asom, porabljenim zanjo; porabili pa smo s;/v; ure
na avtobusu in s /vy ure pri peSacenju; tako je povprecna hitrost
enaka ——

$1 + 82 A .

ST, % = 3 1km/hm 1231 km/h

V1 (%) Zﬁ)— + 4
Obrazec, do katerega smo prigli s fizikalnim premislekom, je na-
tancno obrazec (5), e vzamemo hitrosti v; in vy za vrednosti pro-
ucevane statisticne spremenljivke, dolzini poti s1 in sg, na katerih

je bila posamezna hitrost dosezena, pa za pripadajoci utezi.

ZGLED 3.3.7:

Trgovina je prodajala tri izdelke, recimo jim A, B in C. Pri prvem
je ob prometu 5666000 d.e. enot imela t.i. koeficient obracanja
zaloge 68, pri drugem je bil promet 1585000 d.e. in koeficient
obracanja 138, pri izdelku C sta ustrezna podatka 2028 000 d.e.
in 6°0. Kaksen je bil povpreéen koeficient obrac¢anja zalog?

Ta naloga je zelo pomembna za trgovce, ki se jim mora zaloga
¢im hitreje obracati. Kako hitro se to dogaja, merijo ekonomisti s
koeficientom obracanja zaloge, ki je definiran kot koli¢nik med pro-
metom v dolo¢enem obdobju (npr. letu) in povpre¢no velikostjo
zaloge v tem obdobju.

Naj bodo torej P; zneski prometa po posameznih izdelkih, k; pripa-
dajocCi koeficienti obracanja zaloge in Z; povpretna stanja zaloge
v prouCevanem obdobju; zadnjih podatkov sicer nimamo, vemo
pa, da je koeficient obracanja za vsako blago posebej definiran
kot koliénik P;/Z;, tako da je Z; = P;/k;. Za povpreéni koefici-
ent obracanja celotne zaloge imamo v Stevcu skupni promet in v
imenovalcu skupno velikost povpreénih zalog,

3 3 P,
E={Y R}:{D £}
i=1 i=1
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to pa je natanko harmonic¢na sredina koeficientov ky, ko, k3 z znes-
ki prometov P; kot utezmi. Pri nagih podatkih imamo

b 5666 000 + 1585000 + 2028000 79
5666000 1585000 2028000

6°8 + 13°8 * 60

Bralec se lahko preprica, da bi z aritmeti¢no sredino v obeh zgledih dobil
(zelo) napacen rezultat.

Na koncu razdelka omenimo Se dva parametra, ki na svoj nac¢in govorita [
o "povprecénem obnaSanju” statisti¢ne spremenljivke na neki populaciji.

Mediana ali srediscénica je Stevilo M e, ki na dolo¢en nacin razpolovi po-
pulacijo: tako Stevilo je, da spremenljivka na polovici enot zavzame manj$o,
na polovici pa ve¢jo vrednost od nje. Formalno re¢emo takole: mediana bi se
v naraScajo¢em zaporedju N vrednosti, ki jih zavzame statisti¢na spremen-
ljivka, uvrstila na mesto ("rang”), ki ga dolo¢a vrednost izraza (N +1)/2.
Ce je N liho stevilo, je vrednost tega izraza celo Stevilo in mediana je pre-
prosto enaka tisti vrednosti, ki je natan¢no v sredini tako dobljene vrste.
Kadar je vseh vrednosti sodo stevilo, (N + 1)/2 ni celo Stevilo, mediano je
treba pac postaviti ”v sredino med srednji dve vrednosti”, pa je.

Vet dela je pri grupiranih podatkih, kjer s frekvencami dolocena rela-
tivna pomembnost posameznih vrednosti (ali sredin posameznih razredov)
odloca o tem, kje lezi mediana. Poglejmo si kar na zgledu, kako izracunamo
mediano takrat, ko so vrednosti grupirane v razrede.

ZGLED 3.3.8:

Izracunajmo mediano za porazdelitev mas uéencev, ki smo jo upo-
rabljali Ze v prejénjih zgledih. Iz kumulativne porazdelitve

|

Razred | Masa (kg) | Sredine (y;) | fi | F;
. 59'5 - 62°5 61 5

2 625 - 65°5 64 18 )

3 655 - 685 67 42 | 23

4 685 - 71'5 70 27| 65

) 715 - 745 73 8| 92

100 | 100

vidimo, da je spodnja meja 3. razreda zagotovo manjsa od medi-
ane (kumulativa je 23, kar je manj od polovice enot v populaciji),
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medtem ko je spodnja meja naslednjega razreda ze vecja od media-
ne, saj je kumulativa iz naslednjega razreda (65) vecja od polovice
populacije. Mediana se potemtakem skriva nekje v 3. razredu.
Natanc¢nejsi polozaj dolo¢imo z linearno interpolacijo. Sklepamo
takole: mediana lezi tako, da ima 50 uéencev manjgo, ostalih 50 pa
vecjo maso. Predpostavimo, da je porazdelitev mas znotraj posa-
meznega razreda enakomerna (kar sicer ni najbolj logi¢no, vendar
obi¢ajno nimamo boljSe moznosti). Potem je razdalja od spodnje
meje razreda do mediane v enakem razmerju do celotne Sirine in-
tervala, kot je razmerje med potrebnim prirastkom kumulative (v
nasem primeru 50°5 - 23) in njenim celotnim prirastkom oziroma
frekvenco tega razreda (42). Tako dobimo oceno

505 — 23

Me' = 655 + 30 -
a & 2

~ 6746

Ce rezultat primerjamo z onim iz zgleda 3.3.5, vidimo, da je me-
diana za to porazdelitev samo za spoznanje vecja od aritmeti¢ne
sredine. Tako dobro ujemanje je znacilno za porazdelitve, ki so
vsaj priblizno simetri¢ne.

V splosnem pa prikazano interpolacijo opravimo takole:
- izraCunamo rang, ki ustreza mediani, to je Ry = (N 4+ 1)/2; tu N kot
obi¢ajno pomeni stevilo vrednosti,
- pogledamo, kateri razred s svojo frekvenco fys. poveca dotedanjo kumu-
lativo frekvenc Fys. nad rang Rye,

- mediano izra¢unamo po obrazcu

Rume — Fume
fMe

Me' = YMe,s + (yMe,z —yMe,s) . (6)
V obrazcu se poleg ze opisanih oznak pojavljata Se spodnja in zgornja meja
razreda, v katerem lezi mediana. Za vsak slu¢aj ponovimo opozorilo: iz
grupiranih podatkov izracunana mediana je samo priblizek za dejansko vred-
nost tega parametra, ki bi jo dobili iz individualnih vrednosti statisticne
spremenljivke; odtod tudi ¢rtica ob simbolu v obrazcu (6), ki opozarja, da
gre za priblizek.

Zadnja srednja vrednost, ki jo omenjamo, je modus (tudi gostiséna vred-
nost ali gostisénica). To je najpogostejSa vrednost med vsemi vrednostmi,
ki jih je zavzela opazovana statisti¢na spremenljivka.

Dokler so na voljo izvorni negrupirani podatki, z modusom ni tezav, po-
gledamo pa¢, katera vrednost se najveckrat pojavi. Se najhujsi problem je
lahko v tem, da pri nekaterih porazdelitvah ni enoli¢no dolo¢ene najpogo-
stejSe vrednosti, ampak ima ve¢ vrednosti isto (najvecjo) frekvenco.

Pri podatkih, ki so grupirani v (enako siroke) razrede, pa je spet po-
trebnega nekaj ve¢ dela. Najprej dolo¢imo modalni razred, to je razred

3.8. Srednje vrednosti

z najvecjo frekvenco. Tudi tu se lahko zgodi, da obstajata dva razreda z
enako, med vsemi najvecjo frekvenco; takrat modus ni enoli¢no dolocen,
za porazdelitev pravimo, da je bimodalna. Na pojav nas lepo opozori njen
histogram, v katerem se enakopravno kosata za prvenstvo dva enako visoka
stolpca. (Uéeno ime za tako porazdelitev, ki se ponasa z enim samim izra-
zitim ”vrhom”, je v sorodu z brezalkoholnim pivom in ga bo bralec sestavil
sam.)

Ce je modalni razred enoli¢no dolocen, izra¢unamo modus (bolje: pri-
blizek zanj) z linearno interpolacijo po obrazcu

fMo ok fMo—l
"2 e — e — Dot @

MO, = YMo,s 1 (yMo,z _yMo,s)

Poleg frekvence fy,, ki pripada modalnemu razredu, se v obrazcu pojav-
ljata tudi frekvenci obeh sosednjih razredov, tistega pred njim ( faro—1) in

onega za njim ( faro+1)-

ZGLED 3.3.9:

Za tolikokrat uporabljeno porazdelitev mas je modalni razred tre-
tji, s frekvenco fay, = 42, spodnjo mejo yaros = 655, Sirino
YMo,> — YMo,s = 3°0 in frekvencama obeh sosedov firo—1 = 18,
fro+1 = 27. Po obrazcu je zato

42 — 18

5 a2 _1g_go7 ~ 7%

Mo' = 655 + 3°0-

Spoznali smo kopico srednjih vrednosti in se sprijaznili s tem, da bolj ali
manj dobro znano aritmeti¢no povprecje ni edini parameter te vrste. Stvari
pa Sele postajajo prav zanimive: kakSna je izpovedna mo¢ posameznega
parametra, s katerim izrazamo srednjo vrednost, kdaj je eden od njih bolj
primeren od drugih, kakSen je numeri¢en odnos med njimi, kaj lahko iz teh
odnosov povemo o porazdelitvi vrednosti statisticne spremenljivke... to so
vprasanja, ki presegajo nag okvir, po odgovore bo treba v resnejSo statisti¢no
literaturo.

VAJE

1. Katere vrste srednjih vrednosti poznas? Po ¢em se razlikuje navadna
aritmeti¢na sredina od tehtane?

2. Izra¢unaj aritmeti¢no, geometrijsko in harmoni¢no sredino stevil 2, 4,
7,9, 11, 12, 15 in 17.

3. Naj bosta a in b poljubni pozitivni Stevili. Presodi, kdaj se lahko
aritmeti¢na in geometrijska sredina ujemata.
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4. Pet strelcev je zadelo 8 krogov, Stirje po 5 krogov, en strelec samo 4
kroge, Sest strelcev 7 krogov in dva strelca sredino tarce (10 krogov).
Izracunaj povprecen rezultat tega streljanja.

5. Nekdo je prodal 3 parcele po 400 m? po 35 d.e. za kvadratni meter
in 7 parcel po 500 m? po 42 d.e. za kvadratni meter. Koliksna je bila
povpreéna cena kvadratnega metra zemljisca?

6. Na zagi so imeli pri zaganju desk na predpisane dolzine precej odpad-
kov, zato so se odlo¢ili, da bodo podrobneje prouéili dolzine ostankov.
Na vzorcu, sestavljenem iz 40 enot, so izmerili dolzine (v cm):

148 155 185 164 177 165 160 174 172 169
176 173 139 168 145 170 155 183 156 164
162 167 196 167 152 155 162 158 160 170
165 193 146 178 184 181 166 188 166 158

Sestavi frekvenéno porazdelitev z razredi

138 — 146, 147 — 155, ..., 192 — 200,

nato pa izracunaj aritmeticno sredino

a) iz negrupiranih podatkov;

b) iz dobljene porazdelitve v razrede.

Primerjaj rezultata. (Opomba: pridni ucenci imajo polovico naloge ze
narejeno iz prejsnjega razdelka.)

7. Za frekven¢no porazdelitev iz prejsnje naloge izracunaj tudi modus in
mediano.

8. Za vzorec 6570 druzin iz 5. naloge v prejSnjem razdelku izracunaj
povprecno Stevilo otrok.

9. Izracunaj aritmeti¢no sredino prvih n naravnih Stevil.

10. Denimo, da se v Solo peljemo z avtobusom 6 km in nato s hitrostjo 5
km/h hodimo §e 1'5 kilometra dale¢. Kako hitro mora voziti avtobus,
da bo povpreéna hitrost, ki jo dosezemo na celi poti, vsaj 20 km/h?

11. Sam ali z ugiteljevo pomocjo ugotovi, kako pridemo do obrazca (7).

3.4. Mere variabilnosti

3.4 Mere variabilnosti

Koliko pove neka srednja vrednost (v nadaljevanju bomo zaradi enostavnosti
govorili samo o aritmeti¢ni sredini) o populaciji, je odvisno od tega, kako so
individualne vrednosti, ki jih je zavzela statisticna spremenljivka, razprsene
okrog tega povprec¢ja. Bolj ko so individualne vrednosti razprSene, manjsa
je izpovedna moc¢ srednje vrednosti.

Prva ideja, ki pride ¢loveku na misel, ko poskuSa meriti razprSenost
podatkov, je najbrz naslednja: vzemimo njihovo aritmeti¢no sredino, izra-
¢unajmo vse odklone individualnih vrednosti od nje in tako dobljene razlike
seStejmo. Preprosto, toda zal neucinkovito: aritmeti¢na sredina p po defini-
ciji lezi na takem mestu, da se vsota negativnih odklonov natanko uravnovesi
z vsoto pozitivnih, ali drugace,

Vsota odklonov individualnih vrednosti od aritmeticne sredine je za vsako
statistiéno spremenljivko enaka 0.

Ce bi namesto odklonov sesteli njihove absolutne vrednosti, bi se opisane
tezave resili, nakopali pa bi si kopico drugih, tako tehni¢nih kot vsebin-
skih. Zato se je kot merilo za razprSenost oziroma variabilnost podatkov
uveljavila varianca (simbol 02 ), ki jo izraunamo kot povpreéje kvadratov
odklonov vrednosti y; od aritmeti¢ne sredine p; za negrupirane podatke
izrac¢un dobesedno sledi opisu,

2 1 al 2
ot = 2> (n—n) (1)
=i

pri podatkih, grupiranih v r razredov s sredinami y;, pa seStevanje kot
obicajno skrajsamo z veckratniki (f; so spet frekvence),

o = =3 fi(w — ) @)
=1

ZGLED 3.4.1:

Statisticni znak (spremenljivka) Y je na neki populaciji zavzela
vrednosti 12, 6, 7, 3, 15, 10, 18 in 5. Izra¢unajmo varianco!

Dobesedno po receptih gre racun takole:

124+6+7+3+15+104+184+5
Bo= 3 =95

Q—li('— 2 = 2{(12-95) + (6 — 9'5)°
U—Niﬂyz p)” = g1(12-95)"+(6-9%)"...

... (18-95)2+(5-95)2} = 2375

i |
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Za obdelavo vecjih koli¢in podatkov je zelo koristna ugotovitev, da je
mogoce osnovno obliko obrazcev (1) in (2) predelati v

1 N
02=NZ y?—uz (3)
i=1
oziroma
1 T
o? = NZ fiyiz - N2 (4)
i=1

Ker si vecina ljudi obrazce bolje zapomni po vsebini kot po simbolih, po-
vejmo navodilo: varianco dobimo tako, da povpreé¢je kvadriranih vrednosti
opazovane spremenljivke zmanjSamo za kvadrat njihovega obicajnega pov-
precja .

Obrazca, do katerih pridemo s kvadriranjem dvoclenikov v (1) in (2) ter
s poenostavljanjem tako dobljenih izrazov (vajal), sta znatno ugodnejsa za
prakti¢no racunanje s skromnimi priro¢nimi (beri: Zepnimi) sredstvi.
ZGLED 3.4.2:

Izra¢unajmo varianco za frekvenéno porazdelitev... se ve, katero.

Razred | Masa (kg) | v; B | 5% fi-y2

995 - 625 | 61 ) 305 | 18605
625-655 |64 | 18| 1152 | 73728
655 - 685 | 67 | 42| 2814 | 188538
68°5-71'5 |70 | 27| 1890 | 132300
71°5-745 |73 8 584 | 42632

Tt A W NN =

100 | 6745 | 455803

Tabelo, ki smo jo srecali pri racunanju aritmeti¢ne sredine, smo
na desni strani Se razsirili s stolpcem za produkte f;y?, ki jih
potrebujemo za izraC¢un variance. Aritmeti¢no sredino za to po-
razdelitev Ze poznamo,

. 6745 _
= N;fiyi = g = 6745

z uporabo podatka iz skrajnega jugovzhodnega vogala tabele pa
po obrazcu (4) takoj dobimo Se varianco:

s 1
2 Z a2 2 -~ . — 67452 = &
o = Ni - flyz M 10 455803 6745 85275

3.4. Mere variabilnosti

Za, prakti¢no uporabo kaze rezultat zaokroziti, denimo na 85, saj
ne more biti natan¢nejsi od vhodnih podatkov. Bralca pa vabimo,
da varianco na vsak nacin izracuna tudi neposredno po osnovnem
obrazcu (2), da bo znal ceniti prihranke, ki jih prinasata razli¢ici

(3) in (4).

Kakorkoli pa Ze prispemo do variance, ostaja na njej grd madez: v nasem
konkretnem primeru je izrazena v kvadratnih kilogramih, v sploSnem ima
za mersko enoto kvadrat tiste enote, v kateri izrazamo vrednosti opazova-
ne spremenljivke. To je dovolj nerodno, da imamo v praksi namesto nje
dosti rajsi njen kvadratni koren, ki mu recemo standardni odklon (bolj
uceno tudi standardna deviacija ) in ga - razumljivo - ozna¢imo s simbolom
o . Posebnih rac¢unskih tezav z njim ni, ko imamo v delovnem pomnilniku
(Cesarkoli) izra¢unano varianco, je potrebno samo Se korenjenje.

ZGLED 3.4.3:

Za porazdelitev iz prejSnjega zgleda je
g = Vo? = V88275 = 292

Rezultat je enak tudi v primeru, da korenimo zaokrozeno vrednost
za, varianco.

Poleg te, da ima enako mersko enoto kot izhodis¢ni podatki, pa ima
standardni odklon Se eno lepo lastnost. Za priblizno simetriéne porazde-
litve z izrazitim modalnim razredom (zdaj se ne moremo veé sprenevedati:
imenujemo jih unimodalne) lahko na intervalu, ki sega po en standardni
odklon v levo in desno od aritmeti¢ne sredine p, pricakujemo priblizno dve
tretjini individualnih vrednosti statisticne spremenljivke.

Varianca in standardni odklon sta samo dva - ¢eprav najpogosteje upo-
rabljana - predstavnika parametrov, ki jih uporabljamo za merjenje varia-
bilnosti podatkov. Analogno lahko definiramo povprecja razlicnih potenc
odklonov od mediane ali modusa, povpreéni absolutni odklon in tako dalje.
Nenazadnje je najpreprostejse (in temu primerno precej nezanesljivo) merilo
za variabilnost podatkov ze t.i. variacijski razmik (tudi: razmah, varia-
cijski razpon ), definiran kot razlika med najvec¢jo in najmanjso individualno
vrednostjo statisticne spremenljivke:

Rv = Ymaz — Ymin (5)

Za konec razdelka e tole. Ce nekomu re¢emo, da je v proucevanem
podjetju standardni odklon pri placah priblizno 10000 SIT, bo najbrz takoj
vprasal, koliksna je povprecna placa, saj je pri danem standardnem odklonu
variabilnost v bistvu tem manjSa, ¢im vecja je aritmeticna sredina.
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Da bi omogocil primerljivost variabilnosti za razliéne spremenljivke ozi-
roma, porazdelitve, je znameniti statistik K. Pearson ze ob koncu prejsnjega
stoletja predlagal koeficient variacije, ki je definiran kot razmerje med
standardnim odklonom in aritmeti¢no sredino dane porazdelitve, oziroma,
Ce zelimo parameter izraziti v odstotkih, kot stokratnik opisanega razmer-
ja. Za tolikokrat uporabljeno porazdelitev mas stotih ucencev je koeficient
variacije

K, = T _ 2°92
W 6745

in lahko bi rekli, da variabilnost ni prav izrazita.

= 0'04329... =~ 43%

VAJE

1. Izrac¢unaj varianco in standardni odklon stevil 8, 5, 4, 7 in 10.

2. Od 47 ucencev je 7 ucencev doseglo oceno odli¢no, 16 oceno prav dobro,
13 dobro, 5 zadostno in 6 nezadostno. Izracunaj standardni odklon in
koeficent variacije za to porazdelitev.

3. Nadaljuj nalogo 8 iz prejsnjega razdelka (dolzine ostankov na zagi) in iz-
racunaj Se vse obravnavane parametre, s katerimi merimo variabilnost,
tako za podatke pred grupiranjem kot za frekvencno porazdelitev po
razredih. Oceni, kaksna je v tem primeru napaka, ¢e prave parametre
nadomestimo s priblizki, ki jih dobimo iz grupiranih podatkov.

4. V podjetju, ki ima 138 delavcev, so preverjali, koliko ¢asa porabijo za
prevoz na delo in z dela. Iz naslednje tabele, kjer so y; v minutah
izrazeni Casi, izra¢unaj vse potrebne parametre in poskusi pojasniti,
kaksna je porazdelitev transportnih casov:

Razred Yi fi
1 0o - 30 | 70
2 31 - 60 | 47
3 61 - 90 | 12
4 91 - 120
5 121 - 150
6 151 - 180

5. Denimo, da ima podjetje ”VARNOST” direktorja z zelo visoko placo,
snazilko z zelo majhno in 20 varnostnikov s priblizno enakimi dohodki.
Kaj poreces o povprecni placi v tem podjetju? Kako je s standardnim
odklonom? Kaj nam o variabilnosti pove variacijski razmik?

3.5. Indeksna Stevila

3.5 Indeksna Stevila

Statistiki pravijo, da so indeksi taka relativna Stevila, ki jih dobimo z
razmerjem dveh podatkov, ki se nanasata na istovrstna pojava.

Stevilo, s katerim primerjamo (in ga zato postavimo v imenovalec), ime-
nujemo osnova ali baza, standardna oznaka zanj je Yy . Omenjeno razmerje
obi¢ajno razsirimo s 100, da je indeks izrazen v odstotkih.

Ko govorimo o istovrstnih pojavih, obi¢ajno mislimo na vrednosti istega
pojava v razliénih casih ali na razli¢nih geografskih obmocjih. Najpogosteje
se ukvarjamo ravno s €éasovnimi indeksi, ki jih dobimo tako, da primerja-
mo vrednosti dolo¢enega statisticnega znaka, ki jih je ta imel v dveh razli¢nih
casovnih trenutkih oziroma na dveh razlicnih ¢asovnih intervalih. Glede na
to, ali za primerjavo vedno uporabljamo isti podatek ali pa se osnova za pri-
merjavo spreminja, govorimo o indeksih s stalno osnovo in o indeksih
S premi¢éno 0osnovo.

Naj bodo Yy, Y1, Ys, ..., ¥, vrednosti proucevanega pojava v zaporednih
¢asovnih obdobjih. Ce vzamemo za osnovo prvi podatek, dobimo naslednje
zaporedje baznih indeksov:

Y,
Lo =100- %  (k=1,2,..,n) (1)
Yo

ZGLED 3.5.1:

Iz tabele o gibanju proizvodnje nekega blaga v letih 1980 - 1989
izracunajmo indekse z osnovo v letu 1980!

LETO | PROIZVODNJA | INDEKS
1980 5188 100°0
1981 5322 102°6
1982 5249 1012
1983 5150 993
1984 7235 139°5
1985 7942 1531
1986 8904 | el I
1987 9276 1788
1988 9864 190°1
1989 11544 222°5

Rezultate v zadnjem stolpcu smo zaokrozili.
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Kaj nam povedo indeksi s stalno osnovo? Glede na obrazec (1) lahko
re¢emo, da indeks I, o pove, koliko % celote Yy predstavlja vrednost pojava
Yk . Vrednost indeksa nad 100 pomeni, da je imel v prou¢evanem obdobju
pojav ve¢jo vrednost kot v baznem obdobju, vrednost indeksa pod 100
pa nasprotno prica, da je vrednost pojava za ustrezno Stevilo odstotkov —
namre¢ za (100 — Iy /9 )% — manjsa kot v baznem obdobju.

Za vsebinsko analizo dinamike pojavov je nerodno, e si za osnovo ana-
lize izberemo ”patolosko” obdobje, zato ni nujno, da je izhodisce prvo leto
casovne vrste. Kako preracunati indekse na kako drugo osnovo?

Recimo, da namesto zacetnega obdobja vzamemo za osnovo j —to ob-
dobje. Potem velja naslednja ugotovitev:

Y
|
Y, 00

100 - (Y / Yo)
1100 - (Y; / o)

1

Is; = 100- = 100 - 2 2)
Iiso

Predelava indeksov na novo osnovo torej zahteva samo eno deljenje in premik

decimalne vejice ali pike. (Podrobna izpeljava nakazanega dokaza bi lahko

bralcu prinesla obilo veselja s tako ljubimi dvojnimi ulomki!)

ZGLED 3.5.2:

Indekse iz prejSnjega zgleda prerac¢unajmo tako, da bo namesto
leta 1980 osnova leto 1984!

Po obrazcu (2) za vsako leto vzamemo razmerje med njegovim
dosedanjim indeksom in indeksom leta 1984 glede na leto 1980 (to
je 139°5) in dobljeni koliénik pomnozimo s 100, kar nam da novo
vrsto baznih indeksov:

LETO | PROIZVODNJA | INDEKS
1980 5188 T
1981 9322 735
1982 5249 72°5
1983 5150 712
1984 7235 100°0
1985 7942 1097
1986 8904 1231
1987 9276 1282
1988 9864 136°3
1989 11544 159°5

Interpretacija je analogna prejsnji: indeks 136°3 pove, da je bila
proizvodnja v letu 1988 za 36°3% vecja od tiste v letu 1984. Do

3.5. Indeksna stevila

enakega rezultata bi prisli tudi z neposrednim racunanjem,

Vs 9864
— Tt ot 100
Tss/84 0 Yei 7235

= 1363

Pri posameznih letih (npr. 1989) lahko pride do malenkostne raz-
like, ki je posledica tega, da so prvotni indeksi ze bili zaokroZeni
na eno decimalno mesto.

Od indeksov s premi¢no osnovo so najpomembnejsi verizni indeksi, pri
katerih primerjamo vrednosti pojava v dveh zaporednih obdobjih, konkret-
no, za vrednost pojava v izbranem obdobju izra¢unamo, koliko odstotkov
od vrednosti pojava v preteklem obdobju predstavlja. Iz vrste podatkov

Yy, Y1, Y5, ..., Y, torej racunamo verizne indekse J; po obrazcu
Y
Ji = 100-—2 (k=1,2,..,n) (3)
Yi—1

Za, prvo obdobje v Casovni vrsti seveda veriznega indeksa ne moremo izra-
Ccunati. ;

ZGLED 3.5.3:

Za ¢asovno vrsto podatkov o proizvodnji v letih 1980 - 1989 iz
prejsnjih zgledov izra¢unajmo Se verizne indekse!

Izracun poteka neposredno po obrazcu, rezultati so v tabeli:

LETO | PROIZVODNJA | INDEKS
1980 5188 —
1981 5322 102°6
1982 5249 986
1983 5150 981
1984 7235 140°5
1985 7942 109°8
1986 8904 11271
1987 9276 1042
1988 9864 106°3
1989 11544 1170

V primeru veriznih indeksov vrednost nad 100 pomeni povecanje,
vrednost pod 100 pa zmanjSanje vrednosti pojava v primerjavi s
preteklim obdobjem, vsaki¢ za ustrezno stevilo odstotkov (kolikor
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pac strli preko 100 oziroma kolikor manjka do te vrednosti). Pro-
izvodnja v letu 1982 je bila za 100 — 986 = 1'4% manjsa od one
v letu 1981, proizvodnja v letu 1981 pa je za 1026 — 100 = 2'6%
prekasala tisto v zacetnem letu ¢asovne vrste.

Kaksna je zveza med veriznimi in baznimi indeksi? Denimo, da imamo
spet vrsto podatkov Yy, Y1, Y3, ..., Y, in zapi§imo bazni indeks Ij , nato pa
ulomek ustrezno razsirimo:

Y; Yo Y1 Yo Y;
I = Iibs-? — 1ffe 2 o FL B8 o2
Yo YVici Yo Vi3 Yo

V posameznih ulomkih na desni prepoznamo stotinke veriznih indeksov J ,
kar pomeni, da bazni indeks I dobimo tako, da zmnozimo stotinke vseh
veriznih indeksov do vklju¢no k — tega, produkt pa Se pomnozimo s 100:

LI S B/ (4)
100 100 100 T 100

Ce iz definicije veriznega indeksa izpustimo od procentnega racuna podedo-
vani faktor 100, dobimo koeficient dinamike, K; = Y;/Y;_; . Obrazec (4)
lahko potemtakem interpretiramo tudi tako, da je treba za izracun baznega
indeksa zmnoziti vse koeficiente dinamike in dobljeni produkt dodatno se
pomnoziti s 100. (Pri tem pazimo na natan¢nost racunanja: zaokrozanju
indeksov na eno decimalno mesto ustreza zaokrozanje koeficientov dinamike
na tri decimalna mestal)

I, = 100

Ce definicijo koeficienta dinamike zapored uporabimo na vseh élenih
¢asovne vrste, vidimo, da je

Yn =Yy - K1 Ky ... Ky
Ta obrazec pravzaprav pokaze, kako vsako novo obdobje doda dolo¢eno rast
(lahko tudi upadanje, ¢e je K; < 1!) na kumulativo vsega, kar se je dogajalo
s pojavom v preteklih obdobjih. Kaj naj bi v tej lu¢i pomenil povprecni
koeficient dinamike K ? Gotovo takSen konstanten koeficient dinamike,

da bi iz dane zacetne vrednosti Yy z njegovo N — kratno uporabo prisli do
enake konéne vrednosti Yy . To pa pomeni, da mora biti

Yo~ Ky By By =¥ B K+ wn K

oziroma

K= YK Ky .. Ky (5)

ali Se drugace, povpreéni koeficient dinamike je geometrijska sredina
posameznih koeficientov dinamike za proucevano obdobje.

ZGLED 3.5.4:

Izra¢unajmo povprecéni koeficient dinamike za podatke o rasti pro-
izvodnje, ki smo jih proucevali v prejénjem razdelku!

V zgledu 3.5.3 smo izrac¢unali verizne indekse, ki jih takoj prede-
lamo v koeficiente dinamike in imamo

3.5. Indeksna stevila
LETO | PROIZVODNJA K;
1980 5188 —
1981 5322 1026
1982 5249 0986
1983 5150 0981
1984 7235 1°405
1985 7942 1098
1986 8904 17121
1987 9276 1042
1988 9864 1063
1989 11 544 1°170

Produkt vseh devetih koeficientov dinamike je 2:2241517... in de-
veti koren je (zaokrozeno) 1'093, toliko znasa povprecéni koeficient
dinamike. Rezultat lahko interpretiramo §e takole: proizvodnja bi
morala (v povprecju) naraséati po 9°3% letno, da bi se od 5188
enot v letu 1980 povecala na 11544 enot v letu 1989.

Bralec, ki se bo sam lotil reSevanja te naloge, bo ugotovil, da so zao-
krozitvene napake relativno pomembne; ¢e zacetni obseg proizvodnje 5 188
pomnozimo z deveto potenco Stevila 1°093, dobimo 1154999, kar je pri-
blizno pol promila veé, kot je dejanski obseg v letu 1989.

Vet o indeksih najdemo v statistic¢ni literaturi, zelo poucne pa so lahko
tudi racunalniske vaje s programi za obdelavo preglednic, kjer si lahko ze-
lo enostavno definiramo obrazce za racunanje indeksov in drugih relativnih
Stevil, tako da kasneje vnasamo samo podatke iz ¢asovne vrste, ostali po-
stopki pa so avtomatizirani. Ustrezni programski paketi imajo tudi kopico
grafiénih moznosti, s katerimi si lahko Se bolj nazorno predo¢imo dinamiko
proucevanega, pojava.

VAJE

1. Kaj ti pravzaprav pomeni izraz "relativna Stevila”? Kaj so indeksi?
Katere vrste indeksov poznas? Katere vrste ¢asovnih indeksov poznag?

2. Za leta 1985 - 1991 imamo naslednje podatke o Stevilu prijavljenih
prometnih nesre¢ na nekem obmodcju: 134, 152, 187, 171, 192, 198 in
182. Izracunaj

a) bazne indekse (bazno leto 1985);
b) bazne indekse (bazno leto 1991);
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¢) verizne indekse

in interpretiraj rezultate, Se posebej pa odgovori na naslednja vprasa-
nja:

- Kaksno je bilo na splosno stanje glede na leto 19857

- V katerem letu je bila rast Stevila nesre¢ najhitrejsa?

- Za koliko odstotkov je bilo stevilo nesre¢ v letu 1991 vecje od tistega
v letu 19887

. Za podatke iz prejSnje naloge izracunaj, za koliko odstotkov se je v

proucevanem obdobju povpreéno vsako leto povecalo stevilo prometnih
nesrec.

. Imamo naslednje podatke o prodaji v letih 1980 - 1993 in bazne indekse

z letom 1980 kot osnovo:

LETO | PRODAJA | INDEKS
1980 245 100°0
1981 354 1445
1982 453 1849
1983 378 1543
1984 424 1731
1985 488
1986 499 2037
1987 512 2090
1988 194°3
1989 523 2135
1990 226°5
1991 511 2086
1992 972
1993 613 2502

a) Izpolni praznine v tabeli.

b) Izrac¢unaj tudi bazne indekse z osnovo v letu 1986.
c¢) Izracunaj verizne indekse.

¢) Izracunaj povpreéni koeficient dinamike.

. Imamo naslednje podatke o nabavah materiala v letih 1980 - 1993 in

pripadajoce verizne indekse:

3.5. Indeksna stevila

LETO | NABAVA | VER. IND.
1980 160 =
1981 224 14070
1982 255 113°8
1983 278 1090
1984 312 11272
1985 378
1986 409 1082
1987 512 1252
1988 930
1989 523 1099
1990 96°4
1991 511 101-4
1992 572
1993 613 1084

a) Izpolni praznine v tabeli.

b) Izracunaj bazne indekse z osnovo v letu 1980.
c) Izra¢unaj bazne indekse z osnovo v letu 1986.
¢) Izrac¢unaj povpreéni koeficient dinamike.

. Nekaj c¢asa spremljaj gibanje borznih tecajev v dnevnem casopisju. Iz-

beri _si c.ielnico kakega podjetja, graficno predoéi spreminjanje njenega
tecaja, izraCunaj bazne in verizne indekse in povprecni koeficient dina-
mike za - denimo - Stirinajstdnevno obdobje.
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PREGLED POMEMBNEJSIH OBRAZCEV

Kumulativna porazdelitev frekvenc

B=0, F =1 ¥+ ha

Relativna frekvenca in kumulativna porazdelitev

o fk o o o o
fk:N’ FP =0, Ff = Fg_ 1 + fia

Navadna in tehtana aritmeti¢éna sredina

N U
1 L e o o
U—N;yu u = —Niz:;fzyz

fl 4 +fr

Geometrijska in harmoniéna sredina

1 1, _
G=Xv % - yn, H= NZJ} !
Varianca (negrupirani podatki)
1 o
2 _ L a2 2 _ 2
g = N;(yz pP = m
Varianca (grupirani podatki)
o? = izr: Gl = p)* = lzr: fivi —
N N

Standardni odklon, variacijski razmik, koeficient variacije

g
g = \/0'2, Rv:ymaz_ymin7 K’U:;

Bazni in verizni indeksi

Y Y
go = 100 - X, Jp = 100 -

Koeficient dinamike in povpreéni koeficient dinamike

K=X%K Ky ..-Ky =Y, /11

K, =Y/Y1,

4. VERJETNOSTNI RACUN

Verjetnostni racun je v nekaj sto letih prehodil zanimivo pot od mistiénih zacetkov in
"¢rne magije” do korektno postavljene matemati¢ne discipline in enega najlepsih, pa
tudi najbolj uporabnih matematiénih orodij. Verjetnostni modeli so postali prevliadujoca,
govorica v razliénih tehni¢nih Vedah, enako velja za podrocja izven tehnike. Tako tudi
sodobna ekonomija in management ne moreta ve¢ brez verjetnostnega racuna; to ni le
nepogresljivi element, brez katerega je statistika samo pripovedovanje zgodbic, ampak se
pojavlja tudi kot povsem samostojno orodje za analizo poslovnih tveganj in moznosti za,
njihovo zmanjSevanje.

Kratek srednjesolski u¢benik sicer ne more pricarati vse lepote tega dela matematike,
vendar lahko odstre zaveso, s pregledom najpomembnejsih osnovnih gradnikov pa pripravi
bralcu nekoliko lazjo pot naprej, k resnejsi literaturi.

4.1 Poskusi in dogodki

Trije osnovni pojmi, ki jih bomo srecevali ves ¢as nasega ukvarjanja z ver-
jetnostnim racunom, so

- poskus,

- dogodek in

- verjetnost dogodka.

Ker je tako pomembno, da jasno razumemo vloge teh treh gradnikov, jim bomo
namenili ve¢ pozornosti, kot bi se morda zdelo potrebno bralcu, ki se prvi¢ srecuje z
verjetnostnim racunom. Prosimo za potrpljenje: kasneje se vedno izkaze, da je bilo
uvodnega sitnarjenja prej premalo kot prevec.

V verjetnostnem rac¢unu bomo z izrazom poskus oznacevali vsako ho-
teno dejanje, ki ga opravimo v natanko dolo¢enih pogojih, na primer:
e Po mizi zakotalimo obi¢ajno igralno kocko.
e Iz obicajnega kompleta 32 kart izberemo eno karto.
e Kupimo eno od stotiso¢ loterijskih sreck.
e S pugko ustrelimo proti taréi.

Vsak poskus torej pomeni realizacijo neke mnozice skupaj nastopajocih
dejstev ali kompleksa pogojev. Bolj po domace: predpostavljamo, da se
poskus vedno odvija pod enakimi, natanéno dolo¢enimi pogoji.

Pojav, ki v to mnozico pogojev ne spada in se lahko v posameznem
poskusu zgodi ali pa tudi ne, imenujemo dogodek. V omenjenih poskusih
so mozni na primer naslednji dogodki:
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e Kocka se ustavi tako, da je na zgornji strani ploskev s Sestimi pikami ('pa-
de Sestica’). Pade sodo §tevilo pik. Pade liho stevilo pik. Padejo veé kot
stiri pike.

e Izvlecena karta je as. Izvlecena karta je rdece barve. IzvleCena karta je
pik. IzvleCena karta je figura.

e Kupljena srecka zadene glavni dobitek. Kupljena srecka zadene neki
manjsi dobitek. Kupljena srecka ne zadene nicesar.
e Tarca je zadeta. Tarca ni zadeta. Taréa je zadeta 1 cm od geometrijskega
sredisca.

Dogodke oznacujemo z velikimi tiskanimi érkami z zacetka abecede, npr.
A,B,C, ..., ¢e bo potrebno, jih tudi ostevilé¢imo, npr. Eq, Es, ..., Ey,.

Naj opozorimo, da je proucevanje nekega dogodka neloé¢ljivo povezano s
poskusom, v okviru katerega se zanje zanimamo. Brz ko se spremeni samo
eden od pogojev, je to ze drug poskus.

Pri ponavljanju dolocenega poskusa obstajajo za neki dogodek iz tega
poskusa (recimo mu dogodek A) v bistvu tri razliéne moznosti:

a) Vzemimo, da smo poskus velikokrat ponovili, dogodek A pa se je
zgodil pri vsaki ponovitvi poskusa, zato na osnovi teh izkuSenj sklepamo,
da se bo zgodil v katerikoli nadaljnji ponovitvi tega poskusa. Tedaj recemo,
da je dogodek A v proucevanem poskusu gotov dogodek.

ZGLED 4.1.1:

Vcasih je izkusnja edina osnova za trditev, da imamo opraviti z
gotovim dogodkom (na primer: vsakié¢, ko smo vrgli kamen v zrak,
je padel nazaj na zemljo, zato sklepamo, da je pri takem poskusu
‘vrnitev kamna na zemljo’ gotov dogodek, v drugih primerih lahko
to logi¢no utemeljimo (dogodek, da bo pri metu poStene igralne
kocke padlo manj kot sedem pik, je v tem poskusu gotov dogodek,
ker so pa¢ ploskve normalne igralne kocke oznacene z eno, dvema,
..., Sestimi pikami.

b) Denimo, da se dogodek ne zgodi v nobeni od zelo velikega Stevila
ponovitev nekega poskusa. Potem recemo, da je dogodek v tem poskusu
nemogo¢, ker sklepamo, da se ne more zgoditi tudi v nobeni od ponovitev
poskusa, ki naj bi jih Se naredili.

ZGLED 4.1.2:

Dogodek, da bi kdo s prostim ocesom videl posamezne atome, je
nemogo¢. Enako velja za dogodek, da potegnemo belo kroglico iz
posode, v kateri so same ¢rne kroglice.

c¢) Tretja moznost je najpogostejsa in za verjetnostni ra¢un najzanimi-
vejSa. Vzemimo, da se dogodek A v nekaterih ponovitvah poskusa zgodi,

4.1. Poskust in dogodki

v nekaterih pa ne, pri ¢emer pred posameznim poskusom ne moremo z go-
tovostjo napovedati, ali se bo zgodil ali ne. Ce nismo pretirano natancni,
lahko v takem primeru rec¢emo, da gre za sluéajen dogodek.

ZGLED 4.1.3:

Slucajen je dogodek, da vrzemo s kocko sodo §tevilo pik. Slucajen
je dogodek, da naletimo pri slepem izbiranju ene Slovenke na ta-
ko, ki ima modre o¢i. Slucajen je dogodek, da pri slepem izbi-
ranju tocke v koordinatnem sistemu zadenemo ravno koordinatno
izhodisce. Slucéajen je dogodek, da na loteriji z eno samo srecko
zadenemo glavni dobitek.

Sluéajnost dogodka je odvisna od tega, v katerem poskusu ga opazuje-
mo. Ce na primer pokupimo vse srecke neke loterije, dogodek, da zadenemo
glavni dobitek, ni ve¢ sluc¢ajen, ampak gotov.

Oglejmo si zdaj nekaj posebnih odnosov med dogodki in operacije, ki
nam iz dveh ali ve¢ danih dogodkov dajo nove dogodke. Za ilustracijo
bomo v veéini primerov porabili kar enega najpreprostejsih poskusov, ki ga
vsi dobro poznamo, to je 'met igralne kocke’ in dogodke, ki pri tem poskusu
lahko nastopijo; dostikrat se bomo srecali tudi z drugo obliko hazarda, to
je s kartami. Zaradi enostavnosti bomo ves cas delali s kompletom 32 kart,
ki ima glede na barve po osem src, kar, pikov in krizev, po vrednosti pa
po §tiri sedmice, osmice, devetice, desetice, fante, dame, kralje in ase. (Od
tu dalje bomo — kot na zacetku poglavja — takemu kompletu rekli ”obicajni
komplet kart”, ne da bi vsaki¢ posebej pojasnjevali, kaj s tem mislimo.)

Zveza med igrami na sreco in verjetnostnim rac¢unom ima globoke korenine, ki do-
kazano segajo vsaj v sredino 17. stoletja, ko sta se dva vrhunska francoska matematika,
nam Ze znani Blaise Pascal in Pierre Fermat, intenzivno ukvarjala s svetovalno dejavno-
stjo na podrocju kockanja. Slo je za naslednji konkretni problem: Kaj je bolj verjetno,
da pri Stirih metih poStene igralne kocke vsaj enkrat pade Sest pik, ali dogodek, da pri
24 metih dveh kock vsaj enkrat na obeh kockah pade Sestica?

Ljudsko izrocilo pa omenja kot enega najstarejsih problemov s podrocja verjetnost-
nega racuna vpraSanje, kako je treba korektno razdeliti obljubljeno nagrado (ali denar
od stav), ¢e je igra predcasno prekinjena. Nalogo Se danes sreCujemo v ucbenikih verjet-
nostnega rac¢una, dostikrat nekoliko preobleceno, na primer takole: Dva enako kvalitetna
Sahista, ki v medsebojnem dvoboju Stejeta samo zmage, igrata na Sest zmag. Koliksna
je verjetnost, da bo zmagal tisti, ki trenutno vodi s 4:27

Tako lahko mirno refemo, da so imele igre na sreco v zgodovini poleg polnjenja
davénih blagajn Se eno dobro lastnost, namre¢ vpliv na razvoj verjetnostnega racuna...

Zdaj pa k nekoliko dolgoveznemu spletu definicij.

Definicija: Dogodek A je na&in dogodka B (v znakih A C B), ¢e se
vsaki¢, ko nastopi dogodek A, zagotovo zgodi tudi dogodek B.
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ZGLED 4.1.4:

a) Pri metu kocke je dogodek A, da pade Sestica, nacin dogodka
B, da pade sodo $tevilo pik.

b) Pri izboru ene karte iz obic¢ajnega kompleta je dogodek, da
potegnemo srce, nacin dogodka, da je bila izbrana karta rdece
barve.

Definicija: Dogodka A in B sta enaka, ¢e socasno velja, da je dogodek
A nacin dogodka B in dogodek B nacin dogodka A,

A=B < AcCcBANBCA

V skladu z zapisano definicijo enakosti so med seboj enaki vsi gotovi dogodki
danega poskusa, zato jim damo enotno oznako G. Podobno velja za vse
nemogoce dogodke, oznagcili jih bomo z N.

Definicija: Ce se v nekem poskusu zgodi vsaj eden od dogodkov A ali
B, retemo, da se je zgodila vsota ali unija dogodkov A in B. Ta dogodek
bomo oznacili z AU B.

ZGLED 4.1.5:

a) Pri metu kocke naj bo dogodek A, da padejo ve¢ kot 4 pike,
dogodek B pa padec sodega Stevila pik. Vsota A U B nastopi na-
tanko takrat, ko pade bodisi 5 ali 6 pik (dogodek A) ali ¢e padejo
2, 4 ali 6 pik (dogodek B).

b) Iz mnozice Ngy = {1, 2, ..., 89, 90} na slepo izberemo eno od
stevil. Naj bo dogodek A, da je izbrano stevilo deljivo s 3, B
pa dogodek, da je izbrano $tevilo sodo. Vsota dogodkov nastopi,
kakor hitro dobimo §tevilo, ki se ponaSa vsaj z eno od obeh lastno-
sti, ali drugace, vsota ne nastopi v primeru, ko izbrano Stevilo ni
deljivo niti z 2 niti s 3.

Definicija: Produkt dogodkov (tudi presek dogodkov) A in B se
zgodi natanko takrat, kadar v nekem poskusu hkrati nastopita dogodka A
in B.

Izraz "hkrati” tu ne pomeni nujno popolne soc¢asnosti, ampak dejstvo,
da oba dogodka nastopita pri isti ponovitvi poskusa. Po analogiji z vsoto
dogodkov njun produkt pogosto oznacujemo z A N B, kadar pomote niso
mozne, pa se odlo¢imo za enostavnejSo pisavo A B.

ZGLED 4.1.6:
Imejmo poskus in dogodka A in B iz zgleda 4.1.5 (a).

a) Ce naj se zgodi produkt A B, morata nastopiti A in B hkrati,
kar se oCitno zgodi natanko takrat, ko pade Sest pik.

4.1. Poskusi in dogodki

b) Produkt se zgodi, ko je stevilo socasno deljivo z dva in s tri,
torej natanko takrat, ko je deljivo s Sest. V dani mnozici so taka
stevila 6, 12, 18, 24, 30, ..., 84 in 90.

Iz zadnjih dveh zgledov se vidi, da je produkt dveh dogodkov nacin
njune vsote, kar o€itno velja éisto Splosno Se veé, produkt kateregakoli
para dogodkov je nacin vsakega od njiju:

AnNnBCA, AnBCB

Definiciji vsote in produkta dogodkov lahko razsirimo z dveh dogodkov na
veCje Stevilo le-teh: vsota poljubnega stevila dogodkov se zgodi, brz ko
nastopi vsaj eden od njih, produkt teh dogodkov pa nastopi edino v primeru,
e se zgodijo vsi hkrati.

Definicija: V nekem poskusu nastopi negacija dogodka A, e ne na-
stopi dogodek A. Negacuo dogodka A oznacujemo s simbolom A e rajsi
z A’, po domace pa ji re¢emo kar nasprotni dogodek dogodka A

ZGLED 4.1.7:

Za dogodek A, da padejo pri metu kocke veé kot 4 pike, je negacija
dogodek, da ne padejo ve¢ kot 4 pike, z drugimi besedami, da
padejo kvecjemu §tiri pike.

POZOR: Relativno veliko je ljudi, ki imajo teZave z opisi "najve¢”,
"kvecjemu”, "ne ve¢ kot...” in podobnimi. To je lahko pri nalogah iz ver-
jetnostnega racuna zacetek napacne poti.

Definicija: Dogodka A in B sta v danem poskusu zdruzljiva, ¢e lahko
nastopita oba hkrati. Ce se to ne more zgoditi, re¢emo, da sta nezdruzljiva.

Produkt nezdruzljivih dogodkov A in B je oc¢itno nemogo¢ dogodek,
AB=N.

ZGLED 4.1.8:

Pri metu kocke sta dogodka A, da pade Sestica, in B, da pade
liho Stevilo pik, nezdruzljiva, ker ne moreta nastopiti oba hkrati.
Dogodka C', da pade sodo stevilo pik, in D, da padejo manj kot
tri pike, pa lahko nastopita v isti ponovitvi poskusa (kadar padeta
dve piki), zato sta zdruzljiva.

Poljuben dogodek in 1ijegova negacija sta vedno nezdruzljiva, poleg tega
pase v vsaki ponovitvi poskusa eden od njiju zagotovo zgodi, zaradi éesar Je
njuna vsota gotov dogodek. Ce se enkrat za vselej dogovorimo, da bomo pri
nezdruzljivih dogodkih vsoto dogodkov oznacevali kar z obi¢ajnim znakom
za seStevanje (4 ), lahko pravkar povedano na kratko zapisemo takole:

ANA'" = N in A+ A" =G

87



4. VERJETNOSTNI RACUN

Definicija: Ce lahko dogodek A izrazimo kot vsoto vsaj dveh med
seboj nezdruzljivih, sicer pa mogo¢ih dogodkov, na primer A = B + C,
pravimo, da je A sestavljen dogodek. Dogodku, ki ni sestavljen, recemo
elementaren dogodek ali izid.

ZGLED 4.1.9:

Pri metu kocke imamo Sest elementarnih dogodkov, ki po vrsti
pomenijo padec ene, dveh, ..., Sestih pik. Sestavljeni dogodek pa
je na primer padec sodega Stevila pik.

ZGLED 4.1.10:

Iz mmozice ¢rk slovenske abecede na_slepo izberemo eno ¢rko.
Slucajni dogodek, da izberemo ¢rko Z, je elementaren, slucajni
dogodek, da je izbran samoglasnik, pa je sestavljen iz petih izidov.

Definicija: Za izide, iz katerih je neki dogodek sestavljen, reCemo, da
so zanj ugodni, ali Se drugace, da so to naéini, na katere se ta dogodek
lahko zgodi.

ZGLED 4.1.11:

Socasno vrzemo rdeco in ¢rno igralno kocko. Dogodek A, da je
vsota obeh pik na kockah enaka 7, se lahko zgodi na naslednje
nacine:

1 pika na rde¢i kocki in 6 pik na ¢rni;

2 piki na rdeci kocki in 5 pik na ¢rni;

3 pike na rdeci kocki in 4 pike na ¢rni;

4 pike na rdeci kocki in 3 pike na €rni;

5 pik na rdeci kocki in 2 piki na érni;

6 pik na rdeci kocki in 1 pika na €rni.

Za dogodek A je tedaj ugodnih 6 izidov od 36 moznih. Da je vseh
moznih izidov res 36, pove osnovni izrek kombinatorike: na rdeci
kocki je 6 moznih izidov, neodvisno od tega je na ¢rni kocki 6

moznih izidov, skupaj torej toliko, kot znasa produkt obeh stevil,
namreé¢ 36.

Z dosedanjimi definicijami smo povedali, kako racunamo v mnozici vseh
dogodkov, ki jih lahko pripiSemo dolo¢enemu poskusu. Sedaj postavimo
povedano v nekoliko splosnejsi okvir.

Imejmo poljuben poskus in naj bodo E;, Es, ..., E, vsi mozni elemen-
tarni dogodki tega poskusa. Vsakemu dogodku A iz tega poskusa priredimo
natanko doloeno podmnozico mnozice {Ej, E3, ..., E,}, ki jo sestavljajo

elementarni dogodki, ugodni za nastop dogodka A, ali drugace receno, iz
katerih je le-ta sestavljen. Ce je A eden od moznih elementarnih dogodkov
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E; , ima ta podmnozica pac¢ en sam element (namre¢ ta izid), pri sestavljenih
dogodkih pa premore dva ali ve¢ elementov. Vseh moznih dogodkov (ele-
mentarnih in sestavljenih) v danem poskusu je zato natanko toliko, kolikor
razliénih podmnozic lahko naredimo iz mnozice elementarnih dogodkov. Ce
je teh n, je potem vseh moznih dogodkov natanko 2", tolikSna je namrec
mo¢ potencéne mnozice, ¢e ima osnovna mnozica mo¢ n. (Rezultat poznamo
iz kombinatorike!)

V verjetnostnem racunu bomo v skladu z njeno vlogo dali tej potencni
mnozici posebno ime, rekli ji bomo algebra dogodkov. Med njenimi ele-
menti sta posebej odlikovana nemogoci dogodek (ker zanj ni ugoden nobeden
od dogodkov E;, lahko nemogo¢i dogodek enacimo s prazno podmnozico
mnozice elementarnih dogodkov) ter gotovi dogodek, za katerega so ugodni
prav vsi elementarni dogodki F; , zaradi ¢esar ga lahko zapiSemo kot njihovo
unijo,

G:E1UE2U...UEn:UEi

oziroma v obliki
G = { By B5; 5.5 }

Ce ostanemo pri dogovorjenem enacenju sestavljenega dogodka z mnozico
izidov, ki so zanj ugodni.

Uporabljali bomo oba zapisa, odvisno od tega, kateri nam bo prisel bolj
prav. Algebra dogodkov je v skladu z drugim zapisom potenéna mnozica
mnozice G, zato jo bomo oznacili s PG .

ZGLED 4.1.12:

Pri metu kocke imamo Sest elementarnih dogodkov,

G = {Ela E27 aeey E5a E6}7

zato ima ustrezna algebra dogodkov P G natanko 64 (= 2°) do-
godkov, pri cemer sta seveda vSteta nemogoci dogodek ter gotovi

dogodek.
ZGLED 4.1.13:

Trikrat vrzemo kovanec. Opisi in prestej elementarne dogodke ter
izracunaj mo¢ algebre dogodkov!

Denimo, da poskus dejansko opravimo in belezimo, kaj se zgodi
pri posameznem metu: ¢e pade Stevilka, zapiSemo S, ¢e pade grb
("moz”), zapisemo M. Vseh moznih izidov je potemtakem toliko,
kolikor je nizov dolZine 3, ki imajo na vsakem od treh mest bodisi
S ali M. Po osnovnem izreku kombinatorike (ali kar po obrazcu za
stevilo variacij reda 3 z dovoljenim ponavljanjem iz 2 elementov)
je takih nizov 2 -2 -2 = 8. Brez tezav jih tudi nastejemo, urejene
po abecedi:
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Pri prestevanju izidov je v taksnih primerih treba paziti. Dogodek
”v treh metih pade enkrat grb, dvakrat pa Stevilka” na primer ni
elementaren, kot bi kdo pomislil na prvi pogled, sestavljen je iz
treh elementarnih dogodkov MSS, SMS, SSM. Ker ima mnozica
izsidov mo¢ n = 8, ima algebra dogodkov v nasem primeru moc
20 =256

Z uporabo enacenja dogodkov z mnozicami zanje ugodnih izidov do-
sezemo, da lahko vsa ra¢unanja z dogodki, ki smo jih spoznali v zacetku
tega razdelka, prevedemo na operacije med ustreznimi mnozicami, iz teori-
je mnozic pa si potem izposodimo nekatera znana racunska pravila. Vsoti
dogodkov ustreza unija pripadajo¢ih mnozic, produktu njun presek, nega-
ciji dogodka komplementarna mnozica, relacija ” A je na¢in dogodka B” pa
pove, da je mnozica za dogodek A ugodnih izidov podmnozica v mnozici
izidov, ki so ugodni za dogodek B. Kako je s sorodstvenimi vezmi nemogo¢
dogodek - prazna mnozica in gotov dogodek - univerzalna mnozica, tudi ze
vemo, zato ne bo tezko premisliti o pravilnosti naslednjih trditev:

AUN=A ANN =N (1)
AUG=G ANG=A (2)
AUB=BUA ANB=BnNnA 3) 5
AUu(BUC)=(AuB)uUC An(BNC)=(AnB)NC (4)
AU(BNC)=(AUuB)N(AUC) (AuB)NC=(ANnC)U(BNC) (5)
(AUB) =A'NnB (AnB) =A"UB (6)
(4) =4 (7)
N =G G =N (8)

Za vajo je koristno te obrazce premisliti na dva nacina, enkrat v jeziku
algebre dogodkov, drugi¢ v najbrz bolj domacem jeziku algebre mnozic.

Iz teorije mnozic povzemimo Se koristno navado, da problem predstavi-
mo tudi graficno. Ce vsakemu elementarnemu dogodku E; priredimo tocko
v ravnini ucbenika (zvezka, table,...), dobimo t.i. vzoréni prostor. V njem
tako kot v obi¢ajnih Vennovih diagramih s sklenjenimi krivuljami omejimo
mnozice tock, ki ustrezajo posameznim sestavljenim dogodkom, da lahko
nato nazorno prikazemo operacije med njimi.

ZGLED 4.1.14:

Iz obicajnega kompleta kart izvleGemo eno karto. Prikazi vzoréni
prostor za ta poskus in v njem ponazori dogodka A - izvleCena
karta je rdece barve (srce ali karo); B - izvlecena karta je as!

Vzorcni prostor je prikazan na sliki 4.1. Ob njem: lahko spet pre-
misli§ vsaj nekatere od obrazcev (1) - (8).

Zbirki novih pojmov dodajmo Se enega.

4.1. Poskusi in dogodki
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Slika 4.1: Vzoréni prostor za poskus iz zgleda 4.1.14

Definicija: Mnozico poljubnih dogodkov
S = {A;, Ag, ..., A, }

imenujemo popoln sistem dogodkov, ¢e se v vsaki ponovitvi poskusa
zgodi natanko eden od njih.

Definicija pove, da so dogodki iz mnozice S med seboj paroma nezdruz-
ljivi, njihova vsota pa je gotov dogodek,

AiﬂAjZN (27&]), AjUAU...UA, =G

Pri tem so dogodki iz popolnega sistema lahko elementarni ali sestavljeni
(ali pa je celo vsakih nekaj), vazno je le to, da zadoScajo obema pogojema.

ZGLED 4.1.15:

Popoln sistem dogodkov za poskus ”met igralne kocke” lahko se-
stavimo na razlicne nacine, na primer a) iz ze veckrat omenjenih
elementarnih dogodkov E; ;

b) iz dogodkov ”padec sodega Stevila pik” in ”padec lihega Stevila
pik”;

c) iz dogodkov ”padejo kvecjemu tri pike” in ”padejo vsaj Stiri
pike”;

¢) iz treh dogodkov E; , Ey in dogodka ”padejo vsaj tri pike”;

ali se kako drugace.

Iz razlogov, ki bodo postali jasni v naslednjem razdelku, v ve€ini prime-
rov najraje delamo s popolnim sistemom, ki ga sestavljajo vsi elementarni
dogodki danega poskusa.

AN Ko smo zaceli razmisljanje o algebrah dogodkov in popolnih siste-
mih, smo potihem privzeli, da je v danem poskusu mozno samo kon¢no
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stevilo izidov. To seveda v praksi sploh ni nujno. Ce me&emo kocko toliko
¢asa, da prvi¢ pade Sestica in je F; zdaj dogodek, da se to zgodi v natanko
1— tem poskusu, popoln sistem dogodkov ni koncen, ampak Stevno neskon-
¢en (ima enako mo¢ kot mnozica vseh naravnih §tevil), saj ni nujno, da bi se
Sestica sploh pojavila v Se tako velikem kon¢nem §tevilu metov. Pri slepem
izbiranju toctke z danega intervala na realni osi pa je elementarnih dogodkov
o¢itno toliko, kolikor tock premore ta interval, zato popolni sistem dogodkov
ni niti Steven, ampak nestevno neskonéen. V tem ucbeniku se bomo najvec
ukvarjali s poskusi, pri katerih je popolni sistem dogodkov koncéen. Kadar
bomo imeli opraviti z bogatejsimi popolnimi sistemi, bomo na to posebej
opozorili in po potrebi popravili ustrezne definicije.

VAIJE
.-1. Naj bo
A - dogodek, da vrzemo s kocko 6 pik;
B - dogodek, da vrzemo liho &tevilo pik;
C - dogodek, da vrzemo 3 pike;
D - dogodek, da vrzemo sodo §tevilo pik;

E - dogodek, da vrzemo manj kot 5 pik.

Med katerimi dogodki velja relacija: ”je nacin”?

2. Naj bo dan poljuben dogodek A iz nekega poskusa. Kaj menis o AN A
in AUA?

3 Na izpitu so mozne ocene od 1 do 10, najniZja pozitivna ocena je 6.
¥ Naj bodo dani dogodki:

- §tudent uspesno opravi izpit;

- §tudent ne opravi izpita;

- Student dobi pri izpitu oceno 6;

- §tudent dobi pri izpitu vsaj 6;

Student dobi pri izpitu kve¢jemu 5;

- Student dobi pri izpitu kveéjemu 6;

- Student dobi pri izpitu vec kot 5;

- Student dobi pri izpitu ve¢ kot 4.

TQRNEBOQD e

Z besedami opisi nekaj odnosov med posameznimi dogodki.

4.,,.-’Naj bo poskus met igralne kocke in naj bodo A, B,C, D in E dogodki,
" definirani v 1. vaji. Z besedami opisi njihove negacije oziroma njim
nasprotne dogodke.

5.:Naj bodo Aj, As, A3 dogodki iz poljubnega poskusa. 7 njimi izrazi
~ naslednje dogodke:

4.1. Poskust in dogodki 93

10.

- zgodi se A1, ne pa tudi ostala dva dogodka;

- v poskusu nastopijo vsi trije dogodki A, Ao, A3 ;
nastopi natanko eden od teh treh dogodkov;

- nastopi vsaj eden od teh treh dogodkov;

- nastopi kvecjemu eden od teh treh dogodkov.

HEHoQWw

Pripravi si ustrezno graficno ponazoritev (vzor¢ni prostor) in pokazi,
kaj ustreza dogodkom B,C,D,E in F'.

. Sistem ima dva elementa tipa A in tri elemente tipa B, za delovanje

mora biti brezhiben vsaj eden od elementov prve vrste (dogodka, da
je element brezhiben, ozna¢imo z Aj, Ay ) in vsaj dva elementa druge
vrste By, By, B3 . Z navedenimi dogodki izrazi dogodek C', da je sistem
sposoben za delovanje.

Strelec strelja proti cilju stirikrat, pri tem belezimo zadetke in zgresene
strele (oznaka 1 oziroma 0). Zapi§i mnozico vseh moznih izidov in
predstavi naslednje dogodke:

A - da je strelec prvic¢ zgresil;
B - daso bili vsi stirje streli enako uspesni;
C - da je bil cilj zadet natanko dvakrat;

D - da je bil cilj zadet vsaj dvakrat.

. V posodi imamo stiri krogle, osteviléene od 1 do 4. Iz posode potegne-

mo kroglo, jo vrnemo in ponovno izvle¢emo eno kroglo. Zapisi mnozico
vseh elementarnih dogodkov tega poskusa, ugotovi njeno moé in mo¢
pripadajoce algebre dogodkov, nato pa z izidi izrazi dogodka.

A - obe krogli nosita lihi stevili;

B - vsota stevil na kroglah je deljiva s 3.

. Trikrat vrzemo kovanec. Zapisi elementarne dogodke ter izrazi z njimi

naslednje sestavljene dogodke:

A - grb pade vsaj dvakrat;

B - vsaj enkrat pade $tevilka;

C - v tretjem metu pade Stevilka;

D - kovanec pade vsaj dvakrat zapored na isto stran.

Naj bo A dogodek, da pri izbiranju ene karte iz obi¢ajnega kompleta
dobimo asa, K dogodek, da dobimo pri tem kralja, in S dogodek, da je
izbrana karta srce. Z besedami opisi naslednje dogodke in za vsakega
od njih ugotovi, koliko elementarnih dogodkov je ugodnih zanj:

a) AUK b) AUS
c) KUS ¢) AUKUS
d) AU &) ANK
f) KNS g) ANS

i) (KNS)U(AN S
k) (4N 8"
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Iz posode, v kateri so 1 bela, 2 modri in 3 rdece kroglice, potegnemo
so¢asno dve kroglici. Naj bodo dogodki A, B in C definirani takole:
A - izvleceni kroglici sta enake barve;

B - ena od kroglic je bela;

C - izvlekli smo modro in rdeco kroglico.

Presodi, ali so ti dogodki paroma nezdruzljivi in ali tvorijo popoln
sistem dogodkov.

/A Naj bosta A in B poljubna dogodka iz nekega poskusa. Dokazi,
da za ta poskus dogodki A, A’ N B in (AU B)' tvorijo popoln sistem
dogodkov.

Naj bodo A, B in C dogodki iz istega poskusa. Kaj lahko sklepas iz
enakosti

a) AUBUC=A oziroma b)ANBNC=A?

Dvakrat zapored vrZemo igralno kocko. Ugotovi, kakSen je popolni sis-
tem elementarnih dogodkov, predstavi ga z vzorénim prostorom (pred-
log: 6x6 urejenih parov v kvadratni shemi) in v njem ponazori dogodke:
- v obeh metih pade enako $tevilo pik;

- v obeh metih pade liho tevilo pik;

- v prvem metu pade vecje Stevilo pik kot v drugem;

- v prvem metu pade vsaj toliko pik kot v drugem;

- obakrat padejo vsaj tri pike;

vsota pik v obeh metih je 7;

- obakrat pade Sestica;

- vsaj enkrat pade Sestica;

- kve¢jemu enkrat pade Sestica.

o

N QRO Q

Kovanec mecemo toliko ¢asa, dokler ena stran ne pade dvakrat po vrsti.
Opisi mnozico izidov in dogodke:

- da v Cetrtem metu pade grb;

- da v prvem metu pade stevilka;

- da grb pade veckrat kot Stevilka;

- pri prvem metu pade Stevilka in Stevilka pade trikrat;

- stevilka pade trikrat;

- prvic pade Stevilka ali v Cetrtem metu pade grb.

MU QW e

Kovanec mecemo toliko ¢asa, da prvi¢ pade grb ali pa da dobimo pet
stevilk po vrsti. Ugotovi, kakSen je popolni sistem dogodkov.

4.2. Verjetnost slucajnega dogodka

4.2 Verjetnost slucajnega dogodka

Izraz verjetnost in izpeljanke iz njega so nam iz vsakodnevnega Zivljenja
dobro znani. Verjetnost slu¢ajnega dogodka povezujemo s tem, kako pogosto
proucevani dogodek nastopi, ¢e poskus velikokrat ponavljamo.

Za dogodke, ki se pri tem le redko zgodijo, recemo, da so malo verjetni,
za dogodke, ki se tudi pri velikem §tevilu ponovitev zgodijo v vecini prime-
rov, pa pravimo, da so zelo verjetni; tak je — zal - na primer dogodek, da
s kupljeno srecko ne dobimo niti najmanjsega dobitka.

S takimi ohlapnimi izrazi seveda v matematiki ne moremo poceti nic¢
pametnega, navajajo pa nas na misel, da bi verjetnost dogodka na dolocen
nacin merili s pomocjo razmerja med Stevilom tistih ponovitev, v katerih je
dogodek dejansko nastopil, in §tevilom vseh ponovitev poskusa.

ZGLED 4.2.1:

Vzemimo za zgled zaporedje metov igralne kocke, ki smo ga srecali
v razdelku 3.2:

521,6,2,3,1,25,4,6,3,56,1,2,4,4,3,6,4,3,2,4, 3, 3,
51,3,4,6,1,2,6,3,1,2,4,5,3,5,6,6,3,1,4,4, 5,6, 2, 4, 6,
3,2,53,21,6,54,1,3,2,4,6,3,2,6,1,4,5,5,6,1,3,2 5,
1, 4.

b

Naj bo dogodek A padec Sestih pik; v tem zaporedju poskusov
se je A zgodil Stirinajstkrat; kot Ze vemo, ta podatek imenujemo
frekvenca dogodka A in oznac¢imo f(A). Ce frekvenco dogodka A
delimo s stevilom vseh poskusov n , dobimo relativno frekvenco,

foy = 12 )

n

V naSem primeru je relativna frekvenca 14/80 = 0°175.

Pomen izraza "relativna frekvenca” ne odstopa od tistega, ki smo ga srecali
v razdelku 3.2; Stevilo poskusov je seveda enako Stevilu podatkov, ki jih
imamo o izidih, edino, kar se na pogled lo¢i, je - tradiciji na ljubo - uporaba
male ¢rke v imenovalcu.

Relativno frekvenco dogodka lahko izra¢unamo po vsaki ponovitvi pos-
kusa, s tem dobimo ustrezno zaporedje relativnih frekvenc. S poskusi so ugo-
tovili zanimivo znacilnost tega zaporedja: relativna frekvenca, ki se spocetka
dokaj neurejeno spreminja, se sCasoma (pri dovolj velikem §tevilu ponovitev
poskusa) ustali pri nekem stevilu in od njega le malo odstopa, tudi ¢e Se po-
daljsujemo zaporedje poskusov. Ta ugotovitev pomeni eno od najvaznejsih
verjetnostnih zakonitosti. Preverjali so jo empiri¢no na razli¢ne nacine; iz
zgodovine so najbolj znani razli¢ni poskusi z dolgimi zaporedji metov kovan-
ca. Pri tem so ugotovili, da je ustalitev (stabilizacija) relativne frekvence v
dovolj velikem §tevilu poskusov splosna zakonitost, zato se zdi smiselna t.1i.
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Statisti¢na definicija verjetnosti:

Verjetnost dogodka A v prouéevanem poskusu je Stevilo P(A) , pTi kat’e-
rem se navadno ustali relativna frekvenca dogodka A v dovolj velikem Stevilu
ponovitev tega poskusa.

ZGLED 4.2.2:

Ker se relativna frekvenca grba v velikem Stevilu metov ustal_i (vsaj
priblizno) pri 1/2, recemo, da je verjetnost za padec grba pri metu
obicajnega kovanca 0°5.

Statisti¢na definicija verjetnosti dogodka skriva vsaj tri pasti:
- govori o nekem (spocetka neznanem) stevilu P(A),
- pri katerem se "navadno” ustali relativna frekvenca,
- &e smo naredili "dovolj” poskusov.

Véasih pa skuSamo oceniti verjetnost slu¢ajnega dogodka, ne da bi v
resnici izvedli poskuse. Pri metu kovanca na primer razmisljamo takole:
”Ce je kovanec simetricen in narejen iz homogene zlitine, ni nobenega raz-
loga, da bi grb padel veckrat (ali manjkrat) kot Stevilka, torej v polovici
vseh poskusov. Zato pricakujemo, da bo njegova relativna frekvenca vsaj
priblizno enaka 1/2, zato tudi verjetnost tega dogodka ne more biti razlicna
od te vrednosti.”

Obicajno Ze spocetka pozabimo Se na frekvence in relativne frekvence
ter pravimo: ”Padec grba je ena od dveh enakovrednih moznosti, verjetnost
za ta dogodek je 1/2.”

ZGLED 4.2.3:

Koliksna je verjetnost, da pri slepem izboru ene karte iz obicajnega
kompleta dobimo pika?

Ce ravnamo po prejénjem premisleku, lahko recemo takole: na
voljo so karte stirih barv, pikov je natanko toliko kot vsake od
preostalih barv in zaradi izbiranja na slepo so vse barve enako-
vredne, vsaka barva ima enake moznosti, da bo izbrana, zato je
verjetnost za pika 1/4.

Postopek lahko posplos§imo in re¢emo takole: V primerih, ko so posa-
mezni izidi enakovredni glede moZnosti, da se zgodijo, verjetnost dogodka
izracunamo tako, da ”stevilo ugodnih moznosti” delimo s ”stevilom vseh
moznosti” v prou¢evanem poskusu. Bolj formalno to pove t.i.

Klasi¢na definicija verjetnosti:

Naj bo v nekem poskusu popolni sistem dogodkov sestavljen iz n ele-
mentarnih dogodkov in naj bo dogodek A vsota katerihkoli m od teh izidov.

4.2. Verjetnost slu¢ajnega dogodka

Potem definiramo verjetnost dogodka A s predpisom

P(A) = (2)

m
n
Klasi¢no definicijo smo precej svobodno izbrali za recept, po katerem ra-
cunamo verjetnosti dogodkov. Ali je postopek smiseln, pa je odvisno od
proucevanega poskusa. Ce je namre¢ dogodek A kar eden izmed elementar-
nih dogodkov iz proucevanega poskusa, mora biti njegova verjetnost enaka
1/n: kakor hitro predpostavimo, da verjetnosti ra¢unamo po klasi¢ni de-
finiciji, s tem avtomati¢no pripiSemo vsem elementarnim dogodkom enako
verjetnost 1/n, predpostavljamo torej, da gre za simetri¢en popoln sis-
tem dogodkov. Logi¢ni obrat te ugotovitve pa pove:

Brz ko popolni sistem elementarnih dogodkov v nekem poskusu ni sime-
tricen, je klasiéna definicija verjetnosti nesmiselna.

O simetriénem popolnem sistemu lahko govorimo v primeru, ko so pogo-
ji poskusa taksni, da ne dajejo prednosti nobenemu od moznih izidov. Pri
nekaterih poskusih zahteva pomeni kar simetri¢nost v obi¢ajnem geometrij-
skem pomenu, odtod tudi ime. Ce kocka ni simetri¢na (ali ¢e ni homogena),
bodo nekateri izidi imeli prednost pred drugimi. Z izrazom ”poStena igral-
na kocka” obi¢ajno povemo, da predpostavljamo simetricnost ustreznega
popolnega sistema elementarnih dogodkov. V zgledu s kartami smo imeli
pravico sklepati, da je verjetnost za pika 1/4 zato in samo zato, ker smo se
neko¢ ze dogovorili, da z izrazom ”obicajni komplet” oznacujemo tak nabor
kart, da je v njem enako Stevilo kart posamezne barve.

Simetri¢nost popolnega sistema dogodkov dostikrat zagotavljamo z izbi-
ranjem na slepo; taksno izbiranje je definirano ravno z zahtevo, da morajo
imeti vsi elementi iz dane mnozice enake moznosti, da bodo izbrani.

ZGLED 4.2.4:

V posodi imamo 10 enakih kroglic, od katerih so 4 ¢rne, ostale
pa bele. Na slepo izvle¢emo eno kroglico. Koliksna je verjetnost
dogodka B, da je izvlecena kroglica bela?

Ker je v posodi 10 kroglic, imamo n = 10 elementarnih dogod-
kov, od teh jih je za dogodek B ugodnih m = 6; verjetnost tega
dogodka je zato po obrazcu enaka P(B) =6/10=06.

Verjetnost za izbor konkretnega elementa pri izbiranju na slepo je po-
tem enaka recipro¢ni vrednosti Stevila elementov v tej mnozici. V splo§nem
pa je v praksi tezko zagotoviti simetri¢nost popolnega sistema dogodkov,
dostikrat pa ne moremo niti presoditi, ali je popolni sistem tak, kot zelimo.
Zato tudi klasi¢na definicija verjetnosti ne more biti univerzalna osnova za
izgradnjo verjetnostnega racuna kot matematic¢ne discipline, ¢eprav ustre-
za nekaterim prakti¢nim problemom. Za matemati¢no korektno definicijo
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bomo zato uporabili samo tri skupne znacilnosti, ki jih lahko izpeljemo ta-
ko iz statisticne kot iz klasi¢ne definicije in se v celoti ujemajo z naSimi
predstavami o verjetnosti slu¢ajnega dogodka.

Imejmo poljuben poskus. Potem velja:

D1. Verjetnost poljubnega dogodka A je nenegativno Stevilo,

P(A)>0 (3.a)

D2. Verjetnost gotovega dogodka je enaka 1,
PG)=1 (3.b)

D3. Naj bosta A in B poljubna nezdruzljiva dogodka iz istega poskusa.
Potem je verjetnost njune vsote enaka vsoti posameznih verjetnosti,

AB =N = P(A+B) = P(A) + P(B) (3.c)

Nastete lastnosti so znacilne tako za klasi¢éni pristop k verjetnostnemu
racunu kot za verjetnost, ki jo definiramo s statisticno definicijo. O tem se
lahko hitro prepri¢amo.

(a) V zaporedju relativnih frekvenc proucevanega dogodka je najmanjsa
mozna vrednost 0 (Ge se nekaj Casa dogodek sploh ne zgodi), zato tudi
stevilo P(A), pri katerem se zaporedje relativnih frekvenc (navadno) ustali,
ne more biti negativno. Ce se drzimo klasi¢ne definicije, pa recimo takole:
za dogodek A ne more biti ugodnih manj kot nié izidov od n moznih, zato
je tudi stevilo P(A) nenegativno.

(b) Gotov dogodek nastopi v vsaki ponovitvi poskusa, v zaporedju rela-
tivnih frekvenc so potemtakem vsi ¢leni enaki 1, zato se tudi to zaporedje
ne more ustaliti pri kaki drugi vrednosti. Klasi¢ni premislek: za nastop
nekega dogodka so ugodni vsi mozni izidi iz popolnega sistema, m = n in
zato ugotovitev velja.

(c) Ker sta dogodka A in B po predpostavki nezdruzljiva, ne moreta
nastopiti v isti ponovitvi poskusa oba hkrati. Zato je v poljubnem Stevilu
ponovitev poskusa frekvenca njune vsote enaka vsoti frekvenc f(A)+ f(B) .
(Ugotovitev je v sorodu s pravilom iz teorije mnozic o mo¢i unije dveh tujih
mnozic!) Relativna frekvenca vsote dogodkov A+ B ("plus” si dovolimo za-
radi nezdruzljivosti obeh dogodkov, glej str. 87) se zato ustali natanko tam
kot f°(A) + f°(B), torej pri P(A) + P(B), verjetnost vsote nezdruzljivih
dogodkov je enaka vsoti njunih verjetnosti, ¢e izhajamo iz statisticne defi-
nicije.

Kadar nam okoliS¢ine dopus¢ajo uporabo klasi¢ne definicije verjetnosti,
pa re¢emo takole: e je za dogodek A ugodnih m 4 izidov in za dogodek B

4.2. Verjetnost slu¢ajnega dogodka

natanko mpg izidov (od n moznih), jih je za vsoto A+ B zaradi nezdruzljivosti
ugodnih natanko ma + mp . Potem je po definiciji
ma+mp ma mp

P(AuB) = 4T™MB _ A | "B _ p(4)+ P(B)

n n n

Lastnosti (3.a), (3.b) in (3.c) so torej skupno bistvo pojma ”verjetnost”,
kot ga razumemo v vsakodnevni praksi. Kakrsnakoli korektna definicija
verjetnosti sluéajnega dogodka mora torej zagotavljati najmanj to, da za
Stevilo P(A) veljajo omenjene tri lastnosti. Izkazalo se je, da k tem trem
lastnostim ni treba privzeti nobenih bistveno novih zahtev, da bi zgradili
logitno zaokrozeno matemati¢no teorijo.

Lepota matematike je tudi v tem, da lahko dostikrat pot, ki smo jo
prehodili od konkretnega k splognemu, z dodatnim uZitkom premerimo tudi
v obratni smeri, postavimo bolj abstrakten model in se nato razveselimo,
ko mu v naravi ("vsakdanjem zivljenju”) najdemo konkretno podobo, eno
ali vec.

Imejmo neko konéno, sicer pa povsem poljubno mnozico
G ={E,Es, ..,E,}

in jo do preklica proglasimo za univerzalno mnozico, torej za podrocje nasega
proucevanja.

Njene elemente imenujmo elementarni dogodki, bogatejsim podmno-
Zicam - torej takim, ki vsebujejo veé kot en element iz G, - recimo sestavlje-
ni dogodki. 7 vsakim parom dogodkov A in B sta v potencni mnozici P G
tako komplementa A’ in B’ (nasprotna dogodka dogodkov A oziroma B)
kot tudi njun presek (produkt dogodkov) AN B. To je zadostno opravicilo
za to, da P G (spet, glej str. 89) imenujemo algebra dogodkov. Med
njenimi elementi sta gotovi dogodek G in nemogoéi dogodek N, ki
ustreza prazni podmnozici mnozice G, torej N = ().

Preslikavo P iz algebre dogodkov P G v mnozico realnih stevil imenu-
jemo verjetnost na algebri dogodkov P @, ¢e zadoscéa naslednjim trem
aksiomom:

1. NENEGATIVNOST (VA)(A € PG = P(A4) > 0)
2. NORMIRANOST  P(G) =1
3. ADITIVNOST ANB =N = P(AUB) = P(A) + P(B)

Navedene aksiome najdemo v literaturi pod imenom aksiomi Kolmo-
gorova, saj jih je ta ruski (tedaj pa¢ sovjetski) matematik v tridesetih letih
tega stoletja (1933) prvi zapisal v tako splogni obliki in hkrati pokazal, da te
tri predpostavke o lastnostih preslikave P povsem zados¢ajo za postavitev
logi¢no neoporeéne matemati¢ne teorije.

Iz tretjega aksioma in asociativnosti unije mnozic lahko ugotovimo, da
velja pravilo za seStevanje tudi za ve¢ kot dva nezdruzljiva dogodka:
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Verjetnost vsote poljubnega koncénega Stevila nezdruZljivih dogodkov je
enaka vsoti verjetnosti posameznih dogodkowv.

Zato lahko za preslikavo P, ki zadosca aksiomom Kolmogorova, iz-
rac¢unamo vrednost na poljubnem elementu A, brz ko poznamo njene vred-
nosti na elementarnih dogodkih, ki sestavljajo A kot podmnozico mnozice
G ; verjetnost P(A) je pac vsota verjetnosti vseh ”sestavnih delov”. Nerod-
nost je v tem, da aksiomi ne povedo prav nicesar o tem, kako je verjetnost
porazdeljena po popolnem sistemu elementarnih dogodkov, zato je to po-
razdelitev treba opisati v vsakem primeru posebej. Lahko je ”klasi¢na”
(vsi izidi so enako verjetni, P(E;) = 1/n), ali pa nesimetri¢na (izidi imajo
razlicne verjetnosti), da je le vsota nenegativnih stevil P(E;) (1. aksiom!)
enaka 1, saj je vsota vseh izidov gotov dogodek, katerega verjetnost mora
biti enaka 1 po 2. aksiomu.

ZGLED 4.2.5:

Pri metu postene igralne kocke (homogena, simetri¢na) lahko pred-
postavimo klasi¢no porazdelitev verjetnosti po elementarnih do-
godkih. Ce kocki premaknemo tezis¢e iz geometrijskega sredisca,
dobimo kaksno drugacno porazdelitev verjetnosti po popolnem sis-
temu elementarnih dogodkov.

ZGLED 4.2.6:

Naj bo G = {E1, Es, E3, E4} in P verjetnost na algebri dogodkov
P G. lzracunaj, kaksna je porazdelitev verjetnosti, ¢e za sestav-
ljene dogodke

A={E,,Es}, B={E3,E4} in C = {E, Ez, B4}
velja P(A) =5/12, P(B) =1/3 in P(C) = 3/4!
Ker lahko pisemo

A=FE;+E3, B=FE3+FE;,C=FE1+E;+Ey,

je zaradi nezdruzljivosti elementarnih dogodkov po tretjem aksio-
mu tudi

P(A) = P(E;) + P(Es)

P(B) = P(E3) + P(E4)

P(C) = P(E1) + P(E2) + P(Ey)
oziroma v skladu z nasimi podatki

P(Es) + P(Ey) =

P(E,) + P(Es) + P(Ey) = i‘

K temu sistemu enacb sodi Se ena, ki pove, da je vsota verjetnosti
vseh izidov 1 (zahtevi obic¢ajno re¢emo normirni pogoj),

4.2. Verjetnost slu¢agnega dogodka

P(Ey) + P(Ey) + P(Es) + P(Ey) = 1

Iz sistema teh stirih linearnih enacb dobimo iskane verjetnosti
P(E;) (lepa vaja v reSevanju sistemov linearnih enacb!):

P(Ey) =1/2, P(Ez) = 1/6, P(E;) = 1/4, P(E4) = 1/12.

Dejstvo, da je v okviru aksiomov Kolmogorova moznih ve¢ porazdeli-
tev verjetnosti po popolnem sistemu elementarnih dogodkov, nas ne skrbi.
Bistvena naloga verjetnostnega racuna kot matematicne discipline namrec
ni preverjanje, kaksna je ta porazdelitev, ampak ugotavljanje, kako iz da-
nih verjetnosti posameznih (elementarnih) dogodkov racunati verjetnosti
dogodkov, ki so iz njih sestavljeni; taksna bo tudi nasa naloga v naslednjih
razdelkih.

VAJE

1. Vrzi stokrat kovanec in pri tem proucuj zaporedje relativnih frekvenc.
Primerjaj rezultate s pri¢akovanimi. Grafiéno prikazi, kako se je s po-
daljSevanjem zaporedja poskusov obnagala relativna frekvenca.

7 2. Iz obi¢ajnega kompleta kart stokrat na slepo izvleci po eno karto in

zabelezi, katere barve (srce, kara, kriz ali pik) je karta, nato jo vrni
v komplet in ga pred naslednjo izbiro dobro premesaj. Spremljaj ob-
nasanje relativnih frekvenc za vsako barvo posebej. Kaj pricakujes v
dovolj velikem §tevilu poskusov?

/3. A Ce so se pri prejsnjih dveh vajah roke utrudile bolj kot glava, napisi
racunalni§ki program(¢ek), ki bo namesto tebe metal kovanec in izbi-
ral karte (pa presteval izide, pa naredil tabelo in morda tudi graficne
prikaze, pa... pustimo domisljiji prosto pot!).

4, Naj bo

YA - dogodek, da vrzemo s kocko 6 pik;
B - dogodek, da vrzemo liho Stevilo pik;
C - dogodek, da vrzemo 3 pike;
D - dogodek, da vrzemo sodo Stevilo pik;
E - dogodek, da vrzemo manj kot 5 pik.

Izrac¢unaj verjetnosti teh dogodkov, ¢e smemo predpostaviti, da je koc-
ka postena in da lahko sledimo klasi¢éni definiciji verjetnosti.

5./ /A Predpostavimo, da je mogoce kocko obteziti tako, da bo verjetnost
posameznega izida FE; premo sorazmerna Stevilu pik. Dolo¢i poraz-
delitev verjetnosti, nato pa izracunaj, kaksne bi bile v tem primeru
verjetnosti dogodkov iz prejSnje naloge.
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6.

10.

11

12.

13.

14.

V gkatli so stiri kroglice, ki so oSteviléene z 1, 3, 8 in 9. Na slepo
izbiramo po eno kroglico in je ne vracamo v skatlo ampak jo vsakokrat
odlozimo na mizo. Izraéunaj verjetnost, da dobimo zapisano letnico
1983.

/ Koliksna je verjetnost dogodka iz prejsnje naloge, ¢e po vsakem izbira-

nju kroglico vrnemo v $katlo (in si njeno stevilko samo zabelezimo)?

Resi nalogo $e za primer, ko imamo na kroglicah stevilke 1, 9, 9 in 3
ter nas zanima letnica 1993.

. Tombola ima 90 plogéic s stevili od 1 do 90. Na slepo izvlecemo eno

ploséico. Koliksne so verjetnosti naslednjih dogodkov:

A - Sstevilo na ploséici je deljivo s 3;
B - stevilo na plos¢ici je sodo;
C - &tevilo na ploséici je deljivo s 3 ali sodo?

Loterija ima 5 000 sreck, od tega jih 100 za%ene. Izracunajte verjetnosti
naslednjih dveh dogodkov:
A - slucajno izbrana srecka zadene;

B - od dveh sluéajno izbranih sreck natanko ena zadene.

V gkatli imamo 5 belih, 6 rdecih in 9 érnih (sicer pa enakih) krogel.
Hkrati na slepo potegnemo tri krogle iz skatle. Izracunajte verjetnosti
naslednjih dogodkov:

A - vse tri krogle so bele;

B - ena krogla je rdeca, dve pa ¢rni;

C - nobena krogla ni bela.

Iz lesa naredimo kocko, a = 10 cm, pobarvamo jo s ¢rno barvo in
razzagamo na 1000 enakih kockic. Te premesamo, nato pa na slepo
izberemo eno od njih. Koliksna je verjetnost dogodka, da ni na iz-
brani kockici pobarvana nobena ploskev, in kolikéna verjetnost, da sta
pobarvani natanko dve ploskvi?

V besedi MATEMATIKA na slepo precrtamo eno ¢rko. Koliksna je
verjetnost, da je to samoglasnik in koliksna, da je to ravno ¢rka T7?

Nepismeni osebi damo listke s érkami A, N, A, N, A, S in jo prosimo,
da jih postavi v vrsto. Koliksna je verjetnost, da pri tem nastane

beseda ANANAS? (Ali lahko pri taki nalogi obstaja kak pomislek glede
uporabe klasi¢ne definicije verjetnosti?)

Dvakrat zapored vrzemo igralno kocko. Pomagaj si z vzor¢nim prosto-
rom iz naloge 14 v prejsnjem razdelku in izracunaj verjetnosti nasled-
njih dogodkov:

4.2. Verjetnost slucajnega dogodka

- v obeh metih pade enako Stevilo pik;

- v obeh metih pade liho Stevilo pik;

- v prvem metu pade vecje Stevilo pik kot v drugem;
- v drugem metu pade vsaj toliko pik kot v prvem;
obakrat padejo vsaj tri pike;

- vsota pik v obeh metih je 7;

- obakrat pade Sestica;

- vsaj enkrat pade Sestica;

- kvecjemu enkrat pade Sestica.

SN QMU QE e

\ 116. Koliksna je verjetnost,

A - da pri metu 5 kock pade 5 razlicnih vrednosti;
B - da pri metu 12 kock vsako §tevilo pik pade po dvakrat?

17.“/'Na petih listkih so zapisane §tevilke 1, 2, 3, 4 in 5. Na slepo vzamemo tri
“ listke in jih polozimo od leve proti desni. Izra¢unaj verjetnost dogodka,

da bo trimestno §tevilo, ki pri tem nastane, sodo.

18. Ucenci se ucijo anglesko (24), nemsko (23) in francosko (15); pri tem je

7 takih, ki se so¢asno ucijo anglesko in nemsko, 8 takih, ki kombinirajo
angles¢ino s francoséino, 10 se jih u¢i nemsko in francosko, trije pa se
mucijo z vsemi tremi jeziki. KolikSne so verjetnosti dogodkov, da se iz
te populacije na slepo izbrani u¢enec

- uci samo anglesko;
- uci samo nemsko;
uci samo francosko;

- udi francosko, ne pa tudi anglesko;

HT QW

- da se uci oba germanska jezika, ne pa tudi romanskega?

19 V skatli imamo 4 bele, 2 rdeci in 3 modre knjige. Na slepo izbiramo
/ po eno knjigo, dokler jih ne zmanjka. Izvlecene knjige postavljamo v

vrsto na polico. Koliksna je verjetnost, da bodo na koncu knjige enake
barve stale skupaj?

. A Mnozico A = {aq, ag, ..., a,} preslikamo vase tako, da vsakemu ele-

mentu a; € A(i = 1,2,...,n) priredimo na slepo izbran (pa seveda
enoli¢no dolocen) element iste mnozice. Izracunaj verjetnost dogodka,
da smo s tem definirali neko bijektivno preslikavo mnozice A nase.

. /A Podobno kot v 3. nalogi napisi ra¢unalniski program, ki bo opravil

predpisano Stevilo zrebanj v loteriji, opisani v 9. vaji. Spremljaj re-
lativne frekvence posameznih dogodkov iz tega poskusa in primerjaj
odstopanja od teoreti¢nih verjetnosti teh dogodkov.

. /A Napisi program, ki bo simuliral obnasanje goljufive kocke, pri kateri

je verjetnost za Sestico 1/2, verjetnosti ostalih izidov pa po 1/10.
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4.3 Lastnosti in racunanje verjetnosti

V tem razdelku bomo spoznali najpomembnejse posledice obrazcev (3.a) -
(3.c) iz prejsnjega razdelka (oziroma aksiomov Kolmogorova) in s tem dobili
nekaj priro¢nih orodij za lazje rac¢unanje verjetnosti.

Poudarimo Se enkrat, da obrazci, ki jih bomo izpeljali, veljajo neod-
visno od tega, kaksna je porazdelitev verjetnosti po (kon¢nem, ¢e ne bo
posebej povedano drugace) popolnem sistemu elementarnih dogodkov; od
porazdelitve je odvisno samo rac¢unanje verjetnosti posameznih sestavljenih
dogodkov. V sploSnem primeru je treba za verjetnost dogodka A v potu
lastnega obraza seSteti verjetnosti vseh izidov, ki so za A ugodni, v izjemno
lepi klasiéni razlicici, ko lahko predpostavimo simetriénost popolnega sis-
tema, si pomagamo z veckratniki, saj seStevamo enake verjetnosti; tako je
znameniti obrazec P(A) = m/n samo posledica poenostavitev v splosnem
postopku: %

1
:>P(A)=ﬁ+ + ..+ —=m-

1
n

S|
S|~

Zdaj pa k obljubljenim lastnostim.

L1. Ce je dogodek A nacin dogodka B, verjetnost dogodka A ne presega
verjetnosti dogodka B:

A C B = P(A) < P(B) (1)

Pravilo lahko premislimo na vse tri nacine (statisti¢na definicija, klasi¢na
definicija, aksiomi Kolmogorova).
a) Ker je A nacin dogodka B, se po definiciji relacije ”je nac¢in” B zgodi vsaj
tolikokrat kot A. Pri poljubnem zaporedju poskusov je relativna frekvenca
dogodka B vsaj tako velika kot ona, ki pripada dogodku A, zato tudi odnos
med verjetnostima ne more biti drugacen.
b) Ce je A nacin dogodka B, to pomeni, da so vsi izidi, ki so ugodni za A,
avtomati¢no ugodni tudi za B, lahko pa je za slednjega ugoden Se kak izid,
pri katerem A ne nastopi; na vsak nacin je mp > my4 in zato velja enaka
ocena - po deljenju s Stevilom vseh izidov n - tudi za pripadajoci verjetnosti.
c¢) Podrobnejsi premislek prepus¢amo bralcu: zacel bo podobno kot v tocki
b), uposteval aditivnost verjetnosti (3. aksiom) in nenegativnost prispevkov
verjetnosti posameznih izidov (1. aksiom).

L2. Za poljuben dogodek A je vsota mjegove verjetnosti in verjetnosti na-
sprotnega dogodka (negacije) enaka 1,

P(4) + P(4) = 1 (2)

4.3. Lastnosti in racéunanje verjetnosti

Tokrat utemeljimo pravilo samo na en nacin (ostalo - vajal): iz definicije
nasprotnega dogodka sledi, da si dogodek A in nasprotni dogodek A’ vse
elementarne dogodke proucevanega poskusa razdelita tako, da je vsak od
izidov ugoden natanko za enega od njiju. Dogodka sta nezdruzljiva, ANA" =
N, njuna. vsota pa je gotov dogodek, AU A’ = G. Zato je

1= P(G) = P(A+ &) = P(A) + P(4) (%)

Pri tem je prvi enacaj iz drugega aksioma, zadnji pa iz tretjega. Rep in
glava kace (*) pa prineseta (2), kar smo hoteli dokazati.

Enac¢bo (2) po potrebi razresimo bodisi na P(A) ali na P(A’), torej
P(A)=1-P(4A) (2.a)

ali

P(A) =1 P(A) (2.b)

Prvi obrazec dostikrat uporabljamo v primerih, ko je verjetnost negacije
laze izra¢unati kot verjetnost proucevanega dogodka.

ZGLED 4.3.1:

V posodi imamo 10 kroglic, od tega 6 belih in 4 zelene. Na slepo
socasno izvleéemo 4 kroglice. Izracunaj verjetnost dogodka, da je
med izvle¢enimi kroglicami vsaj ena zelena!

Dogodek A je sestavljen iz §tirih med seboj nezdruzljivih dogod-
kov, da je med izvlecenimi kroglicami natanko ena kroglica zelena,
da sta taksni natanko dve, da so natanko tri oziroma da so vse Stiri
kroglice zelene. P(A) bi torej lahko izracunali tako, da bi sesteli
verjetnosti teh stirih nac¢inov dogodka A, kar pa zahteva prece]j
dela. Do rezultata pridemo hitreje tako, da izra¢unamo verjetnost
negacije A’ in jo odstejemo od 1:

6\ (4
() )
(4)
4
Upostevali smo, da je vseh vzorcev toliko, na kolikor na¢inov lahko
izmed 10 kroglic izberemo §tiri, ugodnih za proucevani dogodek

pa je med vsemi vzorci toliko, kolikor je naginov, na katere lahko
izberemo tako velik vzorec iz samih belih kroglic.

PA)=1-PA)=1- ~ 093

Ob tem primeru lahko preverimo, ali pravilno razumemo rezultate, do
katerih pridemo v verjetnostem racunu. Dejstvo, da je verjetnost P(A’)
priblizno 0°07, za posamezen poskus ne pove veliko, brez nadaljnjega se
lahko zgodi tudi veckrat po vrsti, da so vse izvleCene kroglice bele. Vendar
pa v dovolj velikem §tevilu poskusov delez tak$nih poskusov ne bo prav
velik, sukal se bo okrog 0°07.
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Ob tem rezultatu bi se kak proizvajalec zamislil, saj lahko nalogo po-
stavimo tudi drugace: med desetimi izdelki smo kupcu poslali Sest dobrih
in §tiri slabe; koliksna je verjetnost, da bo pri slepem izboru stirih izdelkov
naletel na same dobre? Odgovor poznamo — okrog 0°07. Ce je ta dogodek
pogoj, da naso posiljko sprejme, imamo malo moznosti za uspeh...

L3. Verjetnost dogodka ne more biti vecja od 1,

P(A) <1 (3)
v,

Komentar k temu pravilu skoraj ni potreben, a vendar utemeljimo na
najkrajsi nac¢in: vsota dveh nenegativnih verjetnosti P(A) in P(A’) v enacbi
(2) je enaka 1, zato nobena od njiju ne more preseci tega Stevila.

POMNIMO: Ce z mirno vestjo zapisemo kot verjetnost kakrsnegakoli
dogodka Stevilo, ki je veéje od 1, se nemudoma vrnemo nekaj strani nazaj
v ucbeniku.

Ker je nemogoci dogodek nasprotni dogodek h gotovemu dogodku G in
ker slednji ”pobere vse”, iz obrazca (2) sledi pravilo

L4. Verjetnost nemogocega dogodka je enaka 0,
P(N)=0 (4)

Eden od najpomembnejsih je obrazec za verjetnost vsote dogodkov:

L5. Pri poljubnih dogodkih A in B velja za verjetnost njune vsote obrazec

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(AB) (5)

Ce sta A in B nezdruzljiva, nam (5) ne pove ni¢ novega: njun produkt
je tedaj nemogo¢i dogodek, ki ima po (4) verjetnost 0 in (5) je samo nov
zapis tretjega aksioma Kolmogorova (ali obrazca 3.c s strani 98 za tiste,
ki s pravokotnikom oznaceno branje ignorirajo). Za zdruzljiva dogodka pa
obrazec premislimo takole: da dobimo P(AU B), moramo sesteti verjetnosti
izidov, ki so za to vsoto ugodni. To so natanko tisti izidi, ki so ugodni za
A ali za B, zal pa se nam pri seStevanju lahko zgodi, da kako verjetnost
pristejemo dvakrat, enkrat na ra¢un dogodka A in drugi¢ na racun dogodka
B . V mislih imamo seveda verjetnosti tistih izidov, ki so hkrati ugodni za
oba dogodka, to pa so natanko tisti, ki s svojim nastopom pomenijo, da se
je zgodil produkt AN B. Zato moramo od vsote verjetnosti posameznih
dogodkov odsteti verjetnost njunega produkta.

ZGLED 4.3.2:

S prijateljem smo stavili, da bomo pri slepem izboru ene karte iz
obicajnega kompleta dobili srce ali asa. Koliksna je verjetnost, da
to stavo dobimo?

4.8. Lastnosti in rac¢unanje verjetnosti

Z A oznac¢imo dogodek, da je na slepo izbrana karta srce, z B
dogodek, da je izvlecena karta as, izracunati pa moramo verjetnost
vsote teh dveh dogodkov. Ce bi pozabili na to, da je treba odsteti
verjetnost produkta dogodkov, bi to v praksi pomenilo, da smo
srénega asa dvakrat Steli med ugodne izide za nastop AUB . Tako
pa pravilno dobimo

8 4 1 10

ZGLED 4.3.3:

Dobavitelj nam je v posiljko 100 izdelkov podtaknil 10 pokvar-
jenih. V naSem podjetju pogiljko kontroliramo tako, da socasno
na slepo izberemo iz serije 5 izdelkov in jih preizkusimo. Posiljko
sprejmemo, ¢e v izbranem vzorcu ni vec kot en pokvarjen proizvod.
Koliksna je verjetnost, da bo opisana posiljka sprejeta?

Glede na opisani nacin sprejemanja posiljk je dogodek A ”Posiljka
je sprejeta” vsota dveh nezdruzljivih dogodkov, da je izbrani vzo-
rec brez slabih izdelkov in da je v vzorcu natanko en pokvarjen
izdelek. Izidov je v obeh primerih toliko, kolikor podmnozic (vzor-
cev) po 5 elementov lahko sestavimo iz mnozice s 100 elementi; za
prvi dogodek so ugodni tisti izidi, pri katerih izberemo 5 izdelkov
med 90 kakovostnimi (in - formalno gledano - 0 izdelkov med 10
slabimi), za drugi dogodek pa tisti, pri katerih izberemo 4 izdelke
med 90 kakovostnimi, en izdelek pa med 10 slabimi. Tako je

90\ (10 90\ (10
P(A) = (5(205))0) + (4(20&)1) ~ (092
5 5
Rezultat v bistvu pove, da bomo v povprec¢ju sprejeli kar 92% serij,

ki vsebujejo po 10% nekakovostnih izdelkov, zato bo verjetno treba
poostriti kontrolo, saj je sicer tveganje preveliko.

ZGLED 4.3.4: A

Radi bi ugotovili, koliko rib je v nekem jezeru. Da bi ocenili to
stevilo, ulovimo m rib, jih oznac¢imo in spustimo nazaj v vodo.
Po dolocenem ¢asu (ko se ribe, ki smo jih oznacili, pomesajo z
ostalimi) ulovimo n rib in ugotovimo, da je med njimi natanko k
oznacenih. Izra¢unaj najverjetnejSe Stevilo rib v jezeru!

To neznano Stevilo bomo oznacili z N. V jezeru je skupno m
oznacenih in N — m neoznacenih rib. Verjetnost dogodka, da je
v vzorcu, v katerega smo na slepo izbrali n rib, natanko k rib
oznacenih, je tedaj enaka

PIN) = Ly (©)
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Z obliko zapisa smo oznagili, da je ta verjetnost odvisna od ne-
znanega skupnega Stevila rib v jezeru. Stevilo N bomo dolo¢ili
tako, da bo pripadajoca verjetnost maksimalna, torej vecja tako
od P(N +1) kot od P(N —1). Ce (6) primerjamo z ustreznima
obrazcema, v katerih namesto N vstavimo N — 1 oziroma N + 1,
ugotovimo, da mora Stevilo N lezati med vrednostima (nm/k)—1
in nm/k , kar pomeni, da je najverjetnejse stevilo N enako celemu
delu stevila nm/k. (Do ugotovitve, da je uporabljeno sklepanje
pravilno, nas pripelje lepa vaja v premetavanju binomskih simbo-
lov, ki je pogumnejsi ne bodo izpustili...)

Ce smo denimo oznaéili m = 20 rib in nato v vzorcu velikosti
n = 10 odkrijemo k£ = 3 ribe, je nm/k = 10-20/3 = 6676, zato bi
po nasem receptu Stevilo rib v jezeru ocenili na 66.

Bralec naj (obvezno) izrac¢una P(66) in rezultat primerja s P(65)
oziroma P(67) ter pri tem (neobvezno) razmislja o zanesljivosti
takega nacina ocenjevanja. Ko se mu bo zdelo, da se muci z bi-
nomskimi simboli, pa naj se spomni, da je v spodobnih jezerih rib
mnogo ve¢, zato je pri korektnem vzoréenju imenovalec k£ znatno
manjsi od produkta n-m, ustrezni koli¢nik temu ustrezno vecji in
binomski simboli - da ne omenjamo!

VAIJE

X1. Vse lastnosti verjetnosti, ki smo jih dokazali samo na enega od nacinov,

premisli tudi na ostale.

2/ Nalogo iz zgleda 4.3.1 resi tudi z neposrednim rac¢unom, brez pomoci
obrazca (2.a).

3., Med 50 izdelki so 4 pokvarjeni. Na slepo izberemo v vzorec (isto¢asno)
" §tiri izdelke. Kolikéna je verjetnost, da sta v izbranem vzorcu natanko
dva izdelka pokvarjena?

4., Loterua je dala v prodajo M + N sreck, od katerih jih zadene natan-
/ ko N. Kolikéna je verjetnost, da med k kupljenimi sreckami zadene
natanko q sreck?

5. Med 10 ¢ipi je 8 brezhibnih. Na slepo socasno izberemo polovico od
njih. Koliksna je verjetnost, da smo dobili same brezhibne éipe?

6. 'Sotasno vrzemo dve poSteni igralni kocki. Koliksna je verjetnost, da

/ vsaj na eni pade Sestica? (Morda poskusi§ s primerno dolgim zapo-

redjem poskusov - ali ra¢unalniSko simulacijo - dobiti eksperimentalni
priblizek za iskano verjetnost...)

4.3. Lastnosti in racunanje verjetnosti

\ /A Zgodovini na lJubo naslednja ”naloga o tockah”, originalno ”pro-

bleme des points”:

KaJ je bolj verjetno, da pri Stirih metih postene igralne kocke vsaj en-
krat pade Sest pik, ali dogodek, da pri 24 metih dveh kock vsaj enkrat
na obeh kockah pade Sestica? (Problem najdemo v literaturi tudi pod

‘oznako ”paradoks viteza de Méréja”, po znamenitem svetovljanu, ki ga

je odgovor na postavljeno vprasanje zanimal iz povsem neznanstvenih
razlogov; primerjaj tudi str. 85!)

8 Iz obi¢ajnega kompleta kart na slepo soc¢asno izvlecemo tri karte. Ko-

liksne so verjetnosti dogodkov

- vse tri karte so dame;

- vse tri karte so srca;

- natanko dve karti sta pika;

- vse tri karte so iste barve (¢rne ali rdece);

O QW

- vsaj ena od kart je dama?

9./V posodi imamo 3 rdece in 7 belih kroglic. Na slepo eno za drugo
“ izvleéemo iz posode vse kroglice razen ene. Koliksna je verjetnost, da

je preostala kroglica bela?

10‘. Iz serije proizvodov, v kateri je N dobrih in M defektnih, smo za kon-

trolo na slepo socasno izbrali K izdelkov. Pri pregledu prvih k izdelkov
iz vzorca smo naleteli na same dobre izdelke. Koliksna je - pri takih
vrednostih stevil N, M, K in k , ki naredijo nalogo smiselno - verjetnost,
da je tudi naslednji proizvod iz vzorca dober?

11. ‘A Izpelji obrazec za verjetnost vsote treh dogodkov. (Nasvet: Ce si za-
< dovoljen s klasi¢nim pristopom, si lahko pomagas z nacelom vkljucitev

in izkljucitev, da prestejes ugodne izide; e zelis splosnejso izpeljavo, pa
za P(AUBUC) dovoljkrat uporabi asociativnostni in distributivnostni
zakon za racunanje z dogodki, to je obrazca (4) in (5) s strani 90.)

7
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4.4 Pogojna verjetnost in verjetnost produkta

Vzemimo neki poskus, za katerega bomo vsaj spocetka zaradi enostavnosti
predpostavili, da je pripadajo¢i popolni sistem elementarnih dogodkov si-
metri¢en. Zanimala nas bo verjetnost dogodka A € P G pri pogoju, da se je
zgodil nek drug dogodek, recimo B, seveda iz istega poskusa; tej verjetnosti
bomo rekli pogojna verjetnost dogodka A glede na dogodek B in jo bomo
oznacili s P(A/B).

Za, prakso je kakopak zanimiv samo primer, ko sta v proucevanem pos-
kusu dogodka A in B zdruzljiva, saj je v nasprotnem primeru pogojna ver-
jetnost P(A/B) nujno enaka 0.

Razmisljanje o pogojni verjetnosti si bomo najlaze ponazorili z vzorénim
prostorom.

Slika 4.2: Vzoréni prostor - pogojna verjetnost

Ker nas zanima verjetnost dogodka A pri dodatnem pogoju, da se je
zgodil dogodek B, proucujemo samo tisti del vzorénega prostora, ki ustreza
dogodku B, torej tistih mp izidov (od skupno n moznih), ki sestavljajo
dogodek B. Za dogodek A je od teh izidov ugodnih natanko tistih map
izidov, ki so socasno nacini dogodka A in dogodka B, torej tisti izidi, ki so
ugodni za produkt AB. Verjetnost dogodka A pri pogoju B je tedaj po
klasi¢ni definiciji enaka razmerju med $teviloma map in mp. Iz ulomka
map/mp naredimo dvojni ulomek tako, da Stevec in imenovalec delimo s
stevilom vseh elementarnih dogodkov tega poskusa, to je n; tako dobimo

map/n _ P(AB)
mp/n  P(B)

P(A/B) = (1)

Pogojno verjetnost dogodka A pri pogoju B torej izrac¢unamo tako, da ver-
jetnost produkta teh dveh dogodkov delimo z verjetnostjo pogoja B. S
tem pravilom definiramo pogojno verjetnost tudi v primeru, ko verjetnost
ni enakomerno porazdeljena po popolnem sistemu izidov in ne moremo upo-
rabiti klasi¢ne definicije verjetnosti, seveda pa mora biti P(B) > 0, ¢e naj
prijem deluje.

Obrazec za pogojno verjetnost (1) lahko razreS§imo na verjetnost pro-
dukta P(AB),
P(AB) = P(B)P(A/B) (2)

4.4. Pogojna verjetnost in verjetnost produkta

Po drugi strani pa z analognim premislekom pridemo do pogojne verjetnosti
dogodka B pri pogoju A (ne pozabimo, da je produkt dogodkov komutativen
in da zato ni treba skrbeti za vrstni red dogodkov v produktu),

P(AB)
P(A)

P(B/A) = 3)

odkoder pa dobimo drugo obliko izraza za verjetnost produkta,
P(AB) = P(A)P(B/A) (4)
Konéno zdruzimo obrazca (2) in (4) v
P(AB) = P(A)P(B/A) = P(B)P(A/B) (5)

in pojasnimo ta obrazec Se z besedami oziroma z njegovo vsebino (kar daje
ve¢ upanja, da si ga tudi zapomnimo):

Verjetnost produkta poljubnih dogodkov A in B izracunamo tako, da ver-
jetnost kateregakoli od njiju pomnozZimo s pogojno verjetnostjo drugega do-
godka pri pogoju, da se je prvi zgodil.

ZGLED 4.4.1:

Socasno vrzemo dve posteni igralni kocki. Koliksna je verjetnost,
da je vsota pik 7, ¢e vemo, da so na vsaki kocki padle vsaj tri pike?

Pri racunanju si bomo pomagali z vzorénim prostorom, kakrsnega
smo bralcu ze predlagali v 14. vaji razdelka 4.1 (str. 94):

@y 12 13 1 15 (16
(2,1) (2,2) 23) 24) (2,5) (2,6)
3,1) 3.2) .

@1 42

61 _~" 5.2

6,1 6,2
A (6,1) (6,2)

Slika 4.3: Vzor¢ni prostor za met dveh igralnih kock

Z A smo oznacili dogodek, da je vsota pik 7, z B pa dogodek, da
so na vsaki kocki padle vsaj po 3 pike. Rwacunamo potemtakem
P(A/B). Vseh moznih izidov, prikazanih v vzorénem prostoru
na sliki 4.3, je 36; od teh jih je za produkt AB ugodnih toliko,
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kolikor tock je v preseku ustreznih mnozic vzorcénega prostora,
ki pripadata dogodkoma. Ce prvo Stevilo v urejenem paru (3, )
pomeni Stevilo pik na prvi kocki, drugo pa Stevilo pik na drugi
kocki, sta torej ugodna dva izida, (3,4) in (4,3). Za pogoj B je
ugodnih 16 od skupaj 36 izidov, zato je P(AB) = 2/36 in P(B) =
16/36 , zaradi ¢esar je po obrazcu (1) iskana pogojna verjetnost

2

Verjetnost P(A/B), ki smo jo izracunali v tem zgledu, ni enaka ”obi-
¢ajni” verjetnosti dogodka A v proucevanem poskusu. Ce ne postavljamo
dodatnih pogojev, je za dogodek A ugodnih 6 izidov od 36 moznih, torej je
P(A) = 6/36 = 1/6. Namesto "obi¢ajna” bomo rajsi rekli brezpogojna
verjetnost dogodka A. Kadar se (tako kot v zgledu 4.4.1) brezpogojna
verjetnost dogodka A razlikuje od njegove pogojne verjetnosti P(A/B),
recemo, da je dogodek A odvisen od dogodka B . Zakaj tako poimenovanje,
je jasno: dejstvo, da velja P(A) # P(A/B), pove, da nastop dogodka B
spremeni pogoje za nastop dogodka A.

V tak$nem primeru se hitro vidi, da je tudi P(B) razli¢na od pogojne
verjetnosti P(B/A), zato je odvisnost dveh dogodkov vedno vzajemna in
lahko preprosto re¢emo, da sta dogodka odvisna.

Obratno pa definiramo:
A in B neodvisna <= P(A)= P(A/B), P(B)= P(B/A)
Ce sta dogodka A in B neodvisna, se obrazec (5), s katerim raéunamo
verjetnost produkta, bistveno poenostavi:

A in B neodvisna = P(AB) = P(A) P(B) (6)

Vzemimo obratno, da velja za dogodka A in B enakost P(AB) = P(A)P(B).

Potem imamo iz obrazca (1) takoj

P(AB)  P(A)P(B)

PABY = "5E) = ")

= P(4)

Izjavi ” A in B sta neodvisna” in ”za dogodka A in B velja enakost P(AB)
= P(A)P(B)” sta torej ekvivalentni in lahko re¢emo:

Dogodka A in B sta neodvisna natanko takrat, ko je verjetnost njunega
produkta enaka produktu njunih (brezpogojnih) verjetnosti.

POMNI: Pojmov "neodvisna dogodka” in "nezdruzljiva dogodka” ni
kakor ne smemo zamenjevati. Nezdruzljiva dogodka sta v nekem smislu
"izjemno odvisna”, saj nastop enega onemogoci nastop drugega in obratno.

4.4. Pogojna verjetnost in verjetnost produkta

ZGLED 4.4.2:

1z posode, v kateri imamo 4 ¢rne in 6 belih kroglic, dvakrat na
slepo izberemo po eno kroglico. Koliksna je verjetnost dogodka,
da je prva izvlecena kroglica bela, druga pa ¢rna,

a) ¢e po prvem izbiranju izvleéeno kroglico vrnemo v posodo;
b) ¢e drugo izberemo, ne da bi prej vrnili prvo?

a) Verjetnost, da prvi¢ potegnemo belo kroglico, je P(B) = 6/10.
Ker kroglico nato vrnemo v posodo, imamo pred drugim izbira-
njem v posodi spet 4 ¢rne in 6 belih kroglic; dogodek, da poteg-
nemo ¢rno kroglico, ima verjetnost P(C') = 4/10 in je neodvi-
sen od dogodka B, zato je po obrazcu (6) verjetnost produkta
enaka produktu posameznih vrednosti, P(BC) = P(B)P(C) =
(6/10)(4/10) = 24/100 = 0°24..

b) Verjetnost, da v prvem poskusu izvlecemo belo kroglico, je spet
P(B) =6/10. Ker kroglice ne vrnemo, imamo za drugo izbiranje
(pri pogoju, da se je zgodil dogodek B) v posodi 5 belih in 4 érne
kroglice, zaradi ¢esar je P(C/B) = 4/9, po obrazcu (5) pa dalje
P(BC) = P(B)P(C/B) = (6/10)(4/9) = 24/90 = 026 .

Ce imamo kroglice v posodi za neko populacijo, dve kroglici, ki ju na
slepo izberemo iz nje, pa za slucajen vzorec, lahko re¢emo, da smo v zadnjem
zgledu opisali dve v osnovi razli¢ni moznosti za nastanek taksSnega vzorca.
V primeru a) smo naredili vzorec tako, da smo posamezne elemente vracali
v populacijo, v primeru b) pa je vzorec nastal brez vracanja. V prvem
primeru se v vzorcu posamezen element iz populacije lahko veckrat ponovi,
zato retemo, da gre za vzorce s ponavljanjem; v drugem primeru imamo
vzorce brez ponavljanja, saj se poljuben element iz populacije lahko
kvecjemu enkrat znajde v vzorcu.

Izkazalo se je, da je imel vzorec s ponavljanjem, dobljen z vracanjem ele-
mentov, lepo lastnost: ker z vracanjem elementov v populacijo pred vsakim
izbiranjem obnovimo prvotno stanje, so dogodki, da proucevana statisticna
spremenljivka (v naSem primeru barva kroglice) zavzame na elementih vzor-
ca dolocene vrednosti, med seboj neodvisni, kar bistveno olajSa nadaljnje
delo. Pri vzoréenju brez ponavljanja taksne neodvisnosti ni: kakSen je na-
slednji element v vzorcu, je odvisno (tudi) od tega, kateri elementi so bili
izbrani pri predhodnih izbiranjih. V naSem primeru je dogodek, da v dru-
gem poskusu izvlecemo ¢rno kroglico, odvisen od tega, kaksno kroglico smo
izvlekli pri prvem izbiranju.

ZGLED 4.4.3:

Dva strelca, ki zadevata svoj cilj (tarco) z verjetnostjo P(C1) =
4/5 oziroma P(Cs) = 3/5 sta po enkrat ustrelila proti tarci.
Kolikéna je verjetnost, da j je bila pri tem tarca dvakrat zadeta, ce
je bila zagotovo zadeta vsaj enkrat?
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Naj bo A dogodek, da je tarca zadeta dvakrat, B pa dogodek,
dane zadeta vsaj enkrat; iéée;rllo P(AQB) EkPgB)/PéB)éc]izr
ie v nasem primeru dogodek A nacin dogodka 5, se obraz -
{{oliko poenostavi, P(AB) = P(A) in P(A/B) = P(A)/P(B)
Iz besedila sledi, da je P(A) = P(C1C2). Predpostavili bomo,
da sta dogodka C; in Cy neodvisna, tedaj P(A) = P(C;) P(Cy).-
Verjetnost dogodka B lahko izracunamo neposrednp, kot v_soto
verjetnosti treh nezdruzljivih nacinov, ki ga sestavljajo' (katerlh':’),
veliko hitreje pa gre posredno, ¢e od 1 odstejemo v??Jetnos:t nje-
gove negacije, torej dogodka, da sta oba strelca zgresila tarco:

P(B) = 1-P(B) = 1-P(C1C3) = 1— P(C)P(C3) =

(- PO P(C) =1- (- 3) =
1oL 2B 4o
5 95 25

V tem raéunu smo upostevali, da sta pri neodvisnih dogodkih Cy
in Cy neodvisni tudi njuni negaciji. Tako je koncno
’ 048 _
7.a mnozico vet kot dveh dogodkov velja posplositev obrazca (5),

P(A1N0A2N...0Ay) = P(Ay) P(A2/A1)..P(An/(A1NA2N..N A1) (7)

Tudi ta obrazec je vsebinsko neobcutljiv na spremembe vrstnega refia fakt(?r—
jev na levi strani; zatnemo z brezpogo jno Verjetnogtjo kateregakoli faktorja,
jo pomnozimo s pogojno verjetnostjo kateregalfoh drugega faktorja (glede
na tistega, ki je bil prvi uporabljen) in tako dalje, doklgr nam ne ostane en
sam faktor, pri katerem je treba v obrazcu upoé'tev_atl pogojno verjetnost
glede na produkt vseh ostalih, pred njim uporabljenih faktorjev.

ZGLED 4.4.4:

Iz posode, v kateri imamo 4 ¢rne in 6 belih kroglic,. trikra‘E po vrsti
izvleéemo po eno kroglico, ne da bi izvleceno kroghco vracali v po-
sodo. Izracunaj verjetnost dogodka, da je prva izvle¢ena kroglica
bela, druga ¢rna in tretja spet bela!

Oznacimo omenjene dogodke z By, C2 in Bs. Rac¢unali bomo
P(B1NCyN Bs). Po obrazcu (7) imamo

P(BlﬂCQQBg) = P(Bl) P(CQ/Bl) P(B3/(Bl|"|02)) g T e B

Ce izvleceno kroglico vsaki¢ vrnemo, so dogodki neodvisni, iskana
verjetnost je v tem primeru enaka

(6/10)(4/10)(6/10) = 144/1000

4-4. Pogojna verjetnost in verjetnost produkta

Ce sta dogodka A in B neodvisna, je verjetnost produkta kar enaka
produktu P(A)P(B). Ce hotemo na podoben na¢in poenostaviti obrazec
(7) za verjetnost produkta ve¢ kot dveh dogodkov, moramo zahtevati kar
precej: poljuben dogodek iz mnozice dogodkov {Aj, As, ..., A, } mora biti
neodvisen ne le od vsakega drugega dogodka iz te mnozice, ampak tudi od
kakrsnegakoli produkta, ki ga lahko sestavimo iz preostalih dogodkov. Ce je
tak pogoj izpolnjen, pravimo, da so dogodki A;, Ag, ..., Ay, v celoti neodvisni.
Za taksne dogodke je

P(A1nAaNn..NA,) = P(A)) P(Az)...P(An) (8)

Naslednji zgled bo pokazal, da dogodki, ki so paroma neodvisni (torej po
dva in dva), niso nujno tudi v celoti neodvisni.

ZGLED 4.4.5:

Pravilen tetraeder iz homogene snovi ima na eni stranski ploskvi
rdece pike, na drugi modre, na tretji bele, na éetrti stranski ploskvi
pa najdemo pike vseh treh barv. Tetraeder zakotalimo (kot igralno
kocko). Naj bo A dogodek, da je, ko se tetraeder ustavi, na spodnji
ploskvi kaksna rdeca pika, B dogodek, da je na spodnji ploskvi
kaksna modra pika, in C' dogodek, da je na spodnji ploskvi kaksna
bela pika. Zaradi predpostavk o barvah na tetraedru je

P(4) = P(B) = P(C)= 5 = 7

Enako lahko ugotovimo, da velja
I
P(4/B) = P(4/C) = P(B/O) =

(rezultat utemelji z besedami za vsako od pogojnih verjetnosti po-
sebej!). Zato so po definiciji dogodki A, B in C paroma neodvisni,
saj je brezpogojna verjetnost vsakega od njih enaka pogojni ver-
jetnosti glede na vsakega od preostalih dveh dogodkov. Na drugi
strani pa recimo dogodek A ni neodvisen od produkta BC'. Ta
produkt nastopi edino v primeru, da tetraeder obstane na ” pisani”
stranski ploskvi, kjer so pike vseh treh barv. V tem primeru so
med njimi zagotovo tudi rdece pike in je zato

1
P(4/(BNC)) =1 # P(4) = 5
Dogodki A, B in C iz tega poskusa so torej paroma neodvisni, v
celoti neodvisni pa niso.

Kadar bomo govorili o neodvisnosti dogodkov, bomo v sploSnem pred-
postavljali, da so v celoti neodvisni, ali drugace, da velja obrazec (8); v
posebnih primerih pa bomo opozorili na odstopanja.
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ZGLED 4.4.6:

Izdelki imajo lahko dve vrsti napak, napako A in napako B. Prvo
ima v povpre¢ju 5% vseh izdelkov, drugo pa 10% vseh izdelkov.
Znano je, da je med izdelki, ki imajo napako B, 8% tistih, ki imajo
tudi napako A. V posiljko so na slepo izbrali 30 izdelkov ter pri
pregledu ugotovili, da sta med njimi 2 z napako A. Koliksna je
verjetnost dogodka, da nobeden od izdelkov v tej posiljki nima
napake B?

Ker lahko predpostavimo, da so napake nekega izdelka neodvisne
od napak drugih izdelkov, je iskana verjetnost enaka produktu tri-
desetih faktorjev, pri ¢emer osemindvajsetkrat nastopi verjetnost,
da izdelek brez napake A nima napake B, dvakrat pa verjetnost,
da je brez napake B izdelek, ki ima napako A. Torej je ta verjet-
nost enaka {P(B'/A")}?® . {P(B'/A)}?. Pogojni verjetnosti bo-
mo izrac¢unali s pomo¢jo brezpogojnih verjetnosti P(A) = 0°05 in
P(B) = 010 ter pogojne verjetnosti P(A/B) = 0'08. Tako izpol-

stolpcev zapisane verjetnosti produktov ustreznih dogodkov:

Z napako B | Brez napake B

Z napako A 0°008 0042 005
Brez napake A 0°092 0858 095
010 090 1-00

Najprej smo dobili
P(AB) = P(BA)=P(B)P(A/B)=010-008 = 0°008
Nato pa je
P(A) = P(AG) = P(A(B+ B')) = P(AB) + P(AB)
in zato

P(AB') = P(A) — P(AB) = 005 — 0:008 = 0042

podobno pa izra¢unamo se P(A’ B) = 0092 in P(A’ B') = 0'858.
S taksno tabelo si dostikrat pomagamo; vsota verjetnosti v posa-
mezni vrstici mora biti enaka pripadajoci brezpogojni verjetnosti,
enako velja za stolpce. Vsota verjetnosti vseh moznih produktov
mora biti enaka 1. Dalje gre racun hitro:
P(B' A 0°858

~ 09032
P(A") 095

4.4. Pogojna verjetnost in verjetnost produkta

2N

6.

P(B'A) 0042
P(B'/A) = ](J(A)) = Gz~ 08

in iskana verjetnost je
0'9032%% - 0'84% =~ 0041

Prav malo verjetno je torej, da v posiljki ne bi bilo nobenega iz-
delka z napako tipa B.

VAIJE

. Dogodka A in B sta nezdruzljiva, P(A) > 0 in P(B) > 0. Pokazi tudi

s formalnim ra¢unom, da sta dogodka odvisna.

/' Za dogodka A in B iz nekega poskusa velja

P(A) =3/8, P(B) =5/8; P(AN.B)=1/M.
Izrac¢unaj pogojni verjetnosti P(A/B) in P(B/A).

< Naj bodo A, B in C med seboj neodvisni dogodki in P(A) = 1/2,

P(B) = 1/3, P(C) = 2/3. Izratunajte verjetnosti dogodkov A N B,
AUBin AnNB'NnC’.

. Verjetnost, da prvi strelec zadene tarco, je P(Z1) = 0°6, za drugega pa

P(Zy) = 0°5. Izra¢unajte verjetnosti dogodkov:

- da tarca ni bila zadeta, ¢e je prvi strelec zgresil;

- oba strelca zadeneta, Ce je bila tarca vsaj enkrat zadeta;
- prvi strelec je zgresil, pri pogoju, da tarca ni zadeta;

- drugi je zgresil, ce je tarca zadeta vsaj enkrat;

o Q®

- prvi je zadel, Ce je tarca zadeta natanko enkrat.

(Opomba: Pri tej in vseh sorodnih nalogah predpostavljamo, da sta
dogodka Z; in Z; neodvisna.)

. Iz 8katle s 3 belimi in 7 rde¢imi kroglami vleGemo po eno kroglo in

izvlecenih krogel ne vracamo. Izracunajte verjetnosti dogodkov
A - izvleCemo §tiri rdece krogle zapored;
B - izvleemo najprej dve beli, nato dve rdeé¢i krogli.

V skatli je 5 belih in 10 rdecih kroglic. Na slepo Stirikrat potegnemo
po eno kroglico. Kolikéna je verjetnost, da se Sele v Getrtem poskusu
pokaze rdeca kroglica,

a) e izvleceno kroglico vsaki¢ vrnemo v skatlo;
b) ¢e kroglic ne vracamo v skatlo?
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10.
11,
~ lu, da lahko pri petih strelih z verjetnostjo vecjo od 0°99 pricakujemo

12.

13.

14.

15.

. Koliksna je verjetnost, da je pri so¢asnem metu dveh postenih igralnih

kock padla vsaj ena trojka, ¢e je bila vsota pik na obeh kockah 67

Trikrat zapored vrzemo posteno igralno kocko. Koliksna je verjetnost
dogodka, da prvi¢ pade sodo stevilo pik, drugic¢ Sestica in tretji¢ manj
kot 5 pik?

. Kolikéna je verjetnost, da na dveh kockah v prvem metu dobimo vsoto

9 ali — ¢e se to ni zgodilo — v ponovljenem metu vsoto 77

Petdesetkrat ustrelimo proti tarci, verjetnost zadetka pri posameznem
strelu je P(Z) = 0°08 in se ne spreminja. Koliksna je verjetnost do-
godka A, da je v teh 50 strelih tarca vsaj enkrat zadeta?

A Koliksna mora biti najmanj verjetnost zadetka pri posameznem stre-

vsaj en zadetek?

Dva igralca meceta kovanec drug za drugim. Zmaga tisti, pri katerem
se prej pojavi grb. Zapisi izraz za verjetnost, da zmaga igralec, ki je
igro zacel.

Resi enako nalogo za primer, ko igralca meceta kocko in zmaga tisti, ki
prvi dobi Sestico.

Izdelke istega tipa izdelujeta dve tovarni, prva 60% in druga 40% od
celotne proizvodnje. Med izdelki prve tovarne je 60% I. in 40% IL.
kvalitete; med izdelki druge tovarne je prvovrstnih 80%, ostali so I
kvalitete. Naj pomeni A dogodek, da je na slepo izbran izdelek izdelan
v prvi tovarni, B pa dogodek, da je na slepo izbran izdelek 1. kvalitete.
Izracunaj verjetnosti dogodkov '

A, B, A, B,AB, AB, AB', A'B', A/B, A/B’, B/A, BJ/A’
Se prej pa vsakega od njih podrobno opisi z besedami.

V nekem razredu imajo ucenci negativne ocene samo iz matematike ali
tujega jezika (ali obojega). 20% uéencev ima negativno oceno iz mate-
matike (dogodek M), 10% iz tujega jezika (dogodek T), 5% iz obojega.
Na slepo izberemo enega ucenca. Izracunaj verjetnosti dogodkov:
a) - izbrani ucenec ima vsaj eno negativno oceno;
b) - ima negativno oceno iz matematike,
Ce ima zagotovo negativno oceno iz tujega jezika;
c) - nima negativne ocene iz matematike, ¢e zagotovo
nima negativne ocene iz tujega jezika.

. Verjetnosti, da posamezen strelec zadene tarco, so po vrsti 1/6,1/4 in

1/3. Ko so vsak po enkrat ustrelili proti tar¢i, je bila ta natanko enkrat
zadeta. Izracunaj verjetnost dogodka, da jo je zadel prvi strelec.

4.4. Pogojna verjetnost in verjetnost produkta

18.

19.

-/ 20.

17./

Lovec strelja na lisico iz razdalje 25 metrov. Verjetnost, da jo zadene,
je 0°60. Ce zgreé/i, mu lisica uide na razdaljo 50 metrov, preden lahko
spet strelja nanjo. Izracunaj verjetnost dogodka, da je lisica s prvim ali
drugim strelom zadeta, ce je pri teh oddaljenostih verjetnost za zadetek
a) obratno sorazmerna razdalji;

b) obratno sorazmerna kvadratu razdalje.

A Iz kupa kart na slepo socasno izvlecemo dve karti, eno od njiju obr-
nemo in ugotovimo, da je to kralj. Karti preme$amo, nato pa spet
obrnemo eno od njiju. Koliksna je verjetnost, da je obrnjena karta

a) as;

b) kralj?

A Na 3oli je 8% ucencev z okvarami vida in 12% uéencev s slabo drzo.
Od tistih, ki imajo slabo drzo, jih ima 10% tudi tezave z vidom. V
slu¢ajnem vzorcu so od 32 ucencev §tirje imeli okvaro vida. Kolikéna
je verjetnost, da v tem vzorcu ni nobenega ucéenca s slabo drzo?
(Nasvet: pomagaj si z zgledom 4.4.6.)

A A Napisi rac¢unalniski program, ki bo simuliral socasen met dveh
postenih igralnih kock in poskusi dobiti priblizek za pogojno verjetnost,
ki smo jo racunali v zgledu 4.4.1!
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4.5 Dvofazni poskusi in Bayesov obrazec

Privzemimo, da dolo¢en poskus poteka v dveh fazah oziroma stopnjah. V
prvi fazi nastopi natanko eden od dogodkov iz popolnega sistema dogodkov
{H1, Hs,...,Hy,}, od tega, kateri od njih se je pripetil, pa so odvisni pogoji
za drugo fazo poskusa; v zvezi z drugo fazo proucujemo slucajni dogodek
A: zanima nas, kako izra¢unati njegovo verjetnost, ¢e poznamo verjetnosti
dogodkov iz popolnega sistema prve faze in pripadajoce pogojne verjetnosti
dogodka A. V izpeljavi obrazca za iskano verjetnost P(A) bomo upostevali
nekatera ze znana dejstva:

- vsota (nezdruzljivih) dogodkov iz popolnega sistema dogodkov je gotovi
dogodek G,

- za poljuben slucajni dogodek A velja GNA=A,
- verjetnost vsote poljubnega Stevila nezdruzljivih dogodkov je vsota njiho-
vih verjetnosti.

Zaradi povedanega je
A=GnNA=(HUHU..UH,)NA
kar pa lahko zaradi distributivnostnega zakona napisemo tudi takolé:
A= HNAUMHNA)U..U(H,NA)

Ker so nezdruzljivi dogodki iz prve faze, so taksni tudi produkti v izrazu na
desni in je tako

P(A) = P(HyNA) + P(Hy N A) + ...+ P(H, N A)

Za vsak sumand na desni strani enacaja uporabimo pravilo za verjetnost
produkta (odvisnih) dogodkov,

PH:NA) = P(HIPAIH) (i=1,2 ...8)
kar nam da
P(A) = P(H:1) P(A/H1) + P(Hs) P(A/H3) + ... + P(H,) P(A/Hy) (1)
ali krajse,
P(A) = ) P(H;) P(A/H;) (2)
t=i
Formuli (1) oziroma (2) imenujemo obrazec za popolno verjetnost do-
godka A. Ime izvira iz dejstva, da je verjetnost dogodka A razclenjena na
vse mozne nacine, na katere se dogodek A zgodi skupaj (ali v nadaljeva-

nju) z enim od dogodkov H; iz popolnega sistema dogodkov prve faze tega
poskusa.

4.5.  Duvofazni poskusi in Bayesov obrazec

ZGLED 4.5.1:

V prvi posodi imamo 7 belih in 3 érne krogle, v drugi 4 bele in 5
¢rnih. Iz prve posode na slepo izberemo eno kroglo in jo prenesemo
v drugo posodo, nato pa iz slednje spet na slepo izvle¢emo eno
kroglo. Koliksna je verjetnost, da je ta krogla bela?

V prvi fazi imamo popoln sistem iz dveh dogodkov,
H; - iz prve posode prenesemo v drugo posodo belo kroglo;
H; - iz prve posode prenesemo v drugo posodo ¢rno kroglo.

Verjetnosti teh dveh dogodkov sta po vrsti P(H;) = 7/10 in
P(H,) = 3/10. Ce nastopi v prvi fazi dogodek H;, imamo pred
izbiranjem iz druge posode 5 belih in 5 ¢rnih krogel, zato je us-
trezna pogojna verjetnost, da iz druge posode potegnemo belo
kroglo, P(A/H;) = 5/10. Ce pa je v prvi fazi nastopil dogo-
dek H>, imamo v drugi posodi 4 bele in 6 ¢rnih krogel, zato je
P(A/Hjy) =4/10. Verjetnost dogodka A je po obrazcu (1)

P(A) = P(Hy) P(A/H:) + P(Hz) P(A/Ha) =

7T 5 3 4 47
© 10 10 10 10 100

Pri racunanju pogojnih verjetnosti P(A/H;) si prihranimo precej na-
pak, ¢e ob pisanju postopek glasno razlagamo v celih stavkih, na pgimer:
” P(A/Hs,) je verjetnost, da iz druge posode izvletemo belo kroglo, ¢e smo
v prvi fazi vanjo prenesli ¢rno kroglo.”

Manj izkuSeni si lahko pomagajo tudi z drevesom, s katerim pregledamo
vse nac¢ine dogodka A in pripadajoce verjetnosti. Kot primer narisimo drevo,
ki ustreza podatkom iz zgleda 4.5.1.

Brez tezav preverimo trditev:

5/10 A verjetnost P(A) dobimo tako, da
prehodimo vse poti od ”korenin”
710 H do tistih vrsickov drevesa, kjer
5/10 A raste A; po poti mnozimo vse
verjetnosti, na katere naletimo,
4/10 A = cp
3/10 zm?ozke pa seStejemo. (Kdor
H, verjame samo v pokoncna dreve-
6/10 o sa, bo pac¢ zavrtel u¢benik za en

pravi kot v pozitivnem smislu.)

Iz izpeljave obrazca za popolno verjetnost se vidi, da druga faza ni nujno
tudi ¢asovno za prvo, ampak lahko potekata socasno. Bistveno je, da se
proucevani dogodek A iz druge faze lahko zgodi vedno le z enim od dogodkov
iz popolnega sistema dogodkov {H1, Ha, ..., H,}. Te dogodke imenujemo
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tudi hipoteze; ¢e ne vemo, kateri od njih se je zgodil, imamo pa¢ na voljo
n razlicnih hipotez o tem, kako je nastopil dogodek A .

Poleg racunanja popolne verjetnosti dogodka A iz druge faze nas lahko
pri dvofaznih poskusih zanima 8e tole vprasanje:

Denimo, da se je dogodek A v drugi fazi zgodil. Kot smo ze rekli, se to
lahko zgodi na n razliénih nac¢inov, kot HyNA, HoNA,..., H,NA. Zanima
nas verjetnost dogodka, da je A nastopil skupaj z dolocenim dogodkom H;
iz prve faze, ali drugace, is¢emo pogojne verjetnosti dogodkov H; glede na
dogodek A iz druge faze. Iz

PLAR ) = PIANPIIA) = PLH)PIAIE) (=12-.0)
dobimo z razreSevanjem enacbe na P(H;/A) t.i. Bayesov obrazec

P(Hi) P(A/H;)

P(H;/A) = PCA)

(i=1,2,...,n) (3)

ali v razviti obliki (upostevaje, kako dobimo verjetnost P(A) iz izhodig¢nih
podatkov)

P(H,) P(A/H,)

PURA) = B P(ATEY) +... + PUL)P(ATT,)

(4)

Obrazec jasno pove, kaj zmore:

Z Bayesovim obrazcem racunamo verjetnosti posameznih dogodkov v prvi
fazi (hipotez H;), pri pogoju, da se je dogodek v drugi fazi zgodil.

ZGLED 4.5.2:

Izvedli smo dvofazni poskus, opisan v zgledu 4.5.1, in pri izbiranju
iz druge posode ugotovili, da je izvle¢ena krogla bela. Izrac¢unaj
verjetnost, da je bila tudi krogla, ki smo jo prenesli iz prve posode
v drugo, bela!

V zgledu 4.5.1 smo uporabljali naslednje oznake za dogodka iz prve
faze:

I - iz prve posode prenesemo v drugo posodo belo kroglo,

Hy - iz prve posode prenesemo v drugo posodo ¢rno kroglo.

Tudi potrebne podatke smo ze pripravili:

P(Hy) = 7/10, P(H;) = 3/10, P(A/H,) = 5/10, P(A/H,) =
4/10. Pogojnih verjetnosti niti ne potrebujemo, ker smo v zgledu

4.5.1 ze izracunali popolno verjetnost P(A) = 47/100, zato lahko
Bayesov obrazec uporabimo kar v obliki (3), tako da je

P(H\)P(A/H)) _07-05 _

P(H\/A) = P{A) = o047

4.5. Dvofazni poskusi in Bayesov obrazec

ZGLED 4.5.3:

Zmano je, da laboratorijski poskusi ne pokazejo vedno povsem na-
tancno, ali je oseba dejansko okuzena z neko boleznijo. Vzemimo
takle (izmisljen!) primer: v neki populaciji imata 2% prebivalcev
tuberkulozo, 8% prebivalcev ima lazja plju¢na obolenja, ostali so
(po tej plati) zdravi. Dolocen laboratorijski test, s katerim pre-
izkuSamo okuzenost s tuberkulozo, da pozitiven rezultat pri 98%
dejansko okuzenih, zal pa nanj reagira tudi 8% tistih, ki imajo le
lazja plju¢na obolenja, in celo 3% zdravih prebivalcev. Na slepo
izberemo enega od prebivalcev in ugotovimo, da je ta test dal po-
zitiven rezultat. Kolisna je verjetnost, da je ta prebivalec dejansko
okuZen s tuberkulozo?

Dogodki H; naj pomenijo, da je slu¢ajno izbrani prebivalec okuzen
s tuberkulozo, da je lazji pljuéni bolnik oziroma da je zdrav; do-
godek A nastopi, Ce je rezultat testa pozitiven. Iz besedila naloge
razberemo, da je

P(H)) = 002 P(A/H)) = 098
P(Hy) = 008  P(A/Hy) = 008
P(Hs) = 09  P(A/H3) = 003

Is¢emo verjetnost dogodka Hy ("okuzen s TBC”) pri pogoju A
("test pozitiven”). Po Bayesovem obrazcu je

P(Hy) P(A/H;)

P(H1/A) = P(H,)P(A/H,)+ P(H2)P(A/H3) + P(H3)P(A/Hs)

kar pri nasih podatkih pomeni
002 -098
P(H./A) = ~ 037
(4 0°02-0984008-0084090-003

Rezultat je pravzaprav zelo poucen: med na slepo izbranimi pre-
bivalci, za katere je laboratorijski preizkus dal pozitiven rezultat,
jih ima v povpreé¢ju le 37% res tuberkulozo. Zato v praksi (dobri)
zdravniki le izjemoma postavljajo diagnoze na osnovi rezultatov
enega samega testa.

Pogojne verjetnosti P(H;/A), ki jih izratunamo po Bayesovem obraz-
cu (4), so racunane ”za nazaj”, ko se je dogodek v drugi fazi poskusa ze
zgodil. Zato te verjetnosti imenujeno aposteriorne verjetnosti dogodkov
iz popolnega sistema v prvi fazi. V splosnem se razlikujejo od apriornih
verjetnosti P(H;), s katerimi ocenjujemo moznosti za nastop dogodkov H;
pred dejansko izvedbo poskusa. Med najpomembnejse uporabe Bayesovega
obrazca sodi ravno ” popravljanje” teh verjetnosti na osnovi podatkov o tem,
kaj se dogaja v drugi fazi poskusa.

Dvofazne poskuse v praksi dostikrat sre¢amo, na primer v kontroli kva-
litete, vendar si podrobnejSe obravnave v tem elementarnem uc¢beniku ne
moremo privosciti.
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VAIJE

1 Imamo tri enake skatle: v prvi 2 érni in 1 belo kroglico, v drugi 3 bele

in 2 ¢rni, v tretji 1 belo in 3 ¢rne kroglice. Na slepo sezemo v eno od
skatel in na slepo izvletemo eno kroglico. Koliksna je verjetnost, da je
ta kroglica ¢rna?

. Imamo iste 8katle kot v prvi nalogi. Vrzemo kocko; ¢e padejo 1, 2 ali

3 pike, izberemo prvo posodo, ¢e padejo 4 ali 5 pik, izberemo drugo
posodo, ¢e pade Sestica, sezemo v tretjo posodo.
a) Izracunaj verjetnost, da bo izvlecena kroglica bela.

+b) Predpostavimo, da smo pri poskusu dobili belo kroglico. Koliksna
je verjetnost, da je pri metu kocke padla Sestica?

. Iz gkatle, v kateri je 5 belih in 7 érnih krogel, predenemo dve naklju¢no
~ igbrani krogli v §katlo z 2 belima in 5 érnimi kroglami, nato pa iz te

na slepo izvlec¢emo eno kroglo. Koliksna je verjetnost, da je ta krogla
¢rna?

. A\ Iz Skatle, v kateri je 5 belih in 7 ¢rnih krogel, predenemo na slepo

dve krogli v 8katlo z 2 belima in 5 érnimi kroglami, nato pa iz te na
slepo izvlecemo dve krogli. Koliksna je verjetnost, da sta obe izvle¢eni
krogli iste barve?

. Pri poskusu iz prejsnje naloge smo pri izbiranju iz druge Skatle dobili

raznobarvni kroglici. Kolik8na je verjetnost, da sta bili tudi kroglici, ki
smo ju preneseli iz prve Skatle, raznobarvni?

. Na neko gimnazijo se vpisujejo ucenci s treh osnovnih sol, od tega 20%

s prve, 45% z druge in 35% s tretje osnovne Sole. Verjetnosti, da ucenec
s posamezne osnovne Sole uspesno dokonca prvi letnik gimnazije, so po
vrsti 0°95, 085 in 0°70. Izracunaj

a) verjetnost dogodka, da na slepo izbran u¢enec prvega letnika te gim-
nazije uspesno konca prvi letnik;

b) verjetnost dogodka, da je na slepo izbrani ucenec, ki je uspesno kon-
¢al prvi letnik, prisel na gimnazijo s prve osnovne Sole.

(Predlog: razmisljaj o interpretaciji dobljenih rezultatov. Kaj za prak-
so pomenijo izrac¢unane verjetnosti?)

. Na izpit iz matematike je prislo 50 studentov, od katerih jih je 38

prestudiralo poglavje o verjetnostnem racunu. Na izpitu je tudi ena
naloga iz verjetnostnega rac¢una. Verjetnost, da to nalogo privede do
pravilnega rezultata Student, ki je poglavje prestudiral, je 0°90; verjet-
nost, da ima pravilen rezultat student, ki tega poglavja ni §tudiral, je
0°15 (prepisovanje, ”trenutni navdih” ipd.).

a) Koliksna je verjetnost, da slu¢ajno izbrani Student pravilno resi na-
logo iz verjetnostnega racuna?

4.5. Dvofazni poskusi in Bayesov obrazec

10.

11.

12.

b) Na slepo izberemo enega studenta (izmed 50) in ugotovimo, da je
pravilno resil nalogo iz verjetnostnega racuna. Koliksna je verjetnost,
da je pravilni rezultat dobil na neposten naéin (da torej poglavja o
verjetnostnem racunu ni prestudiral)?

. (Samo za vojake po srcu in dusi!)

Na letalo ustrelimo dvakrat. Pri prvem strelu je verjetnost za zadetek
0°3, pri drugem strelu pa 0'6. Enkrat zadeto letalo se zrusi z verjet-
nostjo 02, dvakrat zadeto pa z verjetnostjo 0°9.

a) Koliksna je verjetnost, da s tema dvema streloma zrusimo letalo?

b) Denimo, da smo letalo uspesno sestrelili. Kolikdna je verjetnost, da
se nam je to posrecilo ze s prvim strelom?

. V posodi imamo kroglico, za katero je znano samo to, da je lahko ali

bela ali ¢rna. V posodo dodamo eno belo kroglico, nato pa na slepo
izberemo eno od dveh kroglic. Predpostavimo, da je izvle¢ena kroglica,
bela. Koliksna je tedaj verjetnost, da je bila tudi kroglica, ki je bila
pred poskusom v posodi, bela?

V posodo, v kateri smo imeli prvotno 6 belih in 4 ¢rne kroglice, nam je
padla kroglica, za katero ne vemo, ali je bila bela ali ¢rna. Iz posode
na slepo izberemo dve kroglici in ugotovimo, da sta obe beli. Koliksni
sta verjetnosti dogodkov, da je bila kroglica, ki je padla v posodo, bela
oziroma ¢rna?

Izmed stevil 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 in 9 na slepo izberemo dve Stevili.
Izracunaj verjetnost dogodka A, da sta obe Stevili lihi, ¢ée je njuna
vsota sodo Stevilo.

Skakalcevi uspehi pri skoku v daljavo so moéno odvisni od vremena;
Ce je lepo vreme, zmaga na drzavnem prvenstvu z verjetnostjo 075,
Ce dezuje, je verjetnost za zmago le 0°50. V Celju, kjer je povpreéno
ena tretjina septembrskih dni dezevna, je 25. septembra osvojil naslov
drzavnega prvaka. Koliksna je verjetnost, da je 25. septembra v Celju
dezevalo?

(Predlog: razmisli, v koliksni meri so pri taki nalogi izpolnjene predpo-
stavke, na katerih gradimo klasi¢ni model verjetnosti. Komentiraj in
kritiziraj.)
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4.6 Zaporedja poskusov in Bernoullijev obrazec

Pri prakticnih uporabah verjetnostnega racuna velikokrat srecamo zapo-
redja poskusov, ki so na kak nalin povezani med sabo. V splo$nem je
proucevanje takih zaporedij za nas pretezka naloga. Zato se bomo omejili
na t.i. zaporedja neodvisnih poskusov, pri katerih je poljuben dogodek
iz nekega poskusa neodvisen od kateregakoli dogodka ali produkta dogodkov
iz drugih poskusov. Delovno podrocje si za zacetek ge nekoliko omejimo in
definirajmo:

Zaporedje neodvisnih poskusov imenujemo - po §vicarskem matematiku
Jakobu Bernoulliju (1654 - 1705) - Bernoullijevo zaporedje, ce je v vsa-
kem poskusu iz tega zaporedja popolni sistem dogodkov sestavljen samo iz
dogodka A s konstantno verjetnostjo P(A) = p > 0 in njegovega nasprotne-
ga dogodka A" z verjetnostjo P(A') =1—-P(A)=1-p=q.

Taksno zaporedje imamo lahko kar za ponavljanje istega poskusa.

ZGLED 4.6.1:

Klasi¢en primer za Bernoullijevo zaporedje so zaporedni meti ko-
vanca; rezultati posameznega poskusa so gotovo neodvisni od izi-
dov v prejsnjih metih, v vsaki ponovitvi pa nastopi bodisi grb
(dogodek A, z verjetnostjo P(A) = p = 1/2) ali stevilka kot prve-
mu nasprotni dogodek (P(4") =1—p=1/2=q).

ZGLED 4.6.2:

Pri metu kocke ima popolni sistem dogodkov sicer Sest elemen-
tov, vendar lahko zaporedne mete kljub temu obravnavamo kot
Bernoullijevo zaporedje s p = 1/6, ¢e se zanimamo za posamezen
izid, vsi ostali izidi pa sestavljajo njemu nasproten dogodek z ver-
jetnostjo ¢ = 5/6 v posamezni ponovitvi poskusa, o neodvisnosti

poskusov pa tudi ne more biti dvoma, dokler govorimo o obi¢ajnih
igralnih kockah.

Najprej nas bo zanimalo, koliksna je verjetnost, da v n ponovitvah pos-
kusa dogodek A, ki ima v posamezni ponovitvi verjetnost p(A) = p, nastopi
natanko k - krat (k=0,1,...,n).

Za ogrevanje poskusimo na konkretnem, pa zelo preprostem primeru.
Petkrat vrzimo kocko in vprasajmo po verjetnosti dogodka A, da pri tem
natanko dvakrat pade Sestica. Padec Sestice v posameznem metu oznaéimo s
simbolom S, nastop kakega drugega izida z D. Potem se proucevani dogodek
lahko zgodi na naslednje - med seboj nezdruzljive - nacine:

SSDDD, SDSDD, SDDSD, SDDDS, DSSDD,
DSDSD, DSDDS, DDSSD, DDSDS, DDDSS
Vsak od teh nacinov je produkt dveh dogodkov S in treh dogodkov S’ = D.

4.6.  Zaporedja poskusov in Bernoullijev obrazec

Ceprav nastopajo ”sestavni deli” v razliénih vrstnih redih, imajo vsi nasteti
nacini zaradi komutativnosti produkta dogodkov enake verjetnosti, taksne
kot prvi nacin, ta pa ima zaradi neodvisnosti zaporedja poskusov verjetnost

P(SSDDD) = P(S)- P(S)-P(D)-P(D)-P(D) = = >-~-=-~

Ker je vseh na¢inov 10 (na toliko nac¢inov lahko med petimi meti izberem
tista dva, v katerih nastopi Sestica, vse ostalo je s tem ze dolo¢eno), je

pA) - 10. 1,155 5 _ 1250
6 6 6 6 6 7776

~ 07161

Zdaj pa se, podprti z izkusnjami, vrnimo k splo$nemu primeru. Eden
od nacinov, na katere se lahko zgodi zapovedana frekvenca dogodka v n
ponovitvah poskusa, je tale: najprej se k - krat zgodi dogodek A, nato
pa (n — k) - krat nastopi njegova negacija (nasprotni dogodek A’), kar
simboliéno pomeni, da nastopi dogodek

AnAn..nAnAnAn..nA" (1)

k faktorjev

n—k faktorjev

Zaradi neodvisnosti poskusov je verjetnost dogodka (1) enaka produktu ver-
jetnosti posameznih faktorjev, torej p*(1 — p)”~*. Enake verjetnosti imajo
tudi drugi nacini dogodka, da v n ponovitvah poskusa A nastopi natanko k
- krat. Vseh taksnih nacinov je natanko toliko, kolikor je moznosti za izbiro
k poskusov, v katerih nastopi A, iz celotne mnozice poskusov, torej (Z) .
Ker so nacini med seboj nezdruzljivi, je verjetnost proucevanega dogodka

enaka vsoti verjetnosti posameznih naéinov, oziroma vsoti (Z) sumandov,
ki so vsi enaki p*(1 — p)"~*. Tako smo ugotovili:

Verjetnost P(n;p; k), da dogodek A, ki ima v posamezni ponovitvi pos-
kusa konstantno verjetnost P(A) = p, v n med seboj neodvisnih ponovitvah
poskusa nastopi natanko k - krat, je enaka

P(n;p;k) = (Z) p* (1 —p)* (2)

Formulo (2) obicajno imenujemo Bernoullijev obrazec. Pove nam,
kaksne so verjetnosti posameznih moznih frekvenc (k = 0,1,...,n) pro-
ucevanega dogodka v n ponovitvah poskusa.

ZGLED 4.6.3:

Kaksna je verjetnost dogodka B, da v osmih metih kovanca grb
pade vsaj dvakrat?

Nalogo lahko neposredno resimo tako, da seStejemo verjetnosti
sedmih nezdruzljivih na¢inov dogodka B, da grb pade natanko

127



128

4. VERJETNOSTNI RACUN

dvakrat, natanko trikrat, ..., natanko osemkrat. Manj dela pa
imamo, ¢ od 1 odstejemo vrednost nasprotnega dogodka B’, da
pade grb manj kot dvakrat, torej nickrat ali enkrat,

=1 [ ()G G- () G-

1 8
=1—|—+—| = 0965
! [ 256 i 256 ]

ZGLED 4.6.4:

V seriji N izdelkov je M pokvarjenih. Iz te serije na slepo izberemo
drugega za drugim n izdelkov. Koliksna je verjetnost dogodka A,
da je med njimi natanko k pokvarjenih,

a) Ce po pregledu izdelek vrnemo v serijo;

b) e pregledani izdelek izlo¢imo pred izbiranjem naslednjega in
torej delamo vzorce brez ponavljanja?

V primeru a) z vraéanjem izbranega izdelka v serijo zagotovimo,
da so pred vsako ponovitvijo poskusa pogoji natanko taksni kot
pri predhodnih, zato ra¢unamo verjetnost, da bo v n ponovitvah
poskusa iz Bernoullijevega zaporedja poskusov dogodek ”izdelek
je pokvarjen” nastopil natanko k - krat. Verjetnost tega dogodka
je p= M/N, zato je po Bernoullijevem obrazcu

() (8 647

V drugem primeru, ko izdelkov ne vracamo, lahko poskus realizi-
ramo tako, da izberemo vseh n izdelkov socasno. Izidov je teda]
(IZ ) , na toliko na¢inov lahko iz mnozice z N elementi izberemo
podmnozico, ki jih premore n. Ugodni so tisti izidi, kjer je k iz-
delkov izbranih iz M pokvarjenih, preostalih n — k izdelkov pa iz
N — M nepokvarjenih. Verjetnost proucevanega dogodka je zato

My (N—-M
( k ) ( n—~k )
(%)

n
S statisti¢nega vidika imamo opraviti z vzorci s ponavljanjerp o_zi-
roma z vzorci brez ponavljanja (drugi primer), zato je zZanimivo
vprasanje, kaksna je v konkretnih primerih razlika med verjetno-

stima, ki ju izraunamo po (3) ali (4).
Za N =20, M =2,n =25, k=1 dobimo na primer

Pi(A) = (i’) (%)1 <1 - —22—0>4 = 032805

Py(A) = (4)

=
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2\ (18
Py(A) = % = 0'39474
(5)
Povecajmo zdaj populacijo na N = 100, delez p = M/N pa naj
ostane nespremenjen, tako da je se vedno M = 10. Potem je

5\ /10\* it i Nl
Pi(A) = (1) (ﬁ) (1 - ﬁ) = 032805

(10) (90)
Py(A) = ~Lrds = 033939
(s)
V prvem primeru je bila druga verjetnost za ve¢ kot 20% vecja
od prve, pri povecanju populacije je ta razlika samo se dobre 3%.
Ceprav posameznih primerov ne smemo prehitro in kar poc¢ez po-
sploSevati, pa tokrat le velja naslednja ugotovitev:

Ce wvelikost populacije naraiéa preko vsake meje, delez M /N pa
ostaja konstanten, se verjetnosti posameznih frekvenc, izracunane
po obrazcu (4), vedno bolj ujemagjo s tistimi, ki jih dobimo po ob-
razcu (8) za vzorce s ponavljanjem.

To za prakso pomeni, da je pri dovolj veliki populaciji (seriji izdel-
kov) in vzorcu, ki je dovolj majhen v primerjavi s celotno popula-
cijo, za strukturo vzorca v bistvu vseeno, ali pri vzoréenju izbrane
elemente vrac¢amo ali ne. To ima koristne posledice za statistiko:
obrazce izpeljujemo za vzorce s ponavljanjem, kjer je racun lazji
zaradi neodvisnosti dogodkov, uporabljamo pa jih - vsaj kot pri-
blizke - na vzorcih brez ponavljanja, ki so znatno bolj uporabni v
praksi...

Pri danem Stevilu poskusov n in verjetnosti dogodka A v posamezni po-

novitvi poskusa p je Bernoullijev obrazec (2) predpis, s katerim vsakemu
stevilu k (frekvenci dogodka A) iz mnozice {0,1,2,...,n} priredimo natan-
ko doloceno stevilo P(n;p;k), ali drugace, z Bernoullijevim obrazcem je
dolocena neka porazdelitev verjetnosti po posameznih frekvencah. Zanima
nas, pri kateri vrednosti k je ta verjetnost najvecja. V ta namen primerjamo
P(n;p; k) in P(n;p; k + 1) ter ugotavljamo, do katerega k je druga Se vecja
od prve. Z neposrednim ra¢unom (nekaj vmesnih korakov pus¢amo bralcu
za vajo) se lahko prepricamo, da je

P(n;p;k+1) n—k z_o_np—kp
P(n;p;k)  k+1 q kg+gqg

(pri tem je ¢ = 1 — p) in zato velja

P(n;p;k+1)

Plumh) —- - W kp 2 kq+q < np—q2kp+qg) =k (5)
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Pri tem je frekvenca k seveda celo Stevilo, za izraz np — q pa to ni vedno res.
Za k < np — ¢ je koliénik na levi strani (5) vecji od 1 in je P(n;p;k+ 1) >
P(n;p; k). Ce np — ¢ ni celo stevilo, je torej najvecja vrednost proucevane
funkcije dosezena pri prvem veéjem celem Stevilu,

ko = [np - Q] +1

(Z oglatim oklepajem okrog Stevila ozna¢imo njegov celi del.) Ce pa je izraz
np—q slu¢ajno enak nekemu celemu stevilu, je po (5) za frekvenco k = np—gq
izpolnjena enacba P(n;p;k+ 1) = P(n;p; k) in verjetnost je maksimalna za
dve sosednji frekvenci, k=np—qgink=np—qg+1=(n+1)p.

ZGLED 4.6.5:

Kovanec je tako deformiran, da je padec grba dvakrat verjetnejsi
od padca stevilke. Kolisna je verjetnost dogodka, da v dvajsetih
metih natanko §tirikrat pade stevilka? Katera frekvenca Stevilke
je najverjetnejsa?

Za prvi del naloge dobimo pri n = 20, p = 1/3 in k = 4 po Ber-
noullijevem obrazcu

P(20;1/3;4) = (240> (%)4 <§)16 ~ 0:091

Ker je pri nasih podatkih np — g = 6, torej celo stevilo, sta naj-
verjetnejsi frekvenci Stevila dve, namre¢ 6 in 7, pri obeh namrec¢
dobimo enako verjetnost,

o= () (0 (2)
ronn-(3) () ()

ZGLED 4.6.6:

Iz posode, v kateri imamo 3 bele in 7 ¢rnih krogel, desetkrat na
slepo izvle¢emo po dve krogli hkrati in ju vsaki¢ vrnemo v posodo.
Koliksna, je najverjetnejSa frekvenca dogodka ”obe izvleceni krogli
sta ¢rni”?

07182

%

Q

0182

Ker krogle vracamo, gre za zaporedje neodvisnih poskusov, ver-
jetnost za dve érni v posameznem poskusu pa je
7
() _ 7
= 2= =
(z) 15
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Najverjetnejsa frekvenca je prvo vecje celo Stevilo, torej 5. V dese-
tih ponovitvah opisanega poskusa je torej od vseh moznih frekvenc
dogodka ”obe izvleceni krogli sta ¢rni” najverjetnejsa frekvenca

ko=25.

K porazdelitvi verjetnosti po posameznih moznih frekvencah sluc¢ajnega
dogodka v Bernoullijevem zaporedju poskusov se bomo Se vracali v na-
slednjih razdelkih, zdaj pa si oglejmo Se nekaj vpraSanj, ki so v sorodu z
Bernoullijevim obrazcem. Najprej poskusimo odgovoriti na naslednje:

Dogodek A ima v posameznem poskusu iz Bernoullijevega zaporedja pos-
kusov konstantno verjetnost P(A) = p. Kolik$na je verjetnost, da se pri
ponavljanju poskusa ta dogodek zgodi k - ti¢ natanko v n - tem poskusu?

Dogodek, katerega verjetnost moramo izrac¢unati, lahko opisemo kot pro-
dukt dveh dogodkov:
- v prvih n — 1 poskusih (k — 1) - krat nastopi dogodek A;
- dogodek A nastopi v n-tem poskusu.
Verjetnost prvega faktorja je po Bernoullijevem obrazcu enaka,

n—1 _ 1) —(k— n—1 - -
P(n—1;p;k—1) = (k_l)p’“ gyt <k_1>p’“ Y(1—p)"*

verjetnost drugega faktorja pa je seveda P(A) = p. Ker sta faktorja med
seboj neodvisna (gre pa¢ za Bernoullijevo zaporedje poskusov), je verjetnost,
ki jo iS¢emo, kar produkt verjetnosti obeh faktorjev, torej

(Z _ i) PP -p) T p = (Z _ D k(L—-p)F (6)

Ta obrazec, ki se od Bernoullijevega razlikuje samo po zac¢etnem binomskem
simbolu, imenujemo Pascalov obrazec. (Drzi, gospoda Ze poznamo po
znamenitem trikotniku, glej razdelek 2.5.) Po vsebini se seveda obrazca
bistveno razlikujeta: Bernoullijev izda verjetnost, da se dogodek A v n
poskusih zgodi k - krat, pri ¢emer so za to ugodne vse razporedbe 1speSnih
in neuspesnih poskusov (oziroma realizacij A in nasprotnega dogodka A’),
Pascalov obrazec pa je v nekem smislu natancnejsi, zahteva, da nastopi
dogodek A k - ti¢ natanko v n - tem, to je zadnjem poskusu.

ZGLED 4.6.7:

Strelec mora za odhod na tekmovanje doseci v 100 strelih 96 zadet-
kov. Koliksna je verjetnost, da ujame normo z zadnjim strelom,
¢e pri posameznem strelu doseze zadetek z verjetnostjo 0790 7

Pri n =100, p = 090 in k£ = 96 imamo po obrazcu (6) za iskano

verjetnost
n—1\ —k 99 96 4
1 _ n - . .1 ~ . 1
(k_1>p( D) (95)090 010 0015
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Za vajo lahko izrac¢unas Se verjetnosti dogodkov, da doseZe normo s
Sestindevetdesetim, sedemindevetdesetim, osemindevetdesetim ali
devetindevetdesetim strelom. Vse, kar §e manjka, je pac verjetnost
dogodka, da norme sploh ne doseze, ker ima v 100 strelih manj kot
96 zadetkov. Ugotovil bos, da je zelo majhna verjetnost, da bi se
na$ strelec udelezil omenjenega tekmovanja...

S Pascalovim obrazcem se ne srecamo tako pogosto kot z Bernoullijevim,
obstaja pa izjema, ki ni tako redka. Ce v Pascalovem obrazcu pri dani
verjetnosti za ”uspeh” v posameznem poskusu (p) postavimo k£ = 1, dobimo
za razlicne vrednosti n verjetnosti, da se nam poskus prvic ”posreci” v
prvem, drugem, tretjem... poskusu. Te verjetnosti so dane z obrazcem

n—1 - e
Pn=< 0 )pl(l—p)” L= pg™?

torej
P =p, B=py, Ps=pg=

Tistim, ki se (Ze) spoznajo na zaporedja, se ne bo zdelo ¢udno, da so take
verjetnosti znacilne za porazdelitev, ki ji bomo kasneje rekli geometrijska.

Zdaj pa Se k druga¢ni nalogi. Pri Bernoullijevem obrazcu smo zaceli s
predpostavko, da ima v vsaki ponovitvi poskusa popolni sistem dogodkov
samo dva elementa, namre¢ dogodek A in njegovo negacijo A’, pri cemer je
njuno ”razmerje moci” (beri: verjetnost P(A) = p) konstantno. Izpeljimo
zdaj e t.i. posploseni Bernoullijev obrazec, s katerim resimo naslednji
problem:

Opravimo n enakih, med seboj neodvisnih poskusov, pri katerih imamo
konéen popoln sistem izidov {E1, Es, ..., En,} s pripadajocimi verjetnostms

P(El):p17 P(E2)2p27 . 7P(Em):pm

ki se od poskusa do poskusa ne spreminjajo. Koliksna je verjetnost dogodka
Ap(k1, ko, ..., km), da se zgodi v teh n poskusth dogodek E; natanko k; - krat,
i=1,2 .., m9

Frekvence k; so sicer poljubna nenegativna cela Stevila, njihova vsota pa
mora biti enaka Stevilu vseh poskusov n, ker pa¢ ustrezni dogodki tvorijo
popolni sistem dogodkov za proudevani poskus.

Premislek, ki nas pripelje do iskanega obrazca, je podoben kot pri nje-
govem skromnejSem sorodniku. Za dogodek, katerega verjetnost racunamo,
so ugodni vsi tisti produkti dogodkov E;, v katerih vsak dogodek nastopa s
predpisano frekvenco. Verjetnost vsakega od takih produktov je enaka

k1 k2 km
P1 D" - Py
Pri tem smo upostevali, da gre za zaporedje neodvisnih poskusov, zaradi
¢esar se ustrezne verjetnosti enostavno mnozijo. Za nastop dogodka ugo-

dnih produktov pa je toliko, kolikor je permutacij nizov dolzine n, v katerih
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nastopa m razliénih elementov F;, vsak s predpisano frekvenco k;; po o-
brazcu za permutacije s ponavljanjem je to stevilo nl/(ki! - ko! - ... - ky!).
Ker so produkti med seboj nezdruzljivi, je iskana verjetnost enaka

n!
kil kol -k

P(1;p1, P2, - P b1, Ky oony i) = - pitop5? - phr (7)
i

Obrazec je na prvi pogled morda nekoliko zapleten, si ga pa hitro zapo-

mnimo, ¢e obvladamo osnovni Bernoullijev obrazec in ga znamo logi¢no

raz§iriti.

ZGLED 4.6.8:

Koliksna je verjetnost, da pri 12 metih postene igralne kocke vsak
od Sestih moznih izidov nastopi natanko po dvakrat?

Do rezultata lahko pridemo tudi neposredno, tako da v klasi¢ni
definiciji posebej izra¢unamo, koliko je vseh izidov in koliko je za
nas dogodek ugodnih, vendar je racun z uporabo posplosenega
Bernoullijevega obrazca bistveno preprostejsi, z uporabo

g =12,
prL=ps=..=ps=1/6,
By =y = ... = kg =2

dobimo s pomocjo obrazca (7) resitev

P(12;1/6,1/6,...,1/6; 2,2, ...,2) =

12!
= g (1/6)% - (1/6)% « . = (1/8)° =
12!

Bernoullijev obrazec in njegovi sorodniki so koristna orodja pri ra¢unanju
verjetnosti, kadar imamo opraviti z zaporedji neodvisnih poskusov. Vsaj kot
priblizek jih lahko uporabljamo tudi takrat, ko sicer ne ponavljamo istega
poskusa, ampak se vzporedno (soc¢asno) odvija ve¢ enakih procesov, ki ne
vplivajo drug na drugega, tako da lahko predpostavimo neodvisnost med
dogodki, ki pri tem (lahko) nastopijo. Tako z Bernoullijevim obrazcem na
primer ra¢unamo verjetnosti,

- da se v nekem Casovnem intervalu pokvari dolo¢eno stevilo med seboj ena-
kih strojev, ki se kvarijo neodvisno drug od drugega,

- da vzkali natanko k od vseh n enakih semen, ¢e poznamo verjetnost, da
vzkali posamezno zrno (prakticéni priblizek za to verjetnost je obi¢ajno kar
relativna frekvenca ”uspesnih semen” v prejsnji setvi)

in podobno.

Ti obrazci pa postanejo nekoliko naporni, ko §tevilo poskusov moéno
naraste, kar se v nekaterih prakti¢nih nalogah hitro zgodi. Obseg dela se
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zelo poveca tudi v primeru, ko moramo izracunati verjetnosti za vecje stevilo
frekvenc, na primer verjetnost, da iz 1000 posajenih semen vzkali od 800
do 900 rastlin. Kasneje bomo spoznali, da obstajajo priblizni obrazci, s
katerimi si relativno udobno lahko pomagamo pri taksnih nalogah.

VAIJE

. Pri metanju kovanca je dvajsetkrat po vrsti padel grb. Koliksna je

verjetnost, da grb pade v enaindvajseti ponovitvi poskusa?

. Desetkrat zapored vrzemo kovanec. Kolik8ne so verjetnosti, da

a) grb pade natanko dvakrat;
b) grb ne pade ve¢ kot dvakrat;
c) grb pade vsaj dvakrat?

. V zari je enako stevilo belih in érnih krogel. Osemkrat zaporedoma

izvle¢emo (na slepo) po eno kroglo in jo spet vrnemo v zaro. Koliksna
je verjetnost, da smo pri tem natanko Sestkrat izvlekli ¢rno kroglo?

. Kateri dogodek ima ve¢jo verjetnost?

A - &tirje grbi pri sedmih metih kovanca ali
B - Sest grbov pri devetih metih?

. Podjetje ima §tiri tovornjake, okvare posameznega tovornjaka so ne-

odvisne od okvar ostalih tovornjakov. Verjetnost, da se v doloCenem
¢asovnem intervalu posamezen tovornjak pokvari, znasa 0°04. Koliksna
je verjetnost dogodkov

A - da se pokvarijo vsi §tirje tovornjaki;
B - da se ne pokvari vsaj en tovornjak;
C - da se pokvari vsaj en tovornjak?

(Predlog: Razmisli, kako bi rezultate te naloge uporabil pri nacrtovanju
potrebnih rezervnih delov... Zanesljivost sistema opazuj z dveh vidikov
oziroma zahtev:

- sistem dela, ¢e delajo vsi tovornjaki;

- sistem dela, kadar deluje vsaj Se en tovornjak.)

. 'V tekstilni tovarni je 80 enakih strojev; verjetnost okvare na posamez-

nem stroju je za dolo¢eno ¢asovno obdobje 0°06; stroji se kvarijo neod-
visno drug od drugega; verjetnost, da bi se isti stroj v enem obdobju
pokvaril dvakrat, je zanemarljivo majhna. Izracunajte verjetnost, da
se v proucevanem obdobju pokvarijo natanko Stirje stroji.

. Kolikokrat moramo vreci kocko, da lahko z verjetnostjo najmanj 0°5

pricakujemo, da bo vsaj enkrat padla Sestica?

. Desetkrat vrzemo po dve kocki. Izra¢unaj verjetnost, da je pri tem

natanko dvakrat vsota pik enaka 7.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Tovarna proizvaja v povprecju 5% slabih proizvodov. Koliksna je ver-

jetnost, da so v skatli z (na slepo izbranimi) 20 proizvodi vsi brezhibni,
in kolikéna verjetnost, da so v njej ve¢ kot trije slabi proizvodi?

Predpostavimo, da je dogodek, da se rodi decek, slucajen in neodvisen
od spola ostalih otrok v druzini, njegova verjetnost (v posameznem
poskusu) bodi 0°518. Koliksne so pri teh pogojih verjetnosti naslednjih
dogodkov:

A - daso v druzini med petimi otroki natanko trije decki;
B - daima oce s petimi otroki vsaj enega moskega potomca,
C - da bo oce, ki ima stiri héerke, naslednji¢ dobil sina.

V aparatu je 20 elementov tipa A in 30 elementov tipa B, ki morajo vsi
delovati, da je aparat uporaben. Proizvajalec sestavnih delov jamci,
da je verjetnost za okvaro na posameznem elementu kvecjemu 0°001,
kar velja za oba tipa elementov (elementi se kvarijo neodvisno drug od
drugega). Koliksen odstotek reklamacij zaradi okvar na aparatu lahko
vendarle pricakujemo?

Katero stevilo grbov je najholj verjetno, ¢e vrzemo posten kovanec
a) tridesetkrat; b) petintridesetkrat?

Vojak, ki zadeva z verjetnostjo 0,45, ima na razpolago 10 nabojev. Za
pozitivno oceno potrebuje Sest zadetkov. Koliksna je verjetnost, da
normo doseze ravno z zadnjim nabojem?

V skatli imamo 4 bele, 4 ¢rne in 2 rdedi krogli. Sestkrat na slepo
izvleéemo po eno kroglo in jo vsaki¢ vrnemo v Skatlo. Koliksna je
verjetnost, da se pri tem po dvakrat pojavi krogla posamezne barve?

Koliksna je verjetnost, da se pri poskusu iz prejSnje naloge proucevani
dogodek (po dvakrat krogla posamezne barve) zgodi tako, da se dvakrat
ponovi zaporedje bela - ¢rna - rdeca krogla?
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4.7 Slucéajne spremenljivke

Ze v tretjem poglavju, ko smo se spogledovali z opisno statistiko, smo srecali
pojem statisti¢éna spremenljivka, ki smo ga uporabili pri prouc¢evanju neke-
ga pojava na izbrani populaciji; vrednosti spremenljivke so bile dolo¢ene z
izmerjenimi vrednostmi tega pojava na posameznih elementih iz populacije.

Omenili smo, da dostikrat ne moremo (no¢emo) proucevati populacije
kot celote, ampak njene znacilnosti ocenjujemo s pomoéjo izbranega vzorca.
Pri najpomembnejsi vrsti vzoréenja na slepo izbiramo elemente v vzorec,
kateri element bo izbran, je odvisno od slucaja in isto poslediéno velja za
vrednosti spremenljivke, ki jo prou¢ujemo.

Tako smo dobili spremenljivko, ki se bistveno razlikuje od vseh, s kate-
rimi smo se srecali v matematiki: za nekatere (neodvisne) smo si svobodno
izbirali vrednosti iz primerne mnozice, druge (odvisne) pa so s tem dobile
trdno dolocene vrednosti. Sedaj pa sicer (lahko) poznamo mnozico vredno-
sti, med katerimi spremenljivka izbira, katero vrednost dejansko zavzame,
pa je odvisno od slu¢aja. Zato ji reéemo sluéajna spremenljivka.

Tudi nasSe sicerSnje ukvarjanje s poskusi in sluéajnimi dogodki lahko na
novo opisemo. Za vecino poskusov, s katerimi smo se do sedaj srecali, lah-
ko izide neposredno ali vsaj posredno predstavimo v numeri¢ni obliki. Na
primer:

Pri metu kocke je stevilo pik 1, 2, 3, 4, 5 ali 6.
Pri streljanju v tarco je izid npr. razdalja med zadetkom in sredino tarée.

Pri metu kovanca lahko obema moznima izidoma, ki sicer nista stevili, pri-
pisemo primerni vrednosti, na primer 1 za padec grba in 0 (ali recimo -1)
za padec stevilke.

V nastetih - in mnogih drugih - primerih lahko poskusu priredimo spre-
menljivko, ki v vsaki ponovitvi poskusa sicer zavzame natanko eno od
moznih vrednosti, vendar pred realizacijo poskusa ne moremo z gotovostjo
napovedati, katera bo ta vrednost, ampak je ta vrednost odvisna od slucaja.
Zato gre za slucajno spremenljivko.

Predstavitev sluéajne spremenljivke

. Mnoi_ico vrednosti, ki jih lahko slu¢ajna spremenljivka zavzame, bomo
imenovali zaloga vrednosti. Ta je lahko razliéno bogata:

a) Ce za slucajno spremenljivko proglasimo stevilo pik pri metu kocke, je
zaloga vrednosti kon¢na mnozica {1,2,3,4,5,6} .

b) Ko§k0 mecemo toliko ¢asa, da prvi¢ pade Sestica, slucajna spremenljivka
pa naj bo_ Stevilo metov, ki so za to potrebni. Ker nac¢elno ne moremo iz-
kljuciti (sicer malo verjetnega) zaporedja samih od 6 razliénih vrednosti, je
zaloga vrednosti te slu¢ajne spremenljivke kar cela mnozica naravnih stevil,
torej Stevno neskonéna mnozica.

4.7. Slucajne spremenljivke

c) Daljico dolzine a prelomimo v slucajno izbrani tocki. Slucajna spremen-
ljivka naj bo dolzina daljSega dela. Ta spremenljivka lahko zavzame poljub-
no vrednost z intervala (0, a) , njena zaloga vrednosti je zvezna mnozica.

Podrocje naSega zanimanja bodo predvsem take slu¢ajne spremenljivke,
ki imajo konéno zalogo vrednosti. Te sodijo skupaj s spremenljivka-
mi, katerih zaloga vrednosti je Stevno neskon¢na, med diskretne slu¢ajne
spremenljivke.

Poleg zaloge vrednosti sluc¢ajne spremenljivke je treba poznati tudi njen
porazdelitveni zakon, ki pove, kaksne so verjetnosti, da slucajna spremen-
ljivka zavzame vrednosti iz nekega vnaprej predpisanega dela svoje zaloge
vrednosti. V tem uébeniku se bomo najve¢ ukvarjali s takimi slucajnimi
spremenljivkami, kjer je porazdelitveni zakon mogoce opisati kar z verjet-
nostmi za posamezne tocke iz zaloge vrednosti.

Slu¢ajne spremenljivke bomo oznacevali z velikimi tiskanimi ¢rkami,
vrednosti, ki jih bodo zavzele, pa z enakimi malimi ¢rkami. Tako je na
primer (X = z) dogodek, da slucajna spremenljivka X zavzame vrednost
z € R; podobno lahko z besedami pojasnimo zapise (X < z), (X > z) in
tako dalje.

Poznavanje porazdelitvenega zakona slucajne spremenljivke potem po-
meni, da so znane verjetnosti P(X = z), P(X < z) in podobno.

Ker se bomo do preklica omejili na slucajne spremenljivke, pri katerih
je zaloga vrednosti neka kon¢na mnozica {x1, za, ..., T, } , tvorijo dogodki

=12, el (1)

popoln sistem dogodkov, vsota verjetnosti teh dogodkov je enaka 1. S pred-
pisom
P = P(X = .’Ek)

je dolocena t.i. verjetnostna funkcija, ki pove, kako je verjetnost poraz-
deljena po posameznih vrednostih iz zaloge; z (1) in (2) je sluc¢ajna spre-
menljivka povsem opisana.

k=1,2,...,n (2)

Enoten prikaz zaloge vrednosti in porazdelitvenega zakona za slucajno
spremenljivko s konéno zalogo vrednosti omogoca verjetnostna shema.

To je tabela
X ; Il .'L'z s .'En (3)
pr p2 - Pn

ki ima v prvi vrstici nastete vse elemente xy zaloge vrednosti, pod njimi
pa zapisane pripadajoce verjetnosti; ker tvorijo dogodki (1) popoln sistem
dogodkov, mora biti seveda vsota Stevil iz druge vrstice verjetnostne sheme
enaka 1.
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ZGLED 4.7.1:

Zapisimo verjetnostno shemo slu¢ajne spremenljivke X, ki ustre-
za poskusu "met postene igralne kocke”, ki ga proucujemo - kot
obic¢ajno - glede na stevilo padlih pik.

Tu imamo Sest enako verjetnih izidov in so vse verjetnosti py enake
1/6, zato je verjetnostna shema enaka

o

Ce slucajni spremenljivki X tako kot v zgledu 4.7.1 ustreza konéen si-
metricen popoln sistem dogodkov z mocjo n, zaradi Gesar so vse verjetnosti
P(X = i) enake 1/n, imenujemo ustrezno porazdelitev verjetnosti ena-
komerna diskretna porazdelitev.

o=

D= =t
D= DN
D=
[
o= O

Ena najpomembnejsih verjetnostnih porazdelitev pa je binomska po-
razdelitev. Taksno verjetnostno porazdelitev ima na primer frekvenca do-
godka (8e vemo, kaj izraz ”frekvenca” pomeni?), ki ima v posamezni po-
novitvi verjetnost p, v n realizacijah poskusa iz Bernoullijevega zaporedja.
Binomska porazdelitev je tudi v splosnem dolo¢ena z dvema podatkoma
(parametroma), n in p; njena zaloga je (razmisljaj o frekvenci!) mnozica
{0,1,2,...,n—1,n}, posamezne verjetnosti pa racunamo po Bernoullijevem
obrazcu, zato je njena verjetnostna funkcija

P =) = (1) Q=pr™ (k=0120m) @)

ZGLED 4.7.2:

Stirikrat zaporedoma vrzemo kovanec, slu¢ajna spremenljivka X
naj bo frekvenca grba v teh stirih ponovitvah poskusa. Doloci
njeno verjetnostno shemo!

Iz prej povedanega sledi, da je X porazdeljena binomsko s parame-
troma n = 4, p = 1/2; to simboli¢no zapisemo kot X ~ b(4,1/2),
v splosnem torej X ~ b(n,p). Spremenljivka X lahko zavzame
vrednosti 0, 1, 2, 3 ali 4, pripadajoce verjetnosti racunamo po ob-
razcu (4) z danima vrednostima n = 4, p = 1/2. Tako imamo (kar
manjka v racunu, bodi za vajo!)

PX=0 = (GG = %
PX=1) = (@G = &
PX=4 = Q'@ = %

4.7, Slucagne spremenljivke

in verjetnostna shema je

0 1 2 3 4
Xell 4 6 4 1
16 16 16 16 16

Nasvet: Kadar izracunas$ verjetnostno shemo, vedno preveri, ali je vsota
verjetnosti v drugi vrstici sheme enaka 1! (Zloba kraljice znanosti je v tem,
da je to samo potreben, ne pa tudi zadosten pogoj za pravilnost verjetnostne
sheme: dejstvo, da si delitev kilograma marmelade med n otrok koncal s
praznim kozarcem, Se ne zagotavlja, da je vsak dobil natanko toliko, kolikor
mu pripada...)

ZGLED 4.7.3:

Igralna kocka je obtezena tako, da v povpreéju v tretjini poskusov
pade Sestica. Sestavi verjetnostno shemo za slu¢ajno spremenljiv-
ko X, ki predstavlja frekvenco Sestice v $tirih metih kocke!

V skladu z besedilom lahko predpostavimo, da gre za Bernoullije-
vo zaporedje poskusov, v katerem ima dogodek A - ”padec Sestih
pik” - v posameznem poskusu verjetnost P(A4) = p = 1/3. Ver-
jetnostno shemo izra¢unamo tako kot v prejsnjem zgledu, seveda
s spremenjenim parametrom p, tako da je

P(X =k) = (2) (%)k <§>4_k (k=0,1,2,..,4)

Kot bos preveril (!), je verjetnostna shema te slu¢ajne spremen-

ljivke
0 1 2 3 4
Xl 22 24 8 1

81 81 81 81 81

Kaksna je porazdelitev verjetnosti po posameznih vrednostih slucajne
spremenljivke, lahko lepo prikazemo tudi z grafom verjetnostne funkcije.
Tak graficni prikaz v bistvu ustreza frekvenénemu poligonu, ki smo ga spo-
znali v tretjem poglavju.

Ker gre za diskretno slucajno spremenljivko, je verjetnostna funkcija se-
veda definirana samo v tistih tockah realne osi, ki spadajo v zalogo vredno-
sti te slucajne spremenljivke; ustrezne tocke, ki jih dobimo v koordinatnem
sistemu (ordinata tocke je pripadajoca verjetnost), povezemo med seboj z
lomljeno ¢rto samo zaradi veCje nazornosti. 1z istega razloga si na ordinatni
osi privos¢imo vecjo enoto, ker bi sicer bila slika nepregledna.

Iz obeh slik vidimo, da je porazdelitev v prvem primeru simetri¢na, v
drugem pa ne, kar je posledica simetri¢nosti (nesimetri¢nosti) popolnega
sistema dogodkov { padec grba, padec Stevilke} v posamezni ponovitvi
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pk [
32/81 P 1
6/16
24/814 5/161
4/16
16 /814 3/16
2/16+
8/81
1/167
1/814 T T T T - T T T T Lt
0 1 2 3 4 Xy 0 1 2 3 4 Xk

Slika 4.4: Grafa verjetnostnih funkcij dveh binomskih porazdelitev

poskusa v prvem (drugem) primeru, ali kakor recemo drugace, pri posamezni
realizaciji prve (druge) slu¢ajne spremenljivke.

Poleg enakomerne in binomske porazdelitve srecamo v praksi Se ve¢ dru-
gih pomembnih diskretnih porazdelitev, vendar jih tu ne utegnemo obrav-
navati v vseh podrobnostih, zato ostanimo samo pri slovarcku in zgledih.

ZGLED 4.7.4:

Iz skatle, v kateri imamo 10 belih in 5 érnih krogel, Stirikrat na
slepo izvleéemo po eno kroglo. Naj bo slu¢ajna spremenljivka
X frekvenca ¢érne krogle v teh stirih poskusih. Izrac¢unaj njeno
verjetnostno shemo, ¢e predpostavimo,

a) da izvlecenih krogel ne vracamo v skatlo oziroma
b) da izvleceno kroglo vsaki¢ vrnemo v Skatlo!

a) V prvem primeru, ko krogel ne vracamo v posodo, lahko opis po-
stopka nadomestimo s predpostavko, da vse §tiri krogle izvlecemo
socasno; za tak primer Ze nekaj Casa znamo izracunati verjetnosti,
da je med izvlecenimi elementi iz neke populacije natanko predpi-
sano Stevilo elementov z doloc¢eno lastnostjo. Slucajna spremen-
ljivka X lahko zavzame vrednosti 0, 1, 2, 3 ali 4, verjetnostna
funkcija pa je dana s

() (4%
(¥)

(Pri takih nalogah je treba vedno pogledati, ali je na voljo dovolj
elementov predpisane vrste, da lahko frekvenca zavzame celotni
spekter celostevilskih vrednosti od k = 0 do velikosti vzorca; ¢e bi
imeli v skatli manj kot 4 krogle, bi se morali tudi z vrednostjo &
ustaviti pod velikostjo vzorca.)

P(X:k): (k:071727374)

4.7. Slucajne spremenljivke

Z uporabo gornjega obrazca dobimo vseh pet verjetnosti in lahko
sestavimo verjetnostno shemo

¥ 0 1 2 3 4
"\ 42 120 90 20 1
273 273 273 273 273

Glede na strukturo populacije (krogel v skatli) je bilo mogoce vna-
prej pricakovati, da bosta najbolj verjetni frekvenci 1 in 2 in da je
zelo majhna verjetnost, da bi bile vse §tiri krogle v vzorcu ¢rne.

b) Pri drugem nacinu, ko izvlecene krogle vracamo v posodo, ima-
mo opraviti z zaporedjem neodvisnih poskusov, kjer je v posamezni
ponovitvi poskusa verjetnost za "uspeh” (v naSem primeru ¢rno
kroglo) p = 5/15 = 1/3, zato je sedaj slucajna spremenljivka
X porazdeljena binomsko s parametroma n =4 in p = 1/3, torej
natanko tako kot sluc¢ajna spremenljivka v zgledu 3. Primerjaj obe
porazdelitvi in premisli, zakaj se pojavljajo razlike med njima.

Porazdelitev frekvence elementov s predpisano lastnostjo v vzorcu brez
ponavljanja (kar je posledica tega, da ne vra¢amo izbranih elementov ozi-
roma da jih izberemo soc¢asno) imenujemo hipergeometrijska porazde-
litev. Njena verjetnostna funkcija je odvisna od velikosti populacije N,
delezev elementov s predpisano lastnostjo (M) in komplementa te podmno-
zice (N —M) ter velikosti vzorca n. Predpostavljamo, da je vzorec (bistveno)
manjsi od moci obeh podmnozic, n < M, n < N — M . Potem je

(%) Cot)
n
Opozorilo na obnasanje izraza na desni strani (4) pri naras¢anju velikosti

populacije, ki smo ga zapisali v razdelku 4.6 (str. 129), lahko sedaj povemo
tudi takole:

Ce velikost populacije naraiéa preko vsake meje, delez M /N pa ostaja
konstanten, se hipergeometrijska porazdelitev (5) vedno bolje ujema z binom-
sko porazdelitvijo (4).

Od porazdelitev, ki imajo §tevno neskonéno zalogo vrednosti, omenimo
dve, ki ju pravzaprav ze poznamo iz prejSnjega razdelka, to sta Pascalova
porazdelitev in njena ”posebna izvedba”, to je geometrijska porazdeli-
tev. Pri prvi slucajna spremenljivka pomeni Stevilo poskusov, potrebnih za
k ”uspehov” v Bernoullijevem zaporedju neodvisnih poskusov, in ima zato
verjetnostno funkcijo

n—1

Pl X =n)= <k_1)pk(1—p)"_’g n=kk+1,k+2,.. (6)

geometrijska porazdelitev pa je Pascalova porazdelitev za k = 1, pomeni
potemtakem porazdelitev Stevila poskusov, potrebnih za prvi ”uspeh”:

PX=n)=p(l-p" ! = pg"! =1 28 (7)
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ZGLED 4.7.5:

Na zacetku razdelka smo kot primer za slu¢ajno spremenljivko s
stevno neskonéno zalogo vrednosti navedli Stevilo metov, potreb-
nih, da pri metu postene igralne kocke prvic pade Sestica. Ocitno
gre za geometrijsko porazdelitev s p = 1/6 (in ¢ = 5/6) in po
obrazcu (7) imamo

PXx=1 = HE° = 1 0'167
PX=2) = BB = & ~ 013
P(X =3) BHE? = £ = 0116
PX=4 = (HE)? = & = 009%
PX=5 = (HE)* = 5 =~ 0080
PX=6) = (3B = 2 =~ 0067..

Matemati¢no upanje sluéajne spremenljivke

Denimo, da preu¢ujemo slu¢ajno spremenljivko X, ki ima zalogo vred-
nosti {zx; k = 1,2,...,n} in porazdelitveni zakon, opisan z verjetnostno
funkcijo P(X = i) = pg. Opravimo N - krat poskus, pri katerem nastopa
ta slucajna spremenljivka in tako dobimo N realizacij te slucajne spremen-
ljivke; pri tem zapisujemo, kolikokrat zavzame X vsako od moznih vrednosti
zr. Tako dobimo neko frekvenéno porazdelitev,

X1 | g | -« | T

fl f2 fn

kjer so stevila fi zapisane frekvence posameznih vrednosti. Povpreéno vred-
nost - tehtano aritmeti¢no sredino - vseh realizacij znamo izracunati (glej
IIL. poglavje!), enaka je

1 n
p= > few (8)
k=1
Konstanto 1/N lahko postavimo tudi v samo vsoto in (8) prepiSemo v
=Yty ©)
k=1

Vrednosti x so zdaj ofitno pomnozene s svojimi relativnimi frekvencami.
Ce pustimo Stevilo vseh realizacij N narascati prek vsake meje, se relativne
frekvence obicajno ustalijo pri verjetnostih dogodkov (X = xy), to je pg, in

4.7. Slucajne spremenljivke

zato se pri velikem $tevilu poskusov povpreéna vrednost realizacij slucajne
spremenljivke X obicajno ustali pri nekem Stevilu

EX) =3 mow (10)

Stevilo E(X), definirano z obrazcem (10), imenujemo matematiéno
upanje, matemati¢no pri¢akovanje ali tudi kar povpre¢na vrednost slucajne
spremenljivke X. Izraz (10) je pripravljen za spremenljivko s kon¢no zalo-
go vrednosti in tako definirano stevilo E(X) vedno obstaja. Pri slu¢ajnih
spremenljivkah z bogatejsimi zalogami vrednosti pa ne moremo biti vnaprej
prepric¢ani, da matemati¢no upanje obstaja. (Vprasanje bistveno presega
okvire tega ucbenika in se z njim ne bomo ukvarjali.)

Izraz ”matematiéno upanje” izvira iz iger na sre¢o. Ce je v loteriji n
razliénih dobitkov s frekvencami fx, je povprecni dobitek na eno srecko dan
z obrazcem (8); toliko lahko v povprecju pricakujemo (na toliko upamo) pri
nakupu ene srecke.

ZGLED 4.7.6:

Izra¢unaj matemati¢no upanje sluc¢ajne spremenljivke X, ki po-
meni frekvenco grba v 4 metih kovancal

1z zgleda 4.7.2 vemo, da je ta slucajna spremenljivka porazdeljena
binomsko, X ~ b(n,p), imamo pa tudi njeno verjetnostno shemo

Po obrazcu (10) je
1

4 6 4 1

E(X) 160+161+162+163+164—2
Rezultat se ujema s pricakovanji oziroma z razumevanjem mate-
mati¢nega upanja slu¢ajne spremenljivke: F(X) = 2 pomeni, da
bo povpreéna vrednost realizacij te slucajne spremenljivke v ve-
likem Stevilu poskusov enaka 2 (ali vsaj blizu temu §tevilu), ali
drugace, da bomo v velikem Stevilu ponovitev poskusa ”§tirikrat
vrzemo kovanec” v povprecju dobili po dvakrat grb (in dvakrat
Stevilko). To seveda ne izkljucuje poskusov, v katerih dobimo po
Stiri grbe ali §tevilke, zato tudi poudarjamo izraz ”v povprecju”!
Moc verjetnostnega rac¢una je pa¢ v opisu mnoziénih pojavov (dol-
gih zaporedij nekega poskusa), ne pa posameznih poskusov...

V nasem zgledu smo dobili za X ~ b(4,0'5) vrednost E(X) = 2, iz pre-
misleka ob koncu zgleda pa sklepamo, da bi to vrednost lahko izra¢unali
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kot produkt Stevila poskusov n in verjetnosti proucevanega dogodka v po-
samezni ponovitvi poskusa (p). Mogoce je dokazati (pa zaradi obseznosti
tega ne bomo storili), da velja za poljubno binomsko porazdeljeno sluc¢ajno
spremenljivko naslednji izrek:

X ~ b(n,p) = E(X) = np (11)

Dodajmo Se dva zgleda.

ZGLED 4.7.7:

Lokostrelec, ki pri posameznem strelu zadene tarco z verjetnostjo
0°5, ima §tiri pusCice in strelja proti tarci toliko ¢asa, dokler je ne
zadene ali pa mu zmanjka puséic. Naj bo slu¢ajna spremenljivka
X Stevilo izstreljenih puscic. Izra¢unaj njeno matemati¢no upanje!

Zaloga vrednosti slu¢ajne spremenljivke X je mnozica {1,2, 3,4},
verjetnostna funkcija pa ima naslednje vrednosti:

mo= PX=1) =} =}
p = PX=2) = %% %
s = P(X=3 = (3)*3 5
pe = P(X=4) = (3 = g3

Pri ratunanju p4 je treba posebej paziti: to je verjetnost dogodka,
da lokostrelec porabi vse stiri puscice, kar se zgodi natanko takrat,
ko trikrat zgresi, ni¢ pa ni vazno, kaj je z uspeSnostjo zadnjega, to
je Cetrtega strela.

Matemati¢no upanje je po (10) enako

1 1 1 1 15
E = —- =i e — - —4:—:1'
(E) = 5eLlepoeBg 5ol g z 875

Kako bi pravzaprav interpretirali ta rezultat? Lokostrelec porabi v pov-
pre¢ju nekaj manj kot dve puscici za zadetek. Za posamezno streljanje po-
datek nima posebnega pomena: prav gotovo se ne da izstreliti 1'875 puscice:
dostikrat (priblizno v polovici primerov) bo zadel Ze s prvo, v povpreéju bo
dvakrat manj poskusov, kjer bosta potrebni po dve puscici, pa tudi verjet-
nosti za dogodka, da porabi tri oziroma §tiri pusCice, nista zanemarljivi. Ce
pa bi opravili dovolj veliko Stevilo takih poskusov, vsaki¢ zabelezili Stevilo
izstreljenih puscic in nato izracunali ” povpreéno porabo” na eno ponovitev
poskusa, bi se skoraj zagotovo rezultat ne razlikoval dosti od 1°875.

(Kaj pomeni v verjetnostnem ra¢unu ”skoraj zagotovo”, bomo povedali v
razdelku o zakonu velikih stevil.)

4.7. Slucagne spremenljivke

ZGLED 4.7.8:

Janez in Miha se dogovorita takole: prvi bo iz posode, v kateri
so 3 bele in 7 érnih kroglic, na slepo socasno izbral dve kroglici.
Ce bosta kroglici raznobarvni, igra ne Steje in poskus ponovita, ¢e
bosta obe kroglici érni, pa Janez placa Mihu 10 tolarjev. Koliko
mora Miha placati Janezu, kadar sta obe kroglici beli, ¢e naj bo
igra postena?

Ker je stevilo kroglic posamezne barve v vzorcu slu¢ajna spremen-
ljivka, je slucajna spremenljivka tudi Janezov dobicek v posamez-
ni igri. Ce naj bo igra postena, mora biti matematiéno upanje
dobicka enako 0; od ni¢ razlicno matematiéno upanje dobicka bi
namre¢ pomenilo, da ima eden od igralcev na dolgi rok sistema-
ti¢no prednost pred drugim.

Janezov dobic¢ek v opisani igri lahko predstavimo z naslednjo ver-

jetnostno shemo:
I 0 —10
X:ils a1 m
45 45 45

Pri tem smo z x1 oznaéili neznani prejemek v primeru vzorca iz
dveh belih krogel, z 0 stanje, ko ni ”placilnega prometa” med ig-
ralcema, z —10 pa Janezov izdatek (odtod minus) v primeru, ko
sta obe kroglici ¢rni. V drugi vrstici imamo seveda verjetnosti do-
godkov, da sta v vzorcu dve beli, raznobarvni oziroma ¢rni kroglici
(vajal). Po obrazcu (10) je

3 21 21,

E(X) = 45-1:1-|—45-0+ 45-( 10) =0 =21 = 70
Ker matemati¢no upanje pomeni povpretno vrednost realizacij
slucéajne spremenljivke v velikem §tevilu poskusov, lahko odgovor
na postavljeno vpraSanje takole: v posamezni igri ima Janez ali
10 tolarjev izgube ali 70 tolarjev dobicka. Ker se prvo v povpreéju
dogaja sedemkrat pogosteje kot drugo, je pricakovana vrednost
njegovega dobicka na dolgi rok - natanko tako, kot smo zahtevali
- enaka 0.

Disperzija in standardni odklon

Matemati¢no upanje sluc¢ajne spremenljivke ima podobno slabost kot
aritmeti¢na sredina, ki jo poznamo iz statistike (da sta tudi sicer v so-
rodstvu, smo ugotovili Ze na zacetku tega razdelka!). Stevilo E(X) sicer
zagotovo lezi nekje med najmanjSo in najve¢jo mozno vrednostjo slucajne
spremenljivke X, vendar so te vrednosti lahko precej razprsene okrog njega
in je zato informacija, ki jo daje E(X) o sluéajni spremenljivki X, lahko
v splosnem precej skopa. Pri enaki vrednosti E(X) je lahko porazdelitev
dveh slu¢ajnih spremenljivk Se zelo razli¢na.
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ZGLED 4.7.9:

Slucajni spremenljivki X in Y, dani z verjetnostnima shemama
< ~100 -10 0 20 ) v ( —001 001 )
0L 02 01 06/ \ 050 050
imata enaki matemati¢ni upanji E(X) = E(Y') = 0, vendar ocitno

ta podatek precej ve¢ pove o slucajni spremenljivki Y kot pa o
spremenljivki X.

Kvaliteto informacije, ki jo daje matematiéno upanje, bomo ocenili tako,
da bomo povedali, kako so posamezne vrednosti te slu¢ajne spremenljivke
razpriene okrog njenega matemati¢nega upanja. RazprSenost bomo merili
z disperzijo slucajne spremenljivke, ki jo definiramo analogno, kot smo
to naredili z varianco v opisni statistiki: pogledamo odklone individual-
nih vrednosti Slucajne spremenljivke od njenega matematicnega upanJa jih
kvadriramo in izra¢unamo pri¢akovano vrednost:

D(X) = E{[X - EX)} (12)

Konkreten izracun je odvisen od tega, s kak§nim tipom slucajne spremen-
ljivke imamo opraviti; pri spremenljivki s konéno zalogo vrednosti gre iz-
rac¢un po popolnoma enaki logiki kot ra¢unanje variance iz danih statisticnih
podatkov, s to razliko, da vlogo (empiri¢nih) relativnih frekvenc prevzame-
jo verjetnosti kot Stevila, pri katerih se prej omenjene relativne frekvence
navadno ustalijo v velikem Stevilu realizacij slucajne spremenljivke. Tako
imamo za taksno sluéajno spremenljivko obrazec

= 3 pile - BX)P (13)
g

ki ga lahko z enakimi prijemi kot v statistiki predelamo v bolj prakti¢no
obliko

= {Zpi zi} - [E(X)]? (14)

ZGLED 4.7.10:

Izrac¢unaj disperzijo slu¢ajne spremenljivke X, porazdeljene po za-
konu b(4,1/2)!

Kot vemo, je tako npr. porazdeljena frekvenca grba v 4 metih
kovanca. Iz zgleda 4.7.6 poznamo njeno matemati¢no upanje,
E(X) = 2(= np), uporabimo lahko tudi tam zapisano verjet-
nostno shemo in obrazec (13) ali - e bolje - obrazec (14):

1 6 1

4 | 4
D(X) = 7o 0+ o P4 o 224 287+ o d? =27 =1

4.7. Slucajne spremenljivke

Bralec bo tudi tu lahko ugotovil, da je ta oblika obrazca prijaznejsa
do uporabnika (kot je moderno re¢i) od prvotne oblike, kjer bi
morali rac¢unati takole:

6
+ —-(2—2)24+

D(X) = —=-(0—2)2 + %-(1—2)2 =

16
4 1
—-(3-22+ —:(4-27 =

Komur ta zgled ni dovolj za potrdltev, lahko primerja obe razli-
Cici na kaki spremenljivki, pri kateri matemati¢no upanje ni celo
stevilo...

Za vajo izracunaj tudi disperzijo spremenljivk X in Y iz zgleda 4.7.9!

Tudi zdaj je zal merska enota, v kateri izrazamo disperzijo, kvadrat
merske enote slucajne spremenljivke same. Zato je namesto disperzije za
praktiéno rabo bolj priro¢na standardna deviacija,

o = /D(X) (15)

Za sluéajno spremenljivko, ki je porazdeljena po binomskem zakonu
b(n,p), je mogoce pokazati, da velja

D(X) = np(l1—p) = npq (16)
in zato po obrazcu (15)
X ~ b(n,p) = o(X) = /7FT (17)

Ta rezultat bomo potrebovali v naslednjih razdelkih.

Neenacba Cebiseva

Disperzija in standardna deviacija slucajne spremenljivke merita razpr-
Senost njenih vrednosti okrog matemati¢nega upanja. Konkreten obcutek o
razprsenosti dobimo, ¢e na primer povemo, koliko je v povpreéju (v velikem
tevilu poskusov) delez tistih realizacij sluc¢ajne spremenljivke, pri katerih ta
zavzame vrednost z nekega intervala okrog matemati¢nega upanja, recimo
(E(X) —t,E(X)+1t), pri cemer je t poljubno pozitivno realno $tevilo, ali
drugace, kohksna je verjetnost, da se to zgodi. Pri tem nam je v pomo¢ t.1.
neenacba Cebiseva (ruski matematik, 1821-1894). Neenacba pravi, da velja
za, vsako slucajno spremenljivko, ki ima konéno disperzijo D(X), naslednja
ocena:

nx1-28 g

t>0 = P(EX)-t< X < E(X)+ P
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Neenacbe ne bomo dokazovali, nekaj pa le povejmo o njej. Iz (16) lah-
ko takoj preberemo, da je verjetnost nasprotnega dogodka, da slucajna
spremenljivka zavzame vrednost, ki se vsaj za ¢ lo¢i od E(X), kvecjemu
D(X)/t?; veliki odkloni vrednosti slu¢ajne spremenljivke od njenega mate-
matiénega upanja so malo verjetni, tem manj, ¢im manjsa je njena disper-
zija. Vidimo tudi, da te verjetnosti padajo s "kvadratom razdalje”: dvakrat
vecji odklon ima stirikrat manjSo verjetnost. :

Na levi strani neenacbe (18) je zapisana verjetnost dogodka, da X za-
vzame vrednost, ki je za manj kot ¢ oddaljena od E(X). Ker razdaljo dveh
§tevil na realni osi merimo z absolutno vrednostjo njune razlike, lahko na-
mesto (18) piSemo tudi

D(X)
12

P(|X-EX)| <t) >1- (19.a)

Ta zapis je v literaturi zelo pogost, enako tudi analogna ocena za verjetnost
nasprotnega dogodka:

D(X)

P(1X - B(X)| 21) < =5

(19.b)

ZGLED 4.7.11:

Z neenacbo Cebiseva oceni verjetnost, da je pri 4 500 metih postene
igralne kocke $tevilo Sestic ve¢je od 700 in manjse od 800!

Vemo, da je frekvenca dogodka v Bernoullijevem zaporedju ne-
odvisnih poskusov porazdeljena binomsko s parametroma n in p,
ki pomenita §tevilo poskusov oziroma verjetnost za nastop do-
godka v posamezni ponovitvi, torej pri nas n = 4500, p = 1/6,
g=1—p=75/6, zato je za to spremenljivko

E(X) =750, D(X) =625

Dogodek, katerega verjetnost zelimo oceniti, lahko opisemo dru-
gace, namre¢ da X zavzame vrednost, ki se za manj kot ¢ = 50
lo¢i od njenega matemati¢nega upanja; po obrazcu (18) dobimo
za, iskano verjetnost oceno

P(700 < X < 800) = P(E(X) — 50 < X < E(X)450) >

D(X) 625
> 1- =1—- — =075
- 502 2500
Dobljeno oceno lahko interpretiramo takole: ¢e opravimo veliko
Stevilo serij po 4500 metov poStene igralne kocke, lahko prica-
kujemo, da bo vsaj za tri cetrtine serij stevilo Sestic med 700 in

800.

Tudi neenacba Cebiseva nas seveda ne zavaruje pred individualnimi odsto-
panji vrednosti, vendar nas to ne moti ve¢. Opozoriti pa moramo na neko

4.7, Sluéajne spremenljivke

drugo pomanjkljivost te neenacbe: §tevilo 1 — D(X)/t? je res samo spod-
nja meja verjetnosti dogodka, da slu¢ajna spremenljivka zavzame vrednost
z intervala, ki seze t v levo in ¢ v desno od njenega matemati¢nega upa-
nja; dobljena ocena se lahko precej razlikuje od natancne spodnje meje
oziroma prave vrednosti; za zgled 4.7.11 dobimo na primer z natanénej$im
racunanjem, da je P(700 < X < 800) =~ 0'95.

VAJE

1. Socasno vrzemo dve (posteni) igralni kocki. Slu€ajna spremenljivka X
naj bo vsota pik na obeh kockah. Izrac¢unaj njeno verjetnostno shemo.

2. Poskus naj bo enak kot v nalogi 1, slucajna spremenljivka Y pa naj
ima za vrednost vecje od obeh §tevil pik. Dolo¢i njeno verjetnostno
shemo.

3. Slucajna spremenljivka X ima za zalogo vrednosti prvih 9 naravnih
stevil in enakomerno porazdelitev verjetnosti. Zapisi njeno verjetnost-
no shemo.

4. Slucajna spremenljivka X naj bo frekvenca stevilke v
a) dveh metih;
b) treh metih kovanca.

Izracunaj ustrezni verjetnostni shemi. Kako je X porazdeljena v posa-
meznéem primeru?

5. V posodi imamo 4 bele in 6 érnih kroglic. Stirikrat na slepo izvleéemo
po eno kroglo in jo vsaki¢ vrnemo v posodo. Slucajna spremenljivka
Z naj bo frekvenca bele krogle. Izra¢unaj njeno verjetnostno shemo.
Kolikéna je verjetnost, da v opisanem poskusu vsaj enkrat izvle¢emo
belo kroglo?

6. V posodi imamo 4 bele in 6 érnih kroglic. Na slepo soc¢asno izvletemo
stiri kroglice. Slu¢ajna spremenljivka Y naj bo Stevilo belih krogel
v tako oblikovanem vzorcu. Doloé njeno verjetnostno shemo in jo
primerjaj z verjetnostno shemo slucajne spremenljivke Z iz naloge 5.
Koliksna je sedaj verjetnost, da je med izvlecenimi kroglami vsaj ena
bela?

7. Strelec, ki v posameznem strelu zadene tarco z verjetnostjo 0°'8, ima
4 naboje. Strelja toliko casa, da zadene tarco, ali pa mu zmanjka
nabojev. Izra¢unaj verjetnostno shemo slucajne spremenljivke X, ki
pomeni §tevilo porabljenih nabojev.

8. Delavec preizkusa 5 naprav, ki se pokvarijo (neodvisno druga od dru-
ge) z verjetnostjo 0'1. Ce je naprava brezhibna, nadaljuje s pregle-
dovanjem, v nasprotnem primeru se loti popravljanja. Slucajna spre-

~——menljivka X naj pomeni Stevilo naprav, ki jih pregleda, preden prvi¢
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zactne s popravilom. Dolo¢i njeno verjetnostno shemo, ¢e lahko pred-
postavimo, da delavec v primeru, ko je vseh pet naprav brezhibnih, ne
zaCenja znova s pregledovanjem in je zato najve¢ja mozna vrednost te
spremenljivke 5.

9. Slucajna spremenljivka X zavzame vrednosti -2, -1, 0, 1 oziroma 2 z
verjetnostmi 1/10, 2/10, 2/10, 4/10, 1/10. Zapisi podatke v obliki
verjetnostne sheme, nato pa iz nje ugotovi, kaksna je verjetnost, da ta
sluéajna spremenljivka zavzame vrednost,

a) ki je pozitivna;

b) ki je nenegativna;

c) ki je negativna;

¢) ki je nepozitivna;

d) ki lezi na intervalu [—1, 1J;
e) ki lezi na intervalu (-1, 1) .

10. Dva kosarkarja izmeni¢no meceta na kos, dokler eden od njiju ne zade-
ne; verjetnosti za zadetek pri posameznem metu sta 04 za prvega ozi-
roma 0'6 za drugega. Slucajna spremenljivka X naj bo stevilo metov,
ki so potrebni za dokoncanje igre. Ali ima ta slucajna spremenljivka
konéno zalogo vrednosti? Izracunaj nekaj prvih vrednosti verjetno-
stne funkcije py = P(X = zj), na primer P(X = 1), P(X = 2) in
P(X =3).

V vseh naslednjih nalogah izrac¢unaj matemati¢no upanje, disperzijo in
standardno deviacijo slucajne spremenljivke:

11. Stevilo pik pri metu postene igralne kocke.

12. Vsota pik pri metu dveh postenih igralnih kock.

13. Stevilo grbov pri metu treh kovancev.

14. A Stevilo estic v 18 000 metih postene igralne kocke.

15. Stevilo metov, ki so potrebni, da pri metu kovanca prvi¢ pade grb ali
pet stevilk zapovrstjo.

16. Dobicek igralca v naslednji igrici: Igralec vrze dva kovanca hkrati; ce
pade pri tem natanko en grb, dobi en tolar; ¢e padeta dva grba, prejme
dva tolarja; e ni nobenega grba, placa pet tolarjev.

17. Stevilo poskusov, ki so potrebni, da prvi¢ izvle¢emo belo kroglo pri pos-
kusu: iz posode s 3 ¢érnimi in 7 belimi kroglami na slepo brez vracanja
izbiramo po eno kroglo.

4.7. Slucagne spremenljivke

18.

19.

20.

21.

22,

23.

Frekvex_lco bele krogle v 400 ponovitvah poskusa: slepo izbiranje ene
krogle iz posode, v kateri imamo 6 belih in 4 érne krogle, ¢e krogle
vracamo v posodo.

Stevilo él.*nih kroglic, ki jih dobimo v vzorcu iz dveh kroglic, socasno
na slepo izbranih iz posode, v kateri imamo 2 érni in 3 bele kroglice.

_Stevﬂo defektnih izdelkov v vzorcu iz Sestih na slepo izbranih izdelkov
iz velike serije, v kateri je 10% defektnih izdelkov.

A Z_peenaébo Cebiseva oceni verjetnost dogodka, da slucajna spre-
menljivka iz naloge 14 zavzame vrednost z intervala (2900, 3100). Z
besedami razlozi ta rezultat.

A Iz posode, v kateri imamo 4 rdeée in 6 belih krogel, Stiristokrat
na slepo izvlecemo po eno kroglo in jo vsaki¢ vrnemo v posodo. Z
neenacbo’ CebiSeva oceni verjetnost dogodka, da je pri tem frekvenca
rdece krogle od 140 do 180.

A Oceni verjetnost, da pri 10000 metih kovanca pade manj kot 4000
ali ve¢ kot 6 000 grbov.
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4.8 Normalna porazdelitev

Do zdaj smo se ukvarjali samo z diskretnimi slu¢ajnimi spremenljivkami,
z nekaj izjemami celo samo s takimi, ki so imele konéno zalogo vrednosti.
Zal je nase matemati¢no znanje preskromno, da bi se lahko zares lotili tudi
zveznih porazdelitev verjetnosti, na kratko in na zelo poenostavljen nacin
pa si bomo ogledali najpomembnejso predstavnico tega razreda.

Binomska porazdelitev verjetnosti b(n, p), ki smo jo srecali v prejsnjem
poglaviju, ima zanimivo lastnost, da pri povecevanju parametra n (Stevila
poskusov) graf ustrezne verjetnostne funkcije postaja vedno bolj podoben
neki gladki krivulji zvonaste oblike, tem hitreje, ¢im bliZze 0°5 je parameter

p. Za ilustracijo je na naslednji sliki nekaj primerov.

0,54 0,5
0,4 0,4
0,31 n=4,p=0,2 0,3- n=4,p=0,5
0,2+ 0,2
0,14 0,1
{334 o 1234
A 4
0,5+ 0,5
0,4 -
0,3 n=8,p=0,5
0,2
0,14
00 12345678
A ]
0,54 0,5
0,4+ 0,4-
0,3 n:12,p:0,2 0,3 n:12,p=0,5
0,2 0,2
0,1+ 0,14
0 2 4 6 8 10 12 00 2 4 6 8 10 12

Slika 4.5: Verjetnostne funkcije binomske porazdelitve pri razli¢nih n in p

Dovolimo zdaj, da n narasca preko vsake meje. Z nekaj truda je mogoce
dokazati (dovolj preprost dokaz je v knjigi A. Vadnala Elementarni uvod v
verjetnostni rac¢un, Ljubljana, DZS 1972), da ima zvonasta krivulja, ki jo

4.8. Normalna porazdelitev

pri tem dobimo iz verjetnostne funkcije, enacbo

(z —a)”
L 2 (1)

o2

y:

Za poseben primer a = 3,0 = 2 je krivulja narisana na naslednji sliki.

0,20
0,15+

0,101

Slika 4.6: Graf funkcije (1) za a = 3,0 = 2

Krivuljo imenujemo normalna krivulja.l

Ime ”normalna” izvira iz dejstva, da z njo lepo opisemo, kako so porazde-
ljene frekvence posameznih izmerkov pri zaporednih merjenjih neke koli¢ine
v "normalnih pogojih”, torej takrat, ko pri merjenju ne delamo sistema-
tiénih napak, ampak so napake povsem slucajne. Izmerki so pravzaprav
vrednosti neke sluc¢ajne spremenljivke X, ki lahko (vsaj nacelno) zavzame
katerokoli realno vrednost in ne le celostevilskih, zato imamo opraviti z
zvezno slu¢ajno spremenljivko oziroma z zvezno porazdelitvijo verjetnosti.

Normalno porazdelitev simboli¢no ozna¢imo z N(a, o), dolo¢ena je na-
mre¢ s tema dvema parametroma, namre¢ ¢ in 0. Pokaze se, da je a rav-
no matemati¢no upanje tako porazdeljene slucajne spremenljivke in o njen
standardni odklon. Iz funkcijske enacbe (1) tudi vidimo, da ta funkcija
zavzame najvecjo vrednost y = 1/(ov/2m) pri = a, torej pri abscisi, ki
ustreza matemati¢cnemu upanju slu¢ajne spremenljivke X. Sprememba pa-

rametra a pomeni potemtakem pomik celotne krivulje v smeri abscisne osi.
(Glej sliko 4.7!)

Drugi parameter o (standardni odklon) meri razprsenost vrednosti slu-
¢ajne spremenljivke okrog njenega matematicnega upanja, zato je pri vecjih

!Mnogi jo imenujejo po nemskem matematiku Carlu Friedrichu Gaussu (1777 - 1855),
ki jo je uporabil v analizi slu¢ajnih napak pri merjenjih, Gaussova krivulja, ¢eprav jo je
v bistvu v prvi polovici 18. stoletja odkril francoski matematik de Moivre.
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o normalna krivulja bolj splos¢ena (raztegnjena v smeri abscisne osi). Na
sliki 4.8 je ta odvisnost prikazana s tremi krivuljami, ki imajo enako vrednost
a = 0 in razli¢ne o.

T
-3 -2 -1 1 2 3

Slika 4.7: Odvisnost normalne porazdelitve od parametra a

Slika 4.8: Odvisnost normalne porazdelitve od parametra o

Normalna porazdelitev je za prakso najpomembnejSa verjetnostna po-
razdelitev, zato obstajajo zanjo posebne tabele. V splosnem moramo imeti
za neko verjetnostno porazdelitev, ki je odvisna od parametrov, toliko raz-
licnih tabel, kolikor kombinacij teh parametrov nas zanima. Pri normalni
porazdelitvi pa nam naslednji izrek pomaga, da shajamo z eno samo tabelo:

IZREK: Ce je sluéajna spremenljivka X porazdeljena normalno s
parametroma a in o, torej X ~ N(a,0), je tudi sluéajna spremen-
ljivka
X —
gz - 2 -2 2)

2]

4.8. Normalna porazdelitev

porazdeljena normalno, vendar z matemati¢nim upanjem a = 0 in
standardnim odklonom o = 1, torej Z ~ N(0,1).

Porazdelitvi N(0,1) re¢emo standardizirana normalna porazdeli-
tev, prehodu (2) pa standardizacija sluc¢ajne spremenljivke. Za standar-
dizirano normalno porazdelitev se funkcijska enacba (1) poenostavi v

$2
v=o=e 2 = o ®)

Tistim, ki Ze (8e) obvladajo eksponentno funkcijo, tudi podrobnejsa analiza
te funkcije ne bi smela biti pretezka; za druge pac velja, da je poseben primer
normalne krivulje. Ker je funkcija (3) soda (Se vemo, kaj to pomeni?), je
njen graf simetri¢en glede na ordinatno os. Funkcija ima najveéjo vrednost
pri x = 0, ko x po absolutni vrednosti narasca, pa funkcijske vrednosti
asimptoti¢no padajo proti 0. Funkcija je povsod pozitivna in ima znacilno
zvonasto obliko. K splosni obliki (1) bi se lahko iz (3) vrnili s premikom in
raztegom.

Kaksna je zveza med normalno krivuljo (1) - ali njenim posebnim pri-
merom (3) - in verjetnostmi posameznih dogodkov, ki se lahko pripetijo
normalno porazdeljeni slucajni spremenljivki? Najprej opozorilo: Vred-
nost funkcije (1) v izbrani tocki x ni enaka verjetnosti , da za slucajno
spremenljivko X ~ N(a, o) nastopi dogodek (X = z).

Pa¢ pa se pokaze (dokaza si z nasim znanjem Zal ne moremo privos¢iti
in bo treba verjeti na besedo), da je zveza med (1) in verjetnostmi kljub
temu dokaj enostavna in da velja:

Verjetnost, da slucajna spremenljivka X ~ N(a,0) zavzame vrednost, ki
lezi na intervalu [o, B], je enaka ploscini lika, ki ga omejujejo abscisna os,
navpicénici v ¢ = « in x = (3 ter graf funkcije (1).

To velja v bistvu za vsako zvezno porazdelitev verjetnosti, spreminja se
le oblika funkcije. Odtod pa takoj sledi, da mora biti pri poljubni zvezni
porazdelitvi verjetnost za vsako posamezno tocko enaka 0, saj opisani lik v
tem primeru degenerira v daljico, kako pa je s ploscéino daljice, pa je splosno
ZNnano...

Pozitivna posledica tega - za nekatere Sokantnega - dejstva pa je, da
nam pri zveznih porazdelitvah - in posebej pri normalni porazdelitvi - ni
treba posebej skrbeti za robne tocke: verjetnost, da vrednost slu¢ajne spre-
menljivke pade v interval (a, 3), je natanko taksna kot za [a, 8] in za oba
"hibrida” [, ) oziroma («, G].

Posledica izreka o standardizaciji je med drugim tudi to, da bo dovolj,
¢e bomo poznali plos¢ine pod krivuljo (3). Se ve¢, zaradi sodosti funkcije in
s tem povezane simetrije grafa je dovolj, ¢e poznamo ploséino pod grafom
(3) v mejah od 0 do poljubnega nenegativnega §tevila, recimo z, z > 0. To
plos¢ino kot funkcijo zgornje meje intervala bomo oznacevali s ®(z).
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Verjetnost dogodka, da
Z ~ N(0,1) zavzame a)
neko vrednost z interva-
la [0, 2].

P(0<Z<z)=9(2)

Verjetnost dogodka, da
Z ~ N(0,1) ne preseze
stevila z > 0.

Verjetnost dogodka, da
Z ~ N(0,1) zavzame
vrednost, ki je vsaj ena-
ka 2z >0,

Ker je (—o0 < Z < 400) gotov dogodek z verjetnostjo 1, je tudi plos¢ina
pod celotno krivuljo (nad celotno abscisno osjo) natanko 1, ploi¢ina pod
delom, ki lezi v prvem kvadrantu, pa 1/2. Ce k temu dodamo e dogovor,
da bodi

®(—2) = —2(2) (4)

lahko z vrednostjo funkcije ®(z) izrazimo verjetnosti, da standardizirano
normalno porazdeljena slu¢ajna spremenljivka zavzame vrednosti s poljub-
nega intervala na realni osi. (Tisti, ki se spoznajo na ra¢unanje plos¢in z
integrali, vedo, da se ni kaj dogovarjati, ampak je (4) neposredna posledica
lastnosti dolocenega integrala.) Kako naj ravnamo, nam povesta tudi sliki
na naslednji strani.

V prvem primeru imamo interval [a, 8] s pozitivno spodnjo mejo; plos-
¢ino nad tem intervalom dobimo tako, da najprej vzamemo vse (ploscino
od 0 do f3), nato pa vrnemo tisto, kar nam ne pripada, namre¢ plos¢ino od
0 do a. Zato je

Pla<Z<f) = 3(8) — &(a) (5)

4.8. Normalna porazdelitev

Verjetnost dogodka, da ]
Z ~ N(0,1) zavzame
vrednost z intervala

[, 0], a > 0.

Verjetnost dogodka, da A
Z ~ N(0,1) zavzame
vrednost z intervala,

[, B], a < 0.

-2 a0

V drugem primeru je na prvi pogled drugace, saj je o¢itno treba k
plos¢ini od 0 do § dodati plos¢ino med (negativnim) « in 0. Ker pa imamo
(4), brez skrbi avtomatiéno uporabimo pravilo (5), saj je

Pla<Z<p) = f) - () = 2(8) — (—2(~0a)) = &(8) + &(-)

Ne pozabimo seveda, da je —a absolutna vrednost negativnega stevila « in
da zato obrazec res naroca sestevanje ustreznih ploséin.

Vse, kar nam Se manjka, je tabela vrednosti funkcije ®(z). Grobo pre-
glednico, z dodanimi vrednostmi funkcije (3), najdemo na naslednji strani,
natancnejso tabelo pa najde bralec v zahtevnejsih u¢benikih verjetnostnega
racuna.

Kako ravnamo v splosnem primeru, ko normalna porazdelitev ni stan-
dardizirana? Po izreku s strani 154 jo lahko standardiziramo, ne da bi
pokvarili normalnost; zato lahko ra¢unamo takole:

Pla<X<p) = P(a_a<X_a<ﬁ_“) -

o - o T 0

(e £20) a(%50) o5
g g g g

torej na kratko
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z Vrednosti funkcije ¢(z) ?(2)
00 0°3989 0°0000
01 03970 0°0398
02 0°3910 00793
03 0°3814 01179
04 0°3683 071554
05 03521 01915
06 03332 0°2257
07 03123 02580
08 072897 02881
09 0°2661 03159
10 02420 03413
15 01295 074332
20 - 00540 04772
25 00175 0°4938
30 00044 0°4987
35 0°0009 04998

Pred zgledi pa si poglejmo $e neko izredno zanimivo in koristno lastnost
normalne porazdelitve. Izrek pravi takole:

Verjetnost dogodka, da mormalno porazdeljena slucajna spremenljivka 20~
vzame vrednost, ki se kvecjemu za ko (torej za doloceno stevilo standardnih
odklonov) razlikuje od njenega matematiénega upanja, je odvisna samo od
Stevila k, ni¢ pa od konkretnih vrednosti parametrov a in o, ki doloéata
porazdelitev.

Dokaz je povsem neposreden. Dolociti je treba verjetnost, da slu(:_ajqa
spremenljivka X ~ N (a, o) zavzame vrednost, ki se kve¢jemu za ko razh-l.m‘]e
od E(X) = a, povedano drugace, verjetnost, da ta slucajna spremenljivka
zavzame vrednost z intervala [a — ko, a + ko]. Po obrazcu (6) je

Pla—ko <X <a+ko) = @(W) - @(W) =5

i g

= Pla—ko <X <a+ko) = ®k) — &(—k) = 29(k) (7)

in rezultat dejansko ni odvisen od parametrov, ki opisujeta normalno po-
razdelitev. Ta ugotovitev ima daljnosezne posledice. Ce VZamemo Samo
celostevilske mnogokratnike standardnega odklona, je zaradi

®(1) = 03413, ®(2) = 04772, &(3) = 04987

4.8. Normalna porazdelitev

po obrazcu (7)

Pla—o <X <a+o) = 06826
Pla—20 <X <a+20) = 09544
Pla—3c <X <a+30) = 09974

in to za poljubno normalno porazdelitev. Za vsako normalno poraz-
deljeno spremenljivko lahko torej v velikem &tevilu poskusov, pri katerih to
slucajno spremenljivko realiziramo, pri¢akujemo, da bodo priblizno v 2/3
vseh poskusov (68°26%) vrednosti ujete v interval, ki sega en standardni
odklon v levo in en standardni odklon v desno od njenega matemati¢nega
upanja. S ”pastjo”, ki ima premer 40 (pazi: dva odklona v levo, dva v
desno!), ujamemo normalno porazdeljeno spremenljivko v ve¢ kot 95% vseh
poskusov, vrednosti, ki so ve¢ kot 30 oddaljene od njenega matematic¢nega
upanja, pa so pravzaprav izjemne, sluéajna spremenljivka jih (v povprecju)
zavzame priblizno enkrat na vsakih 400 ponovitev poskusa.

Zdaj pa Se nekaj prakse.

ZGLED 4.8.1:

Za slucajno spremenljivko Z ~ N(0,1) doloéi verjetnosti dogod-
kov,

a) da zavzame poljubno vrednost z intervala [0,2];

b) da zavzame poljubno vrednost z intervala [1,2];

¢) da zavzame poljubno vrednost, vecjo od 2;

¢) da zavzame poljubno vrednost, manjso od 2;

d) da zavzame poljubno vrednost z intervala [—1, 3]!

a) [¢emo P(0 < Z < 2) = ®(2) = 0°4772.

b) Nalogo lahko resimo po obrazcu (5):
P1<Z<2)=(2)— ®(1) = 04772 — 03413 = 0'1359 .

Opozorimo Se enkrat, da dobimo popolnoma enak rezultat tudi za
intervale (1,2), [1,2) in (1,2].

c) Po zadnjem vzorcu s strani 155 je
P(Z > 2) = 05000 — ®(2) = 00228

¢) Upostevaje, da je za normalno (in sploh za zvezno) porazdeljeno
spremenljivko P(Z < 2) = P(Z < 2), imamo po drugem vzorcu s
strani 155

P(Z < 2) = 05000 + ®(2) = 05000 + 04772 = 0°9772.
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d) Podobno kot v dokazu izreka imamo zaradi (4) in (5)

P(-1<Z<3)=9(3)—®(—1) = d(3) — (—d(1)) =
®(3) 4+ B(1) = 04987 + 0°3413 = 0°8400

Ker tega 7e nekaj ¢asa nismo storili, na zadnjem primeru ponovi-
mo, kaj taki rezultati pomenijo: Ce velikokrat opravimo poskus,
pri katerem nastopa slu¢ajna spremenljivka Z ~ N(0,1), lahko
pricakujemo, da bo priblizno v 84% poskusov zavzela vrednost
med —1 in 3.

Edina razlika med kon¢anim zgledom in splosnim primerom X ~ N(a, o)
je v tem, da je treba pred iskanjem po tablicah standardizirati zgornjo in
spodnjo mejo intervala, za katerega ra¢unamo verjetnost, zato pus¢amo take
racune za vajo. (Glej obrazec (6) in dokazovanje izreka na strani 158.)

V razdelku 4.6 smo obljubili, da bomo pokazali, kako se da priblizno
oceniti verjetnosti za frekvence dogodka v zaporedju neodvisnih poskusov,
ki bi jih sicer morali rac¢unati po Bernoullijevem obrazcu. Da z naras¢anjem
Stevila poskusov binomska porazdelitev (¢e smo pozabili: tako so porazdelje-
ne verjetnosti posameznih frekvenc!) postaja vedno bolj podobna normalni,
smo zaslutili iz grafiénega prikaza na zacetku tega razdelka. Seveda bi bilo
to lahko slucajno, toda izrek, za katerega sta zasluzna dva francoska ma-
tematika, Gaussov sodobnik Pierre Simon Laplace in starejsi (Ze omenjeni)
Abraham de Moivre, pravi, da ni:

Z narascanjem Stevila poskusov preko vsake meje postaja binomska porazde-
litev b(n, p) podobna normalni porazdelitvi z enakim matematiénim upanjem
in enakim standardnim odklonom, torej N(np, \/npq) .

Matematicno zahtevnejsi bralec se bo zagotovo spotaknil ob uporabo
nedefiniranega izraza podobna. Ker nam manjka orodij za korektno pred-
stavitev izreka, naj zadosca, ¢e recemo takole: za verjetnost, da binomsko
porazdeljena slucajna spremenljivka zavzame vrednost z nekega intervala,
je pri dovolj velikem §tevilu poskusov zelo dober priblizek verjetnost, da v ta
interval pade vrednost normalno porazdeljene slu¢ajne spremenljivke, ki se
z originalno binomsko porazdeljeno spremenljivko ujema v matematicnem
upanju in standardnem odklonu. Kot ze vemo (str. 144, str. 147), ima
porazdelitev b(n, p) matematicno upanje E(X) = np in standardni odklon
o(X) = /npg. Ce je stevilo poskusov dovolj veliko, lahko torej namesto
Bernoullijevega obrazca uporabljamo tablice za normalno porazdelitev...

Kaj pomeni ”dovolj veliko”? Podrobnejge spoznavanje z izrekom pokaze,
da smo Ze iz graficnega prikaza pravilno uganili: priblizevanje binomske
porazdelitve k normalni je tem hitrejSe, ¢im manj se verjetnost za uspeh
v posameznem poskusu (p) razlikuje od 1/2. To ne preseneca, saj vemo,
da je pri p = 1/2 binomska porazdelitev simetri¢na, pri bistveno manjsih
ali ve¢jih vrednostih parametra p pa je potrebnih znatno veé poskusov,
da porazdelitev postane vsaj priblizno taka. Praksa kaze, da je Stevilo
poskusov zagotovo dovolj veliko, da uporabimo ”normalno aproksimacijo”
za binomsko porazdelitev, ¢e je produkt np (1 — p) = npq vsaj 9.

4.8. Normalna porazdelitev

ZGLED 4.8.2:

Z normalno porazdelitvijo oceni verjetnost dogodka, da je pri 4 500
metih poStene igralne kocke §tevilo Sestic vecje od 700 in manjse
od 800!

Racunamo, koliksna je verjetnost dogodka A, da lezi pri n = 4500
poskusih iz Bernoullijevega zaporedja neodvisnih poskusov frek-
venca dogodka ”padec Sestice”, ki ima v posamezni ponovitvi
verjetnost p = 1/6, nad 700 in pod 800. Kot vemo, dobimo
to verjetnost tako, da seStejemo verjetnosti posameznih frekvenc
k=1701,702,...,799,

- B (00O

k=701

Ljubiteljem neposrednega racunanja zelimo veliko veselja, mi pa se
lotimo pribliznega, binomsko porazdelitev nadomestimo z ustrezno
normalno. Matemati¢no upanje binomske porazdelitve b(4 500, %)

je 750, standardni odklon pa /625 = 25 (preveri!). Interval, za
katerega rac¢unamo verjetnost, sega torej priblizno dva standardna
odklona v levo in v desno od matemati¢nega upanja in pri normalni
porazdelitvi to pomeni, da je verjetnost zanj (glej str. 159!) dobrih

95%.

Ker gre v vsakem primeru za priblizek, taksna natancnost zadoséa. Ce bi zeleli biti
natan¢nejSi, bi bilo korektno, ¢e bi kot meji intervala vzeli 700°5 in 799°5, saj nado-
mescanje diskretne (binomske) porazdelitve z zvezno (normalno) porazdelitvijo pomeni,
da kaze izolirane tocke, ki predstavljajo diskretne celostevilske vrednosti na realni osi,
?prekriti” z intervali dolzine 1, ki imajo sredis¢a v teh toCkah. Treba pa je reci, da je
takSna natanénost v ve€ini prakti¢nih primerov odvec.

Bralec se je najbrz spomnil, da smo enako nalogo reSevali s pomocjo
neenacbe CebiSeva v prejSnjem razdelku. Tam smo dobili oceno, da je is-
kana verjetnost vsaj 0°75 (glej zgled 4.7.11 na strani 148!); sedanji racun je
neenacbo Cebiseva potrdil, spet pa opozoril, da z njo dobimo neko spodnjo
mejo, ki pa je lahko Se zelo dale¢ od natanéne spodnje meje za verjetnost,
da slucajna spremenljivka lezi na nekem intervalu s srediséem v svojem
matemati¢nem upanju. Zato v primerih, ko je to mogoce, raje uporabimo
priblizek, dobljen z normalno porazdelitvijo. Ker se izkaze, da (zelo ohlapno
reeno) z naras¢anjem Stevila poskusov marsikaj postane podobno normalni
porazdelitvi, lahko tak prijem relativno pogosto uporabimo.
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VAIJE

1. Za slu¢ajno spremenljivko Z, ki je porazdeljena standardizirano nor-
malno, izra¢unaj verjetnosti dogodkov,
a) da zavzame vrednost, vecjo od 0°8;
b) da zavzame vrednost, manjso od 1'5;
c)
¢) da zavzame vrednost, manjso od 0°5;
d) da zavzame vrednost, manjso od -0°4;
e) da zavzame vrednost z intervala [0°7,1°5];

)
f) da zavzame vrednost z intervala [—1,1°5].

da zavzame vrednost, ve¢jo od -1;

2. Za slucajno spremenljivko X ~ N(5,2) izracunaj

a) P(X >7) b) P(X < 8) c) P(X >1)
HPL<X<T7) d)PO<X<5) e PB<X<S)

3. Zivljenjska doba zarnice je slu¢ajna spremenljivka, porazdeljena po za-
konu N (1000, 50). Izracunaj verjetnost dogodka, da ta zarnica zdrzi
vsaj 1050 ¢asovnih enot.

4. Predpostavimo, da je debelina posameznih plos¢, ki jih dobimo pri
valjanju plo¢evine, normalno porazdeljena slucajna spremenljivka z
a = 400 mm in 0 = 005 mm. Kupceva vhodna kontrola sprejme
plocevino, ¢e je njena debelina v mejah od 3'95 mm do 410 mm. Ko-
liksen odstotek plosé kupec v povpredju zavrne?

5. Podobno kot v zadnjem zgledu oceni verjetnost dogodka, da pri 10 000
metih kovanca ve¢ kot 5100 - krat pade grb.

6. Za neko rastlino je znacilno, da povpreéno 10% semen ne vzkali. Ko-
liksna je verjetnost, da bo med 1000 semeni te rastline kvecjemu 80
nekalivih?

7. Konkretno izracunaj verjetnost iz zgleda 4.8.2 in presodi, ali je bil sklep
o zadostni natanénosti naSega priblizka upravicen.

4.9. Zakon velikih $tevil

4.9 Zakon velikih Stevil

Pri razlagi rezultatov razlicnih nalog iz verjetnostnega racuna, ki smo jih do
zdaj resili, smo sicer ves ¢as uporabljali pristavek ”pri dovolj velikem Stevilu
poskusov”, nismo pa uspeli prese¢i tega ohlapnega opisa. Tak polozaj smo
imeli Ze pri sami statisticni definiciji verjetnosti, kjer smo lahko opaxzili,
da se pri dovolj dolgem zaporedju poskusov relativna frekvenca dogodka
navadno ustali pri nekem stevilu, ki smo ga nato proglasili za verjetnost
dogodka. Cas je, da ta odnos med relativno frekvenco dogodka in njegovo
verjetnostjo nekoliko podrobneje raziséemo.

Frekvenca dogodka je slucajna spremenljivka (ozna¢imo jo kar z X),
za katero vemo, da je porazdeljena binomsko, s parametroma n in p, ki
pomenita Stevilo poskusov in verjetnost za nastop dogodka v posamezni
ponovitvi poskusa.

Ce frekvenco dogodka delimo s stevilom poskusov, dobimo relativno frek-
venco dogodka; za tako dobljeno slu¢ajno spremenljivko ¥ = (1/n)X lahko
hitro izra¢unamo matemati¢no upanje in standardni odklon. Kot vemo, je

X ~b(n,p) = E(X) =np, D(X)=np(l-p) (1)

Kaj se zgodi z matemati¢nim upanjem in disperzijo, ¢e slu¢ajno spremen-
ljivko pomnozimo z nekim Stevilom? Ce slu¢ajna spremenljivka X z neko
verjetnostjo zavzame vrednost z, slucéajna spremenljivka a X z isto verjet-
nostjo zavzame vrednost « z, zato se tudi matemati¢no upanje za isti faktor
razlikuje od prvotnega:

E(X) =C = E(aX) = aC (2)

Disperzija slu¢ajne spremenljivke je matematiéno upanje kvadrata odklo-
nov njenih individualnih vrednosti od matemati¢nega upanja. Ker se tako
posamezne vrednosti kot matemati¢no upanje pri mnozenju slucajne spre-
menljivke z o pomnozijo s tem istim faktorjem, se z njim pomnozijo tudi
vsi odkloni, kar pa zaradi kvadriranja odklonov pomeni, da se disperzija
pomnozi s faktorjem o?:

D(X) = 0% = D(aX) = o202 (3)

Za standardni odklon potemtakem velja, da se pri mnozenju sluc¢ajne spre-
menljivke z o pomnozi z absolutno vrednostjo tega Stevila. (Bralec naj sam
premisli, zaka] absolutna vrednost!)

Iz obrazcev (1), (2) in (3) takoj dobimo vrednosti najpomembnejsih
parametrov za relativno frekvenco dogodka:

“X) = _BE(X) = np=p @)
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Tu si lahko prvié oddahnemo: pri¢akovana vrednost rel_ati.vne frekxv/encg je
verjetnost dogodka v posamezni ponovitvi poskusa; ce bi bilo drugace, bi se
nam podrl dobrsen del dosedanje zgradbe...

Podobno izrac¢unamo

1 Lo Lo p(1-p)
D(Y) = D(- X) = (2)D(X) = (;)*np(l-p) = =
Bistre o¢i tu opazijo novo lepoto: z narascanjem Stevila poskusov se raz-
prienost relativne frekvence zmanjsuje. Boljso povecavo pa nam pomaga
doseéi neenacba Cebigeva: ker je (obrazec (19.a) v razdelku 4.7!)

D(X)
$2

P(IX-B(X)| <t)>1-

je za relativno frekvenco Y = X/n potem pri Se tako majhnem ¢ > 0

P(’%—pl<t>21—p—(ﬂ (6)

nt2

7 narasénjem Stevila poskusov n preko vsake meje post.aja ”pppravek” na
desni strani vedno manjsi in verjetnost, zapisana na levi strani (6), se pri-
blizuje 1. S tem pa smo dokazali t.i. Bernoullijev zakon velikih stevil:

Naj ima slucajni dogodek A v posamezni ponovitvi poskusa. veTjetnos't
p, naj bo X njegova frekvenca v n ponovitvah poskusa in t poljubno pozi-
tivno Stevilo. Potem s povedevanjem §tevila poskusov n preko vsake meje
dosezemo, da se verjetnost dogodka

(259

Po domace povedano, pri velikem tevilu poskusov je zelo malo verjetno,
da bi se relativna frekvenca dogodka pomembneje razlikovala od njegove ver-
jetnosti. To nam Se vedno ne zagotavlja, da se bistveni odkloni ne morejo
pripetiti, pove pa, da so zelo redki: ¢e bomo relativno frekve.nco dogodka,
izmerjeno v velikem stevilu poskusov, proglasili za njegovo verjetnost, bomo
skoraj zagotovo dobro zadeli.

poljubno malo loci od 1.

ZGLED 4.9.1:

Pri meritvah obi¢ajno ne dobimo povsem natancne vrednosti mer-
jene koli¢ine (oznac¢imo jo z a), ampak se izmerki {3:.1,.332, ,:cn}
od nje bolj ali manj razlikujejo zaradi razlicnih slué.aJI.nh vplivov.
V izmerjenih vrednostih lahko vidimo vrednosti, ki jih je zavzela n
- terica slucajnih spremenljivk X, k= 1,2,...,n. Qe rperska na-
prava ni pokvarjena (in ¢e sami ne delamo sistemati¢nih napak),

4.9. Zakon velikih $tevil

lahko predpostavljamo, da imajo vse slu¢ajne spremenljivke Xj
isto matemati¢no upanje E(Xj) = a, da torej v povprecju ”zade-
nejo” pravo vrednost merjene koli¢ine. Ker je (razsiritev (2)!)

1 — 1 <& 1
Bl=Y" %] = -5 BX)==: ta) =
(n; k) n; (X%) n(a+a+ +a) = a

ravnamo pametno, ¢e za oceno prave vrednosti merjene koli¢ine
vzamemo aritmeti¢no sredino izmerkov z1, o, ..., . Po dose-
danjih izkusnjah tudi vidimo, da je pri velikem $tevilu merjenj
napaka, ki jo pri tem zagresimo, skoraj zagotovo zelo majhna.

Bernoullijev zakon je eden najpomembnejsih predstavnikov izrekov, ki
pojasnjujejo zakonitosti mnozi¢nih pojavov. Poleg natancénejsih izrekov te
vrste (to je o odnosu med relativno frekvenco dogodka in njegovo verjet-
nostjo) pa imamo Se drugo skupino, katere predstavniki zasluzijo skupno
ime centralni limitni izrek. Premalo znanja in prostora imamo, da bi se
ga lotili na spodobni ravni, zato samo recimo, da gre za podobne izreke kot
je bil Laplace - de Moivreov izrek o aproksimaciji binomske porazdelitve z
normalno (glej str. 160!). Najbolj po domace je vsebina centralnega limit-
nega izreka naslednja: ¢e lahko neki pojav opiSsemo kot posledico socasnega,
delovanja velikega stevila med seboj neodvisnih sluc¢ajnih dejavnikov, lahko
pri dolocenih dodatnih pogojih pricakujemo, da bodo vrednosti tega pojava
normalno porazdeljene. To je tudi neke vrste odgovor na vprasanje, zakaj
je normalna porazdelitev v praksi tako pogosta.

VAIJE

1. Dolzino smo merili stokrat. Varianca izmerkov ni veéja od 2 cm?.
Koliksna je verjetnost, da aritmeti¢na sredina izmerkov ne odstopa od
prave dolzine za ve¢ kot 0'3 cm?

2. Verjetnost dogodka A v posamezni ponovitvi poskusa znasa 5/8. Ko-
liksna je verjetnost, da se pri 6 000 realizacijah tega poskusa relativna
frekvenca ne razlikuje od verjetnosti P(A) za ve¢ kot 0°017

3. A Dogodek A ima v posamezni ponovitvi poskusa verjetnost 0°71. Do-
seCi zelimo, da se z verjetnostjo vsaj 0°96 relativna frekvenca dogodka
A razlikuje od njegove verjetnosti za manj kot 0°2. Koliko ponovitev
poskusa moramo opraviti?
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PREGLED POMEMBNEJSIH OBRAZCEV

A
Relativna frekvenca dogodka f°(A) = %

Klasi¢na definicija verjetnosti P(A4) = —

Lastnosti verjetnosti - aksiomi Kolmogorova
NENEGATIVNOST (VA)(A € PG = P(A) > 0)
NORMIRANOST PlG) =1
ADITIVNOST ANB=N = P(AUB)=P(A)+ P(B)

Posledice
A C B= P(A)<P(B)

P(A) + PA) =1, P(A) = 1 - P(4)
P(A) <1, PN =0
P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AB)
Pogojna verjetnost, verjetnost produkta, neodvisnost
P(AB)
P(B) ’
A in B neodvisna <= P(A)=P(A/B), P(B)= P(B/A)
Ain B neodvisna < P(AB) = P(A) P(B)
P(A1NAsN...NA,) = P(A;) P(A3/Ay)...P(An /(A1 N ... N Ap1))
V celoti neodvisni: P(A4; N 43N ...NA,) = P(A;) P(As)...P(Ay)

P(A/B) = P(AB) = P(B)P(A/B) = P(A) P(B/A)

Obrazec za popolno verjetnost

P(A) = P(Hy) P(A/Hy) + P(Hy) P(A/Hp) + ... + P(Hy) P(A/H,)

Bayesov obrazec

P(H;) P(A/H;)
P(A)

P(H;/A) = (i =1,2,..,n)

Bernoullijev obrazec
n
P(n;p;k) = (k) PFPA-p)"F  (k=0,1,2,..,n)

Najverjetnejsa frekvenca v Bernoullijevem zaporedju
np —q ni celo Stevilo = k, = [np—¢q] + 1

np—q je celo Stevilo = k, =np—q in k, =np—q+1

Pascalov obrazec

P(frekvenca k vn — tem poskusu) = (: - 1) pF (1- p)”_lC

Posploseni Bernoullijev obrazec

n!
P(n;p17p27 "'5pm;k1;k27 7km) = k'l‘ : k‘2' : T p’lcl pgz . pfnm

Matemati€¢no upanje (konéna zaloga vrednosti)
E(X ) = Z Pk T
k=1

Disperzija in standardni odklon

D(X) = B{[X - EX)]}
DX) = Y pilz — BEOP = {3 pia?} — [BX)P
=1
o = v/ D(X)

Binomska porazdelitev

X ~ b(n,p) = E(X) = np, o(X) = /npq
Neenacba Cebiseva

P(|IX-EX)| <t)>1 -

t2

P(|X-E(X)| >t) <
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Normalna porazdelitev

(z—a)
122
Yy = e ag
oV2T
Standardizacija
X —a
X ~N(a,0) = Z = ——U—NN(O,l)

Standardizirana normalna porazdelitev

$2

y = \/}2?@_‘2_ = o(x)
®(z) = ploséina pod @(z) odz=0doz =7z, ®(—2) = —0(2)
X ~N(,1) = Pla<Z<p) = ®/p) - P(a)

Poljubna normalna porazdelitev

X ~N(a,0) = Pla<X<p) = @<ﬁ—a) B q)<a;a>

g

Verjetnosti za znacilne intervale

Pla—oc<X <a+o) = 06826
X ~ N(a,0) = Pla—20<X<a+20) = 09544
Pla—30<X <a+30) = 09974

Bernoullijev zakon velikih Stevil
1 —
p< Sf__p‘<t) g p _ =B

n n t2
X : frekvenca dogodka, p : njegova verjetnost, n: Stevilo poskusov

5. STATISTICNO SKLEPANJE

Zadnje poglavje tega u¢benika na doloéen nac¢in zaokrozi dve predhodni v celoto in pokaze
(pa Eeprav samo na najpreprostejsih primerih), kaj lahko statistik, ki obvlada verjetnost-
ni racun, iz podatkov, dobljenih na primerno izbranem vzorcu, pove o populaciji kot
celoti. Se enkrat zagutimo, da lahko isti rezultat socasno pripoveduje o blis¢u in o bedi
statisti¢nega sklepanja, odvisno od tega, s katere plati ga gledamo...

5.1 Vzorcenje

V poglavju o osnovah opisne statistike smo definirali najpomembnejse statis-
ticne pojme in povedali, da v praksi obi¢ajno prou¢ujemo mnoziéne pojave
tako, da izmerimo vrednosti ustreznih statisticnih spremenljivk na primerno
izbrani konéni podmnozici celotne populacije, to podmnozico imenujemo
vzorec, nato pa iz znaéilnosti, izratunanih iz vzorénih podatkov, sklepamo
na znacilnosti populacije kot celote.

Omenili smo ze, da je sklepanje najlazje, ¢e je bil izbor elementov v
vzorec opravljen povsem na slepo, ¢e je torej §lo za sluc¢ajni vzorec. Izbor
lahko natanéneje opiSsemo z zahtevo, da morajo imeti pri vsakem odbiranju
elementa v vzorec vsi elementi populacije enake moznosti, da bodo izbrani.
V bistvu gre torej za izbiranje elementa z vracanjem, tako da je posame-
zen element lahko tudi veckrat izbran v vzorec, oziroma imamo vzorce s
ponavljanjem. Pri dani velikosti populacije (N) in dani mo¢i vzorca (n)
najdemo toliko razliénih vzorcev z vracanjem, kolikor je vseh kombinacij s
ponavljanjem, to je (Nt?_l).

V praksi bi nas zahteva po vracanju elementov dostikrat ovirala, ker
se v nekaterih primerih preizkusani element pa& uni¢i (na primer Zarnica
pri preverjanju zivljenjske dobe). Na sreco se izkaze, da imamo lahko za
sluc¢ajne tudi vzorce, ki jih oblikujemo brez vracanja elementov (vsak ele-
ment iz populacije lahko v posameznem vzorcu nastopi kveéjemu enkrat),
¢e je stevilo elementov v vzorcu (n) majhno v primerjavi z moé¢jo popula-
cije (IV); razlika med obema na¢inoma vzorcenja se zmanjsuje z veGanjem
osnovne populacije. To smo za poseben primer ugotovili Ze v pri primerjavi
binomske in hipergeometrijske porazdelitve.

Vzorcev, ki nastanejo brez vracanja elementov - to je vzorcev brez
ponavljanja - je toliko, kolikor je vseh kombinacij reda n iz N elementov
(brez ponavljanja), torej (JZ ) Stevilo je manjSe kot pri prejsnjem naéinu, a
Se vedno ogromno v vseh prakti¢no zanimivih primerih.

Vzemimo, da imamo neko populacijo z N elementi, in naredimo vse
mozne vzorce po n elementov (s ponavljanjem ali brez njega). S tem smo
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dobili novo populacijo, ki ji bomo rekli populacija vseh vzorcev. Pri
slu¢ajnem vzorcenju, na katero se bomo v u¢beniku omejili, dobimo najpo-
membnejse izreke o parametrih proucevane osnovne populacije iz zvez med
osnovno populacijo in populacijo vseh moznih vzorcev, ki tej ustreza. Izreke
bomo zapisali brez dokazov, ki so za nas ali pretezki ali predolgi ali oboje.

Imejmo torej neko populacijo z N elementi in statisti¢no spremenljiv-
ko Y, ki jo zelimo podrobneje prouciti, ker pa¢ po nasem mnenju dobro
opisuje pojav, ki nas zanima. Izberimo si neki vzorec velikosti n in ugoto-
vimo vrednost spremenljivke Y na vsakem od izbranih elementov. Zaradi
sluéajnega izbora elementov lahko v tako dobljenih stevilih {y1,y2, .-, Un }
vidimo realizacije sluéajnih spremenljivk {Y1,Y5,...,Y,}, ki so vse enako
porazdeljene kot osnovna spremenljivka Y. Ce se do preklica omejimo
na vzorce s ponavljanjem, lahko reéemo tudi to, da so dogodki v mnozici
{(Y; = v:),i=1,2,...,n} v celoti neodvisni.

Izracunajmo aritmeti¢no sredino vrednosti, ki jih proucevana spremen-
ljivka zavzame na tem vzorcu, ali krajSe in ohlapno receno, aritmeticno
sredino vzorca ali vzoréno povprecje j. Kako ra¢unamo aritmeticno sre-
dino iz vrednosti {y1,y2, ..., Yn}, vemo iz razdelka 3.3; Ce se spomnimo Se
lastnosti matemati¢nega upanja sluéajne spremenljivke, pa lahko re¢emo, da
je vzoréno povpredje Stevilo 7 realizacija (ena od (N +:_1) ali (IT\Z ) moznih
realizacij, kolikor je pa¢ vzorcev) slucajne spremenljivke

n

7=1%v (1)

k=1

3

ki ji bomo rekli vzoréno povprecje.

Vzoréno povprecje ima nekaj lepih lastnosti:

1. Ce je na proucevani populaciji Y porazdeljena normalno, je tako po-
razdeljeno tudi vzoréno povprecje Y .

2. Vzoréno povprecje Y se pri velikih vzorcih porazdeljuje priblizno nor-
malno tudi v primeru, ko je spremenljivka Y na osnovni populaciji
porazdeljena kako drugace.

3. Matematicni upanji slucajnih spremenljivk Y in'Y sta enaki.

Prva lastnost ne potrebuje posebnega komentarja, kasneje bomo se po-
vedali, kako je z razprsenostjo Y; zaradi lastnosti 3 ima namre¢ Y enako
matematié¢no upanje kot osnovna spremenljivka Y. ZanimivejSa je lastnost
2, ki je posledica v uvodu omenjenega centralnega limitnega izreka in jo je
treba razumeti takole:

Naj bo Y porazdeljena kakorkoli, ¢e povecujemo velikost slucajnega
vzorca (n), postaja verjetnostna porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Y ved-
no bolj podobna normalni porazdelitvi (z istim matemati¢nim upanjem, kot

5.1. Vzoréenje

ga ima Y!). To pove, zakaj so tako pomembni t.i. veliki vzorci: pri njih
se ni treba posebej zanimati za porazdelitev osnovne spremenljivke, ampak
shajamo pri vseh nadaljnjih rac¢unih z normalno porazdelitvijo vzorénega
povprecja. V praksi je dostikrat Ze vzorec s 30 elementi ”velik”, povsem
brez skrbi pa zaupamo lastnosti 2 pri » > 100. Pri malih vzorcih si tega
ne smemo privosciti in je treba za vsak primer posebej ugotavljati, kako se
porazdeljuje Y.

OPOZORILO: V tem uébeniku se bomo drzali predpostavke, da je vzo-
rec velik oziroma da je Ze osnovna spremenljivka porazdeljena normalno,
tako da bo porazdelitev vzorénega povprecja vedno normalna. Treba je po-
vedati, da lastnosti 1-3 veljajo tako za vzorce z vracanjem kot za vzorce
brez vrac¢anja elementov.

Namesto v jeziku verjetnostnega ra¢una lahko lastnost 3 opisemo Se bolj
konkretno. Imejmo populacijo z N elementi in statisticno spremenljivko Y,
ki na njej zavzame vrednosti y1, y2, - - . , yn. Naredimo vse mozne vzorce po n
elementov in za vsakega od njih izra¢unajmo ustrezno aritmeti¢no sredino y
(torej vrednost, ki jo je zavzelo vzoréno povprecje Y). Aritmetic¢na sredina
teh aritmeticnih sredin je potem enaka aritmeticni sredini spremenljivke Y
na osnovni populaciji.

V praksi seveda ne naredimo vseh vzorcev, da bi proucevali dano spre-
menljivko Y, ker bi bilo potem enostavneje pregledati vrednosti te spre-
menljivke na celotni osnovni populaciji. Zato je dobljeno vzoréno povpreéje
(aritmeti¢na sredina) g samo ena od vrednosti, ki jih lahko zavzame slucajna
spremenljivka Y. Vrednosti 7 se na sploSno za posamezne vzorce odklanja-
jo od svoje aritmeti¢ne sredine py = FE(Y) v levo ali desno, ker je pac
Y kot slucajna spremenljivka bolj ali manj razpriena okrog svojega mate-
mati¢nega upanja. Pri tem pa iz verjetnostnega ra¢una vemo, da so veli-
ki odkloni slucajne spremenljivke od njenega matemati¢nega upanja malo
verjetni (neenacba CebiSeval), za normalno porazdeljeno spremenljivko Y
znamo verjetnosti posameznih odklonov tudi ¢isto natancéno izracunati.

Zato bomo aritmeti¢no sredino izbranega sluc¢ajnega vzorca (vrednost §)
uporabljali kot oceno za aritmeticno sredino spremenljivke Y na osnovni po-
pulacigi, to je py. Iz tega razloga imenujemo vzoréno povprecje Y cenilka
aritmeticne sredine py .

Da bi lahko sklepali o zanesljivosti takSne ocene, moramo poznati raz-
prsenost individualnih vrednosti, ki jih Y zavzame na posameznih vzorcih,
okrog puy = E(Y). Kot obi¢ajno bomo razprsenost opisali z disperzijo
oziroma standardnim odklonom slu¢ajne spremenljivke Y. Videli bomo, da
je za razliko od lastnosti 1-3 tu pomembno, kako izbiramo vzorce.

4. Naj bo v populaciji N elementov in naj bo disperzija spremenljivke Y
na tej populaciji o2 (ali na kratko o2, ée ni nevarnosti za pomoto). Potem

Jje varianca vzorénega povpreéja Y pri vzorcih s ponavljanjem n-krat manjsa
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od disperzije spremenljivke Y na osnouni populacijt,

2
g% 2.a
0'?— n ( )

Za vzorce brez ponavljanja pa ob nespremenjenih ostalih pogojih velja

s, 02 N-n
g — -

N1 (2.b)

Oznaka 0217 poudarja, da gre v bistvu za varianco aritmeti¢nih sredin _Vseh
moznih vzorcev z mocjo n, izbranih iz dane populacije z N e}emen‘m. Iz
primerjave obrazcev (2.a) in (2.b) lahko ugotovimo, da je ta varianca v dru-
gem primeru sicer manjsa , vendar postaja razlika zgnemarll]lvaj, ¢e velikost
populacije narasca preko vsake meje. Ker so lastnosti 1-3 neodvisne od tega,

ali izbiramo vzorce z vracanjem ali brez njega, tako znova v1d1m0,“da je pri
velikih populacijah razlika med obema vrstama vzorcev zanemarljiva.

Iz obrazcev (2.a) oziroma (2.b) dobimo Se ustrezna standardna odklona
aritmetiénih sredin (oziroma slu¢ajne spremenljivke Y'), namrec

o
07 = % (3@)
oziroma
c [N—n (3.5)

= mVN-1

Ker je v praksi N vedno velik, v obrazcu (3.b) dostikrat zanemarimo odsteto
enojko v imenovalcu; dobljeni izraz pod korenom pa ocenimo po znanem
pravilu, da se za Stevila blizu 1 kvadratni koren razlikuje od 1 priblizno za
polovico presezka, ki ga izkazuje §tevilo samo,

VAN ml—l—g

kar nam da naslednjo kaco resnic:

N —mn, N—-n n 1 n
/ ~ S PFRLLAPYS, R 4
N—1N\[N \/TN 2 N )

Odtod vidimo, da je Ze pri vzorcih, ki so petdesetkrat manjsi od populfmcij_e,
napaka zaradi zanemarjenega ” popravnega faktorja” za vzorce brez vracanja
velikostnega reda 1%.

Zdaj lahko konkretneje predstavimo porazdelitev vzorcnega povpres_ja
Y: ta sluéajna spremenljivka je porazdeljena priblizno po zakonu N (a, ﬁ)

: s ® o N—n n
(za vzorce s ponavljanjem) oziroma N (a, Wk | %=1) (za vzorce brez ponav

ljanja), pri cemer sta a in o matemati¢no upanje oziroma standardni odklon
osnovne spremenljivke Y.

5.1. Vzorcéenje

Vzoréno povpreéje Y je torej primerna cenilka aritmeti¢ne sredine spre-
menljivke Y. Ker je E(Y) = p,, re¢emo, da je nepristranska. Njene
vrednosti so bolj zgostene okrog skupne vrednosti E(Y') = puy = p, kot pa
vrednosti osnovne spremenljivke Y'; to lepo vidimo iz zapisov (3.a) oziro-
ma (3.b). Zgostenost je tem veja, ¢im vecja je velikost vzorca n, saj se z
vecanjem vzorca zmanjSuje standardni odklon oy.

Zaradi vloge, ki jo ima standardni odklon oy, ga imenujemo standardna
napaka ocene; misljena je seveda ocena aritmetic¢ne sredine p,,. Z vecanjem
vzorca lahko pri nespremenjenih ostalih pogojih naredimo to napako majh-

no, kot le Zelimo, seveda pa se pri tem povecéajo tudi stroSki vzorcenja in
obdelave zbranih podatkov.

Na konkretnem zgledu bomo ilustrirali nekaj ugotovitev, ki smo jih zapi-

sali v zvezi z normalno porazdelitvijo statisti¢nih spremenljivk na populaciji
vseh moznih vzorcev.

ZGLED 5.1.1:

Statisti¢cna spremenljivka Y je na populaciji z N = 5 elementi
zavzela vrednosti 7, 8, 11, 13 in 16. Predstavi populacijo vseh
moznih vzorcev velikosti n = 2 za vzorce z ponavljanjem in vzorce
brez ponavljanja. Izracunaj aritmeti¢no sredino in standardni od-
klon spremenljivke Y na osnovni populaciji, nato pa Se aritmeti¢no
sredino porazdelitve vzorénih aritmeti¢nih sredin in standardno
napako ocene za vzorce z vracanjem oziroma brez vracanja. Ugo-
tovi, ali se rezultati ujemajo s pricakovanimi vrednostmi!

Najprej izracunajmo parametra p, in ¢ za osnovno populacijo:
py =(7+84+11+134+16)/5 =110
o2 = (P 8241124132 +16%) /5 = 1102 = 108 = o n 329

Ker ima populacija N = 5 elementov in je velikost vzorca n = 2,
imamo (N +:_1) = (g) = 15 razliénih vzorcev z vraCanjem. Pri
rac¢unanju pa moramo uposStevati, da na primer vzorca (7;7) in
(7;8) nista enakovredna v tem smislu, da se dve ”sedmici” lahko
pojavita samo enkrat, ”sedmica in osmica” pa na dva nacina, naj-
prej 7 in potem 8 ali obratno. Zato je najvarneje, ce vsaki od petih
moznih vrednosti pridruzimo spet katerokoli od teh vrednosti in

vse mozne vzorce s vracanjem predstavimo v naslednji preglednici:

(77 (78 (711 (7513)  (7516)
(87) (88) (811) (813) (8]16)
(11;7) (11;8) (11;11) (11;13) (11;16)
(13;7) (13;8) (13;11) (13;13) (13;16)
(16;7) (16;8) (16;11) (16513) (16;16)
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Aritmeti¢ne sredine teh vzorcev so

70 75 90 100 115
75 80 95 105 120
90 95 110 120 135
1000 105 120 130 145
11’5 120 135 145 160

Iz teh podatkov dobimo za njihovo aritmeti¢no sredino vrednost
=(70+75+...+145+160)/25 = 110

ki je res enaka aritmeti¢ni sredini na osnovni populaciji, to je fy.

Varianca porazdelitve aritmeti¢nih sredin je enaka

02 = (T02+ 75 +...+160%)/25 - 110° =54
Ta varianca je natanko dvakrat manjSa od variance spremenljivke
Y na osnovni populaciji, kar se zaradi n = 2 ujema z obrazcem
(3.a),
2 .

n 2
Za vzorce z vracanjem oziroma ponavljanjem elementov je potem-
takem standardna napaka ocene oy = V54 =~ 2°32.

g

<N

Ponovimo postopek $e za vzorce brez ponavljanja. Ustrezni pari
vrednosti spremenljivk so enaki kot v prvotni tabeli parov vredno-
sti, seveda brez njene ”diagonale”, ker sedaj pari (7;7), (8;8), ...,
(16;16) pa¢ niso mozni. Iz parov vrednosti izracunamo vzorcne
aritmetic¢ne sredine in aritmeti¢no sredino njihove porazdelitve:

7= (T5+90+...4+14'5)/10 =110
Nato izra¢unamo Se varianco aritmetic¢nih sredin,
02 = (752 +90% +...+14'5%)/10 — 11°0* = 405
Ker je pri nasih pogojih

02 N-n 108 5-2
n N—1 2 5-—1

(V)

=405 =o0j

<

lahko recemo, da se rezultat ujema s pricakovanji. Standardna
napaka ocene za vzorce brez vratanja je v naSem primeru oy =

V/4°05 = 2°01 in je precej manjsa kot za vzorce s ponavljanjem.

5.1. Vzorcenje

Pripomnimo, da smo vse rac¢une za vzorce brez vracanja opravili tako,
da smo ze vnaprej izpostavili skupni faktor 2, ker se vsak vzorec pojavlja v
shemi natanko dvakrat.

Videli smo, da je Y nepristranska cenilka aritmeti¢ne sredine vrednosti
spremenljivke Y na dani populaciji ali, kot re¢emo krajSe, aritmeticne sredi-
ne dane populacije. Po analogiji bi morda pri¢akovali, da je potem vzorcna

varianca

n

> (Y- (5)
k=1

S|

tudi nepristranska cenilka variance o2 za osnovno populacijo. Vendar se

izkaze, da je matemati¢no upanje cenilke (5) enako [(n —1)/n] o2 in zato ni
nepristranska cenilka za varianco o2. Iz lastnosti matemati¢nega upanja pa
na sreco sledi, da jo lahko hitro popravimo tako, da bo nepristranska in bo
njeno matematiéno upanje natanko enako o2, ée namesto (5) vzamemo za

cenilko
n

(6)
1 k:l

Trditev, da je E(S?) = o2, velja za poljubne vzorce iz neskonéne popula-
cije ali za vzorce s ponavljanjem v primeru konéne populacije. Ce hocemo
ohraniti nepristranost cenilke (6) tudi pri vzorcih, ki jih brez ponavljanja
oblikujemo iz kon¢ne populacije, jo moramo pomnoziti Se s ”popravnim
faktorjem” (N — 1)/N. Ker je Stevilo elementov v populaciji navadno zelo
veliko, lahko za naso natancnost racunanja recemo, da je ta faktor enak 1 in
ga zanemarimo. Pri Solskih primerih, kakrSen je na primer v zgledu 5.1.2,
pa je razlika lahko znatna.

Pri ra¢unanju vrednosti cenilke S? je morda najbolje, ¢e najprej za izbra-
ni vzorec izra¢unamo varianco in jo nato pomnozimo s faktorjem n/(n —1).
Odtod pa dobimo 8e naslednji obrazec:

$? = n—1<n Zyk )—niliyi n_1<n Zyk>

oziroma
1 = j i 2
k=1 k=1

o= ( Eyk—(zyk ) (@)

Ta obrazec je najprimernejsi za ra¢unanje vrednosti cenilke S? na danem
vzorcu Y1, Y2, ---, Yn, C€ Y S€e ne poznamo.
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ZGLED 5.1.2:
Za podatke iz zgleda 5.1.1 preveri, da je E(S?) = 0!

Pri redevanju naloge bomo upostevali, kaj konkretno pomeni ma-
temati¢no upanje slucajne spremenljivke S2. Ker so vsi vzorci
enako verjetni, je matemati¢no upanje slucajne spremenljivke S 2
enako aritmeti¢ni sredini vseh vrednosti, ki jih zavzame ta spre-
menljivka na posameznih vzorcih. Enak rezultat bomo dobili tako,
da bomo izracunali aritmetiéno sredino vseh vzorénih varianc in
rezultat pomnozili z n/(n — 1).

V zgledu 5.1.1 smo #e izra¢unali vse mozne vzorce s ponavljanjem
in njihove aritmeti¢ne sredine. Iz teh podatkov izracunamo vzo-
réne variance

000 025 400 900 2025
025 000 225 625 1600
400 225 000 100 625
900 625 100 000 225
20025 1600 625 225 000

Pri tem je na primer vrednost 20°25 iz prvega stolpca zadnje vrstice
varianca za dvojico (16; 7), torej

2 2 2
(16 ;7 ) (16;7) _ 9095

Aritmeti¢na sredina podatkov iz pravkar zapisane tabele je

(0°00 + 0°25 + 0°40 + . . . + 625 + 225 + 0, 00)
25

=540

Ker smo v vzorce izbirali po dva elementa (z dovoljenim ponav-
ljanjem), je n/(n — 1) = 2/(2 — 1) = 2 in tako konc¢no

E(5%) =2-540=1080

Rezultat se ujema z varianco spremenljivke Y na osnovni popu-
laciji, ki smo jo izracunali v zgledu 5.1.1; s tem smo trditev, da
je E(S%) = o?, preverili za vzorce s ponavljanjem (ali bolje, za
ta konkretni zgled). Enako ravnamo pri vzorcih brez ponavljanja,
kjer pa moramo rezultat $e pomno#ziti z (N —1)/N = 4/5 = 0'8.
Ta del racuna naj ostane za domaco vajo.

7 vrednostjo , ki jo cenilka S? zavzame na izbranem slucajnem vzor-
cu, bomo torej ocenjevali varianco o? proucevane statisti¢ne spremenljivke,
s pozitivnim kvadratnim korenom iz dobljene vrednosti 5% pa standardni
odklon te spremenljivke, ¢eprav taka ocena ni povsem nepristranska.

5.1. Vzorcenje

ZGLED 5.1.3:

Iz velike posiljke cevi smo na slepo izbrali pet cevi in izmerili
naslednje premere: 63'3 mm, 63'7 mm, 63'6 mm, 632 mm, 637
mm. Na osnovi tega vzorca oceni aritmeti¢no sredino in varianco
premerov za celotno posiljko!

Aritmeticno sredino ocenimo z realizacijo vzorénega povprecja na
izbranem vzorcu,

63'34637+636+6324637
y= 5 i ha =635 (mm)

Varianco pa ocenimo z vrednostjo cenilke S? na tem vzorcu, pri
¢emer bomo uporabili obrazec, ki nas je pripeljal do (7),

n T _
P (E Zyi—(y)2>
k=1

ker je v sedanjem polozaju, ko imamo aritmeti¢no sredino § ze
izracunano, ugodnejsi od konéne oblike (7). Tako je

5 1 _
§2 = ) (g (633% + 6372 + 63'6% + 6322 1 63°7%) — 63'52)

kar nam da rezultat
s = 0055 (mm?) = s = Vs2 = V0055 ~ 023 (mm)

Podrobneje se z verjetnostno porazdelitvijo slucajne spremenljivke S?
ne bomo ukvarjali, ker njeno obnasanje ni tako pohlevno kot pri Y. Za vsak
slucaj pa le opozorimo na tole dejstvo: S? je nepristranska cenilka varian-
ce, Ce uporabimo v (6) ocenjeno vrednost aritmeti¢ne sredine, torej g kot
realizacijo vzorcnega povprecja Y. Kadar je znana prava aritmeti¢na sredi-
na populacije uy, ocenimo varianco spremenljivke kar z varianco izbranega
slucajnega vzorca.

Nagelno zdaj poznamo postopek za ocenjevanje parametrov:

=

izberemo slucajen vzorec;

2. ugotovimo vrednosti, ki jih na elementih vzorca zavzame
proucevana, statistina spremenljivka;

3. izrac¢unamo vrednost ustrezne cenilke in

4. to vrednost proglasimo za oceno parametra celotne populacije.

Ostane nam odgovor na naslednje vpraanje: kako izbrati slu¢ajen vzo-
rec, da bo sploh zasluzil to ime?

V osnovi sestavljamo sluc¢ajne vzorce tako, da elemente vanje na ta ali
oni nacin izzrebamo. Lahko gre za fizi¢no izbiranje ”na slepo”, e je po-
pulacija taksna, da to dopusc¢a (pri preverjanju kvalitete fizola, zita, ipd.
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na ta nac¢in izberemo dolo¢en del populacije). Enostavneje je v vecini pri-
merov populacijo oSteviléiti in izzrebati zaporedne Stevilke elementov, ki
bodo izbrani v vzorec. Zrebanje lahko opravimo sproti ali pa si pomagamo
s slu¢ajnimi Stevili. V posebnih tabelah je zapisano zaporedje iz cifer 0, 1,
2,...,8,9, ki je bilo generirano z zaporednim slepim izbiranjem iz mnozZice
{0,1,...,9}. Glede na to, kako velika je osnovna populacija, uporabljamo
po dve, tri,... cifre iz tabele, da tako dobimo toliko mestna stevila, kolikor
mestno je dtevilo N, torej moé populacije. Ce pri tem dobimo Stevilo, ki je
ve¢je od N, ga pri pripravi vzorca ne upoStevamo, v nasprotnem primeru
pa v vzorec vkljuéimo enoto, katere zaporedna Stevilka v ”popisu populaci-
je” je dano slucajno stevilo. Za primer navajamo kratek izvlecek iz tablic
slucajnih stevil.

51772 74640 42331 29044 46621 62898 93582 04186 19640
87056 24033 23491 83587 06568 21960 21387 76387 10836
97453 90581 54939 60173 52078 25424 11645 55870

Ce bi recimo izbirali vzorec iz populacije 654 uéencev, bi lahko jemali
po tri cifre skupaj in izbrali v vzorec najprej 517. ucenca, stevila 727 ne bi
upostevali, ker je veéje od N, nato bi izbrali 464. ucenca itd. Ker lahko cifre
zdruzujemo tudi takole: 517, 177, 772, 727, 274, ...ali v obratnem vrstnem
redu, nam Ze ta kratek izvlecek iz tablic sluc¢ajnih Stevil zados¢a za rela-
tivno obseZne primere. Seveda pa pri resnih statisti¢nih poslih ”Zrebanja”
prepusc¢amo rac¢unalnikom.

VAJE

1. Statistiéna spremenljivka Y ima na populaciji velikosti N = 6 vred-
nosti 4, 6, 7, 8, 3 in 2. Zapisi vse vzorce velikosti n = 2 s ponavlja-
njem elementov, izracunaj njihove aritmeti¢ne sredine in variance ter
aritmetic¢ni sredini obojih vrednosti. Pravilnost preveri z neposrednim
racunanjem aritmeti¢ne sredine in variance Y ter z uporabo izrekov o
zvezi med osnovno populacijo in populacijo vseh vzorcev.

2. Resi enako nalogo za vzorce brez ponavljanja elementov.

3. Za osnovno populacijo, ki ima 5 enot z vrednostmi 4, 6, 9, 8 in 3,
izberi vse moZne vzorce po 3 enote brez ponavljanja. Preveri pravilnost
trditve, da sta uyz = E(g) in p, enaki in da velja obrazec (3.b). Koliks-
na je standardna napaka ocene?

4. Na neki $oli je 300 ucencev; njihove mase so porazdeljene normalno
z matematiénim upanjem 680 kg in standardnim odklonom 30 kg.
Denimo, da smo izbrali slu¢ajen vzorec velikosti n = 25 u€encev in

5.1. Vzorcenje

10.

izra¢unali njegovo aritmeti¢no sredino 7 ter ta poskus velikokrat po-
novili. Kaksni vrednosti pricakujes za aritmeti¢no sredino in varianco
tako dobljenih vzorénih aritmetiénih sredin, ¢e gre za vzorce

a) s ponavljanjem;

b) brez ponavljanja?

Koliko se spremenijo rezultati, ¢e je v populaciji namesto 300 kar 3 000
ucencev?

. Za kolikSen delez vseh moznih vzorcev po n = 25 enot iz populacije z

N = 3000 enotami lahko pri Y ~ N(68;3) pricakujemo, da bo vzoré-
no povprecje zavzelo vrednost med 66°8 in 683 kg, ¢e gre za vzorce
z vracanjem? Pri kolik§nem delezu vseh moznih vzorcev je vzorcno
povpreéje manjse od 65 kg?

. Koliko odstotkov vseh moznih petindvajseteric iz 4. in 5. naloge se ne

bi smelo peljati v dvigalu, za katero je dovoljena skupna masa tovora
a) 1730 kg;
b) 1700 kg?

. Katerih 10 enot bi izbral v slucajen vzorec iz populacije z 9000 eno-

tami, ¢e uporabljas za izbiro tabelo sluc¢ajnih Stevil in jemljes po vrsti
skupine cifer po stiri skupaj tako, da se ne prekrivajo (od prve do Cetrte,
od pete do osme,...)?

Skupini 50 u¢encev so izmerili telesno visino in dobili naslednje izmerke
(v cm):

159 164 175 167 156 166 172 157 179 180
158 161 178 151 171 154 168 158 165 173
165 162 161 1v6 172 160 168 175 153 156
158 166 167 173 164 169 154 160 167 174
169 180 145 179 151 159 166 170 160 165

Na nagin, opisan v prejsnji nalogi, izberi iz tabele sluc¢ajnih stevii 10
Stevil in sestavi ustrezen vzorec brez ponavljanja elementov. Oceni
aritmetiéno sredino in varianco telesnih viSin, izra¢unaj standardno
napako ocene za p,, nato pa izracunaj iz gornjih podatkov Se pravi
vrednosti obeh parametrov ter ju primerjaj z ocenama. (Ce menis, da
je ujemanje zelo slabo, ponovi postopek Se z enim vzorcem.)

Na slepo izberi pet (deset) soSolcev in ugotovi njihove visine ter iz tega
vzorca oceni aritmeti¢no sredino visin celotnega razreda. Racun preveri
neposredno. Kako je z zanesljivostjo ocene, kaj na splosno pricakujes
od vecjega vzorca? Zakaj?

Na populaciji s sedmimi elementi ima Y aritmeti¢no sredino 40 in stan-
dardni odklon 3. Izra¢unaj aritmeti¢no sredino porazdelitve vzorénih
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11.

12.

varianc za vzorce s po petimi enotami
a) s ponavljanjem;
b) brez ponavljanja.

A\ Podatki o vrednostih spremenljivke Y na proucevani populaciji so
zbrani v vektorju Y'(I), I =1,2,..., N. Sestavi naslednje racunalniske
programe:

a) program, ki bi naredil vse mozne vzorce velikosti n = 2, s ponavlja-
njem oziroma brez ponavljanja elementov, in vzorce izpisal;

b) program, ki bo izracunal aritmeti¢ne sredine in variance vseh moznih
vzorcev velikosti n = 2 brez ponavljanja in te vrednosti zapisal v vek-
torja Y.S(I) in YV (I);

¢) program, ki bo na osnovi komponent vektorjev Y S(I) in YV(I) iz-
racunal aritmeti¢éni sredini vzorénih sredin in vzorcénih varianc;

¢) program, ki bo izracunal aritmeti¢no sredino spremenljivke in nje-
no varianco na osnovni populaciji in izra¢unani vrednosti primerjal z
ustreznima vrednostima za populacijo vseh vzorcev (tocka c).

A A\ Podatki o vrednostih spremenljivke Y na prouéevani populaciji so
zapisani v vektorju Y(I), I = 1,2,..., N (= 500). Sestavi racunalniski
program, ki bo

a) izracunal aritmeti¢no sredino in varianco spremenljivke ¥’ (glej tocko
¢ pri prejsnji nalogi.);

b) s pomoéjo generatorja slu¢ajnih tevil izbral slucajen vzorec velikosti
n (= 50) z vracanjem elementov (oziroma z dovoljenim ponavljanjem);

c) na osnovi dobljenega vzorca izracunal oceni za aritmeticno sredino
in varianco spremenljivke na osnovni populaciji ter dobljena rezultata
primerjal s pravima vrednostima ter izracunal relativno napako ocene.

Program lahko 8e dopolnis, tako da tretji del veckrat ponovi in kot novo
oceno izrac¢una aritmetic¢ni sredini dobljenih ocen za p, oziroma o? ter
ugotavlja, ali se je razlika med oceno in pravo vrednostjo parametra
zmanjsala.

5.2. Ocenjevanje parametrov

5.2 Ocenjevanje parametrov

Na primeru aritmeti¢ne sredine bomo spoznali intervalno ocenjevanje stati-
sticnih parametrov in premislili, kako je z zanesljivostjo taksnih ocen.

7 ocenjevanjem parametrov smo se srecali Zze v prejénjem poglavju, kjer
smo neznano aritmetiéno sredino oziroma varianco spremenljivke na osnov-
ni populaciji ocenili z vrednostjo ustrezne cenilke na izbranem slu¢ajnem
vzorcu. Ker je bila ocena izraZena z enim samim §tevilom, recemo taki
oceni tockovna ocena parametra, postopek pa imenujemo tockovno oce-
njevanje.

Taksno ocenjevanje z eno samo vrednostjo je pravzaprav zelo nezaneslji-
vo, saj ne vemo, na katerega od moznih vzorcev smo naleteli, oziroma kje
v porazdelitvi slu¢ajnih spremenljivk Y ali S? lezi dobljena vrednost. Zato
si v praksi obi¢ajno postavimo nalogo nekoliko drugace: namesto tockovne
ocene proucevanega parametra navedemo samo interval, ki z doloceno (vna-
prej predpisano) verjetnostjo pokriva pravo vrednost parametra.

Predpisano verjetnost imenujemo stopnja zaupanja, njene najpogo-
stejse vrednosti so 095, 0°99 ali 0°999, torej 95%, 99% in 99°9%. Postopku
reCemo ocenjevanje z intervali ali krajSe intervalno ocenjevanje. Po do-
mace bi lahko rekli, da pri tem doloc¢amo interval, ki s predpisano verjet-
nostjo ”pokrije” pravo vrednost ocenjevanega parametra.

Ko zapiSemo neki interval kot oceno za proucevani parameter, seveda
tvegamo, da prava vrednost parametra lezi izven tega intervala; stopnja
tveganja je enaka verjetnosti, da se to zgodi. Ker sta ”interval pokriva
pravo vrednost” in ”prava vrednost lezi izven intervala” nasprotna dogodka,
je med obema stopnjama preprosta zveza:

”stopnja tveganja” = 1 - "stopnja zaupanja”

To pomeni, da obi¢ajno postavljamo trditve s tveganjem 5%, 1% ali 0'1%.

Predpostavimo, da je statisti¢na spremenljivka Y na proucevani popu-
laciji porazdeljena po zakonu N (a,0y), pri Cemer parameter o, (na kratko
o) poznamo, parametra a = i, pa ne. Kot vemo, je v tem primeru cenil-
ka Y porazdeljena normalno, s parametroma a in o//n, pri ¢emer n kot
obi¢ajno pomeni velikost slu¢ajnega vzorca. Iz te cenilke naredimo novo
sluc¢ajno spremenljivko,

(Y —a)

g

v

=

oziroma

Z:?—a

vn (1)

Kot vemo iz verjetnostnega racuna, je v tem primeru slucajna spremenljivka
Z porazdeljena standardizirano normalno, Z ~ N(0,1). To je za nadaljnje

181



182

5. STATISTICNO SKLEPANJE

delo zelo ugodno, ker znamo s pomocjo tabel za standardizirano normal-
no porazdelitev doloéiti verjetnost dogodka, da slucajna spremenljivka Z
zavzame vrednost z danega intervala:

P(c< Z < d) = ®(d) — 3(c) 2)

Pri ocenjevanju aritmeti¢ne sredine p,, = a zelimo doseci, da je ta ver-
jetnost enaka vnaprej predpisani vrednosti, ki se za neko stopnjo tveganja
lo¢i od 1, torej

Pc<Z<d)=1-a (3)

Ce upostevamo definicijo sluéajne spremenljivke Z, to pomeni, da naj
bo

Y0 m<d=1-a (4)

Ple<
o

oziroma (zaradi simetri¢nosti porazdelitve)

g4—¥
o

Plp= Vn<d)=1-a

Razresimo izraz v oklepaju tako, da dobimo meji za parameter a:
o

\/ﬁ)zl—a (5)

P(?-I-C%Saﬁ?%—d

Pri ocenjevanju je torej potrebno dolociti stevili ¢ in d tako, da je izpol-
njena enakost (5). ReSitev tega problema je neskon¢no mnogo, saj lahko k
poljubnemu dovolj majhnemu ¢ najdemo tak d, da velja (5). Na drugi strani
pa naj bi bil interval, dolo¢en s (5), ¢im krajsi, ker pa¢ zelimo "ujeti” pravo
vrednost parametra a v ¢&im o%ji interval in s tem (pri dani stopnji tveganja)
dobiti "konkretnej$o” oceno za a. Iz oblike normalne porazdelitve se vidi,
da je od vseh moznih intervalov najkrajsi tisti, ki ima sredisce v tocki a. Z
intervalom sezemo enako dale¢ v levo in v desno; razdalja med srediScem in
mejo intervala je seveda odvisna od stopnje tveganja, zato jo bomo oznacili
s simbolom z,. Potem moramo v (5) vzeti ¢ = —z, in d = +24, pri ¢emer
je vrednost z, v bistvu dolo¢ena z zahtevo (3),

P2, Z5 2,)=1—a (6)

kar pa zaradi simetri¢nosti normalne porazdelitve lahko nadomestimo z eno-
stavnejso (glej razdelek 4.8!),
l-o

PO<Z<z)="5 (7)

Izraz na levi je natanko vrednost ®(z,); pri predpisani vrednosti o, ki oz-
nacuje stopnjo tveganja, moramo torej v tabeli funkcije ®(z) odkriti, pri

5.2. Ocenjevanje parametrov

kateri vrednosti neodvisne spremenljivke ima funkcija vrednost (1 — «)/2.
Ko to vrednost najdemo, lahko (5) prepisemo v

= o — o
L a R, FEL,
By za\/ﬁ_a_Y—i—za\/ﬁ) 1-« (8)

Interval

Y — 24 = ,?+za -
n

= —= (9)
v Ve

imenujemo interval zaupanja za parameter a = p, s stopnjo zaupanja (tudi:
koeficientom zaupanja) 1 — a.

Interval (9) ni ¢isto takSen, kot smo jih bili doslej vajeni v matema-
tiki: njegovi meji sta dejansko slucajni spremenljivki, ker se v izrazih za
spodnjo mejo zaupanja Y — (24 0)/+/n oziroma za zgornjo mejo zaupanja
Y + (24 0)/+/n pojavlja slucajna spremenljivka - cenilka aritmeti¢ne sredi-
ne. Gre torej za slucajen interval, ki ga lahko interpretiramo takole: Ce
sluéajni vzorec (Y1, Ys, ..., Y,) velikokrat realiziramo, je deleZ tistih re-
alizacij slucajnega intervala (9), ki pokrijejo dejansko vrednost parametra
a = [t , navadno (vsaj priblizno) enak 1 — a.

Vidimo, da je verjetnostna interpretacija intervalskega ocenjevanja taks-
na, kot smo je sicer vajeni od slucajnih spremenljivk. Ceprav iz konkretnega
vzorca dobimo fiksni meji zaupanja (recimo ¢ in d), je seveda nesmiselno
zapisati, da je P(c < a < d) = 1 — a; dogodek na levi strani je namrec¢
ali gotov (Ce je neenacba za tri dana Stevila dejansko izpolnjena) ali pa
nemogoC (Ce enacba ne drzi), v nobenem primeru pa njegova verjetnost ni
1 — o, ampak bodisi 1 ali 0.

Pokazimo zdaj, kako poteka ocenjevanje v konkretnem primeru. V ta
namen najprej pripravimo vrednosti z, za najpogostejSe stopnje tveganja
a =005, «=001in a=0001. V natancnejsi tabeli funkcije ®(2) (izvle-
¢ek iz tabele smo uporabljali v razdelku 4.8) bi v skladu s (7) poiskali, pri
katerih vrednostih z ima funkcija ®(z) vrednost (1 —«)/2, in za predpisane
stopnje tveganja po vrsti dobili naslednje vrednosti:

1—-005

a =005 g @(20'05) = —0 = 04750 = 20705 ~ 196
1-001

a=001 :®(zq)=—F—=04950 =zq ~ 258 (10)
1—-0001

a=0001 : @(2«'0'001) = T =0499 = 20’001 ~ 329

Tako lahko v skladu z (9) zapiSemo intervale zaupanja za dane stopnje
tveganja, oziroma, kot recemo krajSe, pri danem tveganju:

a=005: [F-196-Z, ¥ +196-—

= T (11.a)

183



184

5. STATISTICNO SKLEPANJE

. o i g
=001 ; — 258 —, Y +258 — 11.b
a=00 [Y 58ﬁ, - 58ﬁ] (11.b)

- o = g
=0001: —-329—, Y +329— 1.1
a 00 [Y 329 ok + \/ﬁ] (11.¢)

Ce zelimo tveganje zmanjSati, mora biti ”past” za neznani parameter
§irsa; interval (11.a), ki ustreza v praksi najpogostejsi stopnji tveganja oo =
005, je takSen, da v povprecju v 95% vseh realizacij slucajnega vzorca
pokrije pravo vrednost aritmeti¢ne sredine, pri 5% vseh moznih vzorcev pa
izracunani meji zaupanja ne vkljucujeta prave vrednosti parametra a. Pri
dani izbiri slu¢ajnega vzorca seveda ne vemo, v katero od obeh skupin le-ta
spada, odtod ravno tveganje, povezano z naso oceno.

Na drugi strani pa vidimo, da je Sirina intervala zaupanja odvisna ne
le od stopnje tveganja a in z njo povezane kriti¢ne vrednosti z,, ampak
tudi od koli¢nika o /4/n, v katerem prepoznamo natanko standardno napako
ocene za aritmeti¢no sredino p,. Oblika intervala zaupanja oziroma njego-
vih mej znova potrjuje ze zapisano ugotovitev, da z veCanjem Stevila enot v
vzorcu (n) poveCujemo natancénost ocene, saj s tem ozimo interval zaupanja
(pri nespremenjeni stopnji tveganja). Res je, da to "ozanje” ni linearno
odvisno od velikosti vzorca (za prepolovitev intervala potrebujemo - pri
nespremenjenih drugih pogojih - stirikrat vecji vzorec), a vendar.

O povezavi med velikostjo vzorca in zanesljivostjo ocene bomo §e govo-
rili, zdaj pa najprej Stevilska zgleda.

ZGLED 5.2.1:

Statisti¢na spremenljivka je porazdeljena po zakonu N (a, 10), pri
¢emer parameter a (aritmeti¢na sredina) ni znan. Iz populacije
smo izbrali sluc¢ajen vzorec velikosti n = 100 enot in ugotovili, da

pri stopnji tveganja 0°05!

Meji zaupanja dobimo za konkreten vzorec tako, da v (11.a) vsta-
vimo vzoréno aritmeti¢no sredino 20, ¢ = 10 in n = 100, kar nam
da ob upostevanju vrednosti zyg5 = 1'96 za iskani interval

10 10
20—-196 —, 20+ 196 ——| = |18°04, 2196
[ v100 vV 100] [ ]

Rezultat pove, da je [18'04, 21°96] tisti interval, ki z verjetnostjo
095 pokrije pravo vrednost parametra a.

ZGLED 5.2.2:

Koliksen naj bo pri podatkih iz prejSnjega zgleda vzorec, da se pri

5.2.  Ocenjevanje parametrov

stopnji tveganja o = 0°05 prava vrednost aritmeti¢ne sredine ne
bo razlikovala od ocene za ve¢ kot 05 (navzgor ali navzdol)?

Vrednost cenilke Y na izbranem slu¢ajnem vzorcu je tockovna oce-
na aritmeti¢ne sredine za celo populacijo; pri dani stopnji tvega-
nja o sega interval zaupanja (z,0)/+/n v levo oziroma desno. Ce
pri dani stopnji tveganja absolutno vrednost razlike med oceno
in pravo aritmeti¢no sredino omejimo na dolo¢eno vnaprej pred-
pisano vrednost A (pri nas A = 0'5), to pomeni, da zahtevamo
izpolnjenost pogoja

o

2 —=< A

Vn
Neenacbo kvadriramo in razreSimo na velikost slu¢ajnega vzorca,
torej m:
2 .3
oy
n> = A2 (12)

Pri nasih podatkih (zg:p5 = 1'96, ¢ = 10, A = 0'5) dobimo za
velikost vzorca zahtevo

1962 - 107
Ker smo zeleli bistveno ozji interval zaupanja, kot pa smo ga do-
bili v zgledu 5.2.1, moramo uporabiti tudi bistveno ve¢ji slu¢ajni
vzorec. Pri tem je treba poudariti, da z ve¢jim vzorcem sicer dobi-
mo o0zji interval zaupanja, verjetnost, da interval ne pokrije prave
vrednosti ocenjevanega parametra, pa je Se vedno enaka stopnji
tveganja, v naSem primeru potemtakem 0°05. Na drugi strani pa
bi bil pri tako velikem vzorcu koeficient zaupanja 1 — a za prvotni
interval (izra¢unan v zgledu 5.2.1) bistveno vecji od 0°95 = 1—0°05.
Za vajo lahko to vrednost tudi izracunas.

Podatek o velikosti vzorca, ki je potrebna pri doloceni raziskavi, je treba
poznati vnaprej; dovoljeno odstopanje A je dostikrat dano kar v odstotkih
od ocenjevanega parametra, recimo kot (p p,)/100. V tem primeru ima

obrazec (12) obliko
2
nZ(lOOzaa> (13)
Dy

Obrazec vsebuje parametra populacije, ki ju vnaprej ne poznamo. Zato
velikost vzorca dolo¢imo na osnovi grobih ocen teh parametrov, ki jih stro-
kovnjaki lahko dajo na osnovi splosnega poznavanja proucevane populacije.

V dosedanjih primerih smo se lotevali velikih populacij in vzorcev, ki
so majhni v primerjavi z velikostjo populacije. V praksi v¢asih le naletimo
na vzorce brez ponavljanja elementov, kjer velikost vzorca (n) ni zanemar-
ljiva v primerjavi z velikostjo populacije (N). V tem primeru se namesto
standardne napake ocene o/+/n, ki smo jo srecevali do sedaj, v intervalih
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zaupanja pojavlja standardna napaka, ki je znacilna za vzorce brez ponav-
ljanja elementov; v prvem razdelku tega poglavja smo jo zapisali v obrazcu
(3.b):

o N —n

Tako ima za vzorce brez ponavljanja elementov pri dani stopnji tvegz_mja
« interval zaupanja za aritmeti¢no sredino spremenljivke, ki je porazdeljena
normalno z varianco o2, obliko

N—-n — o N —n
s pgbdl 15
1,Y+zaﬁ } (15)

— o
R F—1

ZGLED 5.2.3:

200 ucencev je pisalo preizkus matemati¢nega znanja. Za oceno
uspeha je bil izbran sluéajni vzorec 50 ucencev, brez ponavljanja.
Ugotovljeno je bilo, da so izbrani ucenci v povprecju dosegli 65
tock od 100 moznih, varianca te spremenljivke pa je bila ocenje-
na na 100 (oziroma standardni odklon na 10 tock). Poisci 95%
interval zaupanja za povpreéno stevilo tock v celotni populaciji!

Preden se lotimo ra¢unanja, nekaj pripomb. Ohlapno izrazanje
"95% interval zaupanja” je v praksi vendarle dovolj pogosto, da
se ga splaca razumeti: gre za interval zaupanja, pri katerem do-
puscamo 5% tveganje, torej o = 0°05.

Statisti¢ne spremenljivke, kot je npr. uspeh pri Solskih preiz—.
kusnjah, se na velikih populacijah obicajno porazdeljujejo vsa]
priblizno normalno, enako velja za razlicne testne rezultate pri
psiholoskih raziskavah, za porazdelitev izmerkov dolocene kolicine,
¢e meritve ponavljamo v enakih razmerah in ne delamo sistema-
tiénih napak in podobno. Ne glede na to, ali lahko za spremen-
ljivko iz nasega zgleda predpostavimo normalno porazdeljenost na
populaciji 200 ugencev, pa je glede na velikost vzorca cenilka Y
porazdeljena vsaj priblizno normalno, kot smo zapisali ob prvem
izreku v prejénjem razdelku. Interval zaupanja bomo potemtakem
dolo¢ali za neznano aritmeti¢no sredino (y, oziroma a) normalne
porazdelitve, za katero predpostavimo, da je varianca poznana.

Ker pomeni vzorec znaten del celotne populacije in je bil oblikovan
brez ponavljanja elementov, moramo interval zaupanja dolociti s
pomocjo obrazca (15). Pri nasih podatkih (o = 0°05, zo = 196,
N = 200, n = 50, 0 = 10) je razlika med srediscem intervala in
spodnjo ali zgornjo mejo zaupanja enaka

¢ [N-n 10 /200 — 50
LY e T ~ 24 16
e oY N—1 /50 V 200 -1 i

5.2.  Ocenjevanje parametrov

tako da je v skladu s podatkom, da je § = 65, ustrezni interval
zaupanja pri tveganju a = 0°05 enak

[65 — 2°4, 65 + 2°4] = [62'6, 67°4]

Pri podatkih iz tega zgleda je vrednost faktorja, po katerem se razmik
med sredis¢em intervala in posamezno mejo pri vzorcih brez ponavljanja
razlikuje od ustrezne vrednosti pri vzorcih s ponavljanjem elementov, enaka

N —n 200 — 50
= =0868...
\/N -1 \/ 200 -1
in faktorja ne smemo kar zanemariti. Ne glede na to, koliko se ta faktor
razlikuje od 1, pa je od te vrednosti vedno manjsi, zato je interval zaupanja
pri vzorcih brez ponavljanja ob nespremenjenih ostalih pogojih ozji od us-
treznega intervala za vzorce s ponavljanjem. To kaze, da so ocene z vzorci

brez ponavljanja nekoliko zanesljivejse. Razlika med obema nacinoma se
seveda zmanjsuje, Ce se povecuje velikost populacije.

Oglejmo se Se nekoliko drugacen problem; podobnega smo ze predlagali
za domaco nalogo.

ZGLED 5.2.4:

Pri podatkih iz prejSnjega zgleda smo ocenili, da interval [64, 66]
pokriva aritmeti¢no sredino stevila tock. Koliksno je pri taksni
oceni tveganje?
Problem je sedaj obrnjen v tem smislu, da poznamo interval za-
upanja, ne vemo pa, kateri stopnji tveganja ustreza. Ker je pri
podatkih iz zgleda 5.2.3 aritmeti¢na sredina izbranega vzorca ena-
ka 65 (tock), je dani interval zaupanja takSen, da sega za 1 v levo
oziroma v desno od aritmeticne sredine (7). Zaradi (15) mora torej
biti

, N—n _ .

*YnVN-1

odkoder izrac¢unamo, da je

_ v [N—-1_+50 [200-1
" o VN—n 100 V 200—50

= 0814...

R

Tveganje pri ocenjevanju z intervalom je enako verjetnosti, da us-
trezna slucajna spremenljivka zavzame vrednost izven tega inter-
vala; v naSem primeru verjetnosti, da standardizirano normalna
spremenljivka zavzame vrednost izven intervala

[—2a, 2a) =[—0814..., 0°814.. ]
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Ta verjetnost pa je enaka (glej spet razdelek 4.8!)
1-20(0°814...) =1 — 0°584. .. ~ 0°416

ali skoraj 42%, kar je seveda preveliko tveganje za kakrgnokoli

pametno uporabo ocene. Interval kaze razsiriti, da bo tveganje
manjse.

V praksi variance oziroma standardnega odklona proucevane spremen-
ljivke obic¢ajno ne poznamo, ko ocenjujemo njeno aritmeticno sredino. Pri
velikih vzorcih si pomagamo z vrednostjo cenilke S? (oziroma s korenom iz
te vrednosti) na izbranem slu¢ajnem vzorcu kot oceno neznanega paramet-
ra; taksna uporaba priblizkov seveda povzroci, da je tudi dobljeni interval
zaupanja za aritmetiéno sredino samo priblizen. Pravi interval bi dobili,
¢e bi namesto kriticnih vrednosti normalne porazdelitve z, vzeli ustrezne

vrednosti t.i. Studentove porazdelitve, ki pa je v tem uébeniku ne utegnemo
obravnavati.

VAIJE

1. Statisticna spremenljivka Y ima na populaciji velikosti N = 6 vrednosti
4,6, 7,8, 3in 2. Izracunaj standardni odklon, nato pa izberi slu¢ajen
vzorec velikosti n = 3 (s ponavljanjem elementov) in oceni interval
zaupanja za aritmeticno sredino p, pri tveganju a = 0°05. Izracunaj
fe pllza‘\ig vrednost tega parametra in ugotovi, ali jo je izra¢unani interval

pokril”.

2. Ali ima§ kake pomisleke v zvezi s 1. nalogo?

3. Na neki Soli je 300 ucencev, njihove mase so porazdeljene normalno,
py = 680 kg in 0 = 3'0 kg. Ali je mozno, da pri izboru slu¢ajnega
vzorca velikosti n = 25 (brez ponavljanja elementov) dobimo vzoréno
povprecje ¥ = 6978 kg?

4. V 8. nalogi prejSnjega poglavja smo izrac¢unali tockovno oceno arit-
meticne sredine p, telesnih visin za proucevano populacijo uéencev,
poznamo pa tudi pravo vrednost standardnega odklona, o = 837. Iz
racunaj ustrezne intervale zaupanja za obicajne stopnje tveganja (0705,
0°01 in 0°001) ob predpostavki, da je osnovna spremenljivka porazde-
ljena normalno. (Zakaj je ta predpostavka potrebna, ¢e zelimo biti
natancéni?)

5. Za telesne visine ucencev vase sole lahko predpostavimo, da so poraz-
deljene vsaj priblizno normalno. Izberi primeren sluéajen vzorec in
izracunaj intervalne ocene za p, pri razliénih stopnjah tveganja.

5.2.  Ocenjevangje parametrov

6.

10.

11.

12.

Tovarna jaméi, da teodolit pri merjenju kotov ne dela sistemati¢nih
napak, za slu¢ajne napake pa velja, da so normalno porazdeljene, pri
¢emer standardni odklon ne presega vrednosti 30”. Dolo¢en kot smo
merili devetkrat in dobili naslednje vrednosti:

20°40'32", 20°40'46”, 20°40'25" ,

20°40'20”, 20°40/34”, 20°40'42" ,

20°40/28", 20°40/34”, 20°40'27"

Izracunaj interval zaupanja za pravo vrednost merjenega kota pri stop-
nji tveganja o = 0°05.

. Izkusnje v podjetju kazejo, da je ¢as, ki ga strugarji porabijo za izdelavo

nekega sestavnega dela, porazdeljen normalno s standardnim odklonom
13 minut. Kako &irok bo pri 5% tveganju interval zaupanja za aritme-
tino sredino te spremenljivke, ¢e ga ocenimo s slu¢ajnim vzorcem brez
ponavljanja enot, ki vsebuje

a) 16 strugarjev;

b) 64 strugarjev?

Vseh strugarjev je v tem podjetju 152. (Nalogo resi se ob predpostavki,

da je strugarjev toliko, da ni treba upoStevati popravnega faktorja za
vzorce brez ponavljanja.)

. Dolo¢i interval zaupanja pri 5% tveganju za aritmeti¢no sredino popu-

lacije, ki je normalno porazdeljena z varianco o2 = 9, ée smo za vzorec s
100 elementi izra¢unali vzoréno povprecje (aritmetiéno sredino vzorca)
Yy = 0.

. Vzorec s 225 elementi ima aritmeti¢no sredino 7°26. Doloé¢i interval

zaupanja pri 1% tveganju, ¢e je osnovna spremenljivka Y porazdeljena
po zakonu N (a, 2'4).

Predpostavimo, da je zivljenjska doba dolocenega avtomobilskega mo-
dela porazdeljena normalno. Na vzorcu 30 avtomobilov te vrste so
ugotovili, da so prevozili povpreéno 196 000 km, standardni odklon je
ocenjen na 17000 km. Oceni zivljenjsko dobo modela z 10% tveganjem.

Pri problemu iz 7. vaje so na vzorcu 16 strugarjev izmerili povpreéni
izdelavni ¢as ¥ = 140 minut. Doloci 95% interval zaupanja za to spre-
menljivko, ¢e je standardni odklon nespremenjen.

A Kako velik vzorec moramo sestaviti pri problemu iz 7. vaje, Ce
hocemo pri 5% tveganju dobiti interval zaupanja, ki bo krajsi od 4
minut? Vzorec izbiramo

a) s ponavljanjem enot;
b) brez ponavljanja enot.
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13. A Kako velik mora biti vzorec s ponavljanjem, da je pri 5% tveganju
dolzina intervala zaupanja enaka 1/5 standardnega odklona osnovne
spremenljivke?

14. A Podatki o vrednosti spremenljivke na osnovni populaciji so zapisan@
v vektorju Y(I), I = 1,2,3,..., N: Sestavi racunalniski program, ki
bo v sluéajen vzorec
a) s ponavljanjem enot;

b) brez ponavljanja enot

izbral dolo¢en odstotek populacije, izracunal g, s? in s ter pri predpisani
stopnji tveganja izrac¢unal interval zaupanja za aritmeti¢no sredino M,,.
Uporabnik naj ima moznost odlocanja

a) za vzorce s ponavljanjem ali brez njega;

b) za relativno velikost vzorca (razmerje n/N v odstotkih);

¢) za eno od treh najpogostej$ih stopenj tveganja (0°05, 0°01 ali 0°001).
Pri premajhnem vzorcu (n < 30) naj racunalnik uporabnika opozori

na mozne posledice, ker osnovna spremenljivka ni nujno porazdeljena
normalno.

5.8. Preizkusanje domnev

5.3 PreizkuSanje domnev

Splo$ni namen tega razdelka se ujema z namenom celotnega poglavja: Se
vedno ugotavljamo, kaj lahko na podlagi sluéajnega vzorca povemo o sta-
tisti¢ni spremenljivki ¥ na celotni proucevani populaciji.

Problem bomo tokrat obravnavali konkretneje tako, da bomo postavili
domnevo (statisti¢no hipotezo) o aritmeti¢ni sredini proucevane spremen-
ljivke, o njeni varianci ali kakem drugem parametru. Domneve so lahko tudi
splosnejse, na primer o porazdelitvenem zakonu nasploh, vendar se z njimi
ne moremo ukvarjati.

Domnevi ali hipotezi, ki jo preizkusamo na osnovi vzorénih podatkov,
retemo nic¢elna domneva ali nic¢elna hipoteza in jo simboli¢no oznacimo s
Hy. Pokazalo se bo, da jo pravzaprav preizkusamo zato, da bi jo po moznosti
zavrnili in s tem sprejeli njej nasprotno (alternativno) domnevo Hi, ki
je pravzaprav osnovni predmet naSega zanimanja.

ZGLED 5.3.1:

Zanima nas pravilnost domneve, da je povprecna bruto placa v do-
loceni ob¢ini razli¢na od povpreéja, ki velja za Slovenijo. Osnovna
hipoteza je trditev ”aritmeti¢na sredina bruto pla¢ v obéini ni e-
naka aritmetiéni sredini bruto pla¢ v RS”, za ni¢elno domnevo, ki
jo poskuSsamo zavrniti, pa postavimo nasprotno domnevo, da sta
povprecni bruto placi enaki.

ZGLED 5.3.2:

Pri problemu iz zgleda 5.2.3 v prej$njem razdelku lahko na primer
presojamo domnevo ”aritmeti¢na sredina rezultatov ni 65 tock”
posredno tako, da testiramo nic¢elno hipotezo Hy: ”aritmeti¢na
sredina rezultatov je 65 tock”.

Domneve preizkusamo z ustreznimi testnimi pravili, ki jih izpeljemo iz
znacilnih zvez med vzorénimi podatki in vrednostmi parametrov na celotni
populaciji. Za nasSe potrebe bodo za preizkusanje domnev zadoscale inter-
valne ocene parametrov, ki smo jih spoznali v prejsnjem razdelku. Osnovni
problem preizkusanja domnev bomo najbolje spoznali ob prakti¢nem pri-
meru.

V zgledu 5.2.3 iz prejsnjega razdelka smo ugotavljali povpreéno Stevilo

~ tock pri preizkusu znanja in ocenili, da je to 65 tock. Predpostavimo, da ta

preizkus znanja ponovimo. Kako bi na osnovi enako velikega vzorca (50 od
skupaj 200 ucencev, brez vracanja enot) presodili o tem, ali se je aritmeti¢na
sredina tock spremenila?

Za ni¢elno domnevo Hj proglasimo nasprotno domnevo, da je aritme-
ticna sredina nespremenjena, Hy : u, = 65. Na osnovi znanja, ki smo ga do
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zdaj pridobili, lahko re¢emo tole: ¢e je hipoteza Hy pravilna, imajo aritme-
ti¢ne sredine vseh moznih vzorcev po n = 50 enot, izbranih brez vracanja
elementov, aritmeti¢no sredino s enako aritmeticni sredini osnovne spre-
menljivke, to je 65, standardni odklon teh aritmeti¢nih sredin pa je za faktor
/(N —n)/(n (N — 1)) manjsi od standardnega odklona osnovne spremen-
ljivke. V omenjenem zgledu smo pri 5% tveganju (o = 0°05) izrac¢unali, da
je v tem primeru interval zaupanja [62°6; 67°4]. Predpostavili bomo, da se
standardni odklon spremenljivke ni spremenil. Potem v primeru pravilno-
sti hipoteze Hy velja, da v ta interval padejo aritmeticne sredine 95% vseh
moznih vzorcev opisanega tipa.

Ce se omejimo na posamezen slu¢ajen vzorec iz populacije vseh moznih
vzorcev predpisane velikosti iz te populacije, lahko zadnjo izjavo povemo
drugace, namre¢ takole: verjetnost, da ¢, ki jo izracunamo za ta vzorec,
lezi na danem intervalu zaupanja, je enaka 0°95. To dejstvo, ki ga ze dobro
poznamo, nam ponuja naslednje testno pravilo za obravnavani zgled: izbe-
remo slucajen vzorec, izracunamo njegovo aritmetic¢no sredino g in domnevo
Hp : py = 65 sprejmemo, e izraCunana aritmeti¢na sredina vzorca lezi na
intervalu zaupanja, torej ¢e je 626 < y < 67°4; v nasprotnem primeru pa bi
hipotezo Hg zavrnili. Porazdelitev vseh vzorénih in aritmetiénih sredin in
nacin odlocanja sta prikazana tudi na naslednji sliki.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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62 63 64 65 66 67 68

zavrnemo H, ne zavrnemo! zavrnemo H,

- - Lo

Slika 5.1: PreizkuSanje nicelne domneve Hy

Pravilo, ki smo si ga pripravili, je dokaj logi¢no, vendar skriva v sebi dve
nevarnosti:

1. Ceprav je prava vrednost aritmeti¢ne sredine fy = 65, lahko vzoréna
aritmeti¢na sredina § brez nadaljnjega pade izven intervala [62'6, 67°4].
Verjetnost, da se to zgodi, je sicer majhna (enaka stopnji tveganja, to je
0'05), vendar te moznosti ne smemo prezreti. Ce se nam to pripeti, bi po
nasem pravilu morali zavrniti hipotezo Hy, ¢eprav bi bila v tem primeru
pravilna; zagre§ili bi tako imenovano napako I. vrste. Enostavno lahko
re¢emo, da napako I. vrste naredimo, ¢ée zavrnemo hipotezo, ki je sicer
pravilna.

5.8. PreizkuSanje domney

2. Lahko pa se nam pripeti Se bolj nerodna ree
zaradi napacnosti zavrniti, pa jo sprejmemo. Vzemh’n
vrednost f, (pri nespremenjenih ostalih podatkih) ni 65, ampak 67. mi pa
Se vedno testiramo hipotezo Hy : p, = 65. Sirina intervala zaup7an'a ni
odvisna od tega, kje lezi sredisce le-tega, zato je tudi pri p, = 67 enak; 2:4
kakor smo jo izracunali na strani 39. Zato je pri stopnji tij/eganja a= 0'()5
in p1y = 67 ustrezen interval enak [64'6, 69°4]. Iz naslednje slike vidimo, da
se oba intervala zaupanja v dobrsnem delu prekrivata. ’

ko bi morali hipotezo
0 na primer, da prava

My = 67

62 63 64 [65 66 67 68 69

ty = 65

Slika 5.2: Moznost za napako II. vrste

V skladu z nasim testnim pravilom bomo pri vrednostih cenilke Y, ki
lezijo na intervalu [62'6; 67°4], hipotezo H, sprejeli. Kot vidimo iz slike,
tudi pri p, = 67 velikokrat naletimo na vzorec, ki da vrednost Y z omenje-
nega intervala in tako narekuje sprejem napaéne domneve. (Ce obvladas
delo 7z normalno porazdelitvijo, ti ne bo pretezko izracunati verjetnosti take
napake.) Ce sprejmemo napaéno hipotezo, smo naredili napako II. vrste.

Napake IL. vrste so v praksi obi¢ajno nevarnejse, zato se jih bomo znebili
tako, da bomo nekoliko spremenili nase pravilo:

Hipotez v nobenem primeru ne bomo sprejemali (da ne bi po nesreci
sprejeli napaéne), ampak jih bomo samo zavraéali, ée bodo vrednosti vzorénih
parametrov padle izven ustreznega intervala zaupanja.

V tem primeru bomo rekli, da se eksperimentalni podatki znaéilno
razlikujejo (ali tudi signifikantno razlikujejo) od predpostavljenih, vsebo-
vanih v hipotezi Hy, zato takrat hipotezo H, zavrnemo. V nasprotnem
primeru, ko so vzorcni podatki taki, da izra¢unani vzoréni parameter lezi v
ustreznem intervalu zaupanja, pa re¢emo, da razlocek ni znagilen pri dani
stopnji tveganja, ali drugace, da hipoteza Hy ni v nasprotju z eksperimen-
talnimi podatki in je zato ne zavrnemo.

ZGLED 5.3.3:

Ce bi pri podatkih iz zgleda 5.3.2 dobili vrednost § = 69, ki lezi
izven ustreznega intervala [62°5, 67°4], bi hipotezo Hy : fy = 65
na stopnji tveganja 0°05 zavrnili. Ce pa bi iz vzorca za vrednost U
dobili Stevilo z omenjenega intervala, bi rekli, da hipoteze Hj na
tej stopnji tveganja ne moremo zavrniti.
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Namesto o stopnji tveganja govorimo pri preizkuSanju domnev I‘a:]él o
stopnji znacilnosti. Ce na primer tako kot v zg.ledu. 5..3.3 preverjamo
domnevo, da je pu, = a (kjer je a neko realno éteyllo)_ln izracunamo pri
dani vrednosti «, da vzoréna aritmeti¢na sredina lezi na mterval.u zaupanja,
reCemo, da razlika med vzor¢nimi podatki in hipotezo na tej stopnji ni
znacilna (signifikantna) in hipoteze ne zavrnemo. Ce bi v zgle{(.lu.5.3..3
dobili vrednost § = 680, bi rekli, da so razlike znaéllpe na stopn‘]lc p 05 in
moramo hipotezo Hy : p, = 65 zavrniti. Razumljix{o_er, dasez manjsanjem
a povectuje pripadajoca vrednost z, in s tem tudi 8iri interval zaupanja. To
pomeni naslednje:

Z manjsanjem tveganja, ki ga Se dopuSéamo, se Siri interval, pri katerem
ne moremo odlociti o nicelni hipotezi.

Seveda lahko vplivamo na Sirino intervala v nasprotni srperi tako, da
uporabimo vecji vzorec, kot smo ugotovili v prejsnjem poglavju.

Tako kot pri ocenjevanju parametrov z intervali se.bomo tu@i pri pre-
izkuSanju domnev omejili na delo z velikimi vz0r§i, kjer so cenilke, ki ji-
h uporabljamo, porazdeljene normalno. Dejstvo je, daf moramo v pralf31
velikokrat preizkusati domneve z malimi vzorci; taksnih primerov tu zazl
ne moremo obravnavati, ker ne poznamo verjetnostnih poyazdehtey Y,S
in drugih cenilk v primeru majhnih vzorcev. V opravicilo povejmo, da
se postopek formalno razlikuje samo po tem, da namesto .vrednf)stl Zo 78
normalno porazdelitev uporabimo ustrezne vrednosti drugih verjetnostnih
porazdelitev.

Vzemimo za zacCetek spet znani primer, ko za statisti{:no spreme2nljivkq
Y ne poznamo aritmetic¢ne sredine, varianca pa je znana in ena}{a o“. Tudi
¢e osnovna spremenljivka Y ni porazdeljena normalno, je pri viahkevm vzorcu
Y, to je vzoréno povpreéje, porazdeljeno skoraj normalno. Preizkusali bomo
domnevo
Hy: py=a

Kot vemo iz uvodnega razdelka tega poglavja, je 7_ porazdeljen po za-
konu N(a, o/+/n), ée je le hipoteza Hy pravilna. Slu¢ajna spremenljivka

Y_
...

vn (1)
je v primeru, da je hipoteza Hp : p, = a pravilpa, por_?,zdel.vj.ena pFithno
standardizirano normalno, Z ~ N (0, 1). Pri dani stopnji znacilnosti zavza-
me cenilka Y dolo¢eno vrednost izven intervala zaupanja, ki ustreza temu
a, natanko takrat, ko slucajna spremenljivka Z zavzame neko' vrednogc 2
ki po absolutni vrednosti presega kriticno vrednost z,. Tako imamo €isto
konkretno testno pravilo:

Ko preverjamo domnevo, da je i, = a, iz vzorénih podatkov izracunamo
vrednost cenilke Y in nato po (1) $e pripadajo¢o vrednost slu¢ajne spremen-
liivke Z. Ce je |z| > 2, pri dani vrednosti a, recemo, da so razlike znaéilne

5.3.  Preizkusanje domnev

na stopnji a in hipotezo zavrnemo; v nasprotnem primeru razlike na
tej stopnji niso znacilne in hipoteze ne zavrnemo.

4

-Z

a

Slika 5.3: Kritiéno obmoéje dvostranskega preizkusa

Ce doloceno domnevo opisane vrste zavrnemo na stopnji znacilnosti 005,
to pomeni, da je za izracunano vrednost (1) veljalo |2] > 1'96. Ker pri tem
|z| ni nujno vedja tudi od kriti¢ne vrednosti Zp'01 = 2°58, se seveda lahko
zgodi, da hipotezo zavrnemo na stopnji znacilnosti 0705, za stopnjo 0°01 pa

moramo reci, da razlike niso znaéilne in na tej stopnji hipoteze ne moremo
zavrniti.

ZGLED 5.3.4:

V trgovini v povpre¢ju prodajo posameznemu kupcu za 2 300 SIT
blaga, standardni odklon pa znasa pri tem 700 SIT. V tednu pred
novim letom so za vzorec 150 kupcev ugotovili, da so v povpre&ju
placali po 2545 SIT. Preizkusi domnevo, da novoletni prazniki

znacilno vplivajo na velikost zneska, ki ga posamezen kupec potrosi
za nakup!

Domnevo, da se je zaradi praznikov velikost nakupov povecala,
bomo preizkusili tako, da bomo preverili nicelno domnevo, da je
velikost ostala nespremenjena, torej Hy : p, = 2300. Pri tem
bomo predpostavili, da se variabilnost proucevane spremenljivke
ni spremenila, zato bomo racunali z naslednjimi vrednostmi:

§=2545, a =2300 (= p,), o = 700, n = 150

Pri teh podatkih dobimo po obrazcu (1)

2545 — 2300
2= —

700 - V150 ~ 429
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Ta vrednost je vecja tudi od kriticne vrednosti zg g1 = 3729, zato
moramo hipotezo Hp : p, = 2300 zavrniti. Tveganje, da smo pri
tem napravili napako I. vrste, je manjse od 0°001, torej zanemar-
ljivo. Zato sklepamo, da novoletni prazniki znacilno vplivajo na
velikost posameznih nakupov. (Kdo bi si bil mislil!)

Pri dosedanjem delu smo hipotezo Hp : p, = a zavrnili, Ce je z obrazcem
(1) izra¢unana vrednost z po absolutni vrednosti presegala kriticno vrednost
Zo; krititno obmocje je zato lezalo na obeh straneh ustreznega intervala
zaupanja. V takih primerih govorimo o dvostranskih preizkusih oziroma
dvostranskih testih. Za razliko od njih poznamo enostranske teste, pri
katerih so za zavrnitev hipoteze Hp : p, = a ugodne samo vrednosti z,
ki so ali manje od —z, (Ge je alternativna hipoteza Hi : u, < a), ali pa
samo vrednosti z, ki so ve¢je od z, (Ce za alternativno hipotezo vzamemo
Hi: py > a). Za enostranski test se odlo¢amo v primerih, ko je iz vsebine
problema jasno, da lahko aritmeti¢na sredina statisticne spremenljivke od-
stopa od predpostavljene (hipoteti¢ne) vrednosti samo v eno smer.

1\

Slika 5.4: Kriticno obmocje enostranskega preizkusa

Pri enostranskih preizkusih so kriti¢ne vrednosti (pri dani stopnji zna-
¢ilnosti) drugaéne kot pri ustreznem dvostranskem testu; ¢e smo prej dobili
iz zahteve

P (Y| < 2005) = P (—20'05 < Z < 20°05) = 2®(20°05) = 095

kritiéno vrednost zy-g; = 1°96, imamo pri isti stopnji znacilnosti za kriticno
vrednost zahtevo
P(Z > —zyg5) =095

torej je
B(2(4g5) = 045 => 25 = 1'645

5.8. PreizkuSanje domnev

S ¢rtico smo oznadili, da gre za enostranski preizkus, da bi lo¢ili tudi
po simbolu od kritiéne vrednosti zy-g5 = 1'96 za dvostranski preizkus. Za
podrobnosti o enostranskih preizkusih bo bralec moral poseci po zahtevnejsi
literaturi.

Z velikimi vzorci se v praksi dostikrat lotevamo problemov, pri katerih
v bistvu ne gre za normalno porazdeljene slu¢ajne spremenljivke, vendar
pa njihovi porazdelitveni zakoni z narascanjem vzorca postajajo podobni
normalni porazdelitvi. Med najbolj zanimive sodi binomska porazdelitev,
ki jo ze dobro poznamo. Kako si pomagamo s pridobljenim znanjem o
preizkusanju domnev v zvezi z aritmeti¢no sredino normalne porazdelitve,
bomo videli iz naslednjega primera.

ZGLED 5.3.5:

V skladu z Mendelovimi genetskimi zakoni bi moralo biti pri kriza-
nju dveh vrst graha v naslednji generaciji razmerje med rumenimi
in zelenimi zrni 3 : 1. V slu¢ajnem vzorcu, izbranem iz te gene-
racije, smo nasteli 176 rumenih in 48 zelenih zrn. Presodi, ali se
vzorcni podatki ujemajo s teoreti¢nimi napovedmi!

Problem lahko opiSemo kot preizkus domneve Hy : p = 075, pri
¢emer p pomeni verjetnost, da je na slepo izbrano zrno iz pro-
uCevane generacije rumeno. Statistiki bi rekli Se drugace, namrec,
da preverjajo, ali je strukturni delez rumenega graha (v celotni
populaciji) res 75%.

Iz verjetnostnega racuna vemo, da je frekvenca dogodka, da je
izbrano zrno rumeno, porazdeljena po binomskem zakonu b(n, p).
To velja natacno sicer samo za vzorce z vracanjem enot, vendar
je pri tako veliki populaciji (grahovih zrn) razlika zanemarljiva.
Pri velikem n lahko to porazdelitev aproksimiramo z normalno
porazdelitvijo, ki ima enako matemati¢no upanje E(Y) = np in
enako disperzijo D(Y) = npg = np(1 — p); pri tem Y pomeni
frekvenco dogodka. Standardizirana slucajna spremenljivka

Y —np

7= np (1 —p) ‘ @)

je potem porazdeljena standardizirano normalno, ¢e je le hipoteza,
ki jo preizkuSsamo, pravilna. Vrednosti sluc¢ajne spremenljivke Z,
ki mo¢no odstopajo od njenega matemati¢nega upanja E(Z) = 0,
so malo verjetne in nas navajajo na sklep, da preizkusana domne-
va ni pravilna. Polozaj je torej natanko tak, kot ga poznamo od
prej: iz vzorénih podatkov bomo izra¢unali pripadajoco vrednost
spremenljivke Z in hipotezo Hy zavrnili, ¢e bo dobljeno stevilo
po absolutni vrednosti presegalo kriti¢no vrednost, ki ustreza do-
loceni stopnji znacilnosti. Pri nas je frekvenca dogodka enaka 176,
velikost vzorca n = 176 4+ 48 = 224 in p = 0°'75. Tako dobimo za
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vrednost cenilke Z

,_176-224-075 ...

© V/224-075-025

Ker je ta vrednost manjsa od zyg5 = 1'96, razlike mgd hipo.teti(':no
(n-p = 168) in dejansko frekvenco (176) niso znacilne, hipoteze
Hy : p =075 ne bomo zavrnili.

ZGLED 5.3.6:

Pri 180 metih igralne kocke je 35-krat pa(}la Sestica. Preizkusi
domnevo, da verjetnost za padec Sestice ni 3!

Problema se bomo spet lotili posredno, tako da bomo preizkusili
domnevo Hy : p = 3. Ker je v skladu z (2)

~ 35-180-3

= =1
180-%-2

:

hipoteze Hy ne moremo zavrniti, razlika med hipotet.iéno fjekvenco
np = 180- % = 30 in eksperimentalno frekvenco 35 ni .zna,cﬂna.. Ob
tem velja opozoriti, da taksna ugotovitev ne poment, d?, trdlmo3
da je verjetnost za padec Sestice natanko é, le vzorcni Rodatkl
nam ne dajejo moznosti, da bi tako domnevo zavrnili s primerno
majhnim tveganjem.

Toliko naj zadoséa za uvod v preizkusanje domnev. Bralec bo pri nada-

Jjevanju svoje izobrazevalne poti z veliko verjetnostjo prisel v polozaj, ko se
bo treba tega dela matematicne statistike lotiti bolj zares. Upa.tmo, da mu
je uébenik pomagal vsaj odskrniti vrata na to zanimivo podrocje...

VAJE

1. Statisti¢na spremenljivka Y je porazdeljena normalno, s standardnim

odklonom o = 16 in neznano aritmetiéno sredino. Za slucajen vZ0-
rec velikosti n = 100 smo dobili § = 82. Preizkusi domnevo, da je
aritmeti¢na sredina enaka 86.

. Dolgoletne izkusnje kazejo, da je povprecen rezultat sprejemnega izpita

na neki soli 64 toék, standardni odklon znasa 8 tock. Na sprejemnem iz-
pitu je skupina 55 kandidatov iz Ljubljane dosegla v povpreéju 68 tvo(.:k.
Al lahko sklepamo, da so razlike med njihovim znanjem in povprecnim
znanjem kandidatov za vpis na to Solo znacilne? (Predpostavili bomo,
da gre za slu¢ajen vzorec.)

5.3. Preizkusanje domnev

. Za slucajen vzorec stotih Zarnic nekega proizvajalca so ugotovili pov-

pre¢no zivljenjsko dobo 1570 ur, standardni odklon je bil ocenjen na
120 ur. Preizkusi domnevo Hy : p, = 1600 pri stopnjah znacilnosti
005 in 0°01.

. Vrvi nekega proizvajalca prenesejo v povprecju obremenitev 18 000 N,

o = 1000 N. Proizvajalec uvaja novo tehnologijo, ki naj bi povecala
natezno trdnost vrvi. Za slucajen vzorec 50 vrvi so ugotovili, da so
v povprecju zdrzale obremenitev 18 500 N. Presodi, ali se je kakovost
vrvi res spremenila.

. Za doloCeno generacijo ucencev je bilo ugotovljeno, da so pri preizkusu

znanja iz tujega jezika v povprecju dosegli 74'5% vseh moznih tock, pri
cemer je bil standardni odklon spremenljivke 8'0%. 200 uc¢encev neke
Sole pa je v povprecju doseglo 75°9% vseh moznih tock. Ugotovi, ali
gre za znadilne razlike. (Za vse tri obi¢ajne stopnje znacilnosti).

. Z vzorcem 50 vojakov so Zeleli ugotoviti povpreé¢no maso vojakov v

garnizonu. Na vzorcu so bile ugotovljene naslednje mase (v kg): 59,
58, 65, 58, 69, 64, 61, 62, 66, 80, 75, 78, 61, 67, 45, 67, 51, 76, 73, 79,
56, 71, 72, 64, 51, 66, 54, 60, 69, 59, 72, 68, 68, 54, 66, 57, 58, 75, 60,
70, 79, 65, 53, 67, 60, 80, 73, 56, 74, 65.

Pri stopnji znacilnosti 005 preizkusi domnevo, da je aritmeti¢na sredi-
na mas v celotni populaciji enaka 66°5 kg. (Predpostavljamo normalno
porazdelitev spremenljivke, populacija pa je dovolj velika, da nam ni
treba upoStevati popravnega faktorja za vzorce brez vracanja enot.)

. V posodi imamo po velikosti enake kroglice, od njih so nekatere bele,

druge ¢rne. Radi bi preizkusili domnevo, da je obojih enako. V ta
namen izberemo slucajen vzorec n = 64 kroglic, z vracanjem elementov.
Testno pravilo postavimo takole: ¢e bo v vzorcu od 28 do 36 belih
kroglic (vkljuéno), bomo domnevo, da je obojih kroglic enako, sprejeli;
¢e bo frekvenca belih kroglic manjsa od 28 ali vecja od 36, pa bomo to
hipotezo zavrnili. Oceni, kolik§na je verjetnost za napako 1. vrste.

. Pri stotih metih dveh igralnih kock je bila triindvajsetkrat vsota pik

enaka sedem. Na stopnji znacilnosti 005 presodi o domnevi, da sta
igralni kocki posteni, da je torej porazdelitev Stevila pik na posamezni
kocki enakomerna. Oblikuj pravilo za odlo¢anje, pri katerih frekvencah
opisanega dogodka (”vsota pik na obeh kockah je 7”) v 100 ponovitvah
poskusa moramo pri 5% tveganju posumiti v postenost kock.

. Dolga leta je bilo med pozitivnimi izpitnimi ocenami priblizno 10%

odli¢nih. Lansko leto pa jih je med 300 studenti, ki so jih nakljuéno
izbrali izmed vseh Studentov, ki so pozitivno opravili izpit, kar 40 dobilo
odli¢no oceno. Pri stopnjah znacilnosti 0°05 in 0°01 presodi, ali je
rezultat znacilno drugacen od dolgoletnega povpreéja.
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10. Sestavi racunalniski program, ki bo iz podatkov o vrednostih spremen-
ljivke, ki so zapisani v vektorju Y(I), I =1, 2, ..., N, izbral v
slucajen vzorec predpisani delez populacije
- z vracanjem enot;

- brez vracanja enot;

nato pa izracunal vrednosti statistik Y in S? na tem vzorcu in pri
poljubni stopnji znaé¢ilnosti (vhodni podatek) preizkusil nicelno dom-
nevo Hy : piy = a, pri Cemer naj ima uporabnik moznost preizkusa za
razli¢ne vrednosti parametra a.

11. A A Ce si matematiéno - racunalnigki navdusenec, poskusi napisati e
program, ki naj generira
a) izbrano Stevilo vrednosti spremenljivke, ki bo normalno porazdeljena
b) z matemati¢nim upanjem in standardnim odklonom, ki ju doloci
uporabnik programa.

Med primerne lahko stejemo vsaj dve poti:

a) preko binomske porazdelitve, tako da simuliramo - na primer - frek-
venco grba v dovolj velikem stevilu metov kovanca in dobljeno poraz-
delitev ustrezno prilagodimo, torej standardiziramo na N (0, 1) in nato
spet raztegnemo in premaknemo na N (a,0);

b) z neposredno uporabo generatorjev sluc¢ajnih stevil, ki jih ima$ na
voljo v razliénih programskih orodjih (funkcije RND ipd.).

V drugem primeru bo najbrz koristen naslednji recept, ki - na osnovi
centralnega limitnega izreka - pove, kako iz enakomerno porazdeljenih
vrednosti (RND) naredis standardizirano normalno porazdelitev:

Naj bodo Y1,Ys, ..., Y, mneodvisne slucajne spremenljivke, porazdeljene
enakomerno na intervalu (0,1). Potem je sluéajna spremenljivka

(22:1 Yk)_%

(3

12

7 =

pri dovolj velikem n porazdeljena priblizno standardizirano normalno.

6. RESITVE

Kakorkoli se ze ¢lovek trudi, je verjetnost, da je vsaj ena resitev napacna, vedno
vetja od verjetnosti nasprotnega dogodka, po Murphyju pa gre sploh za gotov
dogodek. Zato avtor kakopak ne obljublja cekinov...

2.1 Osnovni kombinatori¢ni prijemi (str. 7, str. 12)

1. 192 2.a)2-2-4-3-3-4=0576 b)288 «c) 144
3. 64 4. 625 5. 16 7. 42 8. a)25 b)20
9. 25-24 = 600 10. 900 11. 15600 12. 33 (slika 6.1)
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Slika 6.1: Potek sahovskega dvoboja

13. A - Andrej, B - Bojan, 10 na&inov (slika 6.2).
15.24+2-242-2-2+2-2-2-2 = 30
Kombinatori¢no drevo prikazuje, kako nastanejo Morsejevi znaki, ki so ses-
tavljeni iz treh osnovnih znakov, torej pik ali ¢rtic (slika 6.4).

16. glej sliko 6.5!

17. AMA, AMAI, AMAN, AMANIJA, AMENONA, AMIN, AMONIT,
ANA, ANAM, ANEMONA, ANIMA, ANONIMEN

14. Glej sliko 6.3!
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A
A
A i A= ’
\B
Slika 6.2: Potek teniskega dvoboja
1 1I III v
0 /0
1/ 1 \ /1
\ 2 2 \

Slika 6.4: Morsejevi znaki

2.2 Permutacije (str. 14. str. 20)
1. abc, acb, bac, bca, cab, cba

2. Primer: P: (abc) — (bca)

3. 1234, 1324, 2134, 2314, 3124, 3214

Slika 6.5: Gibanje po premici

4. 10! = 3628800 5. 9! = 362880, VSONLJIEA
6. 6! = 720 7. 120

8. Pot lahko zatnemo v katerikoli to¢ki (8 moznosti), nadaljujemo v
katerokoli od preostalih tock (7 moznosti),..., kar nam da po osnovnem
izreku kombinatorike 8-7-...-2-1 = 8! = 40320 usmerjenih poti; ¢e smeri
ne razlikujemo (kar pomeni, da na primer razporedov 12345678 in 87654321
med seboj ne razlikujemo), je takih poti dvakrat manj, to je 20160.

9. 6! = 720 urnikov; 720 - 15 = 10800 sekund ali tri ure.

10. Eden od naginov ra¢unanja: od &tevila vseh razporedb petih elementov
odstejemo tistih 4!, pri katerih je dekle na zagetku vrste, in tistih 4!, pri
katerih stoji na koncu vrste; tako imamo 5! — 2 - 4! = 72 razporedb, ki
ustrezajo pogojem.

11. Z govornikom A na prvem mestu imamo 6 ugodnih vrstnih redov; e je
A na drugem mestu, imamo dve moznosti za zasedbo prvega mesta (C ali
D), tretje in ¢etrto mesto pa lahko zasedemo na 2! = 2 nacina, po osnovnem
izreku kombinatorike je torej ugodnih vrstnih redov z A na drugem mestu
2-2! = 4; e je A na tretjem mestu, mora biti B nujno na etrtem, vrstna
reda sta dva (permutiramo C in D na prvih dveh mestih). Skupno imamo
torej 12 dovoljenih razporedov. Rezultat je pricakovan: v vseh permutaci-
jah je A natanko tolikokrat pred B, kolikorkrat je B pred A, dovoljenih je
polovica od skupaj 24 permutacij.

12. a) 24 b) 72 c) 5! -3 =114

13. a) 5! =120 b)4-41 =06ali5! —4! =96  c) 4l = 24
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14. a) 4!- (5!-4!-3!.3!) = 2488320
b) 15! = 1307674368000 =~ 1308 - 10'2
c) 10!-11-5! = 4790016 000

15. a) 30240 b) 7/8 c) (1 —n/(n?+2n)

16. a) 27!/25! b) 7!/10! c) 8!/6! &) (n+3)!/(n—4)!

17. 151200 18. 7!/(312!12!) = 210 19. 10!/(6!4!) = 210

20. Treba je ugotoviti, kdaj je vrednost n!/(k!(n — k)!) maksimalna. Ker
stevec ni odvisen od vrednosti k, se bo to zgodilo natanko takrat, ko bo
imenovalec tega ulomka minimalen. Zaradi simetrije ni omejitev splosnosti,
¢e predpostavimo, da je k < n — k. Ce k zmanjsamo za 1, smo produkt k!
zamenjali s (k—1)!, k produktu (n — k)! pa pridobili se en faktor n — k+ 1.
Povecanje imenovalca, ki pri tem nastane, je 8¢ najmanjse, kadar sta si
"izgubljeni" k in "pridobljeni" n — k + 1 zelo blizu, to pa je takrat, ko je
k=n—k =n/2 (pri sodem n) oziroma k = (n — 1)/2 pri lihi vrednosti n.
Za vajo ponazori opisano razmisljanje pri n = 10 in n = 11!

21. 5!/(2!13!) +5!/(2!13!) = 20 22. 60 23. 15!/(5!5!5!) = 756 756
24. (3n)!/(nin!n!) 25. 101/(513121) = 2520

26. (k+m+n)!/(klm!n!) 27, a) 12 b) 6 c) 6

28. 10!/(3!34!) = 4200 29. = 16'7%

b

2.3 Variacije (str. 23, str. 25)

1. a) AB, AC, AD, ..., DB, DC; 12
b) AA, AB, AC, ..., DB, DC, DD; 16

2. 210, 5040, 360 3. 343; 2187

4.a)5 b)16 ¢)8 d)2  5.60,125
6.3-4-3=36,3-5-5=75 7. 90000

8. 4" =4096 = r=6 9. 13*=28561

10. a) 720 b) 1000
12. a)n-(n—1)-(n—2)
13. 48,1249  14. 24, 64
16. 3-3-3-3-3 =243

11. a) 324 = 1048576 b) 32-31-30-29 = 863 040
b)n-n-n=mn3
15. 151200

17. Glej zglede v besedilu razdelka!

2.4 Kombinacije (str. 27, str. 35)

1. AB, AC, AC, AD, BC, BC, BD, CC, CD, CD;
AA, AB, AC, AC, AD, BB, BC, BC, BD, CC, CC, CD, CC, CD, DD

2. ABC, ABC, ABD, ACC, ACD, ACD, BCC, BCD, BCD, CCD
3.a)10 b)35 ¢)35 &) 4950 d) 1192052400
4. a) (,2) =) =n(n-1)/2 b) (n+5)(n+4)/2

)35 ©n/k d) ()
5.a)n=3 b)5=2
6. 500638  7.252  8.12035  9.10:6
0. —Ey=126- 11.210 12 ()
13. Loc¢imo dve moZnosti, m =n —1in m < n—1 v prvem primeru je
(skica!) premic 1+ (m —1) =m =n —1, v drugem primeru pa imamo
premic 1 +m- (n—m) 4 (";7).
14.a) (5)=15 b)) =20 <) (=10 d)4
15. () =n=n=4 16 (V- (3 =182
17. 0000, 0001, 0011, 0111, 1111
18. a) "3 ) =() =126 b) ) = 84
(4) =165
19. ("2 =276 = n =23
20. (1Y) = () = 715 (vsteto je stevilo 0000!)
21. (*+12-1) = 50388 22, ("M3-1 =290
23. a) ((*F ) =1865 b) (ML (Y4
24. a) () () =17325  b) 784 ¢) 1200
25. (§)() = 1260
26. 350  27. 180  28. 252 13923

29. Izborov s predpisanim delezem samoglasnikov je (g) (230) = 11400,
vsako tako besedo s petimi razlicnimi ¢rkami pa lahko & permutiramo na
5! = 120 nacinov, zato je vseh besed opisane vrste 11400 -120 = 1 368 800,

kar je - razumljivo - znatno manj kot vseh besed s petimi razlicnimi ¢rkami,
ki jih je 25-24-23-22-21 = 6375600.

€) m=2

c) (%) = 4368 &)

30. (5)(%y) -120=205200  31. () = 3876
32.2) B +O@+OD+EE) =220 b)4
33. )+ QA +QE) =1160 ali (}) - (%) =1160

34.2)60 b)30 c)42 35.a)91 b)286 c)90

2.5 Binomski izrek (str. 38, str. 40)

1. a) 25 + 5z* + 102% 4 1022 + 5z + 1
b) 4° — 1295 + 60y* — 160y° + 24092 — 192y + 64
c) zt + 1223y + 54x%y? + 108zy> + 81y*
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¢) 3225 + 80x%y? + 80z3y* + 402%y8 + 10zy® + y'°
d) 16x* — 3223y + 242%y? — 8zy3 + y*

e) a8 — 8a”/b + 28a®V/b? — 56a°b + 70a*b3/b — 56a3bV/ b2+

+28a2b? — 8ab? /b + b2V/b?

2. a) (¥9)(2?)8(—2¢%)° = —2562 560212y

b) (§)(x/2)3(—22)% = ~179245 \/z
3. —1792z1%° 4. 945 23 5 28 5. 220 — 20217 4 18014
6. 712+ 242% + 26425 7. (1—0006)* ~ 0976216 ~ 0976 64578
B. B=(fp) = n=17 9.2*_1=25-1=31

10. 21— (19 — (19) = (&) = 968. Do enakega rezultata lahko pridemo tudi

z neposrednim (bistveno napornejsim) ra¢unom.

11. 0=0"= (1 —1)" = () = () + ...+ (7

2.6 Nactelo vkljucitev in izkljugitev (str. 41, str. 45)

1. 35% 2. m(AUBUC) =733 = 999 — 733 = 266

3. 8! = 40320; 40320 — 25487 = 14833

4. Nasvet: od plostine celotnega enakostrani¢nega trikotnika, ki ga dolo¢ajo

sredigca krogov, odstejemo vsoto ploséin treh kroznih izsekov; ta je enaka
polovici ploi¢ine kroga, zato je koné¢ni rezultat

p = (2R)*\/3/4 — (R?1/2) ~ 0'16 R?

3.1 Osnovni statisti¢ni pojmi (str. 47, str. 50)

1. Statisti¢na populacija je mnozica (najvigjih) vrhov v Republiki Sloveniji.
Statisti¢ne enote so posamezni vrhovi, na primer Triglav, Skrlatica, Ve-
liki Mangart,..., za njih pa ugotavljamo vrednosti treh spremenljivk: a)
gorska skupina, v kateri lezi vrh; b) pogorje, v katerem je vrh; c¢) njegova
nadmorska visina. Zadnja spremenljivka je $tevilska (numeri¢na), nacelno
lahko zavzame poljubno pozitivno realno vrednost, ki ne presega visine
Triglava, v bistvu pa Ze pri opredelitvi populacije dolo¢imo, kateri je na-
jnizji vrh, ki ga $e uvrstimo vanjo (na primer: vsi vsaj 1000 m visoki vrhovi),
po drugi strani pa visine obi¢ajno zaokrozimo na meter natan¢no in je zato
na prvi pogled zaloga vrednosti te spremenljivke podmnozica v mnozici
celih gtevil; kljub temu ne smemo pozabiti, da gre za zvezno spremenljivko.

2. Populacijo sestavljajo vse ob¢cine, ki so obstajale v Republiki Sloveniji v
trenutku popisa. Za razliko od ostalih dveh spremenljivk je Stevilo prebi-
valcev znacilna celostevilska, torej nezvezna spremenljivka.

3. "Zakonsko stanje" je atributivna spremenljivka, osnovni mozni vrednosti
sta "porocen" in "neporocen", lahko pa pripravimo bogatejso lestvico, v ka-
teri podmnozico trenutno neporocenih razélenimo po vzrokih.
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4. Razmisljaj o strukturi lastnikov telefonov in strukturi celotne populacije
drzavljanov Slovenije.

3.2 Urejanje in prikazovanje podatkov (str. 52, str. 60)

1. Porazdelitev ocen

Ocena | fi

6

5
13
16

7

Tk W N =

Skupaj | 47

>

2. Porazdelitev samoglasnikov

zk | fr 2
a| 11 21°57
e| 18 3529
i 9 1765
o 9 1765
u 4 784
S| 51 | 100°00

N

T T
1 2

[A

OCENA

Slika 6.6: Ocene - poligon in histogram

3. Frekvenc¢na porazdelitev mas

R | Masa (kg) | f& Rl Fe F
1 50 - 54 1 | 00125 | 0 | 00000

2 55 - 59 2 (00255 | 1 | 00125

3 60-64 |11 |01375| 3 | 00375

4 65-69 |10 | 01250 | 14 | 0°1750

5 70-74 |12 | 01500 | 24 | 0°3000

6 75-79 |21 | 02625 |36 | 04500

i 80 - 84 6 | 00750 | 57 | 0°7125

8 85 - 89 9 | 01125 [ 63 | 0°7875

9 90 - 94 4 | 00500 [ 72 | 079000

10 95 - 99 4 | 00500 | 76 | 0°9500
Skupaj [ 80 [ 1°0000 [ 80 | 1°0000
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Slika 6.7: Poligon in histogram za porazdelitev mas
ika g g P R Otrok Ti # Fy, B
fi : :
201 5. Porazdelitev stevila 1 O | 120 ) Drie 0| 0°0000
otrok: veai  enesa 2 1 | 1520 | 02314 | 1230 | 0'1872
151 k' | Vsa . 1_28%7 3 2 | 1545 | 02351 | 2750 | 0°4186
o : | Gieks  Ima o 4 3 | 962 | 01464 | 4295 | 0'6537
T druzin, Ve kot d‘_fa 5 4 | 537 | 00817 | 5257 | 0°8001
&l L1 otroka ima 34'63% in 6 5 | 301 | 00458 | 5794 | 0°8819
S | kve¢jemu tri otroke 7 6 174 | 000265 | 6095 | 09277
V47 52 5762 67 72 77 82 B7 92 97 102 MASA premore 80°01% druzin. 8 7 | 108 | 00164 | 6269 | 0°9542
(v kg) 9 8 69 | 00105 | 6377 | 0°9706
R | Dolzine (cm) | f& e | Pk Fe
4, Phokvening porss- ) 138146 | 3 1oomso | o | 00000 Skupaj | 6570 | 170000 | 6570 | 1°0000
delitev dolzin ostankov 2 147 - 155 5 [ 01250 | 3 | 000750
(tabela in slika 6.8). 3 156-164 | 9 | 02250 | 8 | 02000
Daljgih od 155 cm je 4 165-173 | 12 | 03000 | 17 | 04250
80% ostankov. | Le-T58 p B | | B | R R | Visine (cm) | fi o | B | Fo
6 183-191 | 4 | 01000 | 34 | 08500 2
7 192-200 | 2 | 00500 | 38 | 09500 i 1 110 - 119 1 | oooss| o | oo000
viin, Veal 180 om | O\ 1w | 28 | o2sss| 25 | oisss
i 14 ¢l drust B
\ e Cfﬁg‘,{,’? e Vﬁ 5 | 150-150 | 25 | 02083 | 50 | 04166
oziroma ¢ e 6 | 160-169 | 18 | 071500 | 75 | 06250
: tlanov. ¥ 170 - 179 13 | 071083 | 93 | 077750
I (Slika 6.10 na naslednji 8 180 - 189 6 | 00500 | 106 | 0'8833
' T 9 190 - 199 5 | 00418 | 112 | 019333
1 | | | | strani )
laA 0 N 10 200 - 209 2 | 00167 | 117 | 009751
133 160 178 205 DOLZINE (v cm) 11 210 - 219 1 | 00083 | 119 | 09918
Slika 6.8: Porazdelitev dolzin ostankov
Skupaj | 120 | 1°0000 | 120 | 170000

7. Nasvet: za risanje
frekven.énega kolaca cita lol11213l4| 5] 6| 7| 8| o
uporabi program za

1200 delo s preglednicami, ki Je O35 7|9| 1113|1517 |19
ga obi¢ajno uporabljag!

15004

500/ -

T T

I e — 8. Eden od moznih nacinov je predstavljanje po nacelu, naj bo frekvenci
01 2 34 56 7 8 9 1M1 STEVILO

OTROK posameznega razreda premo sorazmerna plostina pripadajoega pravokot-
Slika 6.9: Porazdelitev stevila otrok nika v histogramu.
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™ T T T T T T i o
105 125 145 165 185 205 225 VISINA
(vem)

Slika 6.10: Porazdelitev telesnih visin (naloga 6)

3.3 Srednje vrednosti (str. 62, str. 69)

2. A: 9625 G: 8011 H: 6" 136

3. Natanko takrat, ko je a = 0.

4. 70 5. 40" 21 d.e.

6. a) 166'80 cm b) 166°975 ~ 167 cm

7. Niizrazitega modusa, pred grupiranjem v razrede ima najvecjo frekvenco
dolzina 155 cm (pojavlja se trikrat), osem razli¢nih dolzin pa nastopa po
dvakrat.

Mediana iz negrupiranih podatkov: 166°0 cm

Mediana iz grupiranih podatkov: 1660 cm

8. Druzina ima povpretno po 2°24 otroka. (Kaj to pomeni v praksi?)

9. 1+2+ ..n)/n=nn+1)/2]/n=(n+1)/2

10. Avtobus mora voziti najmanj 80 km /h.

3.4 Mere variabilnosti (str. 71, str. 74)

1. 4'560; 2135 2. =122 K; =0°37

3. Variacijski razmik pri negrupiranih podatkih je 57 (cm), standardni
odklon, izra¢unan iz negrupiranih podatkov, pa znasa 12'9 (cm) in je tako
precej manjsi od standardnega odklona, ki ga dobimo po grupiranju in je
13'7 cm. (Preglej Se enkrat negrupirane podatke in nagin grupiranja ter
poskusi ugotoviti, zakaj je prislo do te razlike!

4. Povprecen cas za prevoz na delo je slabih 38 minut (37°38 minute),
vendar je variabilnost ¢asov relativno velika, o = 31'18 minute, koeficient
variacije pa je 0'82, zato iz aritmeticne sredine v bistvu zelo malo izvemo
o porazdelitvi.

3.5 Indeksna stevila (str. 75, str. 80)

LETO N | B="85 | B="91 | VER

a) Stevilo nesre¢ je bilo vsa
1985 | 134 | 1000 | 736 ~ || leta vedje kot leta 1985 (bazni
1986 | 162 | 1134 | 835 | 1134 || indeksi vsi vedji od 100).

2.| 1987 |187| 1396 | 1027 | 1230 || b) Najhitrejsa rast glede na
1988 | 171 | 1276 | 94°0 | 91'4 || preteklo leto (= najvetji veriz-
1989 | 192 | 1433 | 105'5 | 112'3 || ni indeks) je bila v letu 1987.
1990 | 198 | 1478 | 1088 | 103'1 || ¢) Za priblizno 6°4%.

1991 182 | 1358 | 1000 | 919

3. Stevilo nesret se je vsako leto - v povpregju - povetalo za priblizno 5°2%.

LETO | PR | B="80 | B="86 | VER

1980 245 | 1000 491 =
1981 354 | 1445 79°9 | 1445
1982 453 | 1849 908 | 1280
1983 378 | 1543 758 | 834

4. Povpreéni  koeficient

dinamike je 1'07309465..., 1984 | 424 | 1731 | 850 | 1122
prodels, e romiEls (v 1985 | 488 | 1992 | 978 | 1151
povpreju) za priblizno 7-3% 1986 | 499 | 2037 | 1000 | 102°3
Tecbos, 1987 | 512 | 2090 | 1026 | 102'6

1988 476 | 1943 954 ([ 930
1989 523 | 2135 | 1048 | 1099
1990 555 | 2265 | 1112 | 106°1
1991 511 | 2086 | 1024 | 921
1992 572 | 2335 | 1146 | 1119
1993 613 | 2502 | 1228 | 1072

5. a) Manjkajota podatka: 1988 — 476, 1990 — 504

Manjkajoca verizna indeksa: 1985 — 121° 2, 1992 — 1119
b) Bazni indeksi z osnovo v letu 1980: 1000, 140" 0, 1594, 173°8, 195" 0,
236°3, 25656, 320" 0, 297°5, 3269, 315" 0, 3194, 257°5, 387" 5 ;
c¢) Bazni indeksi z osnovo v letu 1986: 391, 54" 8, 623, 680, 76" 3, 924,
1000, 125 2, 11674, 127°9, 123" 2, 124'9, 1399, 151" 6;
¢) Povpreténi koeficient dinamike: 1° 1088488... ~ 1°11.
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4.1 Poskusi in dogodki (str. 83, str. 92)

s AC D, CCB, CCE
.ANA=A, AUA=A
COCA, D=A, E=B, E=4, G=D, G=P..
.B:AlﬂAlzﬂAg, C=A1NAsN A3
D=(A1NANA)U (AT NAsN AL U (A NA5N As) ...

6. C = [(Al N A’2) U (All N Ag) 0 (Al N Az)] N

N [(B1NB2NB3) U (B1 NBYN Bs) U (By N ByN Bs)]
7. A: 0000, 0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111

B: 0000, 1111

C : 0011, 0101, 0110, 1000, 1001, 1010, 1100

D : 0011, 0101, 0110, 1000, 1001, 1010,

1100, 0111, 1011, 1101, 1110, 1111

8. E;; naj bo dogodek, da v prvem poskusu dobimo i- to, v drugem pa j-to

kroglo, (7, j =1, 2, 3, 4).

A=FE;1 UEj3UE3 UEs3 B = E12U Eg1 U Eaq U Ey9
9. Uporabili bomo C za stevilko in M za grb ter izpuscali znak N
za produkt dogodkov:
A=MMCUMCMUCMMUMMM
B=MMCUMCMUCMMUMCCUCMCUCCMUCCC
C=MMCuMCCUCMCUCCC
D=MMCUCMMUMMMUMCCUCCMUCCC

10.a)8  b)1l  ¢)1l & 14 d)25 e)0
f)1 g1 h)7 )4 )8 k)il
11. A=MMURR, B=BMUBR, C=MR; Dal
12. (AUB) = A'N B', zato tretji dogodek ni zdruzljiv s prvim oziroma
drugim (da sta ta dva nezdruzljiva, je ocitno). Da dokazemo, da je vsota

teh treh dogodkov res gotov dogodek, v izrazu AU (A’ N B) U (AU B)
uporabimo distributivnostni zakon (enatba (5) na strani 90).

13.a) BCA, CCA b) Ac (BNCQC)

14. Ce ne bo lo, si pomagaj s sliko 4.3 na strani 111.

15. A=MCMMUCMCMMUCMCMCCU ...;
B=CCUCMMUCMCCUCMCMMU ...; ..

16. {M,CM,CCM, CCCM, CCCCM, CCCCC'}

4.2 Verjetnost sluc¢ajnega dogodka (str. 95, str. 101)

4. P(A)=1/6 P(B)=1/2 PO =]1/8

PiD)=1/2 PE}=3/3

o W N =
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16.

17.
18.

19.
20.

« P(E)=ip —= p+2p+ ... +6p=1 = p=1/21

P(A)=6/21, PiB)=9/21,
P(D)=12/21, P(E)=10/21
Primerjaj z verjetnostmi za posteno kocko!
P(A) =1/4! = 0042

P(A) = 1/4* =~ 0°004

P(A)=1/(41/2!) =~ 0083

P(C) =3/21,

P(A)=1/3, P(B)=1/2, P(C)=(30+45—15)/90=2/3.
. P(A) =100/5000 = 002,  P(B) = ("9 (*)/(°%°) ~ 0'039

. P(A) =10/1140 ~ 00088,  P(B)~ 0189,  P(C)~ 0399

. P(A)=0512,  P(B) =009

. P(A)=05, P(B)=02

.m=1, n="6!/(312) = 60 => P(A) =1/60~ 0017

. P(A) = 6/36 ~ 0'167, P(B) = 9/36 =025,
P(C) =15/36 ~ 0417,  P(D) = 21/36 ~ 0'583,
P(E)=16/36 ~ 0444,  P(F) =6/36 ~ 0'167,
P(G) =1/36 ~ 0028, P(H) = 11/36 ~ 0:306
P(I) = 35/36 ~ 0°972
P(A)=(6-5-4-3-2)/6% ~ 0093,
P(B) = (12!/(2!-2!-21-2!. 2! . 21)) /612 ~ 0-0034
P(A)=(2-4-3)/(5-4-3)=04
P(A)=12/40=030, P(B)=9M40=0225, P{C)=0/40=0,
P(D)=7/40=0175, P(E)=4/40=010
P(A) =~ 0005
P(By) = nl/n™; te verjetnosti z naras¢anjem n hitro padajo,
P(B;) =050, P(By) ~ 0094,... P(By) ~00036,...

4.3 Lastnosti in racunanje verjetnosti (str. 104, str. 108)

w

i =T L

P(4) = (5)(3)/(}) ~ 0027

(];r )( kjt[q) / (M :N ) (Za katere vrednosti parametrov velja ta obrazec?)

(8)(8)/(5) = 56/252 ~ 022
P(A) =1—(5/6)(5/6) = 11/36 ~ 0'31
P(A)=1—(5/6)*~ 0518, P(B)=1-(35/36)% ~ 0491
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8. P(A) = (3 (3)/(3) = 4/4960 = 00008,
PB)= () (3)/(3) = 56/4960 ~ 0011,
P(C)= () (%)/ (%) = 672/4960 ~ 0°135,

PD) = ((§)+ () /() = 1120/4960 ~ 0226,
P(E)=1- (¥)/(%) = 1684/4960 ~ 0034

0
9. P(A) = (3)(6)/(1 ) =T7/10=07
10. Socasno izbiranje je enakovredno zaporednemu izbiranju posameznih
elementov brez vracanja le-teh v populacijo. Po podatkih iz naloge smo

izmed N + M Zze izbrali k izdelkov, tako da je v populaciji e N + M — k

izdelkov; ker so bili vsi dobri, je med njimi 8¢ N — k dobrih. Kaksna je
verjetnost, da bo tudi naslednji dober, najbrz ni tezko izracunati.

11. P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C)—
P(ANB)—-P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

4.4 Pogojna verjetnost in verjetnost produkta (str. 110, str. 117)

1. P(A/B)=P(ANB)/P(B) = P(N)/P(B) =0 # P(A)

2. P(A/B)=2/5, P(B/A)=2/3

3. P(ANB)=1/6, P(AUB)=2/3, P(ANnB'nC’)=1/9

4. P(A) =050, P(B) = U375,

5. P(A)=(7-6-5-4)/(10-9-8- 7)~017,
P(B)=(3-2-7-6)/(10-9-8-7) =009,

6. P(A) =~ 0025, P(B) =~ 0002,

7. P(A/B) = (A NB)/P(B) = (1/36)/(5/36) = 1/5 = 02

9. P(A) =4/36 + (32/36)(6/36) = 56/216 ~ 0259

10. P(A) =1— (1 —008)% ~ 0985

11. 1 — (1 —p)® > 099 = p > 0'602

12. P(A) = (1/2) + (1/4)(1/2) + (1/4)%(1/2) +

13. P(A) = (1/6) + (25/36)(1/6) + (25/36)%(1/6) + ...

1. (B) | 1. (B

1. tovarna (A) | 036 024 | 060
2. tovarna (A") | 032 008 | 040

068 032 1-00

14. Glej tudi
zgled 4.4.6!

15.

16.
17.

18.

19.
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P(A) =0204+010—-005=025
P(B) — P(M/J) — P(Mﬂ J)/P(J) — 0'05/0'10 =050
P(C) = P(M'/J") = P(M' 0 J)/P(J') = 0°75/0°90 = 083
G-3-9Mg-1-3+53 13+5 1 3]
a) P(ZQ5 : (Z50 =27 L= P(Z50) = 030 —>

— P(A) =060+ 040 -0'30 = 0'72
b) P(Zos : P(Zsg = 4: 1= P(Zsp) = 015 —
— P(A) = 060+ 040 - 0'15 = 0'66
P(A) =L L~ 0065
PB)=1-1+2-1~055
P(A) = 00158... = 0016 (Pomagaj si z zgledom 4.4.6!)

4.5 Dvofazni poskusi in Bayesov obrazec (str. 120, str. 124)

1.

©9°?"?.°°!°

10.

11.
12.

109/180 ~ 0606
a) 49/120 ~ 0408  b) ~ 0102
P(A)~ 0685 4. P(A)~0527 5. P(A) = 0560

a) P(A) ~ 0817,  b) P(A) ~ 0-232
a) P(A) =072, b) P(A) ~ 005
a) P(A) =~ 027, b)P(H;/A) ~ 0°689

P(H1/A) =2/3 ~ 067
P(Hy/A) = 7/12 ~ 0°0°58
P(Hi/A) = 5/8 = 0'625
P(H;y/A) =025

4.6 Zaporedja poskusov, Bernoullijev obrazec (str. 126, str. 134)

1.

PE e ey

10.

Se vedno 1/2.

a) 45/1024 ~ 0°044  b) 56/1024 ~ 0°055 c) 1013/1024 ~ 0:989

P(A) =28/2% = 0109
P(A) =35/128 ~ 0273, P(B) = 84/512 ~ 0°164
P(A)=~26-10%, P(B)=1-P(4), P(C)=1-096*~ 0151
P(A) = (%) 006 0-9476 ~ 0186
n>4
P(A) = (1) (6/36)2 (30/36)® ~ 0291
. a) P(A) ~ 0358 b) P(B) ~ 0°016
P(A) = (3) 05183 04822 ~ 0323
P(B) =1—0485° ~ 0974, P(C) = 0518
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11.
12.
13.

14.

4.

%

. Enakomerna porazdelitev na

1 — 0999 ~ 0°04879, priblizno 5% reklamacij.
a)15  b)17in 18
(3) 0450 0°55% ~ 0°064

i (%) () (%) ~o0m

7 Slucajne spremenljivke (str. 136, str. 149)
Vsota pik pri metu dveh postenih igralnih kock

2 3 4 5
Xl 2 3 4 & ¥ 1
36 36 36 36

8 9 10 11 12
S 4
36 36 3 6 6

B o
Glo ~

. Vegje od stevil pik pri metu dveh kock

I ¥ 3
£l 5 5 &

36 36 36

)

1,2,3,4,5,6,7,89}

9
1
9

S~
o)

{
3 6
1
9

1
X 1
9

©ol= DN
Ol =
o= Ot
o= =g
o= oo

Ol

. Frekvenca 8tevilke v dveh (treh) metih kovanca

01 2
X 111 X 5
4 2 4

owol— o
N 22

o= O
ol =
®lw D

. Frekvenca bele krogle (vratanje)

3456 3456 1536 256

0 1 2 3 4
X Lo , P(X >1)=08704
10000 10000 10000 10000 10000

. Frekvenca bele krogle (brez vraganja)

o 1 2 3 4
Xl 80 s0 2 4 | PX21)=~09
10 210 210 210 210

. Stevilo porabljenih nabojev (pozor na P{X =411

1 2 3 4
~\ 0800 0160 0°032 0008

8. Stevilo pregledanih naprav

7 1 Z 3 4 5)
S\ 01 009 0081 00729 06561

9. Racunanje verjetnosti iz verjetnostne sheme

a)5/10 b)7/10 <) 3/10 &) 5/10 d)6/10 ) 2/10
10. P(X =1) =04,
P(X=2)=06-06=036,
3

P(X=3)=06-04-04...

Naloga | E(X) | D(X) | o(X) Naloga | E(X) | D(X) | o(X)
11. 350 292 171 16. -0°25 769 | 277
12. 700 9’83 | 242 17. 137 040 | 063
13. 150 075 087 18. 240 96 | 980
14. 3000 | 2500 50 19. 08 | 036 060
15. 194 143 | 120 20. 060 054 | 073

D(X .
21. P(|X — B(X)| <100) >1— 2 —1 _ 250 _ g.75

22. E(X) =160, D(X) = 96, vsaj 076
23. P(]X —5000| > 1000) < 070025
4.8 Normalna porazdelitev (str. 152, str. 162)
1. Iskane verjetnosti so (glej tabelo):
a) 02119 b) 00332 c) 0 8413 &) 06915
d) 03446 e) 01752 f) 0 7745
2. Iskane verjetnosti so (glej tabelo):
a) 01587 b) 09332 c¢) 09772
¢) 08185 d) 04938 e) 0 7745
3. 0°1587
4. P(sprejme) = 0'8185 = kupec zavrne ve¢ kot 18% plose!
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5. P(X >5100) =1 — ®(2) ~ 0023 6. P(X < 80) ~ 0023

4.9 Zakon velikih stevil (str. 163, str. 165)
1.0778 ,  2.>0609,  3.n>129

5.1 Vzorcenje (str. 169, str. 178)

1. p, =5=py, 02 =46, E(S?) =46, (Glej zgled 5.1.1!)
- B(S?) =56 =5 E(S?) =02  3.0;~003

. py =680, 0% = (0°36 oziroma U% =033

2

4

5. D(BI-E0) _ (8EE-080) — §(0'5) + B(2) ~ 0669

6. a) 3 — ®(2L680) 0023 = 2:3%  b) 50%

7. 5177, 2746, 4042, 3312, 9044, 4662, 1628, 9893, 5820, 4186, 1964, 0870.
Skupin v pofevnem tisku ne uporabimo. (Zakaj?)

8. Ocena: 169°0, 8'77, dejansko: 16512, 8'37.  10. a) 7" 2 b) 84

5.2 Ocenjevanje parametrov (str. 181, str. 188)

3. Dogodek ni nemogot, je pa malo verjeten. Utemelji!

4. a=005:[164'3, 173'7] ze "pokrije" pravo vrednost 165" 12.
6. 20°40'32"” + 20” 7. 11° 16 oziroma 4°'48 minute

8. [4412,5°588] 9. [6° 85 ,7°67]  10. [190800, 201 200]

11. [1344,145'6] 12.a)n>139 b)n>73 13. n> 385

5.3 Preizkusanje domnev (str. 191, str. 198)

1. z=—-2'50, Hy zavrnemo na stopnji 0°05.

2. Razlike znacilne celo na stopnji 0°001.

3. z = -2'50, Hp zavrnemo na stopnji 0' 05, pri 0'01 pa ne.

4. Pri enostranskem testu lahko hipotezo Hy : ey = 1600 zavrnemo celo

pri stopnji znacilnosti 0°01.
Znacilna razlika na stopnji 0°05.
Hipoteze Hy : p1,, = 66°5 ne moremo zavrniti. 7. 0°26

z = 1°70, hipoteze, da je kocka postena, ne moremo zavrniti.

© ® > o

Razlike znacilne na stopnji 0°05, ne pa na stopnji 0-01.
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