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Danes se do enake mere ne moremo izogniti podatkom
kakor se ne da pobegniti uporabi besed.

Tako kot so besede na strani nesmiselne nepismenim
ali povzrocajo zmedo delno izobrazenim,
se podatki ne pojasnijo sami po sebi,

pac pa jih moramo brati z razumevanjem.

Tako kot lahko pisatelji uredijo besede

v prepricljive argumente ali neobvladljiv nesmisel,

so lahko tudi podatki prepriCljivi, zavajajoci ali enostavno irelevantni.
StatistiCna pismenost, zmoznost sledenja in razumevanja argumentov
1z podatkov, je pomembna za vsakogar.

o

/
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Verjetnostni racun in statistika [63213]

Cilj predmeta:
predstaviti osnove teorije verjetnosti
in njeno uporabo v statistiki, predstaviti osnove statistike.

Kratka vsebina: definicija verjetnosti, sluCajne spremenljivke in

vektorji, diskretne in zvezne porazdelitve, priCakovana vrednost, disperzija
in vis$ji momenti, karakteristi¢ne funkcije, zaporedja slucajnih spremenljivk
in sluCajni procesi, osnovna naloga statistike, ocenjevanje parametrov,
preverjanje statisticnith domnev, analiza variance, kovariance in linearne

regresije.

o /
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Prijavite se v aplikacijo
eQuiz

7 obiskom

equiz.fril.uni-lj.s1

in se vClanite v skupino VIS (2025vis).

o /
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/ Obveznosti studenta \

Uspesno opravljeno sprotno delo
kvizi, kolokviji in mini-projekti,
ki predstavlja 50% ocene.

Ko ima enkrat pozitivno oceno iz
sprotnega dela, mora opraviti Se

ustni izpit (v obliki eQuiza)

in morda Se ustni zagovor
(drugih 50% ocene).

Podrobnosti boste nasli na ucilnici.

o
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Viri
Pri predavanjih se bomo pretezno opirali na naslednje knjige/skripte:

4th edition, Prentice Hall, 1995.

D. S. Moore (Purdue University), Statistika: znanost o podatkih

M. Hladnik: Verjetnost in statistika. Zalozba FE in FRI, Ljubljana 2002
(za bolj ambiciozne).

J. A. éibej, Matematika (kombinatorika, verjetnostni racun, statistika),

DZS, Ljubljana, 1994 (za tiste, ki Zelijo ponoviti srednjesolsko snov).
L. Gonick in W. Smith, The Cartoon guide to Statistics, 1993.

Obstaja obilna literatura na spletu in v knjiznicabh.

o

W. Mendenhall in T. Sincich, Statistics for engineering and the sciences,

(5. 1zdaja prevedena v slovenscino leta 2007, na internetu pa Ze 8. izdaja).

~

/
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Gradiva bodo dosegljiva preko internetne ucCilnice (moodle).

Pri1 delu z dejanskimi podatki se bomo v glavnem

naslonili na prosti statisticni program R.

Program je prosto dostopen na:

http://www.r-project.org/

proti koncu semestra pa morda tudi Minitab.

Univerza v Ljubljani
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Verjetnost je Studij moznosti ali verjetja,

da se bo nek dogodek zgodil.

Posredno ali neposredno 1gra verjetnost

pomembno vlogo pri vseh dejavnostih.

Npr. lahko reCemo, da bo danes verjetno dezevalo,
ker je veCino Casa, ko smo opazovali padalo.

Toda v znanosti (konkretno matematiki ali raCunalniStvu)

s1 zelimo bolj natanCnih naCinov merjenja verjetnosti.

o /

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/ 1. Igre na sreco \

Ste se kdaj vprasali, zakaj so igre na sreco,

ki so za nekatere rekreacija ali pa droga, tako dober posel za igralnice?

Vsak uspesen posel mora iz uslug,
ki jih ponuja, kovati napovedljive dobiCke.
\To velja tudi v primeru, ko so te usluge igre na sreco. /
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a: N

Posamezni hazarderji lahko zmagajo ali pa 1izgubijo.

Nikoli ne morejo vedeti, Ce se bo njihov obisk
1gralnice koncal z dobiCkom ali z 1zgubo.

|
Y. :[FING
_IPAYS 3 TO 2 :

DEALER MUST DRAW TO 16

AND STAND ON ALL Yis

Player Information
User: randmap
Balance: ¥2107.23
Bet: $100.00

Igralnica pa ne kocka, paC pa dosledno dobiva

in drzava lepo sluzi na raCun loterij ter drugih oblik iger na sreco.

N /
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/Presenetljivo je, da lahko skupni rezultat ve¢ 1000 nakljuCnih 1zidov \
poznamo s skoraj popolno gotovostjo. Igralnici ni1 potrebno obteziti kock,
oznaciti kart ali spremeniti kolesa rulete. Ve, da j1 bo na dolgi rok vsak
stavljeni euro prinesel priblizno 5 centov dobicka.

Balance: 5430540
Bet: $50.00

Splaca se ji torej osredotoCiti na brezplacne predstave ali poceni avtobusne
vozovnice, da bi privabili veC gostov in tako povecali Stevilo stavljenega

anarja. Posledica bo vecji dobicek. /
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/

Igralnice niso edine, ki se okoris€ajo z dejstvom,
da so velikokratne ponovitve sluCajnih izidov napovedljive.

SAVED 2
srp'nenzs.’

Na primer, Ceprav zavarovalnica ne ve, kateri

od njenih zavarovancev bodo umrli v prihodnjem letu,

lahko precej natancno napove, koliko jih bo umrlo.

Premije zivljenjskih zavarovanj postavi v skladu

s tem znanjem, ravno tako kot igralnica dolocCi glavne dobitke.

o

/
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/ 2. Kaj je statistika?

ALl NAJ NAROCIM JUHG?
Z7-KRAT OD 36-KRAT. KO
SEM JO NAROCIL. JE BILA

L' PRAV OKUSNA. TODA DANES
JE PONEDEL JEK. KO IMA

ALl NAJ NAROCIM JUHO?
VSE OSTALO JE TAKO DRAGO
\". IN NE VEM KDO BO PLACAL.
ul‘ ALl SO STATISTIKI SKOPUSK?
\ W SE NIKOLI NISEM BILA ZUNAJ
5 KAKSNIM. SEM PA NEKOC
POZNALA ENEGA ZELO

1 , ZRAKA V SOBI NA ENKRAT
: yl VELIKODUSNEGA FINANCNIKA. Ak
I

ZLETELE VSE DO STROPA?

Skozi zivljenje se prebijamo z odlocCitvami,
\ ki jih naredimo na osnovi nepopolnih informacij ... /

Univerza v Ljubljani
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/ Pogled od zunaj

Stevila so me pogosto begala,

se posebej, Ce sem 1mel pred seboj
neko njihovo razvrstitev,

tako da je tem primeru obveljala misel,
k1 so jo pripisali Diaraeliju,

Z VSO pravico in mocjo:

“Obstajajo tri vrste laZi:
laZi,

preklete laZi in
statistika.”

\iz Autobiografije Marka Twaina
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Vendar ne misliti, da vas bomo ucili laganja — vse prej kot to.

Vas cilj je lahko na primer, da se ne pustite drugim vlecCi za nos.

o /
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Okyvirni nacrt za statistiko

Opisna statistika Inferencna (analiticna) statistika

ena spremenljivka — tockovno in intervalno ocenjevanje

— mere centralne — 1-1n 2- vzor¢no testiranje domnev
tendence — kontingenCne tabele

— mere razprsenosti — regresija

— mere oblike

dve spremenljivki
— mere asocilacije

N /
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/

preucuje podatke, jih

— zbira,

— klastificira,
— povzema,
— organizira,
— analizira in

— Interpretira.

o

Statistika

/

Univerza v Ljubljani
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/ Glavni veji statistike

Opisna statistika se ukvarja z organiziranjem,
povzemanjem in opisovanjem zbirk podatkov
(reduciranje podatkov
na povzetke)

Analiticna statistika jemlje vzorce podatkov
in na osnovi njih naredi zakljuCke (inferencnost)

\opopulaciji (ekstrapolacija).

/
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e Populacija
— vsi objekti,
k1 jih opazujemo

| 8

Primer:

\Vsi registrirani glasovalci

/ Tipi podatkovnih mnozic \

e Vzorec
— podmnozica populacije

1,‘{‘. |

Primer:

100 registriranih glasovalcev

/
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-~

Populacija je podatkovna mnozica, ki ji je namenjena nasa

pOZzornost.

Vzorec je podmnozica podatkov, ki so izbrani iz populacije
(po velikosti bistveno manjsi od populacije).

il

ARNA

N

~
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Tipi podatkov

— kvantitativni
(numericni)

predstavljajo kvantiteto

al1 koliCino necesa.

— kvalitativni (kategorije) ni kvantitativnih interpretaci;.

o @

N
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/

Kvantitativni (numericni)

e interval

— poljubna nicla

— Enaki intervali predstavljajo
enake koliCine.

e razmerje

— smiselna toCka niC

— Operacije sesStevanje, odsStevanje,
mnozenje in deljenje
so smiselne.

o

/
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/

Kvalitativni (kategoricni)

e nominalni
— kategorije brez odgovarjajocega
vrstnega reda / urejenosti

e ordinalni/stevilski
— kategorije z urejenostjo

o

Univerza v Ljubljani
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N

Oddelek sistemskih inzenirjev

relativna
kategorija frekvenca frekvenca
vrsta Stevilo
zaposlenih zaposlenih delez
ucitelji 16 0-8421
skupne sluzbe 3 0-1579
skupayj 19 1-:0000

/
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e stolpcni graf
— poligonski diagram

e strukturni krog
— pogaca, kolac

ucitelji
84%

N

sk.
sluzbe
16%

18
16
14
12
10

/ Graficna predstavitev kvantitativnih podatkov

o N A &
| L

skupne sluzbe

ucitelji

~
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/

o

— zaporedje (dot plot) 12

— steblo-list predstavitev
(angl. stem-and-leaf)

Graficna predstavitev kvantitativnih podatkov

— runs plot (X, Y plot)

16

14

10

L - ]

N

]

— histogrami

— Skatla z brki (box plot)

/

Univerza v Ljubljani
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/

Runs Chart

T T T 1 1 T T 1 1 1
0 10 20

Observation Number (Statistics Grades)

Univerza v Ljubljani
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/

Statistics Grades

Dot Plot
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Urejeno zaporedje je zapis
podatkov v vrsto po

Urejeno zaporedje/ranzirana vrsta

njihovi numericni velikosti
(ustreznemu mestu pravimo rang).

Univerza v Ljubljani
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(a) Konstruiraj
urejeno
zaporedje.

(b) Narisi
steblo-list

diagram.

(c) Naredi

histogram.

88
92
95
97
97
97
98
98
100
100

103
108
109
109
111
111
112
112
112
113

113
114
116
116
117
118
119
120
120
122

122
124
124
124
128
128
128
131
131
131

/ Primer zaporedja podatkov (nal. 2.48, str.64)

132
133
133
135
136
138
138
142
146
150

~

/
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/

1. Razdeli vsako opazovanje-podatke
na dva dela: stebla (angl. stem) in
listi (angl. leaf).

2. Nastej stebla po vrsti v stolpec,
tako da zaCnes pri najmanjSem
in koncas pri najvecjem.

3. Upostevaj vse podatke 1n postavi
liste za vsak dogodek/meritev
v ustrezno vrstico/steblo.

4. Prestej frekvence za vsako steblo.

Koraki za konstrukcijo steblo-list predstavitve

stebla/listi

08
09

10
11
12
13
14
15

8
2077788

003899

1122233466
0022444888
1112335688

26
0

26

39

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

Steblo-list diagram

stebla | listi v | rel. v
08 | 8 1 2%
092577788 71 14%
10003899 6| 12%
1111122233466789 13| 26%
120022444888 10| 20%
131112335688 10| 20%
1412 6 2 4%
1510 1 2%
50 | 100%

~

/
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(1)
(2)
3)
(4)

o

Histogrami

kako zgradimo histogram
Stevilo razredov
frekvenca

procenti

o BRIMG
OR THE

POPULATIONS

RERES

/
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/

(a)
(b)
(c)

(d)

N

(a) Kako zgradimo histogram

Izracunaj razpon podatkov.

Razdeli razpon na 5 do 20 razredov enake Sirine.

Za vsak razred prestej stevilo vzorceyv,
ki1 spadajo v ta razred.
To Stevilo imenujemo frekvenca razreda.

Izracunaj vse relativne frekvence razredov.

/

Univerza v Ljubljani
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/

o

(b) Pravilo za dolocanje Stevila razredov v histogramu

Stevilo vzorcev v || Stevilo
mnozici podatkov || razredov

manj kot 25 Sali6
25 — 50 7T— 14
veC kot 50 15 — 20

~

/
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/

~

(c,d) Frekvencna porazdelitev

interval relativna
razred razreda frekvenca {frekvenca
1 80 — 90 1 2%
2 90 — 100 7 14%
3 100 — 110 6 12%
4 110 — 120 13 26%
5 120 — 130 10 20%
6 130 — 140 10 20%
7 140 — 150 2 4%
8 150 — 160 1 2%

/
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/

o

16
14
12
10

N A O R

Frekvencni histogram

/
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/

o

32
28
24
20
16
12

Procentni histogram

/
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/ Oznake

Stevila oznadimo z T1,T2, ..., TN,
razrede (stebla) oziroma predstavnike razredov pa z
X1,X9,...,X,. ObiCaynoje N > r.

Glede na to, da smo risali histogram v xy-ravnini,
je edino prav, da oznaCimo frekvence

(ki so hkrati tudi viSine histogramov)
zY1,Ys,....Y,.

Vrhovi stolpcev v histogramu so torej predstavljeni

Qtoékami (X, Y;)zai=1,2,...,7.

/
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4 N

Mere za lokacijo in razprSenost

- srednje vrednosti
- razpon (min/max)
- centil1, kvartili

- varianca

- standardni odklon

- /-vrednosti

o /
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-~

Modus

Modus (oznaka )V/)) mnozice podatkov

je tista vrednost, a

ki se pojavi z )

najvecjo frekvenco.

N

Univerza v Ljubljani
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/

Mediana

Da b1 prish do mediane (oznaka M)
za neko mnozico podatkov,
naredimo naslednje:

1. Podatke uredimo

po velikosti v narasCujoCem vrstnem redu

2. Ce je $tevilo podatkov liho,
potem je mediana podatek na sredini,

3. Ce je $tevilo podatkov sodo, je mediana

o

enaka povprecCju dveh podatkov na sredini.

/

Univerza v Ljubljani
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/

Povrecje vzorca:

o

Povrecje populacije:

Povprecja
MEANING:
THE CENTER
OF IT5
HISTOGRAMA!
N
>
i=1
N ( ) N
n
D
_ 1 i=1
T —(x1+ - Fx,) =
n

Univerza v Ljubljani
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/

Razpon ali variacijski razmik

Razpon je razlika med
najveCjo 1n najmanjSO meritvijo
v mnozici podatkov.

=D

A

N

Univerza v Ljubljani
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/ Centili

100p-ti centil (p € [0, 1))
je definiran kot Stevilo,
od katerega ima 100p %
meritev manjso ali enako

numericno vrednost.

DolocCanje 100p-tega centila:
Izracunaj vrednost p(n + 1)
in jo zaokrozi na najblizje celo Stevilo.

Naj bo to Stevilo enako :.

\Izmerjena vrednost z 2-tim rangom je 100p-ti centil.

Univerza v Ljubljani
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/

... Centili

25. centil se imenuje tudi 1. kvartil.
50. centil se imenuje 2. kvartil ali mediana.

75. centil se imenuje tudi 3. kvartil.

N

/
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4 N

Skatla z brki (angl. box plot)

45 55 65 75 85 95 105

Statistics Grades

N /
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/

Mere razprsenosti

varianca

standardni odklon (deviacija)

— pozitivni kvadratni koren variance

koeficient variacije

— standardni odklon deljen s povpreCjem

N

— kvadrat priCakovanega odklona (populacije)

— vsota kvadratov odklonov deljena s stopnjo prostosti (vzorca)

/

Univerza v Ljubljani
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/

... Mere razprsenosti

varianca o2
D,V
standardni o

odklon

populacija vzorec

SQ7 S2

S, s

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

44



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/Za vzorec smo vzeli osebje na FRI.

Zabelezili smo naslednje
Stevilo otrok:

N

Univerza v Ljubljani
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/ Varianca in standardni odklon \

Varianca populacije (konCne populacije z NV elementi):

N
2
E (CUz — 1)
2 — =l
N
Varianca vzorca (z n meritvami): n

> (= p)’ i T7 — (;:7)

2 1=1

n—1 n—1

Standardni odklon je pozitivno predznacen kvadratni koren

Qariance. /
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Aritmeticna:

Geometricna:

Harmonicna:

Kvadratna,

Sredine

Univerza v Ljubljani
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/
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/ Sredine: H, < G5 < A, < K, \
a,b >0 b G
2 E -
Hy = 37— F
-+ - a+b a*+ b2
a b 2 5

A2:a+b
2
D) 2
Kz_\/a + b
2

Sidney H. Kung

(iz R.B. Nelsenove knjige “Dokazi brez besed’)

Univerza v Ljubljani
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/

... Sredine (za pozitivna Stevila a4, ..., a,)

k k
v : e e
Potencna (stopnje k): Poi = f/ L

n
Velja:
H,=PF,1, G,=lmP,; A,=PF,; n K, =
k—0

ter

oziroma za k < m;:

N

n,2

~
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/

o

Normalna porazdelitev

Normal Distribution: Mu = 0, Sigma = 1

Veliko podatkovnih mnozic ima porazdelitev priblizno
zvonaste oblike (unimodalna oblika - 1ma en sam vrh):

/

Univerza v Ljubljani
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/

Ce 1ma podatkovna mnozica porazdelitev

Empiricna pravila

priblizno zvonaste oblike,
potem veljajo naslednja pravila (angl. rule of thumb),
ki1 jih lahko uporabimo za opis podatkovne mnozice:

1. Priblizno 68'3% vseh meritev lezi na razdalji
I x standardnega odklona od njihovega povprecja.

2. Priblizno 95'4% meritev lezi na razdalji do
2x standardnega odklona od njihovega povprecja.

3. Skoraj vse meritve (99'7%) lezijo na razdalj

3% standardnega odklona od njihovega povprecja.

/
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/

Mere oblike

Ce je spremenljivka priblizno normalno porazdeljena,
potem jo statisticni karakteristiki povprecje in
standardni odklon zelo dobro opisujeta.

V primeru unimodalne porazdelitve spremenljivke,

(konicavosti).

o

k1 pa je bolj asimetriCna in bolj ali manj splosCena (koniCasta),
pa je potrebno 1zraCunati Se stopnjo asimetrije 1n sploscenosti

/
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£-ti centralni moment je

=)+

/ Centralni momenti

+ (yn — M)g.

Ty — N

m1:0,m2:02,...

g1 = ms/m

N

Koeficient asimetrije (s centralnimi momenti):

3/2
2 .

/
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/

Mere asimetrije

Razlike med srednjimi vrednostimi so tem vecje,

¢im bolj je porazdelitev asimetricna:

KAy, = (1 — Mo)/o,
KAMe — 3(,u — Me)/O'.

/
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/ Mera sploscenosti (kurtosis)

Koeficient sploscenosti (s centralnimi momenti)

2
K =gy=my/m5—3
_ K = 3(ali 0)

normalna porazdelitev zvonaste-oblike (mesokurtic),
— K < 3 (ali negativna)
bolj kopasta kot normalna porazdelitev, s krajSimi repi
(platykurtic),
— K > 3 (ali pozitivna)
bolj SpiCasta kot normalna porazdelitev, z daljSimi repi

K(leptokurtic}.

~

/
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/

o

Normalna porazdelitev

Normal Distribution: Mu =0, Sigma =1

0.00

asimetricnost= 0,

sploscenost= 3 (mesokurtic).

/
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/

o

Relative Frequency

Asimetricna v desno

Probability Distribution

04—

asimetricnost= 1-99,

L —

splosCenost= & 85.

/
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/

o

Kopasta porazdelitev

Probability Distribution
04—

Relative Frequency

0.0 | I —
5 J 25

-25 -15 -5 5 15

X

asimetriCnost= 0, splosCenost= 1-86 (platykurtic).

/
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/

o

Spicasta porazdelitev

Probability Distribution

04—
e
Q
a
5
5]
= 02—
'
R
S
a1
0.0 ;
25 15

X

asimetricnost= —1-99,  splosCenost= 885 (leptokurtic).

15 25

/
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A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

4 N

Standardizacija

Vsaki vrednosti x; spremenljivke X odstejemo njeno povprecje

1t 1n delimo z njenim standardnim odklonom o:

Za novo spremenljivko Z bomo rekli, da je standardizirana,
z; pa je standardizirana vrednost.

Potemje u(Z) = 0ino(Z) = 1.

N /
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4 N

Frekvencni histogram

15—+

104

0
12000 14000 16000 18000 20000 22000 24000 26000

Income Per Capita

o /
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4 N

Relativni frekvencni histogram

fin

12000 14000 16000 18000 20000 22000 24000 26000

Income Per Capita

o /
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4 N

Histogram standardiziranih Z-vrednosti

25

(=]

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Z Values for Income Per Capita

o /
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/

3. Zamenjalna Sifra

Tomaz Pisanski, Skrivnostno sporocilo
Presek V/1, 1977/78, str. 40-42.

YHW?HD+CVODHVTHVO-!JVG:CDCYJ (JV/-V?HV (
—~T?HVW-4YC4 (?-DJV/- (?S-VO3CWC%J (-V4-DC
VICW-?CVNJIJDJVD—-?+-VO3CWCSJ (-VQW-DQ-VJ+
V?HVDWHN-V3C:CODCV!H+?-DJVD-?+CV3JO-YC

(¢rko C smo zamenjali s C, érko C pa z D)

o

/
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/

Imamo 26! = 40329146112665635584000000
moznosti z direktnim preizkuSanjem,

zato v Clanku dobimo naslednje nasvete:

(0) Relativna frekvenca Crk in presledkov v slovenscini: presledek 173,

FE A I O N R S L J T V D
89 84 74 73 57 44 43 39 37 37 33 30
K M P U Z B G C H S
29 27 26 18 17 15 12 12 9 9 6 6 1

N
]

o

/
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4 N

(1) Na zaCetku besed so najpogostejSe Crke
N,S, K, T,J, L.

(2) NajpogostejSe koncCnice pa so
E, AL O, U R, N.

(3) Ugotovi, kateri znaki zagotovo predstavljajo samoglasnike in kateri
soglasnike.

(4) V vsaki besedi je vsaj en samoglasnik
ali samoglasniSki R.

(5) V vsaki besedi z dvema Crkama je ena
Crka samoglasnik, druga pa soglasnik.

(6) detektivska sreCa

o /
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/

(0 v - C D J 7
23 19 16 12 11 10 9 7 ©

o\°

Yy 4 ! / Q
4 3 3 2 2 2 2 2 2
ZakljuCek V. ——> 7 ' (drugi znaki z visoko

frekvenco ne morejo biti).
Dve besedi se ponovita: 03CWC%J (-,

opazimo pa tudi eno sklanjatev:
D—7?+—-ter D—7+C.

o

/
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/

Torej nadaljujemo z naslednjim tekstom:

YHW?HD+C ODH TH O-!J G:CDCYJ(J /- ?H
(-T?H W-4YD4 (?-DJ /- (25— 03CWC%J (- 4-DC
'CW=7?C NJDJ D—-?+- 03CWC%J (- QW-DQ- J+
?H DWHN- 3C:CODC !H+?-DJ D-?4+4C 3J0-YC

o

69

/
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//’

Vzamemo:
{e,ai,o} ={-,C,JH}

(saj D 1zkljuci -,H,J,C in ? 1zkljuci -,H,C,
znaki -,C,J,H pa se ne izkljucCujejo)

Razporeditev teh znakov kot samoglasnikov izgleda prav verjetna.
To potrdi tudi gostota konCnic, gostota parov je namrec:

AV CV HV Jv VO ?H -D DC JM W—- DJ UC CW =7 VD
/7 5 5 5 4 4 4 3 3 3 3 3 3 3 3

o

(3) Kanditati za samoglasnike e,a,1,0 so znaki z visokimi frekvancami.

~

/
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/

1) da ga
2) Ce e
3) bi ji
4) bo do
5) Ju mu
6) rz rt

o

(5) PreuCimo besede z dvema ¢rkama:

Samoglasnik na koncu

na pa ta za (ha ja la)

le me ne se se te ve Ze
ki mi ni si ti vi

(ho) jJo ko no po so to

tu (bu)

(he)

/
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/

Samoglasnik na zacetku
ar as (ah aj au)

en ep (ej eh)

1)
2)
3) 1n 1z 1g
4) on ob od os on (oh 07)
5) uk up us ud um ur (uh ut)

in opazujemo besedi: /- 7TH
ter besedi: J+ 7H.

o

/
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//’

on bo; on jo; in so; 1n se; 1n je; 1n ta; en je; od tu ...

o

J+ 1ma najmanj moznosti, + pa verjetno ni ¢rka n, zato nam ostane samo Se:

J+ 7H DWHN-

/— 7?H

1z te (ne gre zaradi: D-7+C)
ob tal(e,0) (ne gre zaradi: D-?+C)
od te (ne gre zaradi: D—-?+C)

tako da bo potrebno nekaj spremeniti in preizkusiti Se naslednje:

~

/
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/

(6) Ce nam po dolgem premisleku ne uspe najti rdeCe niti, bo morda
potrebno 1skati napako s prijatelji (tudi racunalniSki program z metodo
lokalne optimizacije ni zmogel problema zaradi premajhne dolzine

tajnopisa, vsekakor pa bi bilo problem mogoce reSiti z uporabo elek-

tronskega slovarja).

Tudi psiholoski pristop pomaga, je svetoval Martin Juvan

in naloga je bila reSena (poskusite sami!).

o

~

/
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/Podobna naloga je v anglesCini dosti lazja, saj je v tem jeziku veliko élenov\
THE, A in AN, vendar pa zato obiCajno najprej izpustimo presledke iz
teksta, ki ga zelimo spraviti v tajnopis. V anglesCini imajo seveda Crke
drugaCno gostoto kot v slovensCini. Razdelimo jih v naslednjih pet skupin:

1. E, z verjetnostjo okoli 0-120,

2.T,A, O, N, S, H, R, vse z verjetnostjo med 0-06 in 0-09,

3. D, L, obe z verjetnostjo okoli 0-04,

4. C,U,M, W, F, G, Y, P, B, vse z verjetnostjo med 0-015 in 0-028,
5.V, K, I, X, Q, Z, vse z verjetnostjo manjSo od 0-01.

Najbolj pogosti pari so (v padajoem zaporedju): TH, HE, IN, ER, AN, RE,
ED, ON, ES, ST, EN, AT, TO, NT, HA, ND, OU, EA, NG, AS, OR, T1, IS,
ET, IT, AR, TE, SE, HI in OF,

Najbolj pogoste trojice pa so (v padajoCem zaporedju): THE, ING, AND,

kHER, ERE, ENT, THA, NTH, WAS, ETH, FOR in DTH. /
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/

Verjetnost

Pogojna
Veryj.

Voo
Slucajne
spremen.

Sredine,
momenti

CLI

Bin(n,p)

N,0)

Opisna
statistika

Veclrazs.
porazd.

Intervali
zaupanja

Prever.
domnev

N

Regresija

Pregled
porazd.

Uporaba
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A. Jurisié

KOMBINATORIKA (ponovitev)
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/ Funkcije/preslikave \

Funkcija f iz mnoZice A v mnoZico B je predpis, ki vsakemu elementu

iz mnozice A priredi natanko dolo¢en element iz mnoZzice B, oznaka

f:A— B.
= I S )
: l"))?iﬁ y J)_\-a%

Funkcija f: A— B je:
e injektivna (angl. onetoone)CezaVa,y € A

r#y = f(z) # [(y),

e surjektivna (angl. onto),ezaVb € B

Ja € A, takodaje f(a) = b.

o /
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/

Injektivni in surjektivni funkciji pravimo bijekcija.

Bijektivni mnozici imata enako Stevilo elementov

(npr. konCno, Stevno neskoncno, itd).

iz surjektivnosti funkcije f sledi injektivnost.

N

Mnozicama med katerima obstaja bijekcija pravimo bijektivni mnozici.

Trditev: Ce sta mnoZici A in B koncni ter je f : A — B funkcija,

iz injektivnosti funkcije f sledi surjektivnost, in obratno,

/
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/ Permutacije
Permutacija elementov 1, ..., n je bijekcija, ki slika
iz mnozice {1,...,n} vmnoZico {1,...,n}.

Npr. permutacija kart je obiCajno premesanje kart — ko jih vrenem na kup
(sprement se vrstni red v kupu, karte pa ostanejo iste,

nobene nismo ne dodali ne odvzeli).

Stevilo permutacij n elementov, tj. razvrstitev n-tih razli¢nih
elementov, je enako

nl=1-2-...-n

(oziroma definirano rekurzivno n!=(n—1)n in 0!=1).

o

~

/
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/

Permutacijo lahko opiSemo z zapisom:

kjerje {1,2,...,n} ={a1,as2,...,a,}.

To pomeni 7(1) = a1, 7(2) = asz,..., ©(n) = ay.

Primer: n = 11,

1 2 3 4 5 6 7 8 9
m1 =
3 4 5 10 2 1 7 9 11

o

10 11
6 8

/
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/

ki preslikaa € A v ma(m1(a)).

Primer:
1 2 3
M1 =
3 4 5
1 2 3
mo =
8 2 1
Potem je

(1 Y
T =171 OTy =

o

Naj bo A neka mnoZzica. Permutacije mnozice A med seboj mnozimo

po naslednjem pravilu: m = 7; o w5 je permutacija mnozice A,

4 5 6 7 8 9 10 11
10 2 1 7 9 11 6 8

4 5 6 7 &8 9 10 11
3 10 9 4 5 7 6 11

34567891011)

1 3 10 6 2 8 4 7 11 9 5

~

/
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/

Cikel je permutacija, za katero je

77(@1) = a2z, 77(@2) = asz,

Na kratko jo zapiSemo z (aj as . .. a;).

o

L, m(ay) = aq,

ostale elementi pa so fiksni (tj. 7(a) = a).

Trditev: Vsako permutacijo lahko zapisemo kot produkt disjunktnih ciklov.

/
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Primer:

™

T2

3 4 5 6 7 8 9

10 11
5 10 2 1 7 9 11 6 8

3 4 5 6 7 8 9
1 3 10 9 4 5 7

3 4 5 6 7 8 9

10 11
10 6 2 8 4 7 11 9 5

(13524106) (8911),
(1851069743),

(231091152) (4687)

10 11
6 11

/
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@ N

Transpozicija je cikel dolzine 2. Vsak cikel pa je produkt transpozicij:

(a1asas ... a.) = (ajaz)o(azaz)o---o(ar_1a.),

torej je tudi vsaka permutacija produkt transpozicij.

Seveda ta produkt ni nujno enoli¢no doloCen,
vseeno pa velja:

UH-OM ... LoOke
LikE MATH

ANAIETY.. et
3
oy

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &

Trditev: Nobena permutacija se ne da (g
zapisati kot produkt sodega Stevila in kot

produkt lihega Stevila transpozicij.
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4 N

Dokaz: Naj bodo =1, z»,...,x, razlicna realna Stevila. Poglejmo si

produkt: P = H(:z:z — x;). Izberimo indeksa a in b, a < b, in poglejmo v
1<J
katerih razlikah se pojavita:

(I;l_a:a,, ...,xa_l_aja, aja_xa,+1, ...,:Ua—il?b_l, xa,_a:b, aja_xb+1, ...,xa_xn,

L1 —TLps s La—1—Lpy|La —Lby| La+1—Lby -y Lb—1—Lb, Ly —Lb4+1y Lo~ Tn-

Razliko x, — xp smo navedli dvakrat, a se v produktu P pojavi samo enkrat.
Ce na mnozici indeksov opravimo transpozicijo (ab),

razlika x, — xp preide v razliko xp, — x,, torej zamenja predznak,

razlike 1z prvega in zadnjega stolpca se med seboj zamenjajo,

razlike 1z srednjega stolpca pa tudi zamenjajo predznake

(vendar je le-teh sodo mnogo in zato ne vplivajo na produkt P).

o /
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4 N

Sedaj pa napravimo na mnozici indeksov permutacijo .

V tem primeru je produkt

Pr =] (@) — zep)-

1<J

enak +P. Ce uporabimo sodo Stevilo transpozicij, potem je P, = P, sicer
pa P, = —P. |

Glede na sodo oziroma liho Stevilo transpozicij imenujemo

permutacijo soda oziroma liha permutacija.

o /
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/

Permutacije s ponavljanjem

vseh permutacij s Stevilom njihovih vrstnih redov, tj. permutaci;:

n!

kilko!- - k!

Koliko razli¢nih besed lahko napisemo s ¢rkami 1z besede ANANAS?
Zaky = ks =--- =k, =1 dobimo obiCajne permutacije.

Zar = 2 dobimo v bistvu kombinacije.

o

~

Permutacije s ponavljanjem so nekakSne permutacije, pri katerih pa ne
lo¢imo elementov v skupinah s k1, ko, . . ., k,- elementi - zato delimo Stevilo

/
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/

Kombinacije

Binomski koeficient oz. Stevilo kombinacij, tj. Stevilo m-elementnih

podmnozic mnozice moci n, je

(n):n-(n—l)---(n—m+1) n!

m

1-2---m m!(n —m)!’

saj lahko prvi element 1izberemo na n nacinov,
drugi na n—1 nacinoy, .. .,

zadnji na n—m+-1 nacinov,

ker pa vrstni red izbranih elementov ni pomemben,
dobljeno Stevilo Se delimo s Stevilom permutacij.

o

~

/
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/ Binomski obrazec - ponovitev

Trditev: Za binomske simbole velja

k=0

(a-+b)" =i (Z) A" dn (:»,,) i <m11> N <:7/:11

)

Dokaz: Po definiciji je desna enakost ekvivalentna z

n! n!

(n+1)!

+

oziroma po mnoZenju z m!(n—m—1)!/n! z

1 1 n+1
_I_

Prvi del trditve dokazemo s kombinatoriko (Stetje)

\ali matematicno indukcijo.

n—m m+1 (m+1)(n—m)

mlin—m)! ' (m+Dln—m—-1!  (m+ Dl(n—m)’

~

Y
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-~

Pascalov trikotnik - ponovitev

I 8 28 56 70 56 28 8 1
I 9 36 84 126 126 84 36 9 1

To so v obliki trikotnika zapisani binomski simboli,

vsaka vrstica pa ustreza enemu binomskemu obrazcu.

N
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/

N

I. VERJETNOST \

Tisti, ki ima rad prakso brez teorije, je kot mornar, ki zapluje z ladjo
brez krmila in kompasa in nikoli ne ve, kje lahko nasede.

Leonardo da Vinci (1452-1519)

/

Univerza v Ljubljani

4P HOP # & X

92



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

I.1. Poskusi, dogodki in verjetnost

~

/
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Zacetki verjetnosti

Naklju¢nost so poznale Ze stare
kulture: EgipCani, Grki, ...

a je niso poskusale razumeti —
razlagale so jo kot voljo bogov.

Ahil in Ajaks kockata, amfora, okrog 530 pr.n.§, Eksekias, Vatikan

Leta 1662 je plemiC Chevalier de Mere zastavil
matematiku Blaise Pascalu vpraSanje:

zakaj doloCene stave prinasajo dobiCek druge pa ne.

Le-ta si je o tem zacel dopisovati s Fermatom
in 1z tega so nastali zaCetki verjetnostnega racuna.

Univerza v Ljubljani
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/

... zacetki

1in matematik Cardano, a ni bila SirSe znana.

prve zavarovalniske tabele.

o

Prvo tovrstno razpravo je napisal ze leta 1545 italijanski kockar

Tudi leta 1662 je anglez John Graunt sestavil na osnovi podatkov

/
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/Leta 1713 je Jakob Bernoulli objavil svojo knjigo Umetnost ugibanja \
s katero je verjetnostni raCun postal resna in sploSno uporabna veda.

Njegov pomen je Se utrdil Laplace, ko je pokazal njegov pomen pri analizi
astronomskih podatkov (1812).

Leta 1865 je avstrijski menih Gregor Mendel uporabil
verjetnostno analizo pri razlagi dednosti v genetiki.

V 20. stoletju se je uporaba verjetnostnih pristopov razsirila

\skoraj na vsa podrodja. /
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/

o

Primeri:

* met igralne kocke,

* 1z kupa 20 1gralnih kart 1zberemo eno karto.

Poskus

(kompleksa pogojev). Poskus je torej vsako dejanje,
ki ga opravimo v natanko dolocCenih pogojih.

~

Verjetnostni raCun obravnava zakonitosti, ki se pokazejo v velikih mnozicah
enakih ali vsaj zelo podobnih pojavov. Predmet verjetnostnega raCuna je
torej empiri¢ne narave in njegovi osnovni pojmi so povzeti 1z izkusnje.
Osnovni pojmi v verjetnostnem racunu so: poskus, dogodek in verjetnost
dogodka.

Poskus je realizacija neke mnozice skupaj nastopajocCih dejstev

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

97



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

4 N

Dogodki

Pojav, ki v mnozico skupaj nastopajoCih dejstev ne spada in se lahko v
posameznem poskusu zgodi ali pa ne, imenujemo dogodek.

Primeri:
v poskusu meta igralne kocke je na primer dogodek, da vrzemo 6 pik;

e v poskusu, da vleCemo i1gralno karto 1z kupa 20 kart, je dogodek, da

1zvleCemo rdecCo barvo.

Za poskuse bomo privzeli, da jih lahko neomejeno velikokrat ponovimo.
Dogodki se bodo nanasali na ist1 poskus.

Poskuse oznaCujemo z velikimi ¢rkami iz konca abecede, npr. X, Y, X;.

Dogodke pa oznacujemo z velikimi ¢rkami iz zaCetka abecede, npr. A, C,
F.

o /
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/

o

Vrste dogodkov

Dogodek je lahko:

e gotov dogodek — G&: ob vsaki ponovitvi poskusa se zgodi.
Primer: dogodek, da vrzemo 1, 2, 3, 4, 5, ali 6 pik
pri metu igralne kocke;

e nemogoc¢ dogodek — /V: nikoli se ne zgodi.

Primer: dogodek, da vrzemo 7 pik pri metu igralne kocke;

 slucajen dogodek: vcasih se zgodi, vc¢asih ne.

Primer: dogodek, da vrzemo 6 pik pri metu igralne kocke.

/
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/ Racunanje z dogodKki \

Dogodek A je poddogodek ali nacin dogodka B, kar zapiSemo A C B,

¢e se vsakic, ko se zgodi dogodek A, zagotovo zgodi tudi dogodek B.

Primer: Pri metu kocke je dogodek A, da pade Sest pik,
nacin dogodka B, da pade sodo Stevilo pik.

Ce je dogodek A nadin dogodka B in sotasno dogodek B nacin dogodka
A, sta dogodka enaka: (A C B)A(BC A) <— A=B8.

Vsota dogodkov A in B, oznaCimojoz A U B ali A + B,
se zgodi, Ce se zgodi vsaj eden od dogodkov A in B.

Primer: Vsota dogodka A, da vrzemo sodo Stevilo pik,
in dogodka B, da vrzemo liho Stevilo pik, je gotov dogodek.

Velia: AUB=BUA, AUN=A, AUG=G, AUA=A

BCA < AUB=A, AU(BUC)=(AuB)UC

o /
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/ ...Racunanje z dogodki \

Produkt dogodkov A in B, oznaCimo gaz A N B ali AB, se zgodi, Ce se
zgodita A in B hkrati.

Primer: Produkt dogodka A, da vrzemo sodo Stevilo pik,

in dogodka B, da vrzemo liho Stevilo pik, je nemogoC dogodek.

Velja: ANB=BNA, ANN=N, AnG=A, AnA=A
BCA < AnB=B, An(BNnC)=(ANB)NC
AN(BUC)=(ANB)UANC), AuUBNC)=(AUB)N (AU ()

Dogodku A nasproten dogodek A imenujemo negacijo dogodka A.

Primer: Nasproten dogodek dogodku, da vrzemo sodo Stevilo pik,
je dogodek, da vrzemo liho Stevilo pik.

Velio: ANA=N, AUA=G, N=G, A=A

AUB=ANB, ANB=AUB

N /
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/ ...Racunanje z dogodki \

Dogodka A in B sta nezdruzljiva, e se ne moreta zgoditi hkrati, njun

produkt je torej nemogoc dogodek, A N B = N.

Primer: Dogodka, A — da pri metu kocke pade sodo Stevilo pik in B — da
pade liho Stevilo pik, sta nezdruzljiva.

Poljuben dogodek in njegov nasprotni dogodek sta vedno nezdruzljiva. Ob

vsaki ponovitvi poskusa se zagotovo zgodi eden od njiju, zato je njuna vsota
gotov dogodek: (AA=N) A (A+A=0Gq).

Ce lahko dogodek A izrazimo kot vsoto nezdruzljivih in mogoc¢ih dogodkov,
reCemo, da je A sestavljen dogodek. Dogodek, ki ni sestavljen, imenujemo
osnoven ali elementaren dogodek.

Primer: Pri metu kocke je Sest osnovnih dogodkov: E, da pade 1 pika,
Fs, da padeta 2 piki, . . ., Fg, da pade 6 pik. Dogodek, da pade sodo Stevilo

kpik je sestavljen dogodek i1z treh osnovnih dogodkov (F», /4 in Ejg). /
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/ ...Racunanje z dogodki \

Mnozico dogodkov S = {A;, As,..., A, } imenujemo popoln sistem

dogodkov, Ce se v vsaki ponovitvi poskusa zgodi natanko eden od dogodkov
iz mnoZice S.

To pomeni, da so vsi mogoci
Ai 7é Na

paroma nezdruzljivi
AiA;j =N 1#]

in njithova vsota je gotov dogodek

Al + A+ ...+ A, =G.

Primer: Popoln sistem dogodkov pri metu kocke sestavljajo na primer
osnovni dogodki ali pa tudi dva dogodka: dogodek, da vrzem sodo Stevilo

kpik, in dogodek, da vrzem liho Stevilo pik. /
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~

Primer: V 17. stoletju je bila popularna igra, pri kateri se je stavilo na
vsoto pik pri metu treh kock. Stavili so veCinoma na 9 ali 10.

vsota 9 vsota 10
1 2 1
Kockarji so napisali 6 3 6
¥ - 1 3 5 1 4 5
VS€ mozZnost1
e 1 4 4 2 2 6
na naslednji nacin:
2 2 5 2 3 5
2 3 4 2 4 4
3 3 3 3 3 4

Sklepali so, da sta stavi enakovredni. So imeli prav? Problem je kockarjem
reSil sam Galileo Galiler (1564-1642). Na list papirja jim je napisal vse

mozne trojice padlih pik na kockah. Koliko jih je? /
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/

I.2. Definicija verjetnosti

i a ~
N OTDE o
O
GETTING 187 e @

- NOW LET'S LEAVE THE

(( CASINO AND REIOIN THE
e p '/-:rh‘ REAL WORLD..

/
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4 N

OpiSimo najpreprostejSo verjetnostno zakonitost. Denimo, da smo n—krat

ponovili dan poskus in da se je k—krat zgodil dogodek A. Ponovitve
poskusa, v katerih se A zgodi, imenujemo ugodne za dogodek A, Stevilo

pa je relativna frekvenca (pogostost) dogodka A v opravljenih poskusih.
StatistiCni zakon, ki ga kaze izkuSnja, je:

Ce poskus X dolgo ponavljamo, se relativna frekvenca slucajnega
dogodka ustali in sicer skoraj zmeraj toliko bolj, kolikor vec

ponovitev poskusa napravimo.

o /
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/ StatistiCna definicija verjetnosti \

To temeljno zakonitost so empiriCno preverjali na veC nacinov. Najbolj znan
je poskus s kovanci, kjer so dolocali relativno frekvenco grba (f(A)):

« Buffon je v 4040 metih dobil f(A) = 0-5069,
e Pearson je v 12000 metih dobil f(A) = 0-5016,
e Pearson je v 24000 metih dobil f(A) = 0-5005.

Ti poskusi kazejo, da se relativna frekvenca grba pri metih kovanca
obiCajno ustali blizu 0-5. Ker tudi drugi poskusi kazejo, da je ustalitev
relativne frekvence v dovolj velikem Stevilu ponovitev poskusa sploSna
zakonitost, je smiselna naslednja statisticna definicija verjetnosti:

Verjetnost dogodka A v danem poskusu je stevilo P(A), pri

katerem se navadno ustali relativna frekvenca dogodka A v

k velikem Stevilu ponovitev tega poskusa. /
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4 N

Osnovne lastnosti verjetnosti

1. Ker je relativna frekvenca vedno nenegativna, je verjetnost P(A) > 0.

2. P(G)=1,P(N)=0inAC B = P(A) < P(B).

3. Naj bosta dogodka A in B nezdruZljiva. Tedaj velja

P(A+ B) = P(A) + P(B).

N /
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4 N

Klasic¢na definicija verjetnosti

Verjetnostni prostor S slucajnega pojava je mnozica vseh moznih izidov.

Dogodek je katerikoli 1zid ali mnozica 1zidov sluCajnega pojava.
Dogodek je torej podmnozica vzorénega prostora.
Verjetnostni model je matematicni opis sluCajnega pojava,

sestavljen iz dveh delov: vzorénega prostora .S in predpisa,
ki dogodkom priredi verjetnosti.

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K . N * - x




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

-

prostor S

Mozni izidi pri metu dveh kock.

Enakovredni izidi in klasi¢cna definicija verjetnosti

Primer. Metanje dveh kock hkrati je obiCajni nacin za izgubljanje denarja
v igralnicah. Ko vrzemo dve kocki, je moznih 36 izidov, ¢e med kockama
razlikujemo. Ti mozni i1zidi so prikazani na sliki in tvorijo verjetnostni
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4 N

“Pade 5” je nek dogodek, oznacimo ga z A. Vsebuje 4 od 36 moznih izidov:

-~ HE BN Bl

Opozorimo, da lo¢imo izida 1 + 4 in 4 + 1, kakor tudi 2 + 3 in 3 + 2.
V primeru sode vsote (npr. 6) pa imamo en sam 1zid, ko kocki pokazeta
enako (tj. 3 + 3).

Ce so kocke dobro izdelane, izkusnje kaZejo, da se vsak od 36 izidov z

zgornje slike pojavi enako pogosto.

Razumen verjetnostni model torej pripiSe vsakemu od izidov verjetnost
1/36.

N /
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/Pri dolocCitvi verjetnosti si pri nekaterih poskusih in dogodkih lahko

pomagamo s klasicno definicijo verjetnosti:

Vzemimo, da so dogodki iz popolnega sistema dogodkov

{E1, Es, ..., Es} enako verjetni:

P(Ey) = P(Es) = ... = P(E,) = p

Tedaj je P(E;) =1/s i=1,...,s.

Ce je nek dogodek A sestavljen iz v dogodkov iz tega popolnega

sistema dogodkov, potem je njegova verjetnost P(A) = r/s.

Primer: IzraCunajmo verjetnost dogodka A,
da pr1 metu kocke padejo man;j kot 3 pike.
Popolni sistem enako verjetnih dogodkov sestavlja 6 dogodkov.
Od teh sta le dva ugodna za dogodek A (1 in 2 piki).

2 1
Zato je verjetnost dogodka A enaka — = —

\_ Y,
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/

Geometrijska verjetnost

V primerih, ko lahko osnovne dogodke predstavimo kot
‘enakovredne’ toCke na delu premice (ravnine ali prostora),
doloCimo verjetnost sestavljenega dogodka kot razmerje dolzin
(plosCin, prostornin) dela, ki ustreza ugodnim izidom,

1n dela, ki ustreza vsem moznim i1zidom.

Verjetnost torej lahko raCunamo s pomocjo geometrije.
Lahko pa se zgodi tudi obratno, da nam verjetnost pomaga
dolociti nekaj geometrijskega, npr. Stevilo 7.

o

/
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-~

N

Se dve lastnosti verjetnosti

4. Za dogodka A in B velja:

P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB).

y 7.~
/f’”’-l? Yioren

« B cadeaced s
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4 N

Primer: Denimo, da je verjetnost, da Student naredi izpit iz Sociologije
P(S) = 2/3. Verjetnost, da naredi izpit iz Politologije je P(P) = 5/9.
Ce je verjetnost, da naredi vsaj enega od obeh izpitov P(S + P) = 4/5,
koliksna je verjetnost, da naredi oba 1zpita?

P(SP)=P(S)+P(P)—P(S+P)=
2 5 4
5

= (042.

3+9

o /
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/Za dogodke A, B in C velja:

P(A+B+C) =

P(A) + P(B) + P(C)

— P(AB)— P(AC)— P(BC)
+ P(ABO).
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/

Kako lahko to pravilo posplosimo Se na ve¢ dogodkov?

pri Cemer predznaki alternirajo.

o

ATUA U U =) Al = ) A N4y,
= 1<is<iz<n
+ ) Ay, N A, N AL — -+ (-1)" A1 NAsn ...
1< <12<13<n

Namig: Pravilo o vkljucitvi in izklju€itvi za mnozice A1, As, ..., Ay:

NA,|

/
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/ ...Se dve lastnosti verjetnosti \

5. P(A) =1 — P(A)

Primer: 1z kupa 32 kart sluCajno povleCemo 3 karte. KolikSna je verjetnost,
da je med tremi kartami vsaj en as (dogodek A)?

Pomagamo si z nasprotnim dogodkom. Nasprotni dogodek A dogodka A
je, da med tremi kartami n1 asa. Njegova verjetnost po klasiCni definiciji
verjetnosti je doloCena s kvocientom Stevila vseh ugodnih dogodkov v
popolnem sistemu dogodkov s Stevilom vseh dogodkov v tem sistemu
dogodkov. Vseh dogodkov v popolnem sistemu dogodkov je (332), ugodni
pa so tisti, kjer zbiramo med ne—asi, t.]. (238). Torej je

P(A) = E}i; = 066; P(A)=1—P(A)=1-066=034.

o /
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4 N

...Se dve lastnosti verjetnosti

Posledica. Ce so dogodki A;, i € I paroma nezdruzljivi, velja
P(ZAZ) =" P4,
i€l iel

Velja tudi za Stevno neskoncne mnoZice dogodkov.

N
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/

Zgornjo relacijo si lazje zapomnimo, Ce jo na glas “odrecitiramo’:

~

“verjetnost vsote paroma nezdruzljivih dogodkov
je enaka
vsoti verjetnosti teh dogodkov.”

(A,B) — A+ B

1 [

(P(A), P(B)) —— P(A)+ P(B) = P(A + B)

vsote in verjetnosti), ki velja za paroma nezdruzljive dogodke.

o

Torej gre za nekakSno pravilo o zamenjavi (med vrstnim redom racunanja

/
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/

N

Pri neskon¢nih mnozicah dogodkov
moramo drugo zahtevo posplositi

Dobljeni strukturi reCemo o-algebra.

Aksiomi Kolmogorova*

Neprazna druzina dogodkov D je algebra, Ce velja:

e Ac D= AcD,
« ABED= A+ BEeED.

e A,eDyiel=>._ A €D.

el

~

Dogodek predstavimo z mnoZzico zanj ugodnih izidov; gotov dogodek G

ustreza univerzalni mnozici; nemogoC dogodek pa prazni mnozici.

BPe
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/

Naj bo D c-algebra v G. Verjetnost na G je preslikava P : D — R z

... Aksiomi Kolmogorova*

lastnostmi:
1. P(A) >0,
2. P(G) =1,

3. Ce so dogodki A;, i € I paroma nezdruZljivi, je
P(ZAZ-) =" P(4).
el €1
Trojica (G, D, P) doloca verjetnostni prostor.

Iz teh treh aksiomov lahko izpeljemo vse ostale lastnosti verjetnosti
(Hladnik, str. 12).

o

~

/
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/

o

#]
E3

1.3. Pogojna verjetnost

(o] [o] o] [+] []
R H

/
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/

Intriga (po Kvarkadabri)

Ne podcenjuymo vpliva najrazliCnejSih rubrik v popularnih Casopisnih
prilogah, kjer nas domnevni “strokovnjaki” zasipajo z nasveti vseh vrst,

- rubrike krojijo mnenja ljudi in spreminjajo navade celotnih nacij,

- sprozajo obsezne polemike tako med SirSimi mnoZzicami
kot tudi v ozki strokovni javnosti.

Na podrocCju zdravja in prehrane tako burne odzive seveda priCakujemo,

o

povsem nekaj drugega pa je, Ce jih sprozi preprosto matematicno vprasanje.

/
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/

Revija Parade - kot prilogo jo vsako nedeljo dodajo

veC kot 400 ameriskim Casopisom in doseze okoli
70 milijonov bralcev, ze dolgo 1zhaja rubrika z imenom
“Vprasajte Marilyn.” Ureja jo Marilyn vos Savant.

e/ o

V svoiji rubriki zdaj ze vecC kot 20 let odgovarja na najrazliCnejSa vprasanja

bralcev in reSuje njihove tezave.

Med vsemi vprasanji, ki jih je kdaj obravnavala, ima prav posebno mesto
na prvi pogled zelo preprost problem, ki ji ga je 9. septembra 1990 zastavil
gospod Craig F. Whitaker:

o /
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/ Dve kozi in avtomobil \

“Vzemimo, da sodelujete v nagradni igri,

kjer vam ponudijo na izbiro troje vrat.

Za enimi se skriva avto, za drugima dvema pa koza.

Recimo, da izberete vrata stevilka 3,

voditelj igre, ki ve, kaj se nahaja za posameznimi vrati,

pa nato odpre vrata stevilka 1, za katerimi se pokaze koza.
Nato vas vprasa: ‘Bi se sedaj raje odlocili za vrata Stevilka 27’

Zanima me, ali se tetkmovalcu splaca zamenjati izbor vrat?”

Poudariti je potrebno, da mora gostitelj nagradne igre vsakiC postopati
enako. Ne more enkrat ponuditi zamenjavo (npr. takrat, ko vidi, da
nastopajocCi kaze na vrata za katerimi se skriva avto), drugiC pa ne

\(npr. takrat, ko nastopajocCi kaze na vrata za katerimi je koza). /
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Vprasanja se je prijelo ime “problem Montyja Halla”, po imenu voditelja

popularne ameriske televizijske oddaje Pogodimo se (Let’s Make a Deal),

v kater1 je voditel) Monty Hall goste 1zzival, da so sprejemali ali zavracali
najrazlicnejse ponudbe, ki jim jih je zastavljal.

Marilyn je bralcu v svoji rubriki odgovorila, da se nam vrata vsekakor
splaCa zamenjati, saj se tako verjetnost, da bomo zadeli avto,
povecCa za dvakrat. Tole je njen odgovor:

Seveda se splaCa zamenjati vrata.
Prva vrata imajo le 1/3 verjetnosti za zmago,
medtem ko imajo druga verjetnost 2/3.

o /
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Namig

Najlazje s1 vse skupaj predstavljate takole.

Nato voditelj, ki ve, kaj se nahaja za posameznimi vrati,
odpre vsa vrata razen vrat Stevilka 777 777.

V tem primeru bi zelo hitro zamenjali svoj izbor, kajne?

o

Predpostavimo, da je na voljo milijon vrat in vi 1izberete prva.

/
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Sledila je ploha kritik (veC kot 10 000 pisem jeznih bralcev,
med katerimi je bilo ogromno uciteljev matematike).

Se najinteligentnejSa zenska na planetu moti?

Skoraj 1 000 pisem je bilo podpisanih z imeni (dr. nazivi, napisana na pa-

pirju z glavo katere od ameriskih univerz — www.marilynvossavant.com).

Marylin bralce zavaja, saj se verjetnost za zadetek

nikakor ne more spremeniti, e vimes zamenjamo izbor vrat.

Neki profesor matematike je bil zelo neposreden:
“Udarili ste mimo! ... Kot profesionalni matematik sem
zelo zaskrbljen nad pomanjkanjem matemati¢nih vescin v Sirsi javnosti.

Prosim, da se opravicite in ste v prihodnosti bolj pazljivi.”

kDrugi je Marylin celo obtozil, da je ona sama koza. /
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Polemika je pristala celo na naslovnici New York Timesa, v razpravo

so se vkljucila tudi nekatera znana imena i1z sveta matematike.

O odgovoru vos Savantove, da naj tekmovalec zamenja vrata, so razpravljal
tako na hodnikih Cie kot v oporiscih vojaskih pilotov ob Perzijskem zalivu.

Analizirali so ga matematiki z MIT in racunalniSki programerji laboratorijev
Los Alamos v Novi Mehiki.

Poleg zaljivih pisem, ki so njen odgovor kritizirala, je Marilyn vseeno
prejela tudi nekaj pohval. Profesor s prestiznega MIT:

“Seveda imate prav. S kolegi v sluzbi smo se poigrali s problemom
in moram priznati, da je bila veCina, med njimi sem bil tudi sam,

sprva prepricana, da se motite!”

o /
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o

Eksperimentalna ugotovitev

Marilyn se kritik ni ustrasila - navsezadnje je objektivno izmerljivo
po inteligenCnem koli¢niku pametnejSa od vseh svojih kritikov,

zato je v eni od svojih naslednjih kolumn vsem uciteljem v drzavi
zadala nalogo, da to preprosto igrico igrajo s svojimi ucenci v razredu

(seveda ne s pravimi kozami in avtomobilom) in ji poSljejo svoje rezultate.

Te je nato tudi objavila in seveda so se povsem skladali z njenim nasvetom,
da se v tem konkretnem primeru bistveno bolj splaca spremeniti izbiro vrat.

/
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Kdo ima prav?

Razprava o problemu Montyja Halla spada na podrocije,
ki mu matematiki pravijo pogojna verjetnost.

verjetnost za posamezne dogodke, ko se pojavijo novi podatki.

je v tem, da so bralci veCinoma spregledali klju¢ni podatek.

Zelo pomembno je namreC dejstvo, da voditelj igre vnaprej ve,
za katerimi vrati je avtomobil.

o

Najbolj preprosto reCeno je to veda, ki se ukvarja s tem, kako prilagoditi

Bistvo zapleta, ki je izzval tako obsezno in Custveno nabito reakcijo bralceyv,

/
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Ko v drugem delu odpre vrata, za katerimi se pokaze koza,
vnaprej ve, da za temi vrati ni avtomobila.

Ce voditelj te informacije ne bi imel
in b1 vrata odpiral povsem naklju¢no tako kot igralec,
se verjetnost za zadetek ob spremembi vrat res ne bi povecala.

Potem bi drzale ugotovitve veC 1 000 bralceyv,
ki so poslali jezna pisma na uredniStvo revije,

da Marilyn ne pozna osnov matematike.

Matemati¢na intuicija nam namrec pravi,
da je verjetnost, da bo avto za enimi ali za drugimi vrati,
ko so dvoja Se zaprta, enaka.

To je seveda res, Ce zraven ne bi bilo Se voditelja, ki ve veC kot mi.

/
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ajlazje nejasnost pojasnimo, ¢e analiziramo dogajanje 1zza kulis,

od koder ves Cas vidimo, za katerimi vrati je avto in kje sta kozi.

Ce tekmovalec Ze v prvo izbere vrata, za katerimi je avto,
bo voditelj odprl katera koli od preostalih dveh vrat

in zamenjava bo tekmovalcu v tem primeru le Skodila.

Ampak to velja le za primer, Ce v prvo izbere vrata,
za katerimi je avto, verjetnost za to pa je 1/3.

Ce pa v prvo tekmovalec izbere vrata, za katerimi je koza,
bo voditelj moral odpreti edina preostala vrata,
za katerimi se nahaja koza.

V tem primeru se bo tekmovalcu zamenjava vrat v vsakem primeru

obrestovala in bo tako z gotovostjo zadel avto.

N /
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/e v prvo tekmovalec 1zbere kozo, se mu vedno splaca zamenjati, \
¢e pa v prvo izbere avto, se mu zamenjava ne izplaca.

Verjetnost, da v prvo izbere kozo, je 2/3,
medtem ko je verjetnost, da izbere avto, le 1/3.

Ce se tekmovalec odlo¢i za strategijo zamenjave,
je zato verjetnost, da zadane avtomobil, 2/3,
¢e zamenjavo zavrne, pa je verjetnost pol manjsa, tj. 1/3.

Ce se torej drZi strategije zamenjave vrat, ko mu jo voditelj ponudi,
bo tako vedno, ko v prvo izbere kozo, ob zamenjavi vrat dobil avto,
kar ga do dobitka pripelje v 2x vecjem Stevilu primerov,

kot sicer. Verjetnost za zadetek se mu tako s 33% poveca na 66%.

Ce vam ni takoj jasno, se ne sekirajte preve¢. Tudi mnogi matematiki

kso potrebovali kar nekaj Casa, da so si razjasnili ta problem. /
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/ Definicija pogojne verjetnosti \

Opazujemo dogodek A ob poskusu X, ki je realizacija kompleksa pogojev
K. Verjetnost dogodka A je tedaj P(A).

Kompleksu pogojev K pridruzimo mogo¢ dogodek B, tj. P(B) > 0.
Realizacija tega kompleksa pogojev K’ = K B je poskus X' in verjetnost
dogodka A v tem poskusu je Pg(A), ki se z verjetnostjo P(A) ujema ali pa

ne.

Pravimo, da je poskus X’ poskus X s pogojem B in verjetnost Pg(A)
pogojna verjetnost dogodka A glede na dogodek B, kar zapiSemo takole:

Pp(A) = P(A/B).

Pogojna verjetnost P(A/B) v poskusu X' je verjetnost dogodka A v
poskusu X s pogojem B.

kPogosto pogojno verjetnost pisejo tudi P(A/B). /
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/ ... Pogojna verjetnost \

Denimo, da smo n—krat ponovili poskus X in da se je ob tem kp—krat

zgodil dogodek B. To pomeni, da smo v n ponovitvah poskusa X napravili
kp—krat poskus X’. Dogodek A se je zgodil ob poskusu X’ le, Ce se je
zgodil tudi B, t.j. A B. Denimo, da se je dogodek A B zgodil ob ponovitvi
poskusa k4 gp—krat. Potem je relativna frekvenca dogodka A v opravljenih
ponovitvah poskusa X':

kap _ kas/n _ f(AB)
ks kg /n f(B)

fB(A) = f(A/B) =

oziroma

P(A/B) =

Pogojna verjetnost Pp ima prav take lastnosti kot brezpogojna. Trojica
k(B’ Dp,Pp), Dp = {A B| A € D} je zopet verjetnostni prostor. /
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je enaka

N

... Pogojna verjetnost graficno

., s

P(B) P(AB)

Grafi¢na predstavitev: verjetnost dogodka AB (desna Skatla)

produktu verjetnosti dogodka B (leva Skatla)
in

pogojni verjetnosti dogodka A glede na dogodek B.

Slednjo verjetnost zato postavimo ob povezavo med tema Skatlama.

/
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/

o

imenujemo tudi kontingencna tabela:

Primer: Denimo, da je v nekem naselju 900 polnoletnih prebivalceyv.

4

Zanima nas struktura prebivalcev po spolu ( M — moski, Z — zenski spol)
in po zaposlenosti (Z — zaposlen(a), N — nezaposlen(a)). Podatke po obeh
spremenljivkah uredimo v dvorazsezno frekvenCno porazdelitev, ki jo

spol \ zap. y4 N
M 460 40 | 500
Z 240 160 | 400
700 200 | 900

~

/
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/

o

pogoju, da je zaposlena.

P(Z) =

P(M/Z) =

4
900 900

P(MZ) 460-900 460
P(Z)  900-700 700

al1 neposredno 1z kontingencne tabele

460

~

Poglejmo, kolikSna je verjetnost, da bo slucajno izbrana oseba moski pri

/
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4 N

Primer: Mati ima dva otroka.

(1) Koliksna je verjetnost, da je drugi otrok moskega spola,
¢e vemo, da je vsaj en otrok moskega spola?

(2) Koliksna je verjetnost, da je drugi otrok moskega spola,
¢e vemo, da je vsaj en otrok moskega spola in rojen na torek?

o /
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4 N

Za prvo vpraSanje definiramo naslednja dogodka:

e A - drugi otrok moskega spola,
e B - vsaj en otrok moskega spola,

saj bi radi izracunali P(A/B). V ta namen si oglejmo popoln sistem
naslednjih elementarnih dogodkov, ki jih sestavljajo pari [spol,spol]:

0y = {[M, M], M, Z]v [Zv M|, [ZvZ]}

Le-ti so zaradi simetrije enako verjetni (tj. zgodijo se z verjetnostjo %).
Dogodek B je sestavljen iz treh elementarnih dogodkov, dogodek AB pa le
iz dveh, tj. P(B) = 2 in P(AB) = 1. Po formuli za pogojno verjetnost

dobimo

P(A/B) = ~ é:—.

o /
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/

Za drugo vprasanje definiramo Se dogodek:
e (' - vsaj en otrok moskega spola in rojen na torek.

MnoZica {25 je sestavljena iz parov [(spol,dan),(spol,dan)],

kar pomeni, da ima
(2 x 7)? = 14° enakovrednih elementov.
Dogodek C' predstavlja

14 parov oblike [(spol,dan),(M,torek)] in
14 parov oblike [(M,torek),(spol,dan)],

torej velja

o

Cl4414-1 27
- 142 1427

P(C)

vendar moramo uposStevati, da smo par [(M,torek),(M,torek)] Steli 2-krat,

/
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/

Dogodek AC predstavlja

zato je

P(AC) =

Sedaj pa po formuli za pogojno verjetnost dobimo

T+14—-1 20
142 1427

P(AC) 20 14

P(A/C) = =

o

P(C) 142 27

7 parov oblike [(M,torek),(M,dan)] in
14 parov oblike [(spol,dan),(M,torek)],

vendar smo tudi v tem primeru par [(M,torek),(M,torek)] Steli 2-krat,
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... Pogojna verjetnost

Iz formule za pogojno verjetnost sledi:
P(AB)=P(B)P(A/B),

P(AB) = P(A) P(B/A).

Torej velja:
P(A)P(B/A) = P(B)P(A/B).

N /
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-

o

PA)

P(B/A)

P(B/A)

P(AB)

P(AB)
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4 N

147

Verjetnost vsakega izmed dogodkov
AB, AB, AB in AB

je enaka produktu verjetnosti na puscicah od zacetka (koren na levi)
pa do samega dogodka.

Primerjaj te dogodke s polji kontingencne tabele 2 x 2.
Le-t1 sestavljajo popoln sistem dogodkov,

vsota prvega in tretjega pa je ravno dogodek B.

o /
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Neodvisnost dogodkov

Dogodka A in B sta neodvisna, Ce velja

P(AB) = P(A) - P(B).

Za nezdruZljiva dogodka A in B velja P(A/B) = 0.

N

Zato za neodvisna dogodka A in B velja P(A/B) = P(A).

/
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Pomembno je poudariti razliko med nezdruZljivostjo in neodvisnostjo, zato

za Salo zopet “recitiraymo’:

“verjetnost produkta paroma neodvisnih dogodkov
je enaka

produktu verjetnosti teh dogodkov.”

(A, B) — AB

(P(.),P(.))l lP(J

(P(A), P(B)) —— P(A)P(B) = P(AB)

Torej gre za nekaksno pravilo o zamenjavi (med vrstnim redom raCunanja

produkta in verjetnosti), ki velja za paroma neodvisne dogodke.

o /
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/ ... Pogojna verjetnost

Primer: Iz posode, v kateri imamo 8 belih in 2 rdeci krogli,
2x na slepo 1izberemo po eno kroglo. KolikSna je verjetnost dogodka,
da je prva krogla bela (31) in druga rdecCa (R>).

1. Ce po prvem izbiranju izvle¢eno kroglo ne vrnemo v posodo
(odvisnost), je:
P(B1 Ry) = P(B;1) - P(R2/By) =

8 2
= — - — =018
10 9
2. Ce po prvem izbiranju izvleceno kroglo vrnemo v posodo
(neodvisnost), je:

P(B1 Ry) = P(By) - P(Ry/By) =

— P(By)- P(Ry) = — - 2 = 016,

k 10 10

/
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... Pogojna verjetnost

Dogodka A in B sta neodvisna, ce je P(A/B) = P(A/B).

Nadalje velja

P(ABC) = P(A)- P(B/A) - P(C/(AB)).

N /
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/

P@A)

PA)

o

ABC

%

AB

P(B/A)

P(B/A)

o

ABC

ABC

3

e

\

P(C/AB)

ABC

ABC

P(B/A)

P(B/A)

ae—

ABC

ABC

X

AB

\

P(C/AB)

ABC

/
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/

Tudi slednje pravilo lahko posploSimo napre;.
Dogodki A;, 7 € I so neodvisni, ¢e je P([[,o; Ai) = [ 1,c; P(4As).

Za neodvisne dogodke A;, i € I velja

o

/
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PA)

PA)

N

/ Binarno drevo za neodvisne dogodke A, B in C \

PA)

y ABC
PA) P(B)P(O)
T R T

P(A) P(B) P(C)

ABC
P(A) P(B) P(C)

PO

P(A) P(B) P©)

P(A)P(B) P(C)

y ABC
P(A) P(B) P(C)

PA) P(B) PO

P(A) P(B) P(C)

/
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/

o

Naloga iz pogojne verjetnosti

Redko nalezljivo bolezen dobi ena oseba na 1 000.

Imamo dober, a ne popoln test za to bolezen:

Ce ima neka oseba to bolezen, potem test to pokaze v 99% primerih,
vendar pa test napacno oznaci tudi 2% zdravih pacientov za bolane.

@

V Tvojem primeru je bil test pravkar pozitiven.

Kaksna je verjetnost, da si zares dobili nalezljivo bolezen?

~

/
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/

...Naloga iz pogojne verjetnosti

Delamo z naslednjimi dogodki:
A: pacient je dobil nalezljivo bolezen,
B: pacientov test je bil pozitiven.
Izrazimo informacijo o ucinkovitosti testov:
P(A) = 0001 (en pacient na 1000 se naleze),
P(B/A) = 099 (test pravilno oznaci okuZenega),

P(B/A) = 002 (test napa¢no oznaci zdravega).

Zanima nas P(A/B) (verjetnost, da smo se nalezli, Ce je test pozitiven).

o

~

/
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AB
0,99
A \
0,001 AB
AB
0,02
A \
AB

o /
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/

bol

L adll

P(B/A)=0,99

0,99+ 0,01 =1

PA)=0,001

0,999

P(B/A)=0,01

0,001 + 0,999 =1

P(B/A)= 0,02

|

0,02+098=1

o

P(B/A)=0,98

~

AB P(A/B)=0,04721
0,00099 pozlitiven
B
_ P(B)=0,02097
AB

0,00001

P(A/B)

0,02097 + 0,97903 = 1

P(A/B)

AB

0,01998

AB

0,97902
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/

Obrazec za razbitje in vecstopenjski poskusi

Naj bo H;, i € I razbitje gotovega dogodka: » ., H; = G,
hkrati pa naj bodo dogodki paroma nezdruzljivi: H; H; = N, ¢ # j.

Zanima nas verjetnost dogodka A, ¢e poznamo verjetnost P(H;), in
pogojno verjetnost P(A/H;) zai € I:
A=AH +Hy+---+Hy)=(AH1)+ -+ (AH,).

Ker so tudi dogodki A H; paroma nezdruzljivi, velja:

=Y P(AH;)=> P(H;)P(A/H,).

el €1

N

~

/
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/

v prvem koraku se zgodi natanko eden od dogodkov H;,
ki ga imenujemo domneva (oz. hipoteza)
(domneve sestavljajo popoln sistem dogodkov).

Sele izidi na prej$njih stopnjah dologajo,
kako bo potekal poskus na naslednji stopnji.

Omejimo se na poskus z dvema stopnjama.

Naj bo A eden izmed mogocih dogodkov na drugi stopnji.
Vasih nas zanima po uspesnem izhodu tudi druge stopnje,
verjetnost tega, da se je na prvi stopnji zgodil dogodek H;.

o

Na stvar lahko pogledamo tudi kot na vecstopenjski poskus:

/
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Odgovor dobimo iz zgornjega obrazca
in mu pravimo Bayesov obrazec:

~ P(Hy)-P(A/Hy)
P(Hy/A) = >.e; P(H:) - P(AJH;)

Rev. T. BAYES

Leta 2001 je bila na vrsti ze 300 letnica rojstva
angleskega matematika Bayesa.
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/

Zgled. Trije lovci so hkrati ustrelili na divjega prasica in ga ubili.
Ko so prisli do njega, so nasli v njem eno samo kroglo.
Koliksne so verjetnosti, da je vepra ubil

(a) prvi,
(b) drugi,
(b) tretji

lovec, Ce poznamo njihove verjetnosti, da zadanejo: 0-2; 0-4 in 0-6?
Na ta nacin jim namre¢ lahko pomagamo pri posteni delitvi plena

(kajti ne smemo pozabiti, da imajo vsi v rokah nevarno orozje).

o

/
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/

H1
H2
H3
H4
H5
H6
H7
HS8

vsota

o

.2

1

o o o B B O

.4

1

o o B O B O =

.6
prvi drugi tretji
2%
.8x.
2%
2%
2%
.8x.
.8x.
.8x.

1

o B O O O - B

da so lovci med seboj neodvisni, torej

Sestavimo popoln sistem dogodkov in uporabimo dejstvo,

P(AxBx(C)= P(A)*x P(B) x P(C).

4%,
4%,
6.
4%,
6* .
4%,
6* .
6.

TLN ) NS a A ¢ N O ) O

P(H_1)
.048
.192
.072
.032
.048
.128
.288
.192
.000

st.kr.

O P P DD DD DD W

To nam zna pomagati pri raCunanju verjetnosti domnev.

0.048
0.128
0.288

0.464

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

163



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 164

4 N

P(ena krogla je zadela) = 0'048 + 0128 + 0288 = 0464 = P(E).

Ostale verjetnosti raCunamo za preiskus:

P(nobena krogla ni zadela) = 0192 = P(N'),
P(dve krogli sta zadeli) = 0192 + 0:072 + 0:032 = 0296 = P(D),
P(tri krogle so zadele) = 0048 = P(T).

Vsota teh verjetnosti je seveda enaka 1.

o /
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4 N

Koncno uporabimo Bayesov obrazec:

P(Hs + E) 0048

P(Hs/FE) = =—=0103 = P 1] del
(Hs/FE) P(E) WY (prvi je zadel),
P(Hs+ E) 0128 -
P(Hg/E) = = — =027 = P del
(Hg/E) P(E) 0164 (drugi je zadel),
P(H,*E) 0288 .
P(H,/FE) = = —— =0621 = P(tret del).
(H7/E) P(E) 0461 (tretji je zadel)

Tudi vsota teh verjetnosti pa je enaka 1.

Delitev plena se opravi v razmerju 10°3 : 276 : 621 =3 : 8 : 18
(inne 2:4:6o0ziroma 166 : 333 : 50,

kot b1 kdo utegnil na hitro pomisliti).

Bonus vprasanje:
Kako b1 si razdelili plen, e b1 v divjim prasiCu nasli dve krogli?

o /
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RGOS,

a1

rewn (S
ey

Vsak stolpec Skatel predstavlja popoln sistem dogodkov.

\za A, preostale pa popoln sistem dogodkov za A.

PA)

P@A)

V stolpcu zelenih Skatel svetlejSe predstavljajo popoln sistem dogodkov

/
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I.4. Bernoullijevo zaporedje neodvisnih poskusov

_,-—-'_'_'-H-_._——-—l-_
CONGRAT,LATIONS on
YOUR SuCceESs! YOUR CAR
JUST FAILED THE

SMODG TEST!
.___-/)

N /

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 168

/

O zaporedju neodvisnih poskusov

X1, X, oo X

govorimo tedaj, ko so verjetnosti 1zidov
v enem poskusu neodvisne od tega,
kaj se zgodi v drugih poskusih.

Zaporedje neodvisnih poskusov se imenuje Bernoullijevo za-
poredje, ce se more zgoditi v vsakem poskusu iz zaporedja
neodvisnih poskusov le dogodek A z verjetnostjo P(A) = p ali
dogodek A z verjetnostio P(A) =1 - P(A)=1—p=q.

o /
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o

XXX

XXXX

XX

XXXO

XXO

XXO0X

XX00

X0X

XOXX

X0

X0XO

X00

DN W W W N

X00X

X000

[—

OXX

OXXX

(0),¢

WA

OXXO

O0XO

S T S

O0X0X

O0X00]| 1

00X

OOXX| 2

00

O0XO| 1

000

000X | 1

0000| 0

/
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/

Primer:

Primer Bernoullijjevega zaporedja poskusov je met kocke,
kjer ob vsaki ponovitvi poskusa pade Sestica (dogodek A)
z verjetnostjo P(A) =p=1/6
ali ne pade Sestica (dogodek A)

z verjetnostjo P(A) =1 —p=¢q=5/6.

HOW MBNY
TIMES WILL
I PA%%
N 4MOL TESTS?

o
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/ ... Bernoullijevo zaporedje neodvisnih poskusov \

V Bernoullijevem zaporedju neodvisnih poskusov nas zanima, kolikSna je

verjetnost, da se v n zaporednih poskusih zgodi dogodek A natanko k—krat.
To se lahko zgodi na primer tako, da se najprej zgodi k—krat dogodek A in
nato v preostalih (n — k) poskusih zgodi nasprotni dogodek A:

k n k n
P(ITov = I 06=0) = TTre)- IT 2=t

=1 1=k+1 1=k+1

Dogodek, da se dogodek A v n zaporednih poskusih zgodi natanko k—krat,
se lahko zgodi tudi na druge nacine in sicer je teh toliko, na kolikor nacinov
lahko izberemo k poskusov iz n poskusov. Teh je (Z) Ker so ti nacini
nezdruzljivi med seboj, je verjetnost tega dogodka enaka

Py = ()=

kTej zvezi pravimo Bernoullijev obrazec. /
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/

Primer: Iz posode, v kateri imamo 8 belih in 2 rdeci krogli, na slepo

Koliksna je verjetnost, da v petih poskusih izberemo 3—krat belo kroglo?

Dogodek A je, da izvleCem belo kroglo. Potem je

8

pZP(A):l—O:

08 in g=1—-p=1—-08=02
Verjetnost, da v petih poskusih izberemo 3—krat belo kroglo, je:

P5(3) = (g) 0-8%(1 — 0°8)°"2 = 0-205.

o

~

1zberemo po eno kroglo in po izbiranju 1zvleCeno kroglo vrnemo v posodo.

/
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Racunanje P, (k)

Uporaba rekurzije: P,(0) = ¢"

Pati) = "= fo Yp k-1

Stirlingov obrazec:

o
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4 N

... Racunanje P, (k)

Program R: Vrednost P, (k) dobimo z ukazom

dbinom (k, size=n, prob=p)

> dbinom (50, s1ze=1000,prob=0.05)
[1] 0.05778798

o /
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/

Torej je res

Izpeljava rekurzivne zveze

Po(k) (et
Po(k—1)  (,[)pk-tgn—k+1
ol k=-Dlin—-k+1)!p (n—-Fk+1)p
B kl(n — k)!nlq B kq
— 1
_ Z+ Ppk—1), zak=1,...
q

/
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/Iz vsake vrstice Pascalovega trikotnika nariSemo , \

histogram, tj. vsakemu binomskemu koeficientu (Z)
zak =0,1,...,n, priredimo stolpec velikosti (7) x 1

in ga postavimo (pokon¢no) na x-os ob Stevilo k

Al1 b1 znali ugotoviti
kaksSno pravilo,
ki1 vlada obliki |
teh histogramov?

. il

WP M
p P p
k X X X X FJ7 i X
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/

Visina histograma vrtoglavo raste in zato smo se ustavili ze pri n = 8.
Vsekakor gre za ‘enogrbo kamelo’, simetri¢no glede na n /2,
Po binomskem obrazcu je vsota vseh stolpcev enaka 2":

o= () () () () (2)-C

Is¢emo dopolnila, ki bodo izboljsala nase slike.

Naj bo
1. viSina najviSjega stolpca v vsakem histogramu enaka,

2. vsota ploscin vseh stolpcev v vsakem histogramu pa prav tako.

o

~

)

/
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4 N

Drugo zahtevo hitro doseZzemo tako, da za viSino k-tega stolpca

v histogramu uporabimo

namesto <Z> raje (Z) /2",

Slednje Stevilo je ravno P, (k) iz Bernoullijevega obrazca zap = q¢ = 1/2.

Vendar pa sedaj opazimo, da se viSina najviSjega stolpca
(ki ga dobimo za k = |n/2]|) z n pocasi niza:

0'500, 0°'500, 0'375, 0°'375, 0°'313, 0°313, 0°'273, 0273, 0'246, 0°246, ...

Ponavljanje zgornjih vrednosti posledica lastnosti binomskega simbola
(DN!). Zaradi tega opazujmo le Se vrednosti, ki smo jih dobili za lihe n.

o /
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/Kako hitro pada viSina najviSjega stolpca? \

Vsekakor ne linearno, saj se razlike med zaporednimi Cleni manjSajo.

Is¢emo funkcijo, ki pada pocasneje. Poskusimo s funkcijo v/n,
ki pa jo zaradi njenega naras¢anja obrnemo v padajoco funkcijo 1/4/n.

Izkaze se, da smo imeli sreCo, vsaj sodeC po zaporedju, ki ga dobimo iz

prejSnjega z mnozenjem s /n:

0-707, 0-750, 0-765, 0-773, 0-778, 0-781, 0-784, 0-786,
0:787, 0-788, 0-789, 0-790, 0-790, 0-791, 0-791, ... (%)

Abraham de Moivre bi nam seveda pritrdil,
da smo na pravi poti (saj je nekaj podobnega
pocel ze leta 1733 — The Doctrine of Chance).

o
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/Limitno vrednost Stevila 1z (*) poznamo samo na kakSno decimalko \
natan¢no, (Ce limita sploh obstaja). Gre v resnici morda za 0'8 = 4/5?
Neutruden racunalnik po nekaj tisoC korakih pride do 0-7979 ali, Ce smo
se bolj potrpeZljivi do 0-7978646 . . .. Stevilo nadomestimo s kvadratom
reciprocne vrednosti, da bo Stevilo vecje od ena:

1'57158.

To Stevilo je sumljivo blizu 7 /2. Tako blizu, da smo pripravljeni tvegati in
postaviti domnevo:

lim (”) "2 k= |2,

Sedaj pa bi nam pritrdil celo James Stirling, kajti z njegovo

oceno za faktoriel n! =~ v/27n (n/e)", kjer je e Eulerjeva konstanta,

t.e=271---= lim (1 + —) , znamo to trditev celo preveriti.
k Nn— 00 n /
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Toliko smo se ukvarjali z visino v histogramih (ki se sedaj v limiti priblizuje
neki konstanti), da smo skoraj pozabili na plosCino, da o Sirini niti ne
govorimo.

V resnici lahko vse stolpce postavimo enega nad drugega in v tem primeru
dobimo en sam stolpec, tj. pravokotnik.

Zeleli smo, da bi bila njegova plo§¢ina enaka 1, vendar sedaj delimo

vse viSine stolpcev v histogramu namesto z 2™ le Se s Stevilom 2" /(c\/n),
kjer je c poljubna pozitivna konstanta, tj. po deljenju z 2"

Se mnoZimo s c\/n. Zato je potrebno Sirino stolpcev deliti s cy/n.

Visine stolpcev v zadnjem koraku nismo spreminjali,
zato smo koncno 1zpolnili obe zahtevi

(konstantna plos¢ina in konstantna maksimalna viSina histograma).

/
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4 N

2 N O Sirini histograma
—
_ Il Se nismo razmisljali:
o — .
= / \ le-ta vsebuje n + 1
g stolpcev in je enaka
_ o
- n+1
L)
C\/ﬁ ’
Y _
' . v
torej gre z rastoCim n
s | A | i &
2L | | | | | | proti neskoncno.
0 10 20 30 40 a0 G0
Histogram za n = 64. Stolpce smo nadomestili kar z intervali.
A zgornja slika kaze, da s Sirino ne bo tezav, visine stolpcev so namreC na

\robu ze zelo majhne (blizu 0) in ne bodo kaj dosti prispevale k obliki. /
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Ce zelimo Se bolje spoznati 1skano obliko, je na vrsti Studij konveksnosti,
tj. kdaj moramo zavijati 7 avtom v desno ozirma v levo, e se vozimo po

krivulji 7 leve proti desni. Naj bo

n mn
dy = — h=0.1,... — 1.
h (h—|—1> (h) Za s Ly y T

Zah =0 (oziromah =n —1)in h = 1 (oziroma h = n — 2) velja
do=n=—d,,_1 in dy =n(n—3)/2=—d,_s.
Iz simetrije binomskih koeficientov, glede na n /2, t;. (Z’) = (nf k), sledi:
di=—dn_1_;, 0<i1<n-—1,
zato se bomo omejili le na obmocje za katerega velja h € [0, [ (n — 1)/2]].

Najbom = |[(n+1)/2],tj. njesodinn = 2m oz. njelihinn = 2m — 1.

Potem je d,, = 0,¢ejenlih in d,,_1 = —d,,, Cejen sod. /

N
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~

potem pa bomo gotovo morali zaCeti zavijati Se v levo, vsaj tik pred vrhom.

OCcitno je potrebno na zaCetku zaviti v desno,

Naslednja trditev nam zagotovi, da se na poti do vrha spremeni smer

(zavijanja) le enkrat (iz leve v desno).

Trditev: Zah € {1,...,[(n—1)/2]} velja

dp—1 < d;, <<= h < g—
oziroma ekvivalentno
do < dy < -+ < dp—1 < dp > dgy1 > dgy2 > -+ > dj(n-1)/2)

kjer je k := | (n —v/n +2)/2].

Enacaj velja natanko tedaj, ko je n + 2 popoln kvadrat in je h = k.

N /
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185

/Dokaz: Iz

n! n! n! (n—2h —1)

dj, =

(h+Dln—h—10I hln—~r)! (h+1)(n—h)
lahko zaklju¢imo, da je predznak razlike

g4 ~ nl(n=2h—-1) nlln—2h+1)
Pl vk D) n—R)! Rl(n—h+1)

nl
A
(h4+ 1Dl (n—h+1)!

odvisen samo od predznaka razlike
A = (n—2h—-1)(n—h+1)—(n—2h+1)(h+1)
= n®—4dnh+4h®* —n —2
= (n—2h)*—(n+2).

oziroma
2
k A1 < dy e hgg—vn; -

/
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Usojena krivulja

Zopet smo pred novim presenecCenjem.

Saj vendar ne more iti za vnovi¢no detektivsko sreco.

Vse popravljenje krivulje so si sedaj na moc¢ podobne!
Za katero krivuljo pa gre?

Morda bi kdo najprej pomislil na parabolo, a ne bo prava, saj nasa krivulja
nikoli ne preseka x osi, temvec se ji samo asimptotiCno priblizuje.

Iz zgornje trditve tudi sledi, da se oblika histogramov vsekakor bistveno

/
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razlikuje od oblike parabole, saj se na slednji sploh ne spremeni smer
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Kako pa je z obliko funkcije cos « na intervalu [—7 /2, 7/2]?

Na prvi pogled 1zgleda prava: tudi na njej moramo zaviti najprej v levo,
nato v desno.

V tem primeru pa je kljuCnega pomena to,

da preidemo 1z desnega zavijanja v levo zavijanje
pri1 kosinusu ravno na sredi (od vznozja do vrha),
v primeru binomskih koeficientov pa se razdalja

z veCanjem n priblizuje n /2.

o /
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/

Tretji poskus s funkcijo 1 /(1 + x?) pustimo za DN.

Cauchy PDF
a4
a3
£
m
=
&
2 o2
)
&
4
o
a1
"\'\.
a
£ -4 4 -2 4 @a 1 2 3 a4 &

Graf funkcije 1/(7(1 + 22)), kjer smo pod ulomkovo &rto dodali Se
7, da bo ploS¢ina pod krivuljo enaka 1.

o

/
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/V resnici nasa funkcija ni niti racionalna (kvocijent dveh polinomov). \
Morda pa je usoda hotela, da na ta naCin spoznamo povsem novo funkcijo.

Zaenkrat jo poimenujmo kar usojena funkcija
(da ne bomo pretiravali s tujkami - fatalka).

Sledimo Abrahamu de Moivru
ki predlaga, da vpeljemo

k—(n/2)

T = oziroma k= xv/n+ (n/2)

NG

(le-ta zamenjava postavi vrh krivulje na y-o0s) in 1izraCunajmo

f(r) = lim @(”): lim \/ﬁj_[:??

—J

Vpeljimo zamenjavo n = 4m? oziroma k = 2max + 2m?

\(da se znebimo korenov in ulomkov) ... /
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/ in s1 ogleymo naslednji kvocient

2mw—|—2m2 —1
lim

4m? — j

[1

j=0

n—oo

Jg+1

2m?—1

am!!

j=0

4m? — j
J+1

~

Zai = j — 2m? se $tevec in imenovalec preoblikujeta zaporedoma v

4m? — j =2m* — (j —2m®) = 2m?* —i = 2m* + (1/2) — (2i +1)/2
in
j+l=2m*+(j—2m?)+1=2m*+i+1=2m>+(1/2) - (2i +1)/2.

Ce ju e delimo s 2m? + (1/2) ter upostevamo, da lahko 1/2 v limiti
zanemarimo, dobimo

(1_

21+ 1
4m?

)

21+ 1
4m? |

/
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2mx—1 .
21+ 1

1n< ln(l —
4

Uporabimo $e vrsto In(1 +z) = o — 22/3 + - - -

lim
m—00 4
1=0

)—1n<1—|—

m?2

1zjemo prvega vsi Cleni v tej vrsti z m — oo proti nic:

1n<f<x>> _

2mx—1

Z 21 +1= lim —
z 0 m—>00

(2mx)?
2m?

f(0)

—2
Iim
m— oo 4m2

Stevil enaka kvadratu Stevila (M + 1) /2. Od tod zaklju¢imo

2 2
\/j e 27 oziroma
-

za N(t)

21+ 1
4m?

).

= —22°.

Pri drugem enacCaju smo uporabili Se dejstvo, da je vsota prvih M lihih

= f(t/2)/2.

~

in opazimo, da gredo z

/
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/

Tockovni obrazci

Izpeljali smo De Moivrov tockovni obrazec:

1 (k—n/2)?
Pn<]{) ~ /2 6_ : n/22 :
mn

ki je poseben primer Laplaceovega tockovnega obrazca,
in ga smemo uporabljati, ko je p blizu 1/2:
1 (k—np)®

P, (k) ~ T
W)= g ¢

N

/
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4 N

I.5. Slucajne spremenljivke in porazdelitve
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4 N

Denimo, da imamo poskus, katerega 1zidi so Stevila (npr. pri metu kocke

so 1zid1 Stevila pik). Se pravi, da je poskusom prirejena neka koliCina, ki
more imeti razlicne vrednosti. Torej je spremenljivka. Katero od mogocih
vrednosti zavzame v doloCeni ponovitvi poskusa, je odvisno od slucaja.
Zato ji reCemo slucajna spremenljivka.

Da je sluCajna spremenljivka znana, je potrebno vedeti
1. kakSne vrednosti more imeti (zaloga vrednosti) in

2. kolikSna je verjetnost vsake izmed moznih vrednosti ali intervala
vrednosti.

Predpis, ki dolocCa te verjetnosti, imenujemo porazdelitveni zakon.

o /
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/ ...Slucajne spremenljivke \

Slucajne spremenljivke oznaCujemo z velikimi tiskanimi ¢rkami iz konca
abecede, vrednosti spremenljivke pa z enakimi malimi ¢rkami. Tako je npr.
(X = z;) dogodek, da sluCajna spremenljivka X zavzame vrednost z;.

Porazdelitveni zakon sluCajne spremenljivke X je poznan, Ce je mogoce za
vsako realno Stevilo x dolocCiti verjetnost

F(r)=P(X < z).
F(z) imenujemo porazdelitvena funkcija.
Najpogosteje uporabljamo naslednji vrsti sluCajnih spremenljivk:

1. diskretna slucajna spremenljivka, pri kateri je zaloga vrednosti neka
Stevna (diskretna) mnoZica

2. zvezna sluCajna spremenljivka, ki lahko zavzame vsako realno Stevilo

k znotraj doloCenega intervala. /
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/ Lastnosti porazdelitvene funkcije \

Funkcija F je definirana navsem Rin 0 < F(x) <1 VxeR

Funkcija F je nepadajoca: x1 < xo = F(x1) < F(x2).

F(—o00):= lim F(x)=0 in F(oo):= lim F(z) = 1.
Tr—r— 00

Tr—r o0

S A

Funkcija je v vsaki tocki z desne zvezna

F(z+) := O<hlfr—l>OF(x + h) = F(x).

5. Funkcija ima lahko v nekaterih tockah skok.
Vseh skokov je najvec stevno mnogo.

6. P(CBl <X§ZC2>:F<ZC2)—F(Q}1).
7. PCBl <X§x2):F(a@2)—F(az1+)
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4 N

Diskretne slucajne spremenljivke

Zaloga vrednosti diskretne slucajne spremenljivke X je Stevna mnozica
{x1,x2,...,Tm,...}. Torej je lahko tudi Stevno neskonc¢na,

kot npr. mnozici naravnih ali celih Stevil: N, Z.
Dogodki

XZZIZk, k:1,2,...

sestavljajo popoln sistem dogodkov.
OznaCimo verjetnost posameznega dogodka s

Vsota verjetnosti vseh dogodkov je enaka 1:
p1+p2+-+p,m A+ =1

o /
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/

Verjetnostna tabela

pripadajoCe verjetnosti:

x]_ :L"2 .« o o a’/’m
X ~

P1 D2 -+ DPm

Porazdelitvena funkcija je v tem primeru

o

F(z) = P(X <) = Z D;.

~

Verjetnostna tabela prikazuje diskretno slucajno spremenljivko s tabelo

tako, da so v prvi vrstici zapisane vse vrednosti x;, pod njimi pa so pripisane

Univerza v Ljubljani
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/

X ~

6/67
5/67
4/67
3/67
2/67
1/67

Enakomerna diskretna porazdelitev

Konc¢na diskretna slucajna spremenljivka se porazdeljuje enakomerno
(angl. uniform), oznaka U (n), kjer je n velikost zaloge vrednosti,
¢e so vse njene vrednosti enako verjetne.

Primer take slucajne spremenljivke je Stevilo pik pri metu kocke

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

~

2 3 4 D 6

\ 0

I 2 3

4
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/

b(n,p)
0.15 0.20
| |

0.10
|

0.05
|

T'ooooo

0.00
|
o - @
—e

> h <- dbinom(0:15,size=15,prob=0.3)
> plot (0:15,h, type="h",xlab="k",ylab="b(n,p)")
> points(0:15,h,pch=16,cex=2)

o

Binomska porazdelitev

~

Binomska porazdelitev ima zalogo
vrednosti {0,1,...,n} in verjetnosti,
ki jth racunamo po Bernoullijevem

obrazcu:

Ek=0,1,...,n.

Binomska porazdelitev je natanko
doloCena z dvema podatkoma -
parametroma: n in p. Ce se slutajna
spremenljivka X porazdeljuje binom-

sko s parametroma n in p, zapiSemo:

X ~ B(n,p).

/
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/ Binomska porazdelitev / Primer \

Naj bo sluCajna spremenljivka X doloCena s Stevilom fantkov v druzini s 4
otroki. Denimo, da je enako verjetno, da se v druzini rodi fantek ali deklica:

Spremenljivka X se tedaj porazdeljuje binomsko B(4, %) in njena verjet-

nostna shema je:

0 1 2 3 1
1/16 4/16 6/16 4/16 1/16

X ~

Npr.

P(X =2) = Py(2) = (3) (%)2(1 _ 1)4_2 _ 6

Porazdelitev obravnavane sluCajne spremenljivke je simetricna.
kPokazati se da, da je binomska porazdelitev simetriCna, le Ce je p = 0-5. /
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/

Pricakovana vrednost E(X) je posploSitev

r1 X
povpreCne vrednosti diskretne spremenljivke X ~ b
P11 P2
tj.
- 1 m m
i=1 i=1
od koder 1zhaja

E(X) — Z LiPi -
i=1

Koliko je pricakovana vrednost v primeru binomske porazdelitve?
(Namig: najlazje jo 1zraCunate tako, da se prepricCate
o aditivni lastnosti priCakovane vrednosti.)

o

/
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4 N

Bitje, za katerega Ti verjames, da ima nadnaravno sposobnost

napovedovanja, Ti ponudi naslednje.

Pred Teboj sta ena velika in ena mala Sklatla. V vec;i Skatli (oznaka A)
je bodisi 1 mio. EUR ali 0. V manjsi skatli (oznaka B) je 1000 EUR.

Bitje Ti bo dovolilo, da vzames obe Skatli ali pa samo Skatlo A.

Pred 24imi urami je bitje napovedalo, kaj bos Ti izbral in nato dalo denar
v Skatle. Ne glede na svojo napoved je dalo v Skatlo B 1000 EUR,

v Skatlo A pa je dalo 1 mio. EUR, ¢e je napovedalo, da bos izbral samo
skatlo A in O sicer (slednje se zgodi tudi, Ce bitje napove, da bos sprejel
odlocitev na osnovi naklju¢nega dogodka, npr. meta kovanca).

N /
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///’

Recimo, da verjames, da bitje postavi pravilno napoved v 90-ih %.

~

Glede na svojo odlocCitev bosS odkorakal z
1000 EUR ali 1 mio EUR +1000 EUR.

Ce se odlocis, da 1zberesS obe Sklatli, lahko dobis 1000 ali 1001000 EUR.
Izgleda, da je to odloCitev, ki maksimizira dobiCek, pri tem pa minimizira
tveganje. Po drugi strani pa, Ce si izberes obe skatli, je precej verjetno, da
bo bitje to tudi napovedalo in ne bo dalo ni¢ v Skatlo A. Odpovedati se

skoraj gotovemu mio. za gotovega tisoCaka izgleda precej neumno.

Na osnovi predpostavke 90% uspeha bitja izraCunas naslednjo odlocitveno

o

matriko:

Izberes Skatla A vsebuje: Skatla B vsebuje: Pricakovana vr.
Samo A 0,9 x 1 mio. EUR 1000 EUR 900.000 EUR
Obe Skatli 0,1 x 1 mio. EUR 1000 EUR 101.000 EUR

/
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4 N

Tzberes Skatla A vsebuije: Skatla B vsebuje: Pric¢akovana vr.
Samo A 0,9 x 1 mio. EUR 1000 EUR 900.000 EUR
Obe Skatli 0,1 x 1 mio. EUR 1000 EUR 101.000 EUR

Izgleda, da Ti izbira “samo Skatle A”
prinasa veliko vecjo priCakovano vrednost.

Toda Ti stojiS pred obema Skatlama in bitje je vanje Ze polozilo denar.
V skatli A je bodisi 1 mio. EUR ali pa 0.
Vsekakor je 1000 EUR v Skatli B.

Ne glede na to, kaj se odlociS v tem trenutku,
ne bo spremenilo tega kar je v Skatlah.

Al ni potem bolje vzeti za vsak slucaj obe skatli?

Bitje Caka na Tvoj odgovor. Kaj bos storil?

o /
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/

Poissonova porazdelitev P()\)

VVVVV

VVVVV

VVVVV

in v modelu privzamejo Se dve predpostavki:

» vsaka ura je enaka kot vsaka druga ura
(Ceprav to ne drzi, saj je v konici veC prometa kot npr. ponoci).

e Ce v enem Casovnem intervalu pride veliko avtomobilov, to Se ne

pomeni, da bo podobno tudi v naslednjem Casovnem intervalu

(taksni dogodki so med seboj neodvisni). /

N
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/

npr. 9 avtomobilov na uro

Zanjo velja

o

~

Za zacetek si s Stetjem prometa pridobijo grobo oceno za pricakovano
Stevilo avtomobilov na Casovno enoto:

E(X) = A,

in poiskusijo v modelu uporabiti binomsko porazdelitev B (n, p).

E(X) = np,

* Stevilo n, ki predstavlja Stevilo ponovitev poskusa,
je v nasem primeru enako Stevilu manjSih ¢asovnih enot,

 verjetnost posameznega dogodka p pa je enaka verjetnosti,
da je v dani manjsi Casovni enoti priSel mimo vsaj en avto.

/
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4 N

Potem lahko sklepajo na nasledn;ji nacin:

A avtomobilov/uro = (60 min./h) x ((A/60) avtomobilov/min.),

formula za verjetnost v primeru binomske porazdelitve pa je enaka

P(X = k) = Pag(k) = (Gko) (GAO)k (1 _ (?())60;@.

Vendar tu naletijo na problem:
v eni manjsi casovni enoti gre mimo lahko veC kot en avtomobil na minuto.

V tem primeru Stejejo, da se je dogodek zgodil enkrat,
tj. Cetudi gre v tisti minuti mimo npr. 5 avtomobilov.

o /
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/

Ta problem resijo tako, da zmanjSajo Casovno enoto:

P(X = k) = Psgoo(k) = (36,50) (ﬁ) k (1 N ﬁ

Ce pa tudi to ni dovolj, zamenjajo 3600 $e z ve&jim Stevilom.

Pa poglejmo kaj se zgodi, Ce gre to Stevilo proti neskoncno.

Iz analize se spomnimo naslednje zveze

lim (1 — é) — e,
n— oo n

o

) 3600—k

~

/
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!

Ce lahko definiramo binomsko porazdelitev tako, da je p = A/n, potem

lahko izraCunamo lim P, (k) = lim P(X = k) na naslednji nacin:
n—oo n—oo

, n\ . ok , n! A\ " A\ "
7£§;(k)p(1_p) ::Jﬁé(n—%ow!(ﬁ) (F"E)

n! AE A\ " A\ P
— ] 2 ) (12 1-2
s o) () (0) (30)
LA A\ " N Fnn—-1 n-k+1
— (Z) lim [(1=2 1—-2) = .
k! ] n—soo n n non no
_ —;er—/\ ::1 F i

\F N
= (y) Jim F.

o

~

/
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/Za oceno faktorja F' si najprej ogleymo njegov logaritem:
In(F)=In(n!)—In[(n—k)!] —kln(n).
Z. uporabo Stirlingove aproksimacije je
nh_)rrgo In(n!) - nln(n) —n.

Za velike n res dobimo:

In(F)~[nlnn)—n|—[(n—Fk)In(n—k)—(n—Fk)] — [kln(n)]

~" ~"

——1 ——k

Torej je lim,,_,oo F' = €’ = 1. Od tod pa sledi

k_—A
lim P, (k) = 26

n— 00 k!

o

~

:(n—k)ln( i )—k:—(l—ﬁ)ln(l—é) —k=k—k=0.
n—k n n

/
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/

Izpeljali smo:

Izrek. (Poissonov obrazec) Za velike n in majhne verjetnosti,
t]. p blizu 0 velja

(np)fe P
P, (k) ~ x .

Dobljena limita predstavlja verjetnost pri porazdelitvi,
ki1 jo zelimo vpeljati v tem razdelku.

o

/
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/ ... Poissonova porazdelitev P()\) \

Poissonova porazdelitev izraza verjetnost Stevila dogodkov, ki se zgodijo

v danem Casovnem intervalu, Ce vemo, da se ti dogodki pojavijo s poznano
povpreCno frekvenco in neodvisno od Casa, ko se je zgodil zadnji dogodek.
Poissonovo porazdelitev lahko uporabimo tudi za stevilo dogodkov v drugih

intervalih, npr. razdalja, prostornina,...

Ima zalogo vrednosti {0, 1,2,...},

njena verjetnostna funkcija pa je
—A
pr = P(#dogodkov = k) = )\kﬁ,
kjer je A > 0 dani parameter — in predstavlja
priCakovano pogostost nekega dogodka.

A —
R , = € .
\ Pk+1 k1 Pk Po
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Vidimo, da zaloga vrednosti te sluCajne spremenljivke ni omejena, saj je
verjetnost, da se v nekem Casovnem obdobju zgodi mnogo uspehov, razlicna
od nic.

To je bistvena razlika v primerjavi z binomsko porazdelitvijo, kjer Stevilo
uspehov seveda ne more presegati Stevila Bernoullijevih poskusov n.

Primer. Posebno pomembna je ta porazdelitev v teoriji mnozicne strezbe.
Ce se dogodek pojavi v povpre¢ju 3-krat na minuto in nas zanima, kolikokrat

se bo zgodil v Cetrt ure, potem uporabimo za model Poissonovo porazdelitev
zA=15-3 =45.

o /
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Nasteymo Se nekaj primerov, ki jih dobro opiSemo (modeliramo)

s Poissonovo porazdelitvijo:

* Stevilo dostopov do omreznega streznika na minuto

(pod predpostavko homogenosti),
e Stevilo telefonskih klicev na bazni postaji na minuto,

 Stevilo mutaciy v danem intervalu RNK
po doloCeni koliCini sprejete radiacije,

* Stevilo vojakov, ki so umrli vsako leto za posledicami
konjske brce v vsaki divizijo Pruske konjenice
(1z knjige Ladislausa Josephovicha Bortkiewicza, 1868—1931).

o
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4 N

Pascalova porazdelitev P(m, p)

(oziroma tudi negativna binomska porazdelitev, oznaka NegBin(m, p)).

Kolikokrat moramo vreci kocko,
da z verjetnostjo vsaj 0-99

pricakujemo, da bo padla vsaj ena Sestica?

Bonus: V racunalnici je 10 raCunalnikov.

Verjetnost, da je posamezen racunalnik pokvarjen, je enaka 0-1.
(posamezni raCunalniki se med seboj neodvisno kvarijo).
Kaksna je verjetnost, da bo vsaj 9 raCunalnikov delalo?

N /
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/

Pascalova porazdelitev ima zalogo vrednosti {m,m + 1,m + 2, ...},
verjetnostna funkcija pa je

k—1
P = < )pmqk_m za k > m,
m — 1

kjer je 0 < p < 1 dani parameter
— verjetnost dogodka A v posameznem poskusu.

Opisuyje porazdelitev potrebnega Stevila poskusov,
da se dogodek A zgodi m-krat.

Ce $tevilu poskusov sledimo s sluajno
spremenljivko X, potem verjetnost P(X = k),
da se bo pri k£ ponovitvah poskusa dogodek A
zgodil v zadnjem poskusu ravno m-tic,

\izraéunamo po zgornji formuli za py.

Univerza v Ljubljani
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/

Za m = 1 dobimo geometrijsko porazdelitev G (p).

Le-ta opisuje porazdelitev Stevila poskusov,
da se dogodek A v zadnji ponovitvi poskusa zgodi prvic.

Primer: Ce meCemo kovanec toliko Casa, da pade grb,
in z X oznacimo Stevilo potrebnih metov, vklju¢no z zadnjim,

o

potem je sluCajna spremenljivka X geometrijsko porazdeljena.

/
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/

Primer P1: Marko zbira kartice svojih Sportnih junakov.
Celotno zbirko sestavlja n razli¢nih kartic.

PoiscC1 verjetnost, da bo moral kupiti vsaj ¢ kartic,
da bo sestavil celotno zbirko.

Lahko se vprasamo tudi, koliko je pricakovano Stevilo kartic,
ki1 jih bo Marko kupil, da bo zbral vse kartice.

IzkusSnje kazejo, da je npr. za n = 50 potrebno kupiti 225 kartic,
da zberemo vseh 50 razli¢nih kartic.

o

/
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/Primer zbiranja Shrek magnetkov P2: V trgovinah Spar je pred éasom\
potekalo zbiranje magnetkov z junaki iz risanke Shrek za vedno.

Ob nakupu nad 15 EUR je kupec prejel Shrek magnetek.®

Na voljo je bilo 24 razlicnih magnetkov.

'&.

ZBEERITE
b Z TUNAKI RISANKE

http://www.spar.si/spar/aktualnozakupce/Shrek.htm

\ 4Magneti so v ovitkih, tako da ni moZno izbiranje magnetkov, ki jih kupec Se nima. /
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/Primer zbiranja nalepk P3: V trgovinah lahko kupimo Kraseve éokoladic)
Kraljestvo Zivali. Vsaka Cokoladica ima prilozeno nalepko doloCene zivali.
Vseh nalepk je kar 250, posamezna pa stane okoli 040 EUR
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(x

olikokrat je bilo potrebno povleci karto 1z kupa z 52 kartami,

~

da sem dobil vsako karto enkrat??

lic 303 1l1ic 183 21lic 201
2ic 253 12ic 209 221ic 240
3ic 281 131ic 244 231c 110
4ic 218 14ic 177 24ic 224
5ic 202 151ic 280 25ic 215
6ic 144 16ic 221 261ic 201
7ic 190 17ic 312 271c 221
8ic 294 18ic 234 28ic 203
9ic 302 191ic 249 29ic 197
10ic 194 201c 245 301ic 391

Neverjetno! Koliko Casa se porabi za zadnje manjkajoCe karte
(npr. 35 za 26, 90 za 45 kart in vse ostalo za preostalih 7, 140 za 50,. . .).

o

http://www-stat.stanford.edu/~susan/surprise/Collector.html
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4 N

Nekdo mi je priSepnil, da bo potrebno potegniti karto (7 In n)-krat.?

Pa poglejmo kaj pravi nas eksperiment:
(303 + 253 4 281 + 218 + 202 + 144 4 190 + 294 + 302 + 194

+183 + 209 + 244 + 177 + 280 + 221 + 312 + 234 + 249 + 245
+201 + 240 + 110 + 224 + 215 4+ 201 + 221 4 203 + 197 + 391) /30
= 231°267.

IzraCunayjmo Se 52 X In 52 ~ 205 in

52><(1+1+1+ +1)~236
2 '3 52/ T

4KakSen nejeveren Tomaz bi se znal vprasati, od kje kar naenkrat logaritem.

o /
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/

o

Naj bo 7' Cas, da zberemo vseh n kartic 1in za:=1,2,...,n

PotemsoT inT; zat = 1,2,...,n, sluCajne spremenljivke.

e Verjetnost, da bomo izbrali novo kartico, ¢e smo jih izbrali ze ¢ — 1,
je enaka

n—1+1
" .

Pi =

e Torej je T; sluCajna spremenljivka z geometrijsko porazdelitvijo
in pri¢akovano vrednostjo 1/p;.

e Velja pa tudi
T=T,+1T+---+1,.

~

naj bo 7; Cas da zberemo :-to kartico, potem ko smo ze zbrali = — 1 kartic.

/
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/

Zaradi linearnosti pricakovane vrednosti je

kjer je H,, harmonicno Stevilo.

2

kjer je v = 05772156649 Euler-Mascheronijeva konstanta
(za n = 52 dobimo po tej formuli in zaokrozanju ravno 236).

o

Ce upostevamo Se asimptotiCno vedenje harmonicnih Stevil, dobimo

1
E(T)=n-H,=nlnn+yn+ = +o(1), zan — oo,

1 1
E(T) = E(T1)+E(T2)+---+E(Tn):p_1+p_2+...+_
I LT Lo

n n—1 1 1 2
— n.Hn7

/
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25

/Analiza P1: Graf zbiranja magnetkov. Na z-osi je Stevilo potrebnih izbiranj\
za pridobitev magnetka, na y-osi pa Stevila magnetkov.

Za pridobitev

20

vrednosti je bil

uporabljen simulator s |

magnetek

s 105 ponovitvami

L

poskusa, napisan v

Javi, naloga
B11-63100014:

4]

T T
zbiranje 24 magnetkov +

4] 10 20 30

kmagnetek, bi za 91 nakupov porabili kar 2639 EUR.

40

50

stevilo izbiranj

60 70 80 90

V primeru, da b1 ob vsakem nakupu porabili tocno 15 EUR in b1 ob 91.
nakupu dobili zadnji magnetek, bi ob tem porabili 1365 EUR.?

4Velika verjetnost je, da bi dejansko porabili veC denarja, saj bi dostikrat ob nakupu porabili
ve¢ kot 15 EUR in manj kot 30 EUR, tako da bi dobili samo en magnetek. Ce bi izbrali zelo
pesimistien scenarij, pri katerem bi pri vsakem nakupu porabili 29 EUR in pri tem dobili en

/
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/Analiza P2: Na x-osi je Stevilo potrebnih izbiranj za pridobitev nalepke, IB
y-0si pa Stevila nalepk.

+ ¥ T e T
zbiranje 250 nalepk &

V primeru, da ne
bomo menjavali slicic

ter bomo kupovali

nalepka

cokoladice v trgovini
po 040 EUR,
je pricakovana

50

vrednost porabljenih
evrov 610 EUR. o?

4] 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

stevilo izbiran]

Za primerjavo cena knjige Zivali — velika ilustrirana enciklopedija znaga
120 EUR. Zbiranje nalepk se ocitno ne splaca. Pa vendar ljudi zbiranje
razliCnih predmetov veseli, saj je izziv (B11-63100014).

Nauk: Ce se torej Se vseeno raje odlocite za zbiranje, pa je zelo smiselno,
kda proti koncu zbiranja nalepke izmenjujete z ostalimi. /
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/

Hipergeometrijska porazdelitev H (n; M, N)

Hipergeometrijska porazdelitev ima zalogo vrednosti {0, 1,2, ...},
verjetnostna funkcija pa je

e
G

n

zamax(0,n — (N — M)) <k <min(M,n)inn < N.

Opisuje verjetnost dogodka, da je med n 1zbranimi kroglicami
natanko k belih, e je v posodi M belih in N — M Crnih kroglic

in 1zbiramo n—krat brez vraCanja.

N

~

/
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/

Zanima nas primer, ko je velikost n vzorca obCutna
glede na velikost populacije IV, tj.

n/N > 0°05.

Sicer bi za velike
N, M inN-—-M

lahko uporabljali kar binomsko porazdelitev,
pri Cemer bi vzelip = M /N.

Slednje pomeni, da je pri veliki seriji prakticno vseeno
ali 1izbiramo vzorec z vraCanjem ali brez.

o

/
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/N a neki mnozici z /N elementi opazujemo neko lastnost A. \
Na ta nacin se mnozica razdeli na 2 dela.

Primer 1: Dnevna produkcija nekega obrata je 850 izdelkov, od katerih
je 50 defektnih. NakljuCno izberemo 2 izdelka, brez vracanja in vpeljimo
dogodka A in B: A - prvi je defekten, B - drugi je defekten. Potem velja

P(A)=50/850 in P(B|A) = 49/849.

To, da vemo da je prvi defekten, pomeni da je manj verjetno, da bo defekten
tudi drugi, torej v tem primeru poskusi niso neodvisni.*

Naj bo X Stevilo defektnih izdelkov. Potem velja:

P(X=0) = (800/850)(799/849) = 0886,
P(X =1) = (800/850)(50/849) + (50/850)(800/849) = 0111,
P(X=2) = (50/850)(49/849) = 0-003.

aCe pa bi prvi izdelek vrnili, preden bi izbrali drugega,
Qbila dogodka neodvisna in bi Slo za binomsko porazdelitev. /
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4 N

Primer 2: Posiljka rezervnih delov vsebuje 100 kosov od domacega

dobavitelja in 200 kosov 1z tujine.

(a) Ce izberemo nakljuCno 4 rezervne dele, kakSna je verjetnost,
da bodo vsi deli narejeni doma?

P(X =4)=00119.
(b) Kaksna je verjetnost, da sta dva ali veC delov v vzorcu narejena doma?

P(X>2) = P(X=2)+P(X=3)+P(X =4)
= 0298 4 0°098 4 0°0119 = 0-408.

(c) Kaksna je verjetnost, da je vsaj en del narejen doma?

P(X>1)=1- P(X =0) = 0:804.

o /
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4 N

Primer 3: MesSalec dobro premesSa 52 standardnih kart
in nam jih dodeli pet.

e Kaksna je verjetnost, da dobimo med prejetimi kartami Stiri ase?

e Koliksno je pricakovano Stevilo asov, ki jih prejmemo?

o /
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/ Ponovitev: integrali

L y=fx

S Y RS Sy
R R S S ) .

S S R I .
RS R It O .
R R S S s )

S S ) S S ) S i
R Y S R S R I M

I T ) ) .

Doloceni integral predstavlja plos¢ino pod krivuljo.

Naj bo funkcija y = f(x) zvezna na [a, b| in nenegativna.
Ploscina lika med krivuljo f(x) > 0, in abscisno osjo
na intervalu [a, b] je enaka doloCenemu integralu

k /ab f(x)dz.

/
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/ Lastnosti dolocenega integrala:

1) /abf(flf)déff:—/baf(fb’)dﬂj

2) Ceje f(z) <0 Vz € [a,b],

je vrednost integrala negativna.

3) Najbo c € [a,b]

/f m—/f m+/f

4) Najbo f(z) > g(z), € [a, ],

potem velja /bf(m) dr > /bg(a:) dzx.
- “ a /
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/ Saj vas razumem! \

Potem pa uporabimo Se oo za mejo pri integriranju.

Brez preplaha!

ISCemo le celotno ploscino pod krivuljo,
od enega konca do drugega,
le da konca pravzaprav sploh ni.
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4 N

Zvezne slucajne spremenljivke

Slucajna spremenljivka X je zvezno porazdeljena, Ce obstaja taka inte-
grabilna funkcija p, imenovana gostota verjetnosti, da za vsak r € R

velja:

Flr)=P(X <z)= / p(t) dt,

— o0
kjer p(x) > 0 . To verjetnost si lahko predstavimo tudi grafi¢no v
koordinatnem sistemu, kjer na abscisno os nanaSamo vrednosti sluCajne
spremenljivke, na ordinatno pa gostoto verjetnosti p(x). Verjetnost je tedaj
predstavljena kot plos¢ina pod krivuljo, ki jo dolo¢a p(x). Velja

2

/Oop(aj)dajzl in P(x1§X<a:2):/ p(t) dt

— 00 L1

ter p(x) = F'(x).

o /
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4 N

Enakomerna porazdelitev zvezne slucajne spremenljivke

Verjetnostna gostota enakomerno porazdeljene zvezne
slucajne spremenljivke U (a, b) je:

(1
a< X <b
p(x) =4 b—a

\ 0 drugod.
Grafi¢no si jo predstavljamo kot pravokotnik

1
nad intervalom (a, b) viSine —

—a

N /
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4 N

Normalna ali Gaussova porazdelitev

Leta 1738 je Abraham De Moivre (1667-1754) objavil aproksimacijo
binomske porazdelitve, ki je normalna krivulja.

Leta 1809 je Carl Frederich Gauss (1777-1855) raziskoval matemati¢no
ozadje planetarnih orbit, ko je 1zpeljal normalno porazdelitveno funkcijo.

o /
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/

dnorm2 (x)
0.4 0.6 0.8
1 1 !

0.2

0.0

d2 <- function (x) {dnorm(x,mean=4,sd=0.5) }

\%

\

curve (d2,-6,6,col="blue")

\%

curve (dnorm, -6, 6, col="red", add=TRUE)

o

... Normalna porazdelitev

~

Zaloga vrednosti normalno porazdeljene
slucajne spremenljivke so vsa realna
Stevila, gostota verjetnosti pa je:
]. 1/ x— 2
_ = o3(5FH)
p(x) = e 2\ /.
(@) oV 2T

Normalna porazdelitev je natanko

doloCena z parametroma: g ino.

Ce se slucajna spremenljivka X
porazdeljuje normalno s parametroma

(4 1n o zapisemo:

X ~ N(p,o0).

239

/
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Phi (x)
0.0 0.2 0.4
|

-0.2
|

-0.4
|

> Phi <- function(x) {pnorm(x)-0.5}

> curve (Phi, -6.6)

N

/ Funkcija napake ®(x) \

Funkcija napake imenujemo funkcijo

1 T 1
(I)(ZU) = \/—27/0 €_§t dt

Funkcija napake je liha, zvezno
odvedljiva, strogo narasCajoca
funkcija, ®(cc0) = 2, ®(0) = 0,
$(—o0) = —1 in

P, (k1, ko) = ®(xp,) — P(xk, ).
Vrednosti funkcije napake najdemo
v tabelah ali pa je vgrajena v
statisticnih programih.

> x2 <= (50 - 1000%0.05)/sgrt (1000%«0.05x0.95)
> x1 <= (0 — 1000%0.05)/sgrt (1000«0.05%0.95)

> pnorm (x2) —pnorm (x1)

[1] 0.5 /
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4 N

... Normalna porazdelitev

1 * 1 /t—p\2
Flz) = — e 2(5)" dt
( ) o\ 21 /_oo

X

— K
(o2
(&

7l

1 2
—2° (s

DO | —
Q
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4 N

Porazdelitev N (0, 1) je standardizirana normalna porazdelitev.

Spremenljivko X : N (u, o) pretvorimo z

z =
o)

v standardizirano spremenljivko Z : N(0, 1).

N
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4 N

Laplace

Iz Laplaceovega toCkovnega obrazca izhaja,

da za p blizu 1/2 in velike n velja:

B(n,p) ~ N(np, /ipa)

Z.godovinsko je to tudi prvi poseben primer CLI.

N

Univerza v Ljubljani




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/ Laplaceov intervalski obrazec

Zanima nas, kolikSna je verjetnost P, (k1, k3), da se v Bernoullijevem

vsaj k1—krat in manj kot ko—krat. Oznacimo

k—np . 1
LT = 1n Aaﬁk — Tk+1 — T —

N, N

Tedaj je, Ce upostevamo Laplaceov toCkovni obrazec,

k‘g 1 k2 1
k‘l,kg Z P Z xkA:z:k
k=k1 V27Tk ket

Za (zelo) velike n lahko vsoto zamenjamo z integralom

P (k1. ko) ~ e~ 2% dg.

L.

o

~

zaporedju neodvisnih poskusov v n zaporednih poskusih zgodi dogodek A

/
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4 N

Bernoullijev zakon velikih Stevil

IZREK 1 (J. Bernoulli, 1713) Naj bo k frekvenca dogodka A v n neod-

visnih ponovitvah danega poskusa, v katerem ima dogodek A verjetnost p.

ledaj za vsak € > 0 velja
7<)
——pl<e] =1
n

lim P(
n— oo

Bolj natancno, za dovolj velika naravna stevila n velja
k /
P(——p'ﬁs)%%ﬁ(s E)
n pq

Ta 1zrek opraviCuje statistiCno definicijo verjetnosti.

N
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/Dokaz: n € N zato velja:
g

kjer so k1 < k1 +1 < --- < ko vsa cela Stevila na intervalu

k
——p‘ §5> = P(np—negkﬁnp+n€)
n

= Po(k1) + Po(kr +1) + -+ Pu(ke),

[np — ne,np —+ ng],

tj. intervalu s srediSCem v toCki np in radijem ne. Dobljeno vsoto smo
oznalili s P(k; — 1, ko) in jo ocenili s funkcijo napake, kar nam da:

v 1pq v 1pq v 1pq

saj sta razliki ko — np in (np — 1) — ky za velike n priblizno enaki

komenjenemu radiju, ® pa je liha funkcija.

Pl — 1. h) ~ (I)(kg—np)_q)<(k1—1)—np>%2@( ne )

/
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/

Zanima nas Se

lim P( E—p‘ §5> ~ lim 2@( e )
n—r 00 mn n—r 00 ,/’n,pq

Upostevamo, da so Stevila

e,pin g=1—p

vnaprej 1zbrane konstante, Stevilo n pa posljemo proti oo:

ne

lim

= O

Za konec upostevajmo Se ¢ (oo) = 1/2 in zgornja limita je izraCunana.

o

/
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/

o

Primer (a): KolikSna je verjetnost, da se pri metu kovanca relativna
frekvenca grba v 3600 metih ne razlikuje od 0-5 za veC kot 0-01,
se pravi, da grb pade med 1764 in 1836-krat?

V tem primeru je

p=1/2, n=23600, =001,

tako da 1z zgornje formule dobimo

3600

20(001- 4/
( 0-25

) —23(1'2) = 2- 0385 = 077,

kar je presenetljivo veliko, kaj ne?

~

/
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(b) Kolikokrat moramo vreci posten kovanec, da bo verjetnost dogodka,
da se relativna frekvenca grba razlikuje od 0-5 za man;j kot 0-05,

vecCja od 0-9977?
Iz tabele za funkcijo ®(x) vidimo, da je
2®(x) > 0997 zax =3,

zato moramo poiskati tak n, da bo

n
3 < — =0054/ —
“A\ pq 0-25

oziroma

3 2
n>|(——=1,| x025=900.
0-05

o

~

/
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4 N

(¢) Zoran DragiC zadane na treningih 70% metov za tri.

Kaj je bolj verjetno,
da zadane 10 metov od desetih ali
80 metov od stotih?

Namig: Zakon velikih Stevil.

o /
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Porazdelitev Poissonovega toka, eksponentna

cas med dvema zaporednima Poissonovima dogodkoma.

Gostota eksponentne porazdelitve je enaka

p(z) =Xe ™, x>0,

porazdelitvena funkcija pa

N

/
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Porazdelitev Gama

Naj bosta b, ¢ > 0. Tedaj ima porazdelitev Gama I'(k, \) gostoto:

(x) al ehlem 0 <z
) = ——

in p(x) =0zax <0.

Funkcijo Gama lahko definiramo z dolo¢enim integralom za R[z] > 0
(Eulerjeva integralna forma)

['(2) :/ t* et dt:2/ e V21 gy,
0 0

N

/
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Torejje I'(1) = 1in

(Je povsod analitiCna z 1zjemo z = 0, —1, —2, ... in nima nicel.

Glej npr. http://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_function In
http://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_distribution.)

o /
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Integracija po delih (po realnem argumentu) nam da

(zav=t"indu = e tdx veljadv = nt" !l inu = —e™?):

F(:z:):/ t*tetdt
0

— [—t"’j_le_t} +/ (x — 1)t* e tdt
0 0

Zanaravno Stevilo z (n =1, 2, 3, ...), dobimo

torej se I' funkcija zreducira v ‘faktorijel’.

o

= (x — 1) /OOO t*2etdt = (x — DI (xz — 1).

['(n)=(n-1)I'(n—-1)= (n—1)(n—2)['(n—2) = (n—1)(n—2)...1 = (n—1)!

/
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Porazdelitev hi-kvadrat

Porazdelitev hi-kvadrat je poseben primer

porazdelitve Gama:

(n € N je Stevilo prostostnih stopenj)
in 1ima gostoto

p(x) = =% r2 e 2, Kjerjex > 0.

Leta 1863 jo je prvi izpeljal nemski fizik Ernst Abbe,
ko je preucCeval porazdelitev vsote kvadratov napak.

N

Ernst Abbe
(1840-1905)
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4 N

Leta 1878 je Ludwig Boltzmann izpeljal
hi-kvadrat porazdelitev z dvema in tremi
prostostnimi stopnjami, ko je Studiral
kinetiCno energijo molekul.

Karl Pearson (1875-1937) je demonstriral
uporabnost hi-kvadrat porazdelitve statistikom.

N
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Cauchyeva porazdelitev

z gostoto

a 1

1+ a2(x—0b)2’

ima porazdelitveno funkcijo

T J_o 1+ a?(x —b)? T

o

F(ZU):—/x ! dx:larctg(a(x—b))—k—

p(x) = —o00 < x <00, a>0

1
2

/
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Porazdelitve v R-ju

V R-ju so za delo s pomembnejSimi porazdelitvami na voljo funkcije:
dime — gostota porazdelitve ime pjy.(x)

pime — porazdelitvena funkcija ime Fj,.(q)

qime — obratna funkcija: ¢ = Fj,.(p)

rime — sluCajno zaporedje 1z dane porazdelitve

Za ime lahko postavimo: uni f — zvezna enakomerna, binom — binomska,
norm — normalna, exp — eksponentna, 1norm — logaritmi¢cnonormalna,

chisq — porazdelitev \2, ...

Opis posamezne funkcije in njenih parametrov dobimo z ukazom help.
Na primer help (rnorm).

o /
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o

1.6. Slucajni vektorji in

neodvisnost slucajnih spremenljivk

i Jou (At BCTURLLY
MAKE THiS MATH
INTUVTIVE ... BUT You |
| HAYE TO 60 WTO

-PIMERSIONAL  HIE
STACE To DO T,

/
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tabelo:

o

opraviti za procesiranje kosa materiala.

Naj sluCajna spremenljivka X predstavlja Stevilo naprav, ki so na voljo,
sluCajna spremenljivka Y pa Stevilo zaporednih operacij, ki jih moramo

Verjetnostna funkcija P(X = z,Y = y) = p(«, y) je definirana z naslednjo

~

Y\X | 1 2 3 4
0 0 010 020 010
1 |003 007 010 005
2 | 005 010 005 0
3 0 010 005 0

Poisci verjetnostno tabelo spremenljivke X!

/
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/

o

Sestejemo verjetnosti po stolpcih:
Y\ X 1 2 3 4 Y
0 0 0-10 020 010 | 0-40
1 003 007 010 005|025
2 005 010 005 0 0-20
3 0 0-10 005 0 0-15
X 0-08 037 040 015 1
in dobimo
X 1 2 3 4
0-08 037 040 015
Enako lahko storimo tudi za Y.

/
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Nista, saj velja npr.:

Y\X | 1 2 3 4 | Y
0 0 010 020 010 | 040
1 | 003 007 010 005|025
2 1005 010 005 0 | 020
3 0 010 005 0 |015
X |008 037 040 015| 1

Ali sta slucajni spremenljivki X in Y neodvisni?
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a )

Primer. Oglejmo si slucajni spremenljivki X in Y, ki spremljata, koliko

lihih® pik pokazeta bela in ¢rna kocka.
Ali sta sluCajni spremenljivki U := XY in V =X 4+ Y odvisni?

Ce je npr. V' = 6, potem imamo za U eno samo moznost, tj. U = 5,
Ceprav jo lahko dobimonadvanaCina: X =1,Y =5m X =5,Y =1,
kar nam sugerira odvisnost.

Brez tezav zapiSemo

(2 4 6 8 10) , (1 3 5 9 15 25)
V ~ m U~

i 2 3 2 1 i 2 2 1 2 1
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 09

(upostevali smo, da elementi zaloge vrednosti sluCajne spremenljivke U
niso deljivi s prastevilom vecjim od 5).

4Brez te predpostavke bi bil primer nekoliko daljsi.

o /
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Sedaj pa premislimo Se verjetnosti v verjetnosti tabeli.
+\-[1 3 5 9 15 25X
2 |+ 00 0 0 0]g
4 10 2 0 0 0 0]32
6 10 0 2 5 0 0]3
8 10 00 0 2 0]32
100 0 0 0 0 5|3
215 5 595 o 9|l
Slucajni spremenljivki V' in U morata biti odvisni
(v nasprotnem primeru bi bile vse verjetnosti v tabeli nenicelne).

o

/
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Nekaj raCunanja si lahko prihranimo z naslednjimi ugotovitvami (posebe]

ce delamo brez predpostavke, da sledimo na kockah le liha Stevila):

e V vrstici, ki se priCne s Stevilom ¢ < 7, so na mestu verjetnosti nicle
vse do stolpca, ki ima na vrhu 2 — 1, nato pa do stolpca, ki ima na vrhu
k(¢ — k), pri Cemer je t — k = 6.

e Iz Ay > G4 oziroma (a + b)/2 > Vabzaa,b > 0, kar je po odpravi
korena in ulomka ekvivalentno (a — b)? > 0, lahko zaklju¢imo, da je
produk dveh Stevil na zgoraj omejen s kvadratom polovicne vsote teh
dveh Stevil. Slednja neenakost nam zagotovi precej niCel tudi na koncu
zacCetnih vrstic.

e Vsota verjetnosti v vsakem stolpcu oziroma vrstici osrednjega dela
tabele je enaka zadnjemu elementi v stolpcu oziroma vrstici, ki smo ga
izraCunali na zacetku.

o /
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Primer. Student ima 66'6% mozZnost, da naredi izpit.

Naj bo X sluCajna spremenljivka, ki Steje Stevilo polaganj,
Y pa sluCajna spremenljivka, ki je zavzame vrednost 1,
Ce Student uspesno opravi izpit in O sicer.

Ali sta sluCajni spremenljivki X in Y neodvisni?

1 2 3 0 1
XN YN

2/3 2/9 1/9] 1/27 26/27

in B(X)=13/9=11..., E(Y) = 26/27.

o

Na voljo ima tri roke in nobenega ne izpusti, Ce izpita Se ni opravil.

/
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o

Y\X| 1 2 3 Y
0 0 0 1/27| 1/27
1 [ 2/3 2/9 2/27 | 26/27
X |2/3 2/9 1/9 1

XY ~

in E(XY) = 4/3, §.

0

1

torej sta sluCajni spremenljivki X in Y odvisni.

2 3

1/27 2/3 2/9 2/27

kar pomeni, da sta tudi korelirani.

E(XY)+# EX - FEY,

Al1 sta linearno odvisni?

/
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Nadomestimo 2/3 s p in nasprotno verjetnost 1 — p s ¢q. Potem velja:

Y\X |1 2 3 >
0 0o 0 ¢ q>

n

0 1 2 3 ,
XY ~ | | e E(XY)=p(14+29+ 3q°)
9 P P9 Pq

Konéno je E(XY) — E(X)E(Y) = —pg(q + 2).

o

~
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~

Velika slika

P(A+B) = P(A)+P(B)| [P(AB) = P(A)P(B)

za AB =N neodvisnost

E(X+Y)=FEX)+E(Y)

o

vedno

/
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~

Velika slika

P(A+B) = P(A)+P(B)| [P(AB) = P(A)P(B)

za AB =N neodvisnost

E(X1Y)=EX)+ENY)| [E(XY) = E(X)E(Y)

o

vedno

777

/
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~

Velika slika

P(A+B) = P(A)+P(B)| [P(AB) = P(A)P(B)

za AB =N neodvisnost

E(X1Y)=EX)+ENY)| [E(XY) = E(X)E(Y)

o

vedno

nekoreliranost

/
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Slucajni vektor je n-terica slucajnih spremenljivk X = (X1,..., X,,).

OpiSemo ga s porazdelitveno funkcijo (z; € R)

F(Ilg---pxn) :P(Xl S:Cl,...,Xn <ZE’n),

pri Cemer slednja oznaka pomeni P({X; < z1} N...N{X, < z,}),
in za katero velja:
OSF(ml,...,azn) < 1.

Funkcija F' je za vsako spremenljivko napadajoCa in z desne zvezna.
F(—o00,...,—o0) =0in F(c0,...,00) =1.

Funkciji Fj(x;) = F(o0,...,00,2;,00,...,00) pravimo

robna porazdelitvena funkcija spremenljivke X;.

/
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Primer: Katere od naslednjih funkcij so lahko porazdelitvene funkcije
nekega slucajnega vektorja (X, Y):

o

~

@ Flx,y)=1—e"Y—e"—e Y zax,y>0,sicer F(z,y) =0,
(b) F(z,y) =14+e " ¥V—e®—e Y zax,y>0,sicer F(z,y) =0,
(¢) F(x,y) = 22,

@) F(z,y) =2* -y

/
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Slucajni vektorji — primer

Naj bo
Az, y) = {(u,v) ER*:u <z Av <y}

(levi spodnji kvadrant glede na (x, y)).

v mnozici A(x,y)

F(z,y) =P(X <z,Y <y)=P(X,Y) € A(z,y)).

enaka

P((X,Y) € (a,b] x (¢,d]) = F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c)

o

Naj porazdelitvena funkcija opisuje verjetnost, da je slu¢ajna tocka (X, Y")

Tedaj je verjetnost, da je slucajna tocka (X, Y') v pravokotniku (a, b X (¢, d]

/
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Diskretne vecCrazsezne porazdelitve

Zaloga vrednosti je kveCjemu Stevna mnozica. Opisemo jo z

~

=P(X =)= pij in q; =P =y;) =>1_, Dij /

verjetnostno funkcijo py, . . = P(X1 =zk,,...,Xn =2k, ).
Zan=2,X:{x1,x2,...,2k}, Y : {y1,...,Ym } in
P(X = z;,Y = y;), sestavimo verjetnostno tabelo:
X\Y | y1 w Ym | X
I P11 P12 Pim | P1
T2 P21 P22 P2m | P2
Lk Pk1 P2 Pkm | Pk
Y Q2 qgm | 1
k
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Porazdelitvena funkcija F(z,y), v primeru, ko sta spremenljivki X in Y
diskretni.

N /
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Diskretne vecCrazsezne porazdelitve — polinomska

doloCena s predpisom

n!
P(Xlzkl,...,Xr:kT): k'p]flp,llfr

Koeficient Steje permutacije s ponavljanjem.
http://en.wikipedia.org/wiki/Multinomial_distribution

Zar = 2 dobimo binomsko porazdelitev, tj. B(n,p) = P(n;p, q).

N

Polinomska porazdelitev P(n;p1,p2,...,0r), >0 = 1, > k; = nje

~

/
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Primer: Iz kupa igralnih kart (52) na slepo izberemo eno karto in jo nato

vrnemo nazaj. Postopek ponovimo 5-krat. KakSna je verjetnost, da bomo
videli dvakrat srce, po enkrat pa pika, kriza in karo?

Stevilo razredov 7 je 4.

1
4
Zanima nas

PX:i=1,Xo=2,X3=1,X4,=1)
Po zgornji formuli dobimo

5!
= T 0251 02520251 025! = 0:05859.

o /
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/ Ponovitev: Dvojni integral \

kpredstavlja prostornino pod ploskvijo. /
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... dvojni integral

Naj bo funkcija z = f(x,y) > 0 zvezna na nekem obmod&ju R v ravnini R?
(npr. Kar [a, b] X [c,d)]).

Prostornina telesa med ploskvijo podano z z = f(x,y), in ravnino z = 0 je

/ /R F () ddy,

ki ga izraCunamo z uporabo dvakratnega integrala

/Cdubf(x,y)dx)dy:Lb</cdf<x,y>dy>dx,
- y
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N

Lastnosti dvojnega integrala

1) Ceje f(z,y) < 0 Y(z,y) € R, je vrednost dvojnega integrala

negativna.

2) Naj bo obmoéje R = R; U R», kjer je R1 N Ry = (). Potem velja

/ F(z,y) dedy = / F(2,y) dedy + / f(z,y) dedy.
R R4 Ro

3) Najbo f(z,y) < g(x,y), zavsetocke (x,y) € R, potem velja

/ f(x,y) dedy < // g(x,y) dzdy.

~
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o

Vec o dvojnih integralih najdete npr. na:

RacCunanje dvojnih integralov na pravokotnem obmocju
se prevede na dva obiCajna (enkratna) integrala.

Kot bomo videli kasneje na primerih,
pa je tezje izraCunati dvojni integral
na obmocju, ki ni pravokotno, ampak je

omejeno s poljubnimi krivuljami.

~

http://www.math.oregonstate.edu/home/programs/undergrad/
CalculusQuestStudyGuides/vcalc/255doub/255doub.html
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Zvezne vecrazsezne porazdelitve

Slucajni vektor X = (X1, X5, ..., X,,) je zvezno porazdeljen, Ce obstaja
integrabilna funkcija (gostota verjetnosti) p(x1, x2,...,x,) >0
z lastnostjo

F(ri,x9,...,2,) =

/;(/;( (/Zp(tl,tQ,...,tn)dtn> ...)dt2>dt1

n

N /
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/ Zvezne dvorazsezne porazdelitve \

Faw= [ ( [ dv) "

b/ rd
P((X,Y) € (a,b] x (c,d]) :/ (/ p(u,v) dv) du.

Kjer je p zvezna je

OF Y 0*F
%:/_O@pu,v)dv i g = pa)
Robni verjetnostni gostoti sta
px(@) = Fi() = [ pla.v)d,

oo

py () = F(y) = / pla.y)da,
o Y,
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Primer: Naj bo gostota porazdelitve vektorja (X,Y’) podana s

cy, cejle0<z<1Im0<y <1,
p(x,y) = ,
0 sicer.

Dolo¢i konstanto c¢ ter
robni gostoti za sluCajni
spremenljivki X in Y'!

o /
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Dvojni integral gostote verjetnosti je po eni strani enak 1, po drugi pa
prostornini telesa, ki je pod osenCenim delom in nad ravnino xy, se pravi,
da gre za polovico kvadra in znasa 1 X 1 x ¢ x 1/2, od koder dobimo ¢ = 2.
Slucajna spremenljivka X je na intervalu [0, 1] porazdeljena enakomerno,

se pravi, da je p(x) = 1. To vidimo tako s slike (pre¢ni prerez), kakor tudi
1z definicije.

o /
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Naloga

S

Dekle in fant se Zelita srecCati na doloCenem mestu med 9-0 in 10-0 uro, pri
cemer noben od njiju ne bo Cakal drugega dlje od 10-ih minut.

Ce je vsak Cas med 9-o0 in 10-0 za vsakega od njiju enako verjeten, in sta
njuna casa prihodov neodvisna, poiSci verjetnost, da se bosta srecala.

Naj bo Cas prihoda fanta X minut po 9-1, pravtako pa naj bo Cas prihoda
dekleta Y minut po 9-1.

o /
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4 N

fxv(:f Y) y
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/Ploskev, ki jo doloCa gostota porazdelitve, je ravnina, \
ker pa je prostornina pod njo enaka 1, y

I

je oddaljena od ravnine z = 0 za 1/3600.

60

Prostornina, ki jo 1SCemo,
se nahaja nad podro¢jem R,
ki je dolo¢eno z | X — Y| < 10,

torej je verjetnost srecanja enaka:

10 &
0

2% 5x10+10v2-50v2) 11
P(X — Y| < 10) = 225X 10+ v2:50v2) _ 11
3600 36

Pri bolj zapletenih gostotah verjetnosti, moramo dejansko izraCunati integral

\\\¥ PTw,y)=:j0;sz,y)dydx. 4///

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 291

a N

Za vajo 1zraCunajmo obe robni verjetnostni gostoti. OCitno velja:

F(r,y)=0zax <0aliy<0 in F(zx,y)=1 za(xz,y) > (60,60).

Sedaj pa za (0,0) < (z, (60, 60) velja

dedy = —2_
Fla.y) //(3600) 3600

60
1 1
pX(:I:):F’(a:):/ (—)dy:— za 0 <y <60,
X o \ 36 60

n

-

60
1 1

za vse ostale z in y pa je px(x) = 0 ter py(z) = 0, torej sta X in Y obe
enakomerno porazdeljeni slucajni spremenljivki na intervalu [0, 60].

o /

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 292

/ Vecrazsezna normalna porazdelitev \

V dveh razseznostih N (piy, by, 0z, 0y, ), 0z, 0y > 0, |p| < 1 ima gostoto

x — Ma;) T— Uy Y— My+(y Hy>)

p ox oy

p(x’ y) — 1 e 2(1 p2) ((

2oz oy 1—p?

oz. standardiziran primer (tj. p, = 0 = p, tero, = 1 = oy)
(@) = —
P\, Y) = e
21/ 1 — p?

V sploSnem pa jo zapiSemo v matri¢ni obliki

det A
(2m)"

p(zx) = 6—%(w—u)TA(w—u)’

kjer je A simetri¢na pozitivno definitna matrika.

\Vse robne porazdelitve so normalne. /
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/

Q na premici, ki jo doloCata enacbi x = g, y = py. .

Fyy (X, ¥)

Py

Vrh se nahaja nad to¢ko (fiy, tiy),
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4 N

Za obcutek si1 lahko pogledamo, kako 1zgleda 2D predstavitev (izohipse):

p=-0.8 p=0 p=0.8

2 2t 2
1 1t 1
>~ 0 > 0 >~ 0
-1 -1t -1
-2 -2t -2

333 -1 o 1 2 R S— 0 1 2 333 -1 o 1 2

X X X

V tem primeru smo vzeli p, = 0 = p, tero, =1 = o0y

(fj. standardizirano varianto za vsako razseznost posebej).

Mimogrede: za p(z) = \/%7 e~ /2 e p'(z) = (22 — 1) p(z),
torej imamo prevoja natanko v toCkah x = +-1.

N /
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-~

N

ox=1, oy=1, p=-0.8

ox=2, oy=1, p=-0.8

N
T

_4_4

N
T

o

N
T

_4_4

N
T

ox=1, oy=2, p=-0.8 \

-2 0 2
X

ox=1, oy=2, p=0

-2 0 2
X

ox=1, oy=2, p=0.8
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/

parametri | ucinek na elipticne izohipse

~

[z s Ly zamakneta (srediSCe) elipse (Ievo/desno in gor/dol)

Oy raztegne/skrCi elipse v smeri os1 x 0z. y

veCjl o, pomeni vecjo Sirino (vodoravno).

Ty raztegne oz. skrci elipse v smeri os1 y

veCj1 o, pomeni vecjo viSino (navpicno).

0 rotira (za kot 6) oz. nagne elipse,

predznak (%) p jih nagne proti premici y = x 0z. y = —u,
velikost |p| kontrolira, kako podolgovate so elipse

(v limiti, ko je p = £1, stisnjene v daljice).

2,00'Xo'Y
2 2
Ox — Oy

1
— — arctan

(

2p

)
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/ Naloga \

Pri1 Studiju upora Y strukturnega elementa in sile X, ki deluje nanj,

smatramo za sluCajni spremenljivki. Verjetnost napake ns je definirana z
P(Y < X). Predpostavimo, da je

p(z,y) = abe™ ) za (z,y) >0

in p(x,y) = 0 sicer, pri ¢emer sta a in b poznani pozitivni Stevili. Zelimo

F(z,y) = //Rp(w, y) dydz,

kjer je obmocCje R doloCeno s pogojem Y < X. Ker sluCajni spremenljivki

izraCunati n ¢, tj.

X in Y zavzameta samo pozitivne vrednosti, velja

nf:/ / abe(az+by) dxdy:/ / abe (=Y gy dx.
0 Jy o Jo
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4 N

IzraCunajmo prvi integral, UpoStevamo a dx = d(ax) = —d(—ax — by):

/ / abe @) do dy = —b/ / e~ (aztby) d(—az—by) | dy
0 Y 0 Yy
_ / 7 o~ (aztby) dy=b / " emvlatd) g
0 rT=y 0

—b >° —b > b
_ —y(a+b) g(_ b)) = —y(a+bd) _ .
/0 e ( y(a + )) b (e y0> p——

a-+b

Vasa domaca naloga pa je, da za vajo izraCunate drugega.

o /
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/ Neodvisnost slucajnih spremenljivk
Podobno kot pri dogodkih:

SlucCajne spremenljivke X1, Xo, ..., X,, so med seboj neodvisne, Ce za
poljubne vrednosti x1, z2,...,z, € R velja

F(LUl,ZCQ, ce ,ZCn) = Fl(a;'l) . FQ(ZUQ) - Fn(ZCn),

njegovih komponent.

Trditev. Ce sta

CE l’ o o o
X 1 2 Vo yr Y2

pr p2 - q1 Q2
diskretni slucajni spremenljivki in p;; verjetnostna funkcija slucajnega
vektorja (X,Y), potem sta X in Y neodvisni natanko takrat, ko je
\pﬁj = piq; za vsak pari, j.

~

kjer je F' porazdelitvena funkcija vektorja, F; pa so porazdelitvene funkcije

/
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4 N

...Neodvisnost slucajnih spremenljivk

Trditev. Ce sta X in Y zvezno porazdeljeni sluajni spremenljivki z
gostotama px (x) in py (y) ter je p(x,y) gostota zvezno porazdeljenega
sluc¢ajnega vektorja (X,Y'), potem

X inY staneodvisni <= p(x,y) = px(x) - py(y) Vz,y € R.

Primer: Naj bo dvorazsezni slucajni vektor (X,Y’) z normalno po-
razdelitvijo N (fig, by, 0, 0y, p). Ce je p = 0 je

1 1 T— e \2 Y—Hy\2
b e

5 g = px () - py ().
TO 0y

p(z,y) =

Torej sta komponenti X in Y neodvisni. /

N
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/

... Neodvisnost slucajnih spremenljivk

obliki p(z,y) = f(z) - 9(y).

dogodka X € AinY € B.
Trditev velja tudi za diskretni sluCajni spremenljivki X in Y.

Pogosto pokazemo odvisnost spremenljivk X in Y tako, da najdemo

mnozici A in B, za Kkateri je

P(Xe€eAYeB)#AP(XeA) PY €B).

o

~

Zvezno porazdeljeni sluCajni spremenljivki X in Y sta neodvisni natanko
takrat, ko lahko gostoto verjetnosti slucajnega vektorja (X, Y') zapiSemo v

Naj bosta zvezno porazdeljeni sluCajni spremenljivki X in Y tudi neodvisni
ter A in B poljubni (Borelovi) podmnozici v R. Potem sta neodvisna tudi

/
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/

I.7. Funkcije slucajnih spremenljivk/vektorjev

in pogojne porazdelitve

LEARN T1- DIMENSONAL
GEOMETRY, \ TELL YU,
MND (TS Epsy!

err
T A

~
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/ Funkcije slucajnih spremenljivk

Naj bo X : G — R slucajna spremenljivka in f : R — R neka realna
funkcija. Tedaj je njun kompozitum ¥ = f o X doloCen s predpisom

Y(e) = f(X(e)), zavsak e € G, dolo¢a novo preslikavo Y : G — R.

Kdaj je tudi Y slucajna spremenljivka na (G, D, P)?

V ta namen mora biti za vsak y € R mnozica
Y<y)={ecG:Y(e)<yt={e€G:X(e) € f ' (~00,yl}

dogodek — torej v D.

Ce je to res, imenujemo Y funkcija slucajne spremenljivke X in jo
zapiSemo kar Y = f(X'). Njena porazdelitvena funkcija je

o

Fy(y) = P(Y <y).

~

/
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4 N

Borelove mnozice

Vprasanje: kakSna mora biti mnoZica A,
da je mnozica

X 1A ={ecG:X(e) € A} vD?
Zadoscajo mnoZzice A, ki so ali intervali,

al1 Stevne unije intervalov, ali Stevni preseki

Stevnih unij intervalov — Borelove mnoZice.

Kdaj je f~1(—o0,y] Borelova mnozica?
Emile Borel

Vsekakor je to res, ko je f zvezna funkcija.

V nadaljevanju nas bodo zanimali samo taki primeri.

N /
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/

N

~

Primer: zvezne strogo narascajoce funkcije

Naj bo f : R — R zvezna in strogo narascajoca funkcija.
Tedaj je taka tudi funkcija f~* in velja

[ o0y = {z€R:fl@)<y}={zeR:z<f\(y)

— (—OO,f_l(y)]

in potemtakem tudi Fy = F'x o 1, o Cemer se prepri¢amo takole
Fy(y)=P(Y <y)=P(f(X) <y)=P(X < f7'(y) = Fx(f~(v))

g —1
Ce je X porazdeljena zvezno z gostoto p(x), je Fy(y) = ffoo ) p(x) dx
in, Ce je f odvedljiva, 3e py (y) = p(f~ () f ' (y)".

Ce funkcija ni monotona, jo razdelimo na intervale monotonosti.

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

305



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 306

4 N

Najbo X ~ N(0,1)inY = X2,
Tedajje Fy (y) = P(Y <y)=P(X?<y)=0zay <0;inzay >0

Fy(y) = P(IX]| <Vy) = Fx(\Vy) — Fx(—Vv)

in ker je px (z) soda funkcija

Primer: kvadrat normalno porazdeljene spremenljivke

1 1
py (y) pr(f)—ﬂLPX( VY)5—7= = —7=rx(VY)
2./ IR
Vstavimo Se standardizirano normalno porazdelitev
1 1l _ ¥y
——y 2e 2 y>0
py (y) = van
0 y <0

pa dobimo porazdelitev y?(1).

/
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4 N

Funkcije in neodvisnost

Ce sta X in Y neodvisni sluajni spremenljivki ter f in g zvezni funkciji na

R,statudi U = f(X) in V = g(Y) neodvisni slucajni spremenljivki.

V to se prepricamo takole. Za poljubna u, v € R velja

PU <u,V<v) = P(f(X)<ugY)<v)
= P(X e fHo0,ul,Y € g (—00,v])
(X 1n Y sta neodvisni)
— P(X = f_l(_ooau]) ' P(Y = g_l(—OO,U])
(in naprej)
= P(f(X)<u)-P(gY)<v)
= PU <u)-P(V <w).

N /
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/

Funkcije slucajnih vektorjev

Imejmo sluéajni vektor X = (X1, Xo,...,X,,) : G — R™ in zvezno
vektorsko preslikavo f = (f1, fo,..., fm) : R® — R™. Tedaj so
Y, = fi(X1,Xs,...,X,), 7 = 1,...,m slu¢ajne spremenljivke —
komponente slucajnega vektorja Y = (Y7, Yo, ..., Y,,).

Pravimo tudi, da je Y funkcija slucajnega vektorja X, tj. Y = f(X).

Porazdelitve komponent dobimo na obiCajen nacin
Fy,(y) = P(Y; <y) = P(f;(X) <y) = P(X € f;(—o0,))

in, Ce je X zvezno porazdeljen z gostoto p(x1, T2, ..., Ty ), potem je

ij(y):///fl( ]p(xl,ajg,...,xn) dridzs . ..dx,.
jo\T Y

o

~

/
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/ Primer: vsota \

Najbo Z = X + Y, kjer je (X, Y) zvezno porazdeljen slucajni vektor z

gostoto p(x, y). Tedaj je

Fy(z2) = P(Z<2)=P(X+Y <2z)=

:// :Uyd:cdy—/ da;/
r+y<z

in pz(z) = Fy(2) = [T plx,z—x)de = [T p(z —y,y) dy.

Ce sta spremenljivki X in Y neodvisni dobimo naprej zvezo

pz(z) = /OO px(x)py(z —x)dr.

— 00

kGostota pz = px * py je konvolucija funkcij px in py-. /
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4 N

... Primer: vsota

Ceje (X,Y) ~ N(tig, by, 0,0y, p) »je vsota Z = X +Y zopet normalno
porazdeljena Z ~ N (fy + by, \/092j + 2po 0y + 02).

Cesta X : x2(n) in Y : x2(m) neodvisni sluajni spremenljivki, je tudi

njuna vsota Z = X + Y porazdeljena po tej porazdelitvi Z : x?(n + m).
Dosedanje ugotovitve lahko zdruzimo v naslednjo:

Ce so X 1,X2,...,X, neodvisne standardizirano normalne slucajne
spremenljivke, je sluCajna spremenljivka Y = X% + X2 + ... + X2
porazdeljena po x?(n).

o /
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/

o

FU7\/(U, U)

Primer: transformacije

Porazdelitveni zakon za nov slucajni vektor (U, V') je

~

Naj bo sedaj f : (x,y) — (u,v) transformacija slucajnega vektorja (X,Y)
v slucajni vektor (U, V') doloCena z zvezama v = u(x,y) in v = v(x,y),
torejjeU =u(X,Y)inV =v(X,Y).

PU<u,V<v)=P(UV) e A(u,v)) =

P((X,Y) € [~ (A(u,v)).

Pri zvezno porazdeljenem slu¢ajnem vektorju (X, Y) z gostoto p(x, y) je

Fyy (u,v) = // p(z,y) dz dy.
f=1(A(u,v))

/
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/

... Primer: transformacije

Ce je f bijektivna z zveznimi parcialnimi odvodi, lahko nadaljujemo

Foy(uo) = [ Pl ), () L ) dude,

kjer je (glej ucbenik http://rkb.home.cern.ch/rkb/titleA.html)

ou

y
Ov

ou
O(u, ) Ox

J(u,v) = = det
) = 5y ~ 4| o
ox

dy

Jacobijeva determinanta (glej http://en.wikipedia.org/wiki/Jacobian

za kaksSen primer). Za gostoto g(u, v) vektorja (U, V') dobimo od tu

Q(uv U) — p(x(u, ’U), y(ua U)) |J(u7 ’U)’

o
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4 N

o /
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/

Zgled:
Q={(r,y)|0<z<1,0<y<1}.

Naj bo

r = \/—2log(x), © = 27y,

U = T COS Y, v = 7 Sin .

Potem po pravilu za odvajanje posrednih funkcij in definiciji Jacobijeve
matrike velja

—1

8(u,v)_<8(u,v)>(8(r,gp)> cosp —rsing\ [— 0

= rx
sinw 7 COoS Y 0 27

/
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Jacobijeva determinanta je

1n

d’x= d’u=

dx
det| —

Od tod zakljuCimo, da za neodvisni slucajni

dx 27

spremenljivki z in y, ki sta enakomerno
porazdeljeni med O in 1, zgoraj definirani
sluCajni spremenljivki v in v pravtako
neodvisni in porazdeljeni normalno.

o

1
det <d_u) | d’u= L

) o () o (S () 2

d’u =
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/

Naj bo B nek mogo¢ dogodek, tj. P(B) > 0. Potem lahko vpeljemo
pogojno porazdelitveno funkcijo

Pogojne porazdelitve

F(z|B)= P(X <z|B) = =

P(B) = P(Y = yx) = qx. Tedaj je pogojna porazdelitvena funkcija

Fx(z|y) = FX($|Y=yk)—P(X<w|Y=yk)=
B P(X<:U Y—yk B
— P(Y:yk wz<wpzk

Vpeljimo pogojno verjetnostno funkcijo s p; ), = %}f.

Tedaj je Fx (2| yx) = Y. <, Pilke

~

V diskretnem primeru je: p;r = P(X = x;,Y = yx), B = (Y = yi) in

/
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/

o

Primer diskretne pogojne verjetnosti

Nadaljuyymo primer s katerim smo priceli tole poglavje. Zapisi pogojno
verjetnostno porazdelitev sluCajne spremenljivke X glede na pogoj Y = 2!

Y\X | 1 2 3 4 | Y
0 0 010 020 010|040
1 | 003 007 010 005|025
2 1005 010 005 0 | 020
3 0 010 005 0 |015
X | 008 037 040 015 1

~

/
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/

... Primer diskretne pogojne verjetnosti

Verjetnosti v vrstici pri Y = 2 moramo deliti s P(Y = 2),
ki je enaka 0-2:

1 2 3 4
025 050 025 0

XYy =2 ~

N

/
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/

semaforje.

Se en primer diskretne pogojne verjetnosti

Dostavni tovornjak potuje od A do B in nazaj vsak dan. Na poti ima tri

Naj bo X Stevilo rdeCih semaforjev na katere naleti tovornjak na poti do
dostavne tocke B, in Y Stevilo rdecih luci nazaj na poti do tocke A.
InZenir za promet je dolocil naslednjo verjetnostno porazdelitev:

kPoiééi robno porazdelitev za Y.

Y\X| 0 1 2 3 | Y
0 |001 002 007 001|011
1 | 003 006 010 006|025
2 | 005 012 015 008 | 040
31002 009 008 005|024
X | 011 029 040 020 1

~

/
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4 N

...Se en primer diskretne pogojne verjetnosti

0 1 2 3
0-11 025 040 024

Y ~

Ce vemo, da je tovornjak naletel na X = 2 luci do tocke B, potem doloci

porazdelitev za Y.

Y|IX =2 ~

N

o 1 2 3
7/40 1/4 3/8 1/5

/
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Z.vezne pogojne porazdelitve

Postavimo B = (y <Y <y + h) za h > 0 in zahtevajmo P(B) > 0.

Fx(x|B)

P(X <z, y<Y <y-+h)
< —
P(X <z|B) Ply<Y <y th
F(:I;,y—i—h)—F(:C,y)
Fy(y+h)—Fy(y)

Ce obstaja limita (za h — 0)

jo imenujemo pogojna porazdelitvena funkcija
slucajne spremenljivke X glede na dogodek (Y = v).

o /
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/

Naj bosta gostoti p(x, y) in py (y) zvezni ter py (y) > 0. Tedaj je

Gostota zvezne pogojne porazdelitve

7 a3y (@, Y) 1 /"’"

Fx (2ly) = lim Fy () “Fy ) T OFy) ()

— 0
oziroma, ¢e vpeljemo pogojno gostoto

p(z,y)
Py (y)

px(zly) =

Y

tudi Fx (zly) = [~ px(uly) du .

V primeru dvorazsezne normalne porazdelitve dobimo

Oy
px (zly) ~ N(pg + pg—(y — ly), 0/ 1 — p?).

Y

o

~

p(u, y)du

/
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/

I.8. Momenti in kovarianca

RUM! HE'S GOT
h PROBLEM 4ET
IR THERE !
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/

Pricakovana vrednost

povprecne vrednosti diskretne spremenljivke X ~
t].
X — RN .k._i £
- N : x?, T T : aj’L (2]
1=1 1=1
od koder 1zhaja
E(X) = Z LiPi
i=1

o

Pricakovana vrednost E(X') (matemati¢no upanje) je posplositev

1 T2 - In

D2 " Pn
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/Diskretna sluCajna spremenljivka X z verjetnostno funkcijo py, \
ima pri¢akovano vrednost E(X) = >~ x;p;, Ce je

o0
Z ;| pi < o0.
i=1

Zvezna slucajna spremenljivka X z gostoto p(x) ima pri¢akovano vrednost
E(X) = ["__xp(z)dz, Ce je

/OO lz|p(x) dr < oc.

— 00
Primeri sluCajnih spremenljivk, za katere priCakovana vrednost ne obstaja:

Diskretna: xp = (—1)**12% /kin p, = 27F,

Zvezna: X ~ p(z) = ——— — Cauchyeva porazdelitev.
k m(1l4x?) /
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4 N

Lastnosti pricakovane vrednosti
Naj bo a realna konstanta. Ce je P(X =a) =1, E(X) = a.

Slucajna spremenljivka X 1ma priCakovano vrednost natanko takrat, ko ga
ima slucajna spremenljivka | X |. Velja |E(X)| < E(| X]).

Za diskretno slucajno spremenljivko je E(| X |) = Y7 |:i|pi,

za zvezno pa E(|X|) = [*_|z|p(x) d=.

Splosno: E(f(X)) obstaja in je v diskretnem primeru enaka .~ f(x;)p;,
vzveznempa [ f(z)p(x) dz, Ce ustrezni izraz absolutno konvergira.

Naj bo « realna konstanta. Ce ima slutajna spremenljivka X pri¢akovano
vrednost, potem ga ima tudi spremenljivka X in velja E(a X)) = aE(X).

Ce imata slucajni spremenljivki X in Y pricakovano vrednost, ga ima tudi
njuna vsota X + Y inveljaE(X +Y) =E(X) 4+ E(Y).

N

/
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4 . N

... Lastnosti pricakovane vrednosti

Za primer dokazimo zadnjo lastnost za zvezne sluCajne spremenljivke.

Naj bo p gostota slucajnega vektorja (X,Y)in Z = X + Y.
Kot vemo, je pz(z) = [~ p(x, z — x) dz.

Pokazimo najprej, da Z ima pricakovano vrednost.

E(IX +Y])=E(Z|) = [7_|2lpz(z)dz = [Z_|z|([7_ p(z,z — x) dz)dz
= /7 ([T, |z + ylp(z, y) dz)dy

< [ (7 lzlp(z, y) dx)dy + [ (72, lylp(z,y) dz)dy

= [ |zlpx (z)dx + [Z_|ylpy (v)dy = E(|X]) + E([Y]) < o0

Sedaj pa Se zvezo

E(X+Y)= E( )— 2 zpz(z)dz = [T z([7_ p(z,z —x)dz)dz
== [ p(z,y)dzdy

—f_oo(foo :vp(:v y) dz)dy + [ ([7_yp(z,y) dz)dy

JZo wpx (@) de + [ ypy (y) dy = E(X) +E(Y)

/III

/
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4 N

... Lastnosti pricakovane vrednosti

Torej je pricakovana vrednost E linearen funkcional, t;.

E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y).

Z. indukcijo posploSimo to na
poljubno koncno Stevilo Clenov

1 U -~
1 THAT S0UNPS
AL WSERUL -

E(a1X1 —+ CLQXQ + -+ CLan)

— CL1E(X1) + CLQE(XQ) + e+ CLnE(Xn)

o /
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/

... Lastnosti pricakovane vrednosti

vrednost produkta E(XY) in velja ocena E(|XY|) < \/E(X2)E(Y?2).

Enakost velja natanko takrat, ko velja Y = +,/E(Y2)/E(X2) X
z verjetnostjo 1.

Ce sta sluCajni spremenljivki, ki imata pricakovano vrednost neodvisni,

obstaja tudi pricakovana vrednost njunega produkta in velja
E(XY)=E(X)- E(Y).

Opomba: obstajajo tudi odvisne spremenljivke, za katere velja gornja

korelirani.

N

~

Ce obstajata matemati¢ni upanji E(X?) in E(Y2), obstaja tudi pri¢akovana

zveza. Spremenljivki, za kateri velja E(XY) # E(X) - E(Y) imenujemo

/
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/ Disperzija \

Disperzija ali varianca D(X) sluCajne spremenljivke, ki ima pri¢akovano

vrednost, je doloCena z izrazom
D(X) = E(X — E(X))”.
Disperzija je vedno nenegativna, D(X) > 0, je pa lahko tudi neskonc¢na.
Velja zveza
D(X) = E(X?) — (E(X))”.
Naj bo a realna konstanta. Ce je P(X = a) = 1, je D(X) = 0.
D(aX) = a’D(X).

Ce obstaja D(X) in je a realna konstanta, obstaja tudi E ((X —a)?) in velja
E((X — a)?) > D(X). Enakost velja natanko za a = E(X).

Koli¢ino ¢ X = /D(X) imenujemo standardna deviacija ali standardni

\odklon. /
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/

Standardizirane spremenljivke

Slucajno spremenljivko X standardiziramo s transformacijo

kjer sta y = E(X) ino = \/D(X).
Za Xg veljaE(Xg) =0in D(Xg) = 1.

o

E(XS):E<X_“> _E&X ) _p—p_,
D(Xs)=D<XJ_”) _ D(?iz—u) _ 020;0 _
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/

o

Pricakovana vrednost in disperzije porazdelitev

porazdelitev E(X) D(X)
binomska B(n, p) np npq
Poissonova P(\) A A
Pascalova P(m, p) m/p mq/p
geometrijska G (p) 1/p q/p°
enakomerna zv. E(a,b) | (a+b)/2 | (b—a)*/12
normalna N (p, o) v o?
gama I'(k, \) k/A k/\?2
hi-kvadrat x?(n) n 2n

~

/
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/ Kovarianca \

Kovarianca Cov(X,Y) slucajnih spremenljivk X in Y je doloCena z

Cov(X,Y) = E((X —E(X)) (Y - E(Y))) — E(XY) — E(X)E(Y)
Velja: Cov(X,Y) = Cov(Y, X) (simetri¢nost) in

Cov(aX +bY,Z) = aCov(X, Z) + bCov(Y, Z) (bilinearnost).
Ce obstajata D(X) in D(Y), obstaja tudi Cov(X,Y) in velja

|COV(X, Y)| < \/D(X)D(Y) = 0xO0y.
Enakost velja natanko takrat, ko je

Y —E(Y) = iZ—Y(X — E(X))

z verjetnostjo 1.

kSpremenlj ivki X in Y sta nekorelirani natanko takrat, ko je Cov(X,Y) = (y
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X + Y in velja

D(ZX) _ii:D(

o

D(X +Y) =

D(X +Y) = D(X) + D(Y).

Zvezo lahko posploSimo na

X;)+ Y Cov(X;, X;)

Ce pa sta spremenljivki nekorelirani, je enostavno

17

in za paroma nekorelirane spremenljivke

(ZX) ZD X).

1=1

/(Vje imata spremenljivki X in Y konc¢ni disperziji, jo ima tudi njuna Vsota\

D(X) + D(Y) + 2Cov(X,Y).

-BUT, 14
TUE IDEAL
WORLD OF
LBTISTICS ,
TS 15 A
VERY USEFUL

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

334



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 335

/ Korelacijski koeficient \

Korelacijski koeficient slucajnih spremenljivk X in Y je doloCen z izrazom

MEY) Cc:;/()i, Y) _ E((X - E(jf))a(Y - E(Y))).

Za (X,Y) ~ N(px,py,0x,0v,p)jer(X,Y) = p.
Torej sta normalno porazdeljeni sluCajni spremenljivki X in Y
neodvisni natanko takrat, ko sta nekorelirani.

Veljase: —1 <r(X,Y) <1

r(X,Y) =0 <= X inY nekorelirani;

r(X,Y)=1 < Y= %(X—E(X))—I—E(Y) z verjetnostjo 1;
r(X,Y)=-1 < Y=—22(X — E(X)) + E(Y) z verjetnostjo 1.

X
Torej, ¢e je |r(X,Y )| =1, obstaja med X in Y linearna zveza z verjetnos-

N /
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4 N

Pogojna pricakovana vrednost

Pogojna pricakovana vrednost je priCakovana vrednost

pogojne porazdelitve:

Diskretna slucCajna spremenljivka X ima pri pogoju ¥ = yi pogojno
verjetnostno funkcijo p; | = pik /qx, 1 = 1,2, ... in potemtakem pogojno

priCakovano vrednost

1 oo
E(Xyk) Z LiPilk = K Z LiPik -
i=1

o /
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4 N

Slucajna spremenljivka

E(X[Y) ~ E(?;yl) E();yz)

ima enako pricakovano vrednost kot spremenljivka X:

E(E(X]Y)) = quE(ka):ZZ%pik
k=1

k=1 1=1

— szszk = inpi = E(X).
; 1

1=1 k=1 1=

o /
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/ Pogojna pricakovana vrednost zvezne spremenljivke \

Zvezna sluCajna spremenljivka X ima pri pogoju ¥ =y
pogojno verjetnostno gostoto p(x|y) = p(z,y)/py (y), z € R
in potemtakem pogojno priCakovano vrednost

HwaszxMﬂwdwz : /mxm%wmn

— 00 pY(y) —00

Slucajna spremenljivka E(X|Y) z gostoto py (y) ima enako pri¢akovano
vrednost kot spremenljivka X

E(X|Y)) / E(X|y)py (y dy—/ / p(x,y) dz dy

zﬁwwﬂ)ﬁzE@)

o /

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &

338



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 339

/ Regresijska funkcija \

Preslikavo = + E(Y'|z) imenujemo regresija slucajne spremenljivke Y

glede na sluCajno spremenljivko X.

Primer: Najbo (X,Y) ~ N (s, fby, 0z, 0y, p).
Tedaj je, kot vemo px (z]y) ~ N(pe + p3=(y — py), 02/ 1 — p?).
Torej je pogojna pricakovana vrednost

Ox

E(Xy) = pz + p—(y — pty)

Oy
in prirejena spremenljivka

Ox

E(XTY) = pa +p—=(V = py).
y

Na podoben nacin vpeljemo regresijo slucajne spremenljivke X glede na
sluCajno spremenljivko Y. Za dvorazsezno normalno porazdelitev dobimo

E(Y[X) = py + p5 (X — pa).
wbe regresijski funkciji sta linearni. /
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/ Kovariancna matrika \

Pricakovana vrednost slucajnega vektorja X = (X7, Xo,...,X,,) je
vektor E(X) = (E(X1),E(X2),...,E(X,)).

Primer: Za (X,Y) ~ N(pig, fy, 0z, 0y, p) je E(X,Y) = (tta, tty).

Pricakovana vrednost sluCajne spremenljivke Y, ki je linearna kombinacija
spremenljivk X1, X,,..., X, jepotem zaa = (ai,as,...,a,)"
E(Y) = E(Z?:l a; X;) = Z?:l a,E(X;) = E(X)GT-

Za disperzijo spremenljivke Y pa dobimo D(Y) = E(Y — E(Y))2 =

n

E(Z Z a;Q; (XZ — E(XZ)) (X] — E(XJ))> :Z aiajCOV(Xia Xj)7

=1 j=1 i=1 j=1

kjer je Cov(X;, X;) = E((Xi — E(X))) (X, — E(Xj))> kovarianca

spremenljivk X; in X; oziroma D(Y) = a’ Ka,

Kkjer je K = [Cov(X;, X,)] kovarian¢na matrika vektorja X . /
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/ Lastnosti kovarianCne matrike \
Kovarian¢na matrika K = K] je simetricna: K;; = K.

Diagonalne vrednosti so disperzije spremenljivk: K;; = D(X;).

Ker je a’ Ka = D(Y) > 0, je pozitivno semidefinitna matrika.

Naj bo a, ||a|| = 1 lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti A kovarian¢ne
matrike K, tj. Ka = \a. Tedajje 0 < D(Y) = a! Ka = ),

kar pomeni, da so vse lastne vrednosti kovarianCne matrike nenegativne.
Ce je kaka lastna vrednost enaka 0, je vsa verjetnost skoncentrirana na

neki hiperravnini — porazdelitev je izrojena. To se zgodi natanko takrat, ko
kovarian¢na matrika K ni obrnljiva, oziroma ko je det K = 0.

o i
o OO
Primer: Za (X,Y) ~ N(pa, pty, 0, 0y, p) je K = oo PO
PO 0y, 05

Kerje [p| < 1,jedet K = 020.(1—p?) > 0in je potemtakem porazdelitev

kvedno neizrojena. Za N(u, A) je K = A~ /
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/

... Lastnosti kovariancne matrike

ciji vektorja X’ = A X, kjer je A poljubna matrika reda n x n.
Vemo, daje D(a’ X) = a’ Ka.

e o v Ve ] A4 . M /
Tedaj je, ¢e oznacimo kovarian¢no matriko vektorja X’ s K,

a’K'a = D(a’X')=D(a”AX)=D((A"a)"X)
= (ATa)TK(A'a)=aTAKA'a

in potemtakem

o

K = AK A",

~

Pogleymo Se, kako se spremeni kovarianCna matrika pri linearni transforma-

/
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/ Visji momenti \

Visj1 momenti so posploSitev pojmov priCakovane vrednosti in disperzije.

Moment reda k € N glede na tocko a € R imenujemo koli¢ino
mi(a) = E((X — a)*).

Moment obstaja, e obstaja pri¢akovana vrednost E(| X — a|*) < oo.
Za a = 0 dobimo zacetni moment z; = my(0);

za a = E(X) pa centralni moment my, = my, (E(X)).

Primera: E(X) = 21 in D(X) = meo.

Ce obstaja moment m,,(a), potem obstajajo tudi vsi momenti my(a) za
kE <n.

Ce obstaja moment z,,, obstaja tudi moment m,, (a) za vse a € R.
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/ ... ViSji momenti

Posebej za centralni moment velja

= () = 3 (1) =20z

k=0

mo = 1, my =O,m2:zg—z%,mg223—3227;1%—2,2?,...

kjer je o = /mo.

Za simetri¢no glede na z; = E(X) porazdeljene spremenljivke
kso vsi lihi centralni momenti enaki O.

Asimetrija spremenljivke X imenujemo koli¢ino A(X) = m_; :
o
Splostenost spremenljivke X imenujemo koli&ino K (X) = ——
o

/
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/

... ViSji momenti

Zato statudi A(X) =0in K(X) = 0.

o

m3(X) =npq(q —p) indalje A(X

Za X ~ N(/L,O’) SO T2k+1 = 0 in mop = (2]€ — 1)”0‘2k

Ce sta spremenljivki X in Y neodvisni, je ms(X +Y) = ms(X)+ms(Y).

Za binomsko porazdeljeno spremenljivko X ~ B(n,p) je

y_a=p
Vipg

/
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/Kadar spremenljivka nima momentov, uporabljamo kvantile. \

Kvantil reda p € (0, 1) je vsaka vrednost = € R, za katero velja
P(X <z)>pin P(X >x)>1—poziroma F(x) < p < F(x+).
Kvantil reda p ozna¢imo z z,,. Za zvezno spremenljivko je F'(x,) = p.

Kvantil T1 imenujemo mediana;

A
Y

Ti, 1 =0,1,2,3,4 so kvartili.

Kot nadomestek za standardni odklon uporabljamo kvartilni razmik

%(x% — 1)
= /
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4 N

I.9. KarakteristiCne funkcije in limitni izreki
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/

KarakteristiCcna funkcija

Naj bo Z kompleksna sluCajna spremenljivka, tj. Z = X 4+ 1Y
za sluCajni spremenljivki X in Y.

Njeno upanje izraCunamo z
E(Z)=FEX)+iE(Y),
disperzijo pa z
D(Z)=E(1Z - E(Z)]) = D(X) + D(Y),

Kompleksna funkcija realne slucajne spremenljivke je

kompleksna slu¢ajna spremenljivka, npr. e***.

o

/
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4 N

... Karakteristicna funkcija

Karakteristicna funkcija realne slucajne spremenljivke X je kompleksna

funkcija ¢ x (t) realne spremenljivke ¢ dolocena z zvezo px (t) = E(e).

KarakteristiCne funkcije vedno obstajajo in so mocno racunsko orodje.

Posebej pomembni lastnosti sta:

Ce obstaja zaletni moment z,,, je karakteristi¢na funkcija

n-krat odvedljiva v vsaki tocki in velja gpgl;) (0) = i* 2.
Za neodvisni spremenljivki X in Y je ox1v(t) = @ox (t)py(t).

Pojem karakteristiCne funkcije lahko posploSimo tudi na slucajne vektorje.

N /
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/ Reprodukcijska lastnost normalne porazdelitve \

Vsaka linearna kombinacija neodvisnih

in normalno porazdeljenih sluCajnih spremenljivk
je tudi sama normalno porazdeljena.

Ce so slu¢ajne spremenljivke X1, . .., X,, neodvisne in normalno porazdel-
jene N (u;,0;), potem je njihova vsota tudi normalno porazdeljena:

Da ne bi vsota povprecij rastla z n, nadomestimo vsoto spremenljivk X; z
njihovim provpredjem X in dobimo

N(u,\/z(f;f).

\(V?e privzamemo i; = p in 0; = o, dobimo N (,u, o/ \/ﬁ) /
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/

Limitni izreki

Zaporedje slucajnih spremenljivk X,, verjetnostno konvergira
k slucajni spremenljivki X, Ce za vsak € > 0 velja

lim P(|X, — X|>¢) =0

n—oo

ali enakovredno
lim P(| X, — X|<e)=1.

n—oo

Zaporedje slucajnih spremenljivk X,, skoraj gotovo konvergira
k slucajni spremenljivki X, Ce velja

P(lim X, = X) = 1.

n—oo

o

/
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/

... Limitni izreki

Ce zaporedje slu¢ajnih spremenljivk X, skoraj gotovo konvergira
k slucajni spremenljivki X, potem za vsak ¢ > 0 velja

lim P(|X, —X|<e zavsak n>m)=1.
m— 00
Od tu izhaja:

ce konvergira skoraj gotovo X,, — X,
potem konvergira tudi verjetnostno X, — X.

o

/
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/ Sibki in krepki zakon velikih $tevil \

Naj bo X4, ..., X,, zaporedje spremenljivk, ki imajo priCakovano vred-
nost. Ozna¢imo S,, = > ., X} in

n

v, = 20720 LS ) = T3 X - - B
k=1 k=1

n n
k=1

Pravimo, da za zaporedje sluCajnih spremenljivk X velja:

e Sibki zakon velikih Stevil, Ce gre verjetnostno Y,, — 0,

<8):1;

 krepki zakon velikih stevil, ¢e gre skoraj gotovo Y,, — 0,

tj., Ce Ve > 0 velja
lim P

n—oo

([(5. ~ Es/m

tj., Ce velja

p( lim (S, — E(S,))/n = 0) — 1.

n—oo

\(Vje za zaporedje X1, ..., X, velja krepki zakon, velja tudi $ibki. /
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/

Ce ima slu¢ajna spremenljivka X kon&no disperzijo, tj. D(X) < o,
velja za vsak ¢ > 0 neenakost CebiSeva

354

Neenakost CebiSeva \

D(X
P(X —EX)|22) < 2o
Dokaz: Pokazimo jo za zvezne spremenljivke
1 2
P(IX-E(X)[ z¢) = pz)dz = — ep(x) dz
e—E(0)|>e & Jje—E0)|2e
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4 N

Neenakost Cebiseva — posledice

(Markov) Ce gre za zaporedje slu¢ajnih spremenljivk X; izraz

D(5Sn)

2

— 0,
n

ko gre n — oo, velja za zaporedje Sibki zakon velikih Stevil.

(Cebisev) Ce so sluCajne spremenljivke X; paroma nekorelirane

in so vse njihove disperzije omejene z isto konstanto C), tj.
D(X;) < C zavsaki,

velja za zaporedje Sibki zakon velikih Stevil.

Univerza v Ljubljani 4 > K . N * - x
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/

Dokaz Bernoullijevega izreka

Za Bernoullijevo zaporedje X; so spremenljivke paroma neodvisne,
D(X;) = pq, S, = k. Pogoji izreka Cebiseva so izpolnjeni in dobimo:

(Bernoulli 1713) Za vsak € > 0 velja

k
lim P( ——p‘ <€> = 1.
n— 00 n

o

/
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4 N

Se nekaj izrekov

(Hin¢in) Ce so neodvisne slu¢ajne spremenljivke X; enako porazdeljene
in imajo pri¢akovano vrednost E(X;) = a za vsak i,
potem velja zanje Sibki zakon velikih Stevil, tj. za vsak € > 0 je

lim P( Sn <5):1.
n—oo

— —a
n
(Kolmogorov) Ce so slucajne spremenljivke X; neodvisne, imajo koncno

= D(S,,

disperzijo in velja E ( 5 ) < 00, potem velja krepki zakon velikih
n

n=1

Stevil:
n o E n
P(lims (S):O>:1.
n—oo mn

N /
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4 N

...Se nekaj izrekov

(Kolmogorov) Ce so slu¢ajne spremenljivke X; neodvisne,
enako porazdeljene in imajo pri¢akovano vrednost E(X;) = p,

potem velja krepki zakon velikih Stevil

NS
P(Tbh—g)lonlei'u> = 1.

(Borel 1909) Za Bernoullijevo zaporedje velja

k
P(lim —:p) = 1.
n—oo N,

N
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/ Centralni limitni izrek (CLI) \

Leta 1810 je Pierre Laplace (1749-1827) Studiral anomalije orbit Jupitra
in Saturna, ko je izpeljal razsiritev De Moivrovega limitnega izreka,

“Vsaka vsota ali povprecje, Ce je Stevilo Clenov dovolj veliko,

\je priblizno normalno porazdeljena.” /
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/ Centralni limitni zakon

Opazujmo sedaj zaporedje standardiziranih spremenljivk

_ S —E(S))

o= 8

Jkjerje S,, = X1+ -+ X,,.

Za zaporedje sluCajnih spremenljivk X; velja centralni limitni zakon,
ce porazdelitvene funkcije za Z,, gredo proti porazdelitveni funkciji
standardizirane normalne porazdelitve, to je, Ce za vsak x € R velja

1 P - 2 dt.
s 0 ( o(Sy) <"”) m/_of it

Osnovni centralni limitni izrek (CLI) Ce so slutajne spremenljivke

X; neodvisne, enako porazdeljene s konCnim matemati¢nim upanjem in
koncno disperzijo, potem zanje velja centralni limitni zakon.
\Opomba: v praksi uporabimo n > 30.

/
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/

Skica dokaza centralnega limitnega izreka

Xi—p
o

. Potem je

Naj bo Z; =

2 3

t t

X —pu 1 > Xi—nu 1 < ,
723 AR S LU £ = LSz
y NN o VR S

O PN I §

kijerje k = E(Z?).

o

~

4> O # & %
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/

{2 t3
Zax = 2 + 31 n3/2

2 3

1n od tod koncno Se

o

t2
lim log M, (t) = ——

n—00 2

log M, (t) =n 10g(

t2
2n

+--->Velja

t3

L= T 3! n3/2

... Skica dokaza CLI

k+>

oziroma
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/

... Skica dokaza CLI

Iz konvergence karakteristiCnih funkeij oy,

proti karakteristiCni funkciji standardizirano normalne porazdelitve
lahko sklepamo po obratnem konvergencnem izreku,

da tudi porazdelitvene funkcije za Y,, konvergirajo

Torej velja centralni limitni zakon.

o

proti porazdelitveni funkciji standardizirano normalne porazdelitve.

/
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4 N

16. Uporaba verjetnosti

o /
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-

KaksSno naklju

Na nogometni tekmi sta
na 1griSCu dve enajsterici
in sodnik, skupaj

23 oseb.

Kaksna je verjetnost,
da imata dve osebi
1st1 rojstni dan?

Al je ta verjetnost lahko
veCjaod 0°5?

N

<

€
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4 N

Ko vstopi v sobo k-ta oseba, je verjetnost, da je vseh k£ rojstnih dnevov
razliCnih enaka:

3656 364 363 365 —k +1
X X —— X - X —
365 365 365 365

verjetnost neujemanja
rojstnih dnevov

0-493; Ceje k=22
0-507; Cceje k=23

verjetnost

verjetnost nakljucja

Htevilo ljudi 23

o /
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/

V poljubni skupini 23-ih ljudi je verjetnost,
da imata vsaj dva skupni rojstni dan > 1/2.

To Stevilo je veliko bolj povezano z iskano verjetnostjo.

Testirajte to na zabavah z veC kot 23 osebami.

Organizirajte stave in dolgoro¢no boste gotovo na boljSem,
na velikih zabavah pa boste zlahka zmagovali.

o

Ceprav je 23 majhno Stevilo, je med 23 osebami 253 razli¢nih parov.

/
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/

Napad s paradoksom rojstnih dnevov
(angl. Birthday Attack)

To seveda ni paradoks, a vseeno ponavadi zavede naS obCutek.

Ocenimo Se sploSno verjetnost.

Mecemo k zogic v n posod in gledamo,
al1 sta v kaksSni posodi vsaj dve zogici.

Pois¢imo spodnjo mejo za verjetnost zgoraj opisanega dogodka:
k—1 :
1 2 k—1 1
1—=)(1=2)...([1= — 1 — —
()0 (0-5) =0 )
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/

Iz Taylorjeve vrste

2 2

e =lmrror— g

ocenimo 1 — z =~ e~ % in dobimo

1=1

Torej je verjetnost trCenja

o

k—1 : k—1
0 —i —k(k—1)
Ill—— %”en = e 2n
n ,

/
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/Potem velja

oziroma
—k(k—1)
2n

in Ce ignoriramo —k, dobimo kon¢no

1
k =~ \/inog :
1 —¢

E ~ 117y/n,

—k(k—1)
e 2n ~ 1 —¢

~ log(l—¢), tj. k*—k ~ 2nlog

Zaec=05je

kar pomeni, da, ¢e zgostimo nekaj ve¢ kot v/n elementov,
je bolj verjetno, da pride do trCenja kot da ne pride do tréenja.

Q sploSnem je k proporcionalen s /n.

1

1 —¢

/
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4 N

Raba v kriptografiji

Napad s paradoksom rojstnih dnevov s tem dolocCi spodnjo mejo za velikost
zaloge vrednosti zgosCevalnih funkcij, ki jih uporabljamo v kriptografiji in
racunalniski varnosti.

40-bitna zgostitev ne bi bila varna, saj b1 prish do tr€enja z nekaj veC kot

220 (se pravi milijon) naklju¢nimi zgostitvami z verjetnostjo vsaj 1/2.

V praksi je priporoCena najmanj 128-bitna zgostitev in standard za shema
digitalnega podpisa (160 bitov) to vsekakor upoSteva.

Podobno si lahko pomagamo tudi pri napadih na DLP in Se kje.

o /
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/

vojne.

o

Raba v teoriji kodiranja

~

Claude Shannon je postavil teoretiCne osnove teorije informacij in
zanesljivega prenosa digitalnih podatkov kmalu po koncu druge svetovne

/
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/

o

Kode za odpravljanje napak

Mariner 9 je bila vesoljska sonda 1z leta 1971.

http://en.wikipedia.org/wiki/Mariner_9

/
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4 N

Njen namen je bil leteti do Marsa in posiljati ¢rno-bele slike na Zemljo

(prva sonda, ki je letela v orbiti drugega planeta).

Povrsina Marsa

Univerza v Ljubljani



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 375

In res je uspelo:

Struga v dolini Scamander. Doline Warrego.
Na osnovi taksSnih slik menimo, da je neko¢ na Marsu tekla voda oziroma je
\celo dezevalo/snezilo. Glej: http://en.wikipedia.org/wiki/vVallis]|. /
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/(Vjez vsako sliko je bila nameSCena podrobna mreza in za vsak kvadratek\
v tej mreZi (piksel) je bila izmerjena sivina na skali od 0 do 63, tj. 2°
moznosti oziroma 6 bitov informacije.

Ob prihodu podatkov na Zemljo je signal Sibek in mora biti ojacan.
Motnje i1z vesolja ter termiCne motnje iz ojaCevalca povzrocijo 0 <+ 1.

Ze Ce je verjetnost napake le 5%, bo ob predpostavki, da ne bomo
uporabili nobenih kod, kvaliteta slik izredno slaba — le 26 % pravilna:

P(brez napake /nobenih kod) = 1 — 0'95° =~ 0°26.

Torej n1 dvoma, da moramo uporabiti kode za odpravljanje napak.

Vsaka koda bo povecala velikost podatkov, ki jih moramo poslati.

Mariner 9 je majhno vozilo (majhen oddajnik, jakost hladilnikove zarnice)
signal mora biti usmerjen (velikih razdaljah to ni lahko). Omejena tudi
kmaksimalna velikost podatkov, ki se jih da poslati, ko je oddajnik naravnan./
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/ Enostavnejse kode za odpravljanje napak \

NajenostavnejSa koda za odpravljanje napak je zasnovana na ponavljanju.

Ce priCakujemo, da pri prenosu ne bo prislo do veC kot ene same napake,
potem ponovimo vsak bit 3 X in pri sprejemu uporabimo “vecinsko pravilo”

Primer: 1011%°%111000111111%%°111000011111 2225 111000111111°%%% 1011

V splosnem lahko odpravimo n napak z (2n+1)-kratnim ponavljanjem
in uporabo vecinskega pravila. Toda ta metoda je preveC potratna.

V Casu, ko s1 zelimo hitrega prenosa ¢im vecje koliCine podatkov,
je to popolnoma nesprejemljivo. Namesto tega si zelimo dodati
manjse Stevilo kontrolnih bitov,

ki bodo ravno tako ali pa Se bolj uCinkoviti

&glej Presek’03: Napake niso za vedno). /
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/Predpostavimo, da je verjetnost, da se spremeni en bit, enaka p = 0'01.\
Potem je verjetnost, da je sprejeti piksel napagen 1 — 0-99% ~ 0-06.

Verjetnost v primeru kode s 5-imi ponovitvami (popravimo 2 napaki) pa je:

1—[(é)@-—pf-%<§>pﬂ-—pf%-(gﬁf(b—pf]6%€Y10‘7

Hadamardova koda (glej OMF’09/4) pa popravi do 7 napak: i!!_.l FFF
. o
7 = .
32\ . 32\ . . -
1 — L1 _ n)32—t T(1 _ \32—1 -
E (i)p(l p) E (i)p(l p)
1=0 1=8
~8-10710.

Implementacija z Reed-Mullerjevo kodo sicer res
potrebuje priblizno enako koli¢ino dodane informacije,

je pa skoraj 70 000-krat zanesljivejsa.
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/

1967:

1993:

N

Glavni mejniki teorije kodiranja

1947-48: zaletki teorije informacij: znamenita

izreka o “Source Coding” in pa
“Channel Capacity” (C. Shannon)

1949-50: odkritje prvih kod za odpravljanje napak

(M. Golay, R. Hamming).

1959-60: odkritje BCH-kod (R. Bose,

D. Ray-Chaudhuri, A. Hochquenghem).

Viterby algoritm za odkodiranje
konvolucijskih kod, (ki sta jih
predlagala Elias 1955, Hagelbarger 1959).

razvoj turbo kod
(C. Berrou, A. Glavieux, P. Titimajshima).

~

/
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4 N

Ramseyjeva teorija

intuitivna ideja

Ramseyjev izrek

Erdosev 1zrek

primeri uporabe

Po 3,500 let starem zapisu je antiCni
sumerski ucenjak pogledal v nebo
in zagledal leva, bika in Skorpijona.

Ali gre za kozmicCne sile?

Astronom bi rekel: kolekcija zvezd, tj. zaCasna konfiguracija zvezd,

ki1 jo gledamo z roba navadne galaksije.

N /
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/

1928 Frank Plumpton Ramsey
(26 let, angleski matematik, filozof in ekonomist)

Popoln nered je nemogoc.

Ramseyjeva teorija: Vsaka dovolj velika
struktura vsebuje urejeno podstrukturo.

Konkretna naloga: Koliko objektov
nam zagotavlja zeljeno podstrukturo?

N

/
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“Intuicija”

Izrek (SIM). V druzbi sestih ljudi obstaja trojica v kateri se

vsaka dva poznata ali pa vsaka dva ne poznata.

— naivni prostop: preverimo 2'° = 32 768 moZnosti,

— barvanje povezav polnega grafa Kg in Dirichletov princip.

Nekaj tezja naloga
V druzbi 171h znanstvenikov se vsaka dva dopisujeta o eni izmed treh tem.

Dokazi, da obstajajo trije, ki se dopisujejo o isti temi!

o /
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4 N

Ramseyjevo Stevilo r(k, £) je najmanjsSe Stevilo

za katerega vsak graf na r(k, £) vozlis¢ih

vsebuje bodisi k-kliko bodisi Z-antikliko.
Prepricaj se, daje r(k,¢) = r(¢, k).

Primeri:

r(2,0) = ¢, r(k,2) = k,

SIM: r(3,3) < 6.

o /
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/

Ramseyjev izrek

Izrek. Vk, /e N
r(k, ) <r(k,0—1)4+rk—1,7).

Ce sta obe Stevili na desni strani neenakosti sodi,

potem velja stroga neenakost.

Zgled uporabe:

r(3,3) <r(3,2)+7r(2,3) =3+3=6.

o

/
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/

Dokaz: 1935 Erdos & Szekeres, 1955 Greenwood & Gleason
Najbo G grafnar(k,¢ — 1) + r(k — 1,£) vozliscih.

Potem velja ena izmed naslednjih moznosti:

(a) Vozlis¢e v ni sosednje mnozici S z vsaj r(k, ¢ — 1) vozlisci.

kar pomeni, da GG|S] vsebuje ali k-kliko ali (¢ — 1)-antikliko.

(b) Vozlisce v je sosednje mnozici T' z vsaj r(k — 1, /) vozlisci.

kar pomeni, da G|T'] vsebuje ali (k — 1)-kliko ali ¢-antikliko.

Od tod sledi, da GG vsebuje bodisi k-kliko bodisi ¢-antikliko.

o

/
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/

Naj bosta r(k,¢ — 1) in r(k — 1, £) sodi Stevili in

Gl =r(k, 0 —1) +r(k—1,0) — 1.

Torej v ni soseden to¢no r(k — 1,¢) — 1 vozlis¢em
in velja bodisi (a) bodisi (b).

Pokazi:

o

r(3,4) <9, r(3,5) <14, r(4,4)<18, r(k ()< (

Potem obstaja vozlis¢e v € V(G), katerega stopnja je sodo Stevilo.

k—1

k+£—2>

/
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4 N

To je bila zgornja meja. Kaj pa spodnja meja?

5 < 1r(3,3) =6
Podobno dobimo tudi 13 < r(3,5) =14, 17 <r(3,6) = 18,
22 <r(3,7) =23, 27<7r(3,8) <29 in 35<7r(3,9) = 36.

o /
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4 N

Erdosev izrek

Izrek. Vk € N
r(k, k) > 2k/2,

Zgled uporabe:
r(3,3) > 3 and r(4,4) > 4.

o /
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Marsovci napadejo Zemljo

Morda nam uspe izracunati r(5,5) € [43, 49|
(Exoo 1989, McKay and Radziszowski 1995),

nikakor pa ne moremo izracCunati r(6,6) € [102, 165]
(Kalbfleisch 1965, Mackey 1994).

Znana Ramseyeva Stevila:

K\ 3 4 5 6 7 8 9 10
3 6 9 14 18 23 28 36 2

O 18 25 ? » ? 7 7 7 7

T Y Y S Y

N

/
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a N

Ester Klein je leta 1933 predstavil naslednjo geometrijsko nalogo:

Med petimi toCkami v ravnini, od katerith nobene tri niso kolinearne
(lezijo na premici), lahko vedno 1zberemo Sstiri, ki doloCajo konveksen
cetverokotnik.

Resitev: Vpeljemo pojem konveksne ogrinjace ...

Ce je konveksna ogrinjaca teh petih tock

(a) petkotnik, potem vsake 4 toCke med njimi sestavljajo konveksen
cetverokotnik,

(b) Stirikotnik, potem so njegovi vrhovi tiste 4 toCke, ki smo jih iskali,

(¢) trikotnik, potem ga lahko ozna¢imo z A, B in C, preostali to¢ki pa z D
in I/, tako da sta to¢ki A in B na isti s strani premice D E.
V tem primeru je Cetverokotnik ABC'D konveksen. |

o /
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4 N

Nalogo lahko posplosimo na 9 tock in iskanje konveksnega petkotnika
ter pocCasi pridemo do Erdoseve domneve, da za konveksen k-kotnik
potrebujemo v ravnini vsaj

n=1%+92kF2

toCk od katerih nobene 3 niso kolinearne.

Pravzaprav se je najprej Szekeres preprical, da za dovolj velik n vedno
obstaja konveksen k-kotnik, potem pa je Erdos postavil svojo domnevo.

o /
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Erdoseva probabilisticna metoda (1947)

34 toCk doloca 561 premic. Da se to zgodi v eni barvi, je verjetnost
2—561 ~ 26 - 10—169‘

Velja tudi (*°%""") = 3,4 - 101%. Torej lahko pri¢akujemo

34
109
(34> =3.4-10'%° =~ 001

oziroma 0-01% enobarvnih.

To pomeni, da v 99-9% ne dobimo enobarvnega K34.

Slednjo idejo pretvorimo v Erdosev dokaz....

o

/
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/Dokaz Erdosevega izreka: \

probabilisticna metoda (ni konstruktivna) in Stetje

Naj bo §,, mnozica grafov z vozli§¢i vy, va, ..., vUy,.

Naj bo G* mnoZica grafov iz G,,, ki vsebujejo k-kliko.

Potem je |G| = 2(2), |GF| = 2(3)=(2) (%) in

k
ko—(5)
n" 2 (2
¢ = |Gi1/1Gn] <
k!
k2 (k
v 27_(2) 1
Cejen < 2F/2, velja ¢ < T <3

Se pravi, da manj kot polovica grafov iz G,, vsebuje k-klike.

1z G, = {G|G € G,} pasledi, da manj kot polovica grafov iz G,, vsebuje
kk-antiklike. y
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(T N

Posledica. Zam := min(k, /) velja

r(k,0) > 2m/2.

Uporaba

Pobarvaj z modro in rdeco Stevila
1 23456 7809.

Posledica Ramseyjevega izreka (Waerden 1926):

3 rdeCa ali 3 modra Stevila tvorijo aritmetiCno zaporedje.

Dodatno branje:

R. L. Grahan and J. H. Spencer, Ramsey Theory,
kScientiﬁc American July 1990, 112-117. /
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PODVOJ(z) = 2z
EKSPONENT(z) = 27

2

STOLP(z) =22 (x dvojk)

UAU(1) = STOLP(1)=2.

UAU(2) = STOLP(2)=4.

UAU(3) = STOLP(4)=65,536

UAU(4) = prevelik za vse knjige, za vse racunalnike . . .
UAU(z) = .. ..

obstaja monokromati¢no (enobarvno) aritmeti¢no podzaporedje s k Cleni.

o

Zaporedje 1,2, ..., ACKERMANN(k) pobarvamo z dvema barvama. Potem

395

/
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4 N

I1.1. Osnovni pojmi

Statistika je veda, ki proucuje mnozicne pojave.

o /
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4 N

Ljudje obiCajno besedo statistika povezujejo z zbiranjem in urejanjem

podatkov o nekem pojavu, izraCunom raznih znacilnosti i1z teh podatkov,
njih predstavitvijo in razlago.

To je najstarejsi del statistike in 1ma svoje zaCetke ze v antiki — z nastankom
veCjih zdruzb (drzav) se je pojavila potreba po poznavanju stanja —
‘raCunovodstvo’, astronomija, . ..

Sama beseda statistika naj bi izvirala iz latinske besede status — v pomenu
drzava. Tej veji statistike pravimo opisna statistika.

Druga veja, inferencna statistika, poskusa spoznanja 1z zbranih podatkov
posplositi (razsiriti, podaljSati, napovedati, ...) 1n oceniti kakovost teh
pospositev.

Statistiko lahko razdelimo tudi na uporabno in teoreticno
(raCunalniSko 1in matemati¢no) statistiko.

o /
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4 N

... Osnovni pojmi

(Statisticna) enota — posamezna proucevana stvar ali pojav.
Primer: redni Student na Univerzi v Ljubljani v Studijskem letu 2008/09.

Populacija — mnozica vseh prouCevanih enot; pomembna je natanCna
opredelitev populacije (npr. Casovno in prostorsko).
Primer: vsi redni Studentje na UL v Studijskem letu 2008/09

Vzorec — podmnozica populacije, na osnovi katere ponavadi sklepamo o
lastnostih celotne populacije.
Primer: vzorec 300 slucajno izbranih rednih Studentov na UL v 1. 2008/09.

Spremenljivka — lastnost enot; oznaCujemo jih npr. z X, Y, X;.
Vrednost spremenljivke X na ¢—ti enoti oznaCimo z x;.

Primer: spol, uspeh iz matematike v zadnjem razredu srednje Sole,
1zobrazba matere in viSina meseCnih dohodkov starsev Studenta.

o /
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4 N

... Osnovni pojmi

Posamezne spremenljivke in odnose med njimi opisujejo
ustrezne porazdelitve.

Parameter — znacilnost populacije; obiCajno jih oznacujemo z malimi
grSkimi Crkami.

Statistika — znacilnost vzorca; obi€ajno jih oznacujemo z malimi latinskimi
Ccrkami. Vrednost statistike je lahko za razliCne vzorce razlicna.

Eno izmed osnovnih vprasSanj statistike je,

kako z uporabo ustreznih statistik oceniti
vrednosti 1zbranih parametrov.

o /
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/

Stevili (npr. starost).

o

imeni razredov (npr.

Vrste spremenljivk

Vrste spremenljivk glede na vrsto vrednosti:

poklic, uspeh);

1. opisne (ali atributivne) spremenljivke — vrednosti lahko opiSemo z

2. Stevilske (ali numeri¢ne) spremenljivke — vrednosti lahko izrazimo s

/
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/

o

1.

5.

~

... Vrste spremenljivk

Vrste spremenljivk glede na vrsto merske lestvice:

imenske (ali nominalne) spremenljivke — vrednosti lahko le razliku-
jemo med seboj: dve vrednosti sta enaki ali razlicni (npr. spol);

urejenostne (ali ordinalne) spremenljivke — vrednosti lahko uredimo
od najmanjse do najvecje (npr. uspeh);

. razmicne (ali intervalne) spremenljivke — lahko primerjamo razlike

med vrednostima dvojic enot (npr. temperatura);

razmernostne spremenljivke — lahko primerjamo razmerja med
vrednostima dvojic enot (npr. starost).

absolutne spremenljivke — Stetja (npr. Stevilo prebivalcev).

/
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o

... Vrste spremenljivk

dovoljene transformacije | vrsta lestvice | primeri
f(x) = x (identiteta) absolutna Stetje
flx) =a.x,a>0 razmernostna | masa
podobnost temperatura (K)
flx) =a.x+b,a>0 razmicna temperatura (C,F)
cas (koledar)
r>y<s f(x) > fly) urejenostna Solske ocene, kakovost
strogo narascajoca zraka, trdost kamnin
f je povratno enoli¢na imenska barva las, narodnost

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

403



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 404
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... Vrste spremenljivk

Vrste spremenljivk so urejene od tistih z najslabsimi merskimi lastnostmi
do tistih z najboljsimi. Urejenostne spremenljivke zadoscajo lastnostim, ki
jih imajo imenske spremenljivke; in podobno razmernostne spremenljivke
zadoSCajo lastnostim, ki jih imajo razmiCne, urejenostne in imenske

spremenljivke.
absolutna C razmernostna C razmicna C urejenostna C imenska

Posamezne statisti¢ne metode predpostavljajo doloCeno vrsto spremenljivk.
NajveC uCinkovitih statisticnih metod je razvitih za Stevilske spremenljivke.

V teoriji merjenja pravimo, da je nek stavek smiseln, Ce ohranja
resniCnost/laznost pri zamenjavi meritev z enakovrednimi
(glede na dovoljene transformacije) meritvami.

o /
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Frekvencna porazdelitev

Stevilo vseh mozZnih vrednosti prou¢evane spremenljivke je lahko preveliko
za pregledno prikazovanje podatkov. Zato sorodne vrednosti razvrstimo v
skupine. Posamezni skupini priredimo ustrezno reprezentativno vrednost,
ki je nova vrednost spremenljivke. Skupine vrednosti morajo biti doloCene
enolicno: vsaka enota s svojo vrednostjo je lahko uvrS¢ena v natanko eno
skupino vrednosti.

Frekvencna porazdelitev spremenljivke je tabela, ki jo doloCajo vrednosti
ali skupine vrednosti in njihove frekvence.

Ce je spremenljivka vsaj urejenostna, vrednosti (ali skupine vrednosti)

uredimo od najmanjSe do najvecje.

Skupine vrednosti Stevilskih spremenljivk imenujemo razredi.

o /
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... Frekvencna porazdelitev
Tmin 1N Tmar — najmanjsa in najvecja vrednost spremenljivke X.
Ti.min 1N T max — SPodnja 1n zgornja meja i-tega razreda.
Meje razredov so doloCene tako, da velja z; a2 = Tit1,min-

Sirina t-tega razreda je d; = T; maz — Ti.min-
Ce je le mogoce, vrednosti razvrstimo v razrede enake Sirine.

Ti mintTTi max

2

Sredina i-tega razreda je x; = in je znacCilna vrednost —

predstavnik tega razreda.

Kumulativa (ali nakopiCena frekvenca) je frekvenca do spodnje meje
doloCenega razreda. Velja F;,1 = F; + f;, kjer je F; kumulativa in f;
frekvenca v ¢-tem razredu.

o

/
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/ Slikovni prikazi \

Stolpcni prikaz: Na eni os1 prikazemo (urejene) razrede. Nad vsakim

naredimo stolpec/Crto visSine sorazmerne frekvenci razreda.

Krozni prikaz: Vsakemu razredu priredimo krozni izsek
s kotom «; = ﬁ360 stopinj.
n

Histogram: drug poleg drugega riSemo stolpce — pravokotnike,
katerih plosCina je sorazmerna frekvenci v razredu.
Ce so razredi enako Siroki, je viSina sorazmerna tudi frekvenci.

Poligon: v koordinatnem sistemu zaznamujemo tocke (x;, f;), kjer je z;
sredina 1—tega razreda in f; njegova frekvenca. K tem toCkam

dodamo Se tocki (x¢,0) in (zgy1,0), Ce je v frekvencni
porazdelitvi k razredov. ToCke zvezemo z daljicami.

Ogiva: grafiCna predstavitev kumulativne frekvenCne porazdelitve

407

k s poligonom, kjer v koordinatni sistem nanaSamo tocke (x; min, FZ)/
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Nekaj ukazov v R-ju

xlab="v",ylab="f")
X <— sort (rnorm(100,mean=175,sd=30))
y <— (1:100)/100

curve (pnorm(x,mean=175, sd=30) , add=T, col="red")

/\/\/\/\/ VVVVHJ vV V V

> X <- ¢(5,11,3,7,5,7,15,1,13,11,9,9,3,13,9,7,7,5,9,7)
> n <-— length (X)
> t <—- tabulate (X)
> €
[1] 1 0 2 0 3 0504020201
v <— (l:max (X)) [t>0]
f <— t[t>0]
rbind (v, £)
[,11 (,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8]
1 3 5 7 9 11 13 15
1 2 3 5 4 2 2 1
plot (v, £, type="h")
plot (c(0,v,16),c(0,£,0),type="b",xlab="v",ylab="£ft")
pie(f, v)

plot (c(0,v,16),c(0,cumsum(f) /n,1),col="red", type=3",

plot (x,y,main="Normalna porazdelitev, n=100",type=3s")

~

/
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stolpci

o

T T T
10 12 14

... Slikovni prikazi

poligon

strukturni krog

/
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<— rnorm (1000, mean=175, sd=30)
ean (x)

175.2683
d (x)

30.78941

ar (x)

> x
> m
[1]
> s
[1]
> v
[1] 947.9878
> m
[1]
> m
[1]
> m
[

1

edian (x)
174.4802
in (x)
92.09012
ax (x)
1] 261.3666
> quantile (x,seqg(0,1,0.1))
0% 10% 20% 30%
92.09012 135.83928 148.33908 158.53864

1
1

166.96955 174.48018 182.08577 191.29261
80% 90% 100%
200.86309 216.94009 261.36656

> summary (x)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu.
92.09 154.20 174.50 175.30 195.50
> hist (x, freg=F)

o

40% 50% 60% 710%

Se nekaj ukazov v R-ju

Max.
261.40

> curve (dnorm(x,mean=175, sd=30) ,add=T, col="red")

/
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Fisherjeve oziroma Andersonove perunike (Iris data)

20 30 40 05 15 25 > data ()
T A £ > dataliris)
i & i de . > help(iris
Sepal.Length »85%%9 o e%f ,,O: go&g.:gﬁa % é E_ » > summary (iris)
=l £ oL Sepal.Length Sepal.Width
; 5 5 : Min. :4.300 Min. :2.000
S DT i | [ . 1st Qu.:5.100 1st Qu.:2.800
o ;;E’i?f >%se | | Sepal.Width § 2 %50 § 8y 2 g Median :5.800 Median :3.000
B L i § Mean  :5.843 Mean  :3.057
R : 3rd Qu.:6.400  3rd Qu.:3.300
o=l | wig s lE . Max. :7.900 Max. :4.400
. - L. - o Petal.Length Petal.Width

R pealenain| | 8 | br Min. :1.000  Min.  :0.100
e . koo e i [ 1stlQu.:l.6OO lstlQu.:O.BOO
2 T —— —— Median :4.350 Median :1.300
1 e g§° : ot g Mean :3.758  Mean :1.199
R || j Petal. Width § 3rd Qu.:5.100 3rd Qu.:1.800
ol o R Max. :6.900 Max . :2.500

° %&gmg ° cfgoolip oo’ ‘xﬁ § SpeCleS

= ” _— — o setosa :50

[ Versicolor:SO

— B Species & virginica :50

_ n |- > pairs(iris)

T T T T TT
45 55 65 75

T . .
10 15 20 25 30 Parni prlkaz.

N /
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Skatle in Q-Q-prikazi

Skatle (box-and-whiskers plot; grafikon kvantilov) boxplot:

Skatla prikazuje notranja kvartila razdeljena z mediansko Crto.
Daljici — brka vodita do robnih podatkov, ki sta najveC za 1-5 dolzine
Skatle oddaljena od nje. Ostali podatki so prikazani posamicno.

Q-0-prikaz ggnorm je namenjen prikazu normalnosti porazdelitve danih n
podatkov. Podatke uredimo in prikazemo pare tock sestavljene 1z vrednosti
k-tega podatka in pricakovane vrednosti k-tega podatka izmed n normalno
porazdeljenih podatkov. Ce sta obe porazdelitvi normalni, leZijo to¢ke na

premici. Premica ggl ine nariSe premico skozi prvi in tretji kvartil.

Obstaja tudi splosnejsi ukaz ggplot, ki omogoca prikaz povezanosti
poljubnega para porazdelitev. S parametrom datax=T zamenjamo vlogo
koordinatnih osi.

o /
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Petal length

_

25

2.0

15

1.0

0.5

Petal width

Skatle

_

8.0

7.0

6.5

6.0

55

45

> par (mfrow=c(1l,2))

Sepal length

7.5
|

5.0
|

RN

4.0

35

3.0

25

2.0

Sepal width

~

> boxplot (irisSPetal.Length,main="Petal length")
> boxplot (iris$Petal.Width,main="Petal width")

> boxplot (iris$Sepal.Length,main=Sepal length")
> boxplot (iris$Sepal.Width,main=Sepal width")
\\i¥par(mfrow=c(1,l))

/
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VVVYVYVYV

Q-Q-prikaz

Normal Q-Q Plot

- -
ggnorm (x)

ggline (x,col="red")
ggnorm(iris$Sepal.Width)

qgline (iris$Sepal .Width, col="red")
gqagnorm(iris$Petal.Length)

qgline (iris$Petal.Length,col="red")

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

414



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

I1.2. Vzorcenje

/
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... VzZorcenje

Analiticna statistika je veja statistike, ki se ukvarja z uporabo vzorcnih
podatkov, da b1 z njimi naredili zakljuCek (inferenco) o populaciji.
Zakaj vzorCenje?

* cena

e Cas

 destruktivno testiranje

Glavno vprasanje statistike je:

kakSen mora biti vzorec, da lahko iz podatkov zbranih na njem
veljavno sklepamo o lastnostih celotne populacije.

o /
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/

... VzZorcenje

Kdaj vzorec dobro predstavlja celo populacijo?
Preprost odgovor je:
e vzorec mora biti izbran nepristransko,

e vzorec mora biti dovolj velik.

Recimo, da merimo spremenljivko X, tako da n-krat naklju¢no

Postopku ustreza slucajni vektor

(X17X27 SN 7X’n)7

k1 mu reCemo vzorec. Stevilo n je velikost vzorca.

izberemo neko enoto in na njej izmerimo vrednost spremenljivke X.

/
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JUeT REMEMBER:
RAMPOM EXPERIMENT,
MUMERICAL

MM. S0UNDS
LIKE MY LbhsT

PAYLHELK. .

/
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... VzZorcenje

Ker v vzorcu merimo isto spremenljivko in posamezna meritev

ne sme vplivati na ostale, lahko predpostavimo:
1. vsi Cleni X; vektorja imajo isto porazdelitev, kot spremenljivka X,
2. Cleni X; so med seboj neodvisni.

Takemu vzorcu reCemo enostavni slucajni vzorec.

Vecina statistiCne teorije temelji na predpostavki,
da imamo opravka enostavnim sluCajnim vzorcem.

Ce je populacija kon¢na, lahko dobimo enostavni slu¢ajni vzorec,
tako da sluCajno izbiramo (z vraCanjem) enote z enako verjetnostjo.

o

/
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Z. vprasanjem, kako sestaviti dobre vzorce v praksi,
se ukvarja posebno podrocje statistike — teorija vzorcenja.

Nacini vzorCenja
e ocena

— priroCnost

e naklju¢no

— enostavno: pri enostavnem nakljuCnem vzorcenju je

vsak Clan populacije izbran/vkljuCen z enako verjetnostjo.

— deljeno: razdeljen nakljucni vzorec dobimo tako, da razdelimo
populacijo na disjunktne mnozice oziroma dele (razrede) in nato
1izberemo enostavne nakljuCne vzorce za vsak del posebe;.

— grozdno: takSno vzorCenje je enostavno nakljucno vzorcenje

skupin ali klastrov/grozdov elementov.

o /
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4 N

Osnovni izrek statistike

Spremenljivka X ima na populaciji G porazdelitev F'(x) = P(X < x).
Toda tudi vsakemu vzorcu ustreza neka porazdelitev.

Za realizacijo vzorca (21, X2, ..., %,) in z € R postavimo
K(z)=|{zi:2; <wzi=1,...,n} in V,(z)=K(z)/n.

Slucajni spremenljivki V,,(x) pravimo vzorcna porazdelitvena funkcija.
Ker ima, tako kot tudi K (x), n + 1 moznih vrednosti k/n, k= 0,...,n,
je njena verjetnostna funkcija B(n, F'(x))

n

P(V,(z) = k/n) = <k>F(x)k(1 ~ F(z))"k.

o /
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/

Ce vzamemo n neodvisnih Bernoullijevih spremenljivk

... Osnovni izrek statistike

Vo) 1 0
Z F(z) 1-F(z)]

velja

1 n
Va(z) = = > Yi(a).
i=1
Krepki zakon velikih Stevil tedaj zagotavlja, da za vsak x velja

P(nlgrolo V,(z) = F(x)) — 1.

To je v bistvu Borelov zakon, da relativna frekvenca dogodka (X < )

Q<oraj gotovo konvergira proti verjetnosti tega dogodka.

/
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/

... Osnovni izrek statistike

Normalna porazdelitev, n=100

1.0

1 funkciji F'(x).

0.8

1izmerimo s slucajno spremenljivko

0.6

" D,, = sup |V, (z) — F(z)|
zER

. zan =1,2,3,...Zanjo lahko

pokazemo osnovni izrek statistike

=0) =1

Torej se z rastjo velikosti vzorca V,,(z) enakomerno vse bolje prilega

0.4

0.2

0.0

100 150 200 250

P( lim D,
n— oo

funkciji F'(x) — vse bolje povzema razmere na celotni populaciji.

N

Velja pa Se ve¢. V,,(z) je stopniCasta
funkcija, ki se praviloma dobro prilega

Odstopanje med V,,(x) in F'(x) lahko

~

/
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4 \m

Vzorcéne ocene

NajpogostejSa parametra, ki bi ju radi ocenili sta:

sredina populacije p glede na izbrano lastnost — pricakovano vrednost
spremenljivke X na populaciji; in

povprecni odklon od sredine o — standardni odklon spremenljivke X na
populaciji.

Statistike/ocene za te parametre so izracunane iz podatkov vzorca.
Zato jim tudi reCemo vzorcne ocene.

o /
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/

Kot sredinske mere se pogosto uporabljajo:

Sredinske mere

Vzorcni modus — najpogostejsa vrednost (smiselna tudi za imenske).

Vzorcna mediana — srednja vrednost, glede na urejenost,

(smiselna tudi za urejenostne).

Vzorcno povprecje — povpreCna vrednost (smiselna za vsaj razmicne)

n
1 Z
n -

1=1

X

Vzorcna geometrijska sredina — (smiselna za vsaj razmernostne)

G,=7 i
Y

o

/

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &

425



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

Mere razprsenosti

Z:a oceno populacijskega odklona uporabljamo mere razprsenosti.

Vzorcéni razmah = max x; — min x;.
7 1
1 n
Vzoréna disperzija s; = - g (z; — T)2.
i=1
1 n
: y : .. 2 _\2
Popravljena vzorcéna disperzija s° = 1 E (x; —T)°.
n PR
i=1

ter ustrezna vzorcna odklona sg in s.

N

/
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/

Porazdelitve vzorcnih statistik

Denimo, da je v populaciji /N enot in
da 1z te populacije slucajno izbiramo n enot
v enostavni slucajni vzorec ali na kratko sluCajni vzorec

(vsaka enota ima enako verjetnost, da bo izbrana v vzorec, tj. 1/N).

Ce hoCemo dobiti sluCajni vzorec, moramo izbrane
enote pred ponovnim izbiranjem vrniti v populacijo
(vzorec s ponavljanjem).

Ce je velikost vzorca v primerjavi s populacijo majhna,
se ne pregreSimo prevec, ¢e imamo za slucajni vzorec tudi vzorec,
ki nastane s sluCajnim izbiranjem brez vraCanja.

o

/
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/

Dobili

smo populacijo vseh moznih vzorcev.

Stevilo slutajnih vzorcev brez ponavljanja pa je

Predstavljaymo si1, da smo 1z populacije izbrali vse mozne vzorce.

Teh je v primeru enostavnih sluCajnih vzorcev s ponavljanjem N™;
kjer je N Stevilo enot v populaciji in n Stevilo enot v vzorcu.

(ZZ) ; ¢e ne upoStevamo vrstnega reda izbranih enot v vzorcu;
(Y*7=1),  &e upostevamo vrstni red.

/
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/

Primer: Vzemimo populacijo z N = 4 enotami, ki imajo naslednje
vrednosti spremenljivke X:

0,1,2,3

Grafi¢no si lahko porazdelitev spremenljivke X predstavimo
s histogramom:

in za populacijo izraCunamo
1 priCakovano vrednost in varianco:

1 & 3

1 5!
2 _ o2
0 X o = E (x; — 1) =7

o

~
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/Sedaj pa tvorimo vse mozne vzorce velikosti n = 2 s ponavljanjem, \
in na vsakem izraCunajmo vzorcno povprecje X:

_ 1 & 1
X=-3 X;=2(X; +X,).
ni:1 2( 1+ 2)

k 1-3

vzorci | X || vzorci | X
000 20 |1
01105 21 15
021 22 |2
03115 23 |25
101095 30 |19
I'1]1 31 |2
-2 |15 32 |25

2 33 |3

/
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/

o

0 05

1 15 2

~

Zapisimo verjetnostno shemo sluCajne spremenljivke vzorcno povprecje X:

29 3

1/16 2/16 3/16 4/16 3/16 2/16 1/16

p__

f

Grafi¢no jo predstavimo s histogramom:

\
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4 N

... In 1zraCunajmo priCakovano vrednost ter disperzijo vzorénega povprecja:

- - O+1+3+6+6+0+3 3
1=1
- m - - 2 5
D) =Y (% - BO) b=
1=1

S tem primerom smo pokazali, da je statistika ‘vzoréno povprecje’ sluCajna
spremenljivka s svojo porazdelitvijo. Pogleymo, kaj lahko reCemo v
sploSnem o porazdelitvi vzorCnih povpreci;.

o /
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/ Vzorcna porazdelitev povprecja \

Izrek: Naj bo x1, x>, ..., x, nakljucni vzorec, Ki je sestavljen iz n
meritev populacije s kon¢no pricakovano vrednostjo p in konénim
standardnim odklonom o. Potem sta povprecje in standardni odklon
vzoréne porazdelitve X enaka

px = H in ox = ——:

Centralni limitni izrek (pri vzoréenju)

Ce je nakljucni vzorec velikosti n izbran iz populacije s
 kon¢no pri¢akovano vrednostjo 1 in konéno varianco o2 ter
e Ce je n dovolj velik (npr. n > 30),

potem je porazdelitev standardiziranega vzorénega povpreéja X, tj.

\(X’ —pnx)/og = (X — u)v/n/o, aproksimirana z N (0, 1). /
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4 N

Dokaz prvega izreka

Oglejmo si vzorcno povprecje, doloéeno z zvezo X = %(X 1+ -+ Xp), ki
je tudi slucajna spremenljivka. Tedaj zaradi linearnosti E( X ), homogenosti
o x, Pitagorovega izreka za o x (za paroma nekorelirane spremenljivke X;)
in dejstva, daje E(X;) = E(X)in (0x,)? =0%zai=1,...,n, velja

n n
1=1
1 < 1 < o
2 2 2
ox) = — o = — E o = —
( X) n2 ( Xz) n2 n
=1 =1
. 1 o .. S
Iz druge zveze vidimo, da standardna napaka oy = —= statistike X

NG

pada proti 0 z naras¢anjem velikosti vzorca, tj. X — p;

(enako nam zagotavlja tudi krepki zakon velikih Stevil).

N /
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4 N

o /
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/

Hitrost centralne tendence pri CLI

Dokaz CLI je precej tehnicCen, kljub temu pa nam ne da obcutka

kako velik mora biti n, da se porazdelitev slucajne spremenljivke
Xi+ -+ X,

pribliza normalni porazdelitvi.

Hitrost priblizevanja k normalni porazdelitvi je odvisna od tega kako
simetriCna je porazdelitev.

To lahko potrdimo z eksperimentom: mecemo (ne)posteno kocko,
X, naj bo vrednost, ki jo kocka pokaze pri k-tem metu.

o

/
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/

Centralna tendenca za posteno kocko \

p1=1/6, po=1/6, p3=1/6, pys=1/6, ps=1/6, pg=1/6.
in slucajno spremenljivko X; + Xo 4+ - -+ 4+ X,;:

. Al
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/ Centralna tendenca za goljufivo kocko \

p1 =02, pa=01, p3=0, ps=0, ps=03, ps=04.
in sluCajno spremenljivko X; + Xo 4 -+ + X,;:

il

n=>5 10

-w
\_ " 0 /
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/

o

I1.3. Cenilke
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4 N

Vzorcna statistika

Vzorcna statistika je poljubna simetriCna funkcija (tj. njena vrednost je

neodvisna od permutacije argumentov) vzorca
Y = g(X17X27 s 7Xn)

Tudi vzorCna statistika je sluCajna spremenljivka, za katero lahko doloCimo

porazdelitev 1z porazdelitve vzorca.

Najzanimivejsi sta znacilni vrednosti

* njeno pri¢akovano vrednost E(Y'),

 standardni odklon oy, ki mu pravimo
tudi standardna napaka statistike Y

k (angl. standard error — zato oznaka SE(Y")).

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

vsake.

o

(A) Vzorcno povprecje

(numericni rezultat nakljuCnega eksperimenta).

~

Proizvajalec embalaZe za kumare bi rad ugotovil povprecno dolzino
kumarice (da se odlocCi za velikost embalaze), ne da b1 izmeril dolzino Cisto

Zato nakljuCno izbere n kumar in izmeri njihove dolzine Xq,..., X,,.
Sedaj nam je Ze blizu ideja, da je vsaka dolzina X; slucajna spremenljivka

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

441



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 442

4 N

Ce je u (iskano/neznano) povpredje dolZin, in je o standardni odklon

porazdelitve dolzin kumar, potem velja
E(XZ) 'z n D(XZ) — 0'27

za vsak 7, ker b1 X bila lahko dolzina katerekoli kumare.

LANIMIVO, KOLIED KAE
NA ENERAT VEMO
O SFREMENLIVEAH ZA
KATERE NISMO VEDEL! NITI,

DA 50 SLUCAINE
MINUTO NAZA
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4 N

Denimo, da se spremenljivka X na populaciji porazdeljuje normalno

N(u,0). Na vsakem vzorcu (s ponavljanjem) izraCunamo vzoréno
povprecje X.

Spomnimo se, da je porazdelitev vzor¢nih povprecij normalna, kjer je

e pricakovana vrednost vzorCnih povprecij enako priCakovani vrednosti

slucajne spremenljivke na populacij, tj.

E(X) = u,

 standardni odklon vzorcnih povprecij

SE(X) = %

o /
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4 N

Ce tvorimo vzorce 1z konCne populacije brez vracanja, je standardni odklon

vzorCnih povprecij

SE(X) = f N‘”

Za dovolj velike vzorce (n > 30) je porazdehtev vzorcnih povprecij

priblizno normalna, tudi &e spremenljivka X ni normalno porazdeljena. Ce

se statistika X porazdeljuje vsaj priblizno normalno s standardno napako
SE(X), potem se

/ =

X E(X)
SE(X)

porazdeljuje standardizirano normalno.

o /
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/

o

Najbo X ~ N(u, o). Tedaj velja > | X; ~ N(nu,o+/n) in dalje
X ~ N(u,0/+/n). Za standardizirano vzor¢no statistiko Z velja

Kaj pa Ce porazdelitev X ni normalna? Izracun porazdelitve se lahko zelo
zaplete. Toda pri veCjih vzorcih (n > 30), lahko uporabimo centralni
limitni izrek, ki zagotavlja, da je spremenljivka Z porazdeljena skoraj
standardizirano normalno. Vzor¢no povprecje

je tedaj porazdeljeno priblizno N (u, 0 //n).

~

Vzorcno povprecje in normalna porazdelitev

X —p

O

7 — Vi~ N(0,1)

— o
vn 8

/
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//’

[1,]

o

P(X >4)=P(Z > (4 — p)v/n/o) = P(Z > 175) ~ 0:04.

m

> x <— 1:60

> m <— mean (x)

> s <— sd(x)*sqrt (5/6)
> 7z <— (4-m)*6/s

> p <— l-pnorm(z)

> cbind(m, s, z, p)

S

Z.gled

kocke povprecno stevilo pik vecje ali enako 4 ?

Z

Odgovorimo na vprasanje: Koliksna je verjetnost, da bo pri1 36 metih igralne

X je sluCajna spremenljivka z vrednostmi 1, 2, 3,4, 5,6 in verjetnostmi
1/6. Zanjo je . = 3'5 in standardni odklon ¢ = 1-7. Vseh 36 ponovitev
meta lahko obravnavamo kot slucajni vzorec velikost 36. Tedaj je

IS

3.5 1.707825 1.75662 0.03949129

~

446
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4 N

(B) Vzorcna disperzija

Imejmo normalno populacijo N (i, o).

n

1
Kako bi dologili porazdelitev za vzoréno disperzijo S5 = — E (X; — X)?
n
i=1

1 < _
1] li no di ij0 5% = X, — X)??
al1 popravljeno vzorcno disperzijo S ;( )

Raje izraCunamo porazdelitev za statistiko

2
2_nSO_(n—1 1
X =2 = ——2§:

S

o)

o /
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Preoblikujemo jo lahko takole:

o

\

1 < _
o= 5 (Xi—ptu—X) =
1=1

%Z(Xi —p)?+ %(M—X)Z(Xi — )+ %(M—X)Z

/ ... Vzorcna disperzija \

in, kerje > (X;—p) =n(X —p) = —n(p— X), dalje

n X, — 1 2 1 n X — 10 2 n 1 n 2
2 = : — — ! — .2 S — .
¢ - 2(55) B -xe-a(zn)
1=1 1=1 1=1 1=1
kjer so Y1, Ys, ..., Y, paroma neodvisne standardizirano normalno
X; —
orazdeljene slucajne spremenljivke, Y; = i

o /
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4 N

... Vzorcna disperzija

Porazdelitvena funkcija za x? je

F,2 = P(x* < 2) =/// ) e~ Witva Vi) 2qy | dy,

1
o yi— (0" yi)?<z

z ustrezno ortogonalno transformacijo v nove spremenljivke 21, 2o,..., 2,
dobimo po nekaj raCunanja

1 2, 2 2
— — (27 +25+... 4=z, _1)/2
Fx2 (2@@-1)/2 // ) / ?:_11 s e dzp—1...dz1

Pod integralom je gostota vektorja (Z1, Zs, ..., Z,_1) z neodvisnimi
standardizirano normalnimi Cleni. Integral sam pa ustreza porazdelitveni
funkciji vsote kvadratov Z2 + Z2 + ...+ Z2_;.

Tako je porazdeljena tudi statistika .

o /
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4 N

... Vzorcna disperzija

Kak3na pa je ta porazdelitev? Ker so tudi kvadrati Z%, Z3, ...,Z2_,
med seboj neodvisni in porazdeljeni po zakonu x?(1),

je njihova vsota porazdeljena po zakonu x?(n — 1).

Tako je torej porazdeljena tudi statistika 2.

Ker vemo, da je E(x*(n)) = nin D(x?(n)) = 2n, lahko takoj izratunamo

E(S2) = E(“2X2> _(n=Do E(S?) = E<02X2> = o

n n n—1
in
X 2(n —1)0* o2 x> 204
D(S3) =D( T2 ) = D($%) =D =
(50) ( n ) n? (5%) (n—l) n—1
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/

... Vzorcna disperzija

Ce je n zelo velik, je po centralnem limitnem izreku statistika

porazdeljena priblizno normalno in sicer po zakonu

N(n—1,4/2(n-1)),

cenilka za vzor¢no disperzijo S¢ priblizno po

N(n—l V2(n—1)o )

n n

in cenilka za popravljeno vzoréno disperzijo S? priblizno po

N(O‘Q, 2 02).
n—1

o

/
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/

Statistika )
X _
M N
o

je potem porazdeljena standardizirano normalno.

/=

to lahko uporabimo le, ¢e poznamo o;
sicer ne moremo oceniti standardne napake

—ne vemo, kako dobra je ocena za p.

o

Studentova porazdelitev

Pr1 normalno porazdeljeni sluCajni spremenljivki X

je tudi porazdelitev X normalna, in sicer N ( L4, i).

/n

Pr1 ocenjevanju parametra p z vzorcnim povprecjem X

/
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4 N

Kaj lahko naredimo, e o ne poznamo?

Parameter o lahko ocenimo s vzorénima Sy ali S.
Toda S je slu€ajna spremenljivka in

X _
porazdelitev statistike Sl
S

ni ve¢ normalna N (0, 1)

(razen, Ce je n zelo velik 1n s skoraj enak o).

KaksSna je porazdelitev nove vzorCne statistike

X —
T=2""Fm 7
S

‘Student’ in 1908

o /
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/

0.4

0.3

0.2

0.1
|

0.0

> plot (function (x)
col="red")
> curve (dt (x,df=100)

dt (x,df=3)

...Studentova porazdelitev

,-5,5,ylim=c (0,0.42)

Leta 1908 je W.S. Gosset (1876-1937)
pod psevdonimom ‘Student’ objavil
Clanek, v katerem je pokazal, da ima
statistika T" porazdelitev t(n — 1)

Z gostoto n

2\ 92
1
(1+:55)

V= 1B(t5 )

p(zr) =

Tej porazdelitvi pravimo
Studentova porazdelitev
z n — 1 prostostnimi stopnjami.

,ylab="t",

,col="blue", add=T)
\\i¥curve(dt(x,df=l),col="green",add=T)

Univerza v Ljubljani
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Za t(1) dobimo Cauchyevo porazdelitev z gostoto

1
Pe) = Tt )

1

(L

Zan— oo pagre

Torej 1ima limitna porazdelitev gostoto

1 s
p(z) = —= /2

standardizirane normalne porazdelitve.

Ce zadnji sliki dodamo

ktapokrije modro krivuljo.

/ ...Studentova porazdelitev \

U? GM 7 ThE‘LE'S

‘“a ATTING MT A
+-TABLE, REMDING
. -_-'-.__.__l' ';'a
f uO’ s i ]

> curve (dnorm(x),col="magenta", add=T)

/
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4 N

Beta funkcija

Vpeljemo jo lahko z Gama funkcijo na naslednji nacin:

I'(z)[(y)
B(xz,y) = = B(y,x).
Posebne vrednosti:
1 1
o(34) -
272
inzam,n € N Se
— 1) (n —1)!
B(m.n) (m—1)(n—1) |
(m+n—1)!

o /
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Fisherjeva ali Snedecorjeva porazdelitev

: e : . U
Poskusimo najti Se porazdelitev kvocienta Z = v

kjer sta U ~ x2(m)in V ~ x?(n) ter sta U in V neodvisni.

7. nekaj raCunanja (glej Hladnik) je mogoce
pokazati, da je za x > 0 gostota ustrezne
porazdelitve F'(m,n) enaka

m
2

|3

( ) mz2n r2 1
p X) = m n m-4+n
B(%:%) (n+maz)™2

in je enaka O drugje.

N
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/

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

plot (function (x)
col="red")

... Fisherjeva porazdelitev

Porazdelitvi F'(m,n) pravimo
Fisherjeva ali tudi Snedecorjeva

stopnjami.

df (x,dfl1=3,df2=2),-0.5,6,ylim=c(0,1),ylab="£ft",

curve (df (x,df1=20,df2=2),col="blue", add=T)
curve (df (x,dfl1=3,df2=20),col="green", add=T)
curve (df (x,df1=20,df2=20) ,col="magenta", add=T)

porazdelitev F' z (m,n) prostostnimi

/
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/

Po zakonu F'(m — 1,n — 1) je na primer porazdeljena statistika

... Fisherjeva porazdelitev

o S0k
S2/o%

za neodvisni slucajni spremenljivki X in Y, saj vemo, da sta sluCajni
spremenljivki

U=(m-18%/c% in V= (n-1)5%/0%
porazdeljeni po x? z m — 1 oziroma n — 1 prostostnimi stopnjami
in sta neodvisni.

Velja Se:
za U ~ F(m,n), je 1/U ~ F(n,m),
za U ~t(n), je U? ~ F(1,n).

N /
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4 N

Tockovne cenilke

Tockovna cenilka je pravilo ali formula,
ki nam pove, kako izraCunati numeri¢no oceno

parametra populacije na osnovi merjenj vzorca.

Stevilo, ki je rezultat izracuna,
se imenuje tockovna ocena

(iIn mu ne moremo zaupati —
v smislu verjetnosti).

N
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/

Cenilke

katere porazdelitveni zakon je odvisen od parametra (,
njene vrednosti pa lezijo v prostoru parametrov.

Cenilka je simetriCna funkcija:
—njena vrednost je enaka za vse permutacije argumentov.
Seveda je odvisna tudi od velikosti vzorca n .

Primeri: vzorCna mediana X in vzorCno povprecje X
sta cenilki za populacijsko povprecje u;

popravljena vzoréna disperzija S pa je cenilka

za populacijsko disperzijo o2 .

o

Cenilka parametra ( je vzor¢na statistika C' = C'( X1, Xo, . ..

7X’n>9

/
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/

Cenilka C' parametra ( je dosledna, Ce z rasto¢im n zaporedje C),

Doslednost

verjetnostno konvergira k ¢, to je, za vsak € > 0 velja

lim P(|C,, — (| <e¢)=1.

n—oo

Primeri: vzorc¢no povprecCje X je dosledna cenilka za populacijsko
povprecje u. Tudi vsi vzorcni zacetni momenti

Ly = %zn:Xf
i—1

so dosledne cenilke ustreznih zaCetnih populacijskih momentov
2, = E(X%), & le-ti obstajajo.

Vzoréna mediana X je dosledna cenilka za populacijsko mediano.

o

/
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/

Dokaz.

kje vzoréna disperzija S3 dosledna cenilka za o

... Doslednost

Izrek. Ce zan — oo velja E(C,) — ¢ in D(C,) — 0,
je C,, dosledna cenilka parametra (.

uporabimo neenakost CebiSeva

4D(C,,)

€2

Primeri: Najbo X ~ N(u,0). Ker zan — oo velja

2(n — 1)o?

E(S3) = (n—1)o” — 0% in D(S7) =

— 0. |

n n?

2

Upostevajmo Se, da za dovolj velike n velja |E(C),) — (| < €/2, in

— 0,

~

1-P(|Cr—(| < &) = P(|Cn—(| = ) < P(|Cn—E(Cy)[+|E(Cn)—(| = ).

/
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/

Nepristrana cenilka z najmanjsSo varianco

Cenilka C,, parametra ( je nepristranska, ¢e je E(C,,) = ( (za vsak n);
in je asimptoti¢no nepristranska, Ce je lim,, .., E(C},) = (.

Koli¢ino B(C,,) = E(C,,) — ¢ imenujemo
pristranost (angl. bias) cenilke C),.

Primeri: vzoréno povpreéje X je nepristranska cenilka
za populacijsko povprecie u ;
2

vzoréna disperzija S3 je samo asimptoti¢no nepristranska cenilka za o

popravljena vzoréna disperzija S? pa je nepristranska cenilka za o2,

N

b

~

/
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/ Disperzija nepristranskih cenilk \

Izmed nepristranskih cenilk istega parametra ( je boljSa tista,
ki ima manjSo disperzijo — v povprecju daje bolj toCne ocene.

Ce je razred cenilk parametra  konveksen (vsebuje tudi njihove konveksne
kombinacije), obstaja v bistvu ena sama cenilka z naymanjSo disperzijo.

Dokaz. Naj bo razred nepristranskih cenilk parametra ¢ konveksen.
Ce sta C' in C' nepristranski cenilki, obe z najmanj$o disperzijo o2,

je C = (" z verjetnostjo 1. Za to poglejmo

D(C+C’) _ D(€)+D(C")+2Cov(C, C") <\/7+\/T) 3

2 4

Ker sta cenilki minimalni, mora biti tudi D (% (C+ )) = o?
in dalje Cov(C, C") = 02 oziroma r(C,C") = 1.
Torej je C" = aC + b, a > 0 z verjetnostjo 1.

\Iz D(C)=D(C")izhajaa = 1,iz E(C) = E(C") pase b = 0. I/
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/ Srednja kvadratiCna napaka \

V<asih je celo bolje vzeti pristransko cenilko z manjSo disperzijo,
kot jo ima druga, sicer nepristranska, cenilka z veliko disperzijo.

Mera ucinkovitosti cenilk parametra ( je srednja kvadraticna napaka
q(C) =E(C - )™
Ker velja
¢(C) = E(C —E(C) + E(C) — ¢)* = E(C —E(C))* + (E(C) — ¢)?
jo lahko zapiSemo tudi v obliki
a(C) =D(C) + B(C)*.

Za nepristranske cenilke je B(C') = 0 in zato q(C') = D(C).

\(V?e pa je disperzija cenilke skoraj 0, je ¢(C) ~ B(C)>. /
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4 N

Rao-Cramérjeva ocena

Naj bo p gostotna ali verjetnostna funkcija sluCajne spremenljivke X in
naj bo odvisna Se od parametra a, tako da je p(x;a) njena vrednost v

toCki x. Zdruzeno gostotno ali verjetnostno funkcijo sluCajnega vzorca
(X1,...,X,) ozna¢imo z L in ji pravimo funkcija verjetja

(tudi zanesljivosti, angl. likelihood)

L(z1,...,2p50) = p(z15a) - p(Tn; a)
Velja (*): [ [ ... [ L(z1,...,zp;a)dz1dy . .. do), = 1.

L(X1,X5,...,X,) je funkcija vzorca — torej sluajna spremenljivka.

Privzemimo, da je funkcija L vsaj dvakrat zvezno odvedljiva po a na nekem
intervalu / 1n naj na tem intervalu tudi integral odvoda L po a enakomerno

konvergira.

o /
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/

..Rao-Cramérjeva ocena

Odvajayjmo enakost (*) po a in upostevajmo ag;L = %g—é’, pa dobimo
Oln L
// / ' Ldzy ...dz, =0
Oln L

kar lahko tolmac¢imo kot E = 0.

da
Naj bo sedaj C' nepristranska cenilka parametra a, torej E(C') = a,

oziroma zapisano z integrali [ [ ... [ CLdx; ...dz, = a.

Ker C' ni odvisna od a, dobimo z odvajanjem po a:

///OalnLLdafldiUle‘n:
da

L
kar pomeni E(C’ghfl ) = 1.

k Oa

/
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/

...Rao-Cramérjeva ocena

Ce to enakost zdruzimo s prejsnjo (pomnozeno s a), dobimo:
Oln L
El (C— =1
(0= 25

Od tu po (E(XY))2 < E(X?)E(Y?) izhaja naprej

kar da Rao-Cramérjevo oceno

o= (<(%5E)) (€)'~ (o
\

1= (E((C—a> 8;;]3))2 <E((C-0)?) E(ag;L)Q - D(C) E(ag; L

Oln f
da

))

/
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/

Ucinkovitost cenilk

Rao-Cramérjeva ocena da absolutno spodnjo mejo disperzije za vse
nepristranske cenilke parametra a (v dovolj gladkih porazdelitvah).
Ta meja ni nujno dosezena. Cenilka, ki jo doseze, se imenuje

najucinkivitejSa cenilka parametra a in je ena sama (z verjetnostjo 1).
Kdaj pa je ta spodnja meja dosezena?
V neenakosti (E(XY)) ? < E(X?)E(Y?), ki je uporabljena v izpeljavi

Rao-Cramérjeve ocene, velja enakost natanko takrat, ko je ¥ = cX z
verjetnostjo 1.

o

/
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/

... Ucinkovitost cenilk

Torej velja v Rao-Cramérjevi oceni enakost natanko takrat, ko je

Oln L
2L _ A)(C - )

kjer je A(a) konstanta, odvisna od a in neodvisna od vzorca.

Zato je tudi

O©) " —E(ZE) — A@?E(C ~a) - 4 D(O)

oziroma koncCno

D(C) = [A(a)| ™"

o

/
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/

Najbo X ~ N(u, o). Tedaj je

Najucinkovitejse cenilke za parametre N (u, o)

— (B2 (Kmtt)2) /2

OlmL X;—p
on

o2

D(X) = 02/n.

N

1
L =
(2m)n/20m c
n
1
InL =1
= = (27-‘-)71/20-77,
ter dalje

Torej je vzoréno povpredje X najucinkovitej$a cenilka za p z disperzijo

/
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/

...normalna porazdelitev

Prvi ¢len v izrazu za In L lahko zapiSemo tudi — 2 (In 27 4 Ino?).
Tedaj je, Ce privzamemo, da je 1 znano Stevilo

_ 2%4(52 —o?).
To pomeni, da je
1= (X’
i=1

najudinkovitejia cenilka za parameter o z disperzijo D(S7) = 20* /n.

o

/
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/

Poissonova porazdelitev

Za Poissonovo porazdelitev P()\) s parametrom \, pr, = A\* e=*/k!, je

)\)\w1+---+xn
L=e™"

in dalje
InL=-nA\+(x1+ - 4+2x,) InXA—In(zq!--z,!)

ter konCno

Oln L T+ T, N
o T A =3

Najudinkovitej$a cenilka za parameter \ je X z disperzijo D(X) = \/n.

o

/
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/

Naj bo Cy najucinkovitejsa cenilka parametra a in C' kaka druga nepristran-

Ucinkovitost cenilke

ska cenilka. Tedaj je ucinkovitost cenilke C' doloCena s predpisom

D(Co)

e(C) = D(C)

Ucinkovitost najucinkovitejse cenilke je e(Cy) = 1.

Ce najucinkovitejsa cenilka ne obstaja, vzamemo za vrednost D(Cj)
desno stran v Rao-Cramérjevi oceni.

Primer: Naj bo X ~ N(u,o). Pri velikih n-jih je vzoréna mediana X —
ocena za [, porazdeljena priblizno po N (u, 0/ 5-). Torej je

2

- D(X o_ 2
e(X) = D( ‘) _ ==~ 0.64

o
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/

... Ucinkovitost cenilke

204

2 . . 2 . .o 2 _
za o~ statistika S}, z disperzijo D(S;) = =7-.

Popravljena vzoréna disperzija S? pa je nepristranska cenilka istega

204

parametra z disperzijo D(S5?) = 2%

Torej je u¢inkovitost S? enaka

e(S2) = — n

Iz tega vidimo, da e(S?) — 1, ko n — 0.

Pravimo, da je cenilka S? asimptoticno najucinkovitejsa cenilka za o>.

o

~

Primer: Naj bo X ~ N(u, o). Ce poznamo p, je najuinkovitejsa cenilka

/
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/ Metoda momentov \

(po Turku/FGG) Parametre populacije (ki jih ne poznamo) doloCimo tako,

da so momenti slu¢ajne spremenljivke X (npr. X = fix, S = 6%

enaki ocenam teh momentov, ki jih izraCunamo 1z vzorca.

Primer: Y ~ B(n,p): py =np, o =np(l—p).

Ce i$¢emo en parameter (tj. a) in velja px = f(a) izraCunamo:

a=[""(ux) oz. a=f"'(ax)=[f""(X)

za dva parametra (j. a1, a2) pa velja ux = fi(a1,az), 0% = fa(ai,as),
torej resimo sistem enacb:

filar,a2) = X, falar, as) = s¥.

N /
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/ ...Metoda momentov \

Primer: Za vzorec s 30-imi elementi velja z = 20. Ce je

A

X 20
« X ~ B(80,p): ux = np oz. p:’u—Xinﬁ: = — =
n n 80

e X ~Exp(\):px =1/Xo0z. A=1/px inA=1/X =1/20 = 005.

= 0°25.

»-lklr—‘

Primer: Za vzorec s 30-imi elementi velja * = 30, s = 5. Ce je

e X ~Ula,b]: pnx =(a+b)/2 in ox = (b—a)/V12
b= 1ux +oxv3 =230+ 53 = 386.
a=px —oxv3=230-5V3=213.

e X ~ B(n,p): ux =np,ox = \/’n,p(l —p)

2
p=1-2X =016 in n="% =180,
HX p

k'XNN(,u,O')Z ,uX:,UinHO'X:(Tx, sledi /lX:3Oin6X:5/
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/ ...Metoda momentov \

Recimo, da je za zvezno slucajno spremenljivko X njena gostota p odvisna

od m parametrov p(z;aq, ..., a,,) in naj obstajajo momenti
©.@)
k . _
2k = zp(a1, ..., am) :/ z¥p(x;ar,...,am)de zak =1,... m.

— 0
Ce se dajo 1z teh enacCb enoliCno izraCunati parametri aq, ..., a,, kot
funkcije momentov zq, ..., 2,

ap — Spk(zla st Zm)

potem so

Ck = gOk;(Zl, .. ,Zm)

cenilke parametrov ax po metodi momentov. k-ti vzorcni zaCetni moment

Ly = % oo X Z’“ je cenilka za ustrezni populacijski moment zy.
\Cenilke, ki jih dobimo po metodi momentov so dosledne. /
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/

... Metoda momentov

Od tu dobimo p = 21 in 02 = 29 — 2%,

Ustrezni cenilki sta Z; = X za p in
Ty — 72 =X2 - X? =52

za 0 — torej vzoréno povpredje in disperzija.

o

Naj bo X ~ N(u,0). Tedajje 21 = pin 29 = 0% + p?.

/
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/ Metoda najvecCjega verjetja \

(po Turku/FGG) V = (X1,..., X,,) je slucajni vzorec in je odvisen od
porazdelitve ter od njenih parameterov aq, . . ., G,,.

Zelimo dolo¢iti ocene: a1, . . ., a., tako,
da je verjetnost, da se je zgodil vzorec V', najvecja.

Velja
P(Xlzﬂﬁl,...,Xn:ZCn) = P(Xlzzr;l)P(Xn:a:n)
= px(z1) - px(Tn)

Funkcija verjetja L(a;), je verjetnost, da se je zgodil nek vzorec, tj.

L(a;) = P(vzorec) HpX ;).

Ocena parametra a; (za parameter a) doloCimo tako,
\da bo imela funkcija verjetja L(a;) maksimum. /
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/ ...Metoda najvecCjega verjetja \

Funkcija verjetja

L(xy,...,20;0) = p(z150) - p(Tn; a)

je pri danih x4, ..., x, odvisna Se od parametra a. Izberemo tak a, da
bo funkcija L dosegla najvecjo vrednost. Ce je L vsaj dvakrat zvezno

.. . .« OL __ - O%L . o
odvedljiva, mora veljati 3~ = 0in 35 < 0. Najvecja vrednost parametra
je Se odvisnaod x1, ..., Ty:

maz = P(T1,...,2,). Tedaj je cenilka za parameter a enaka

C = QO(Xl,,Xn)

Metodo lahko posplosimo na vecje Stevilo parametrov.

Pogosto raje iS¢emo maksimum funkcije In L.

k(j’e najucinkovitejsa cenilka obstaja, jo dobimo s to metodo. /
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/

Primer: Y ~ B(40,p):

Lip) =

...Metoda najvecCjega verjetja

P(vzorec) = P(Y1 =5)P(Yo =4)P(Y3 =T7)

Veljati mora L' (p) = 0, a je lazje izraz za L(p) najprej logaritmirati

In L(p) = m((...)(...)(...)) +5 yilnp++Bn— y)ing
in nato odvajati
_ Xy 3n—Xui

p 1—p |

Torej velja (1 —p)> y; —pBn—> y;) =0 oz. Y y, =3np
kinkonéno p=0"vi)/(3n)=(16/3)/40 = 0-13.

(ln L(p))l

(Y1,Ys5,Y3) = (5,4, 7) (velikost vzorca je 3)

5 (n o, n n n 33",
_ H( )pyzq Yi ( )( )( )Z,Zyqu 2. Yi
i \Yi Y1/ \¥Y2/ \Y3

~

/
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4 N

..Metoda najvecjega verjetja - binomska

Najbo X ~ B(1,p). Tedajje f(z;p) = p*(1—p) =%, kjerjex=0aliz=1.
Ocenjujemo parameter p. Funkcija verjetja ima obliko L = p*(1 — p)" 7,
kjer je sedaj x € {0,1,...,n}. KerjelnL = zlnp+ (n — x) In(1 — p),

dobimo
oOlnlL = n—=zx

d p 1-p
O’InL _

T = TP T (1 p)2 <0,
je v tej tocki maksimum. Cenilka po metodi najvecjega verjetja je torej

ki je enak O pri p = . Ker je v tem primeru

P = %, kjer je X binomsko porazdeljena spremenljivka — frekvenca v n

ponovitvah. Cenilka P je nepristranska, saj je E(P) = @ — p. Ker za
n — oo gre D(P) = D(X) = p(l ) _y 0, je P dosledna cenilka. P je tudi
najucinkovitejsa mal;L = % — ”1_;( = ﬁ(f —p) = S0 (P —p).

o /
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/ ...Metoda najvecCjega verjetja - Poissonova \

e
x!

Za Poissonovo porazdelitev P(\) s parametrom A, p, = A" <+ je

\E1t+ o +Tn
L=e ™

in dalje
InL=-nA\+(x1+ - +x,)InA—In(zq! - z,!)

ter konCno

Oln L 1+ +xT, N,
__ — :_X_
AN nt A\ Y X =

Odvod je enak 0 za A = X. Drugi odvod v tej tocki je

2 o .
a—alsz = — Tt E e (. V tocki je maksimum.

Cenilka za )\ po metodi najvedjega verjetja je vzoréno povprecje X .

k]e tudi najucinkovitej$a cenilka za \ z disperzijo D(X) = \/n. /
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/ (C) Porazdelitev vzorcnih povprecij \

Primer: Denimo, da se spremenljivka inteligenCni kvocient na populaciji

porazdeljuje normalno s pricakovano vrednostjo @ = 100 in standardnim
odklonom o = 15. X ~ N(100, 15)

Denimo, da imamo vzorec velikosti n = 225. Tedaj se vzorCna povprecja

porazdeljujejo normalno

_ 15
X ~ N (100, —— | = N(100, 1
( \/225> ( )

IzraCunajmo, kolikSna vzorCna povpreCja ima 90% vzorcev (simetricno na
pricakovano vrednost). 90% vzorCnih povprecij se nahaja na intervalu:

P(X; < X < X3) =090
Pl—21<2<21)=090 = 2®(z1) =090

o /
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/

p(Z)A

0.45

0.45

o

/
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/

Potem se vzorCna povprecja nahajajo v intervalu

P(,u—21%<)_(<,u+21%) — 090

oziroma konkretno
P (100 — 165 < X < 100 + 1'65) =090

90% vseh slucajnih vzorcev velikosti 225 enot bo imelo povprecja za

inteligencni kvocient na intervalu

(98°35,101°65).

o

/
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/

Lahko preverimo, da bi bil ta interval v primeru vecjega vzorca oZji.
Npr. v primeru vzorcev velikosti n = 2 500 je ta interval

_ 15
P (100 — 165 < X <100+ 165 ) =090

15
v/ 2 500 v/ 2 500
oziroma
(99'5,100°5).

o

/
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/

o

(D) Porazdelitev vzorcnih delezev

Zato na vsakem vzorcu pois¢emo vzorcni delez p.

~

Denimo, da zelimo na populaciji oceniti delez enot 7 z doloCeno lastnostjo.

/
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/Pokazati se da, da se za dovolj velike sluCajne vzorce s ponavljanjem (za\
deleze okoli 0-5 je dovolj 20 enot ali veC) vzorcni delezi porazdeljujejo
priblizno normalno s

e pricakovano vrednostjo vzorcnih delezev enako delezu na populaciji,

tj.
E(P) =,

e standardnim odklonom vzorcnih delezev

SE(P) = \/”(1 -

n

Za manjSe vzorce se vzorcni delezi porazdeljujejo binomsko.

Mimogrede, cenilka populacijskega deleza je nepristranska cenilka, ker
velja

\ E(P) = 7. /
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4 N

Primer: V izbrani populaciji prebivalcev je polovica Zensk 7 = 0-5. Ce

tvorimo vzorce po n = 25 enot, nas zanima, kolikSna je verjetnost, da je v
vzorcu ve¢ Kot 55 % zensk? To pomeni, da iS¢emo verjetnost P(p > 0-55).

Vzorcni delezi p se porazdeljujejo priblizno normalno

P N<o-5, \/”(1;”)> —N<O°5, \/0'52'50'5> = N(0'5,01).

0595 — 05
0-1

P(P > 055) _P<Z> ) =P(Z>05) =

=05—®(05)=05—01915 = 0"3085.

Rezultat pomeni, da lahko pricakujemo, da bo pri priblizno 31% vzorcev
delez zZensk vecji od 0-55.

o /
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4 N

Poglejmo, kolikSna je ta verjetnost, Ce b1 tvorili vzorce velikosti n = 2 500

A 0955 —05
P(P > 0'55) _P<Z> )
\/0-5(1—0-5)
2500

=P(Z>5)=05—®(5)=05—05=0.

enot:

V 10-krat veCjih vzorcih kot prej ne moremo pricakovati ve€ kot 55% zensk.

o /
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/

o

(E) Porazdelitev razlik vzorcnih povprecij

Denimo, da imamo dve populaciji velikosti /N1 in N5 in se spremenljivka
X na prvi populaciji porazdeljuje normalno N (u1, o), na drugi populaciji
pa N (u2, o) (standardna odklona sta na obeh populacijah enaka!).

V vsaki od obeh populacij tvorimo neodvisno sluCajne vzorce velikosti 71
in no. Na vsakem vzorcu (s ponavljanjem) prve populacije izraCunamo
vzorcno povprecje X1 in podobno na vsakem vzorcu druge populacije Xos.

/
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/

je

N

e priCakovana vrednost razlik vzorCnih povprecij enaka

E(X1 — Xo) = E(X1) — E(X2) = p1 — pio,

 disperzija razlike vzorCnih povprecij pa

0'2 0'2 o N1 —+ N9y

D(Xl — X2> — D(X1> + D(X2> — n—l -+ 77,_2 — 0 - 119

~

Dokazati se da, da je porazdelitev razlik vzorénih povprecij normalna, kjer
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/Primer: Dvema populacijama Studentov na neki univerzi (tehnikom in \
druzboslovcem) so izmerili neko sposobnost s povpreCjema p; = 70 in
g = 80 toCk in standardnim odklonom, ki je na obeh populacijah enak,
o = 7 tock.

Koliksna je verjetnost, da je pri nakljuCnih vzorcih vzorCno povprecje
druzboslovcev (ng = 36) vecje za veC kot 12 toCk od vzorCnega povprecja
tehnikov (n; = 64)?7 Zanima nas torej verjetnost:

_ _ 12 — 10
P(Xy— X, >12) = P(Z >

7 36464

36-64

= P(Z>137)=05—®(137) =
= 0'5 — 04147 = 0°0853.

Torej, priblizno 8,5% parov vzorceyv je takih, da je povprecje druzboslovcev

kveéje od povprecja tehnikov za 12 tock. /
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/

N

(F) Porazdelitev razlik vzorcnih delezev \

Podobno kot pri porazdelitvi razlik vzorénih povprecij naj bosta dani dve
populaciji velikosti N1 in Ny z delezema enot z neko lastnostjo 77 in
mo. Iz prve populacije tvorimo slucajne vzorce velikosti n; in na vsakem

1zraCunamo delez enot s to lastnostjo p1.

Podobno naredimo tudi na drugi populaciji: tvorimo sluCajne vzorce
velikosti n5 1in na njih dolocimo deleze po. Pokazati se da, da se za dovolj
velike vzorce razlike vzorCnih delezev porazdeljujejo priblizno normalno z

e matematicnim upanjem razlik vzor¢nih delezev

A A

E(P, — P,) =E(P,) —E(P) = m — 7o,

e disperzijo razlik vzorcnih delezev

D(P, — By) = D(Py) + D(By) = ML= ™) | T2l = m2)

nq 2

/
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/

I1.4. Intervali zaupanja

/
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4 N

Denimo, da s sluCajnim vzorcem ocenjujemo parameter .

Poskusamo najti cenilko G, ki je nepristranska, tj. E(G) = v

in se na vseh moznih vzorcih vsaj priblizno normalno porazdeljuje s
standardno napako SE((G). Nato poskusamo najti interval, v katerem se bo
z dano gotovostjo (1 — a) nahajal ocenjevani parameter:

Pla<y<b) =1—-qa

a je spodnja meja zaupanja, b je zgornja meja zaupanja,

« verjetnost tveganja oziroma 1 — « verjetnost gotovosti.

Ta interval imenujemo interval zaupanja in ga interpretiramo takole:
z verjetnostjo tveganja o se parameter v nahaja v tem intervalu.

o /
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/

Konstruirajmo interval zaupanja.

Na osnovi omenjenih predpostavk o porazdelitvi cenilke G
lahko zapisSemo, da se standardizirana sluCajna spremenljivka

,_G-EG) G-y
-~ "SE(G)  SE(G)

porazdeljuje standardno normalno, tj. N (0, 1).

o

501

/
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/T veganje « porazdelimo simetricno polovico na levo in polovico na desno\
na konce normalne porazdelitve. Naj bodo ti konci doloCeni s Steviloma
+2, /o Oziroma sta ustrezna poltraka enaka

(—o0, —Za/z) n (Zoz/Qa 00).

Potem je
P(Z < —Za/g) = 04/2 — P(Z > Zoz/Q)

in lahko zapiSemo

— .
P( Za/2<SE(G) <Za/2>—1 Q.

Po ustrezni preureditvi lahko izpeljemo naslednji interval zaupanja za

parameter

o /
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/V rednosti z,, /o lahko razberemo iz tabele za verjetnosti za standardizirano\

normalno porazdelitev, ker velja
o)

Podajmo vrednost z, /o za nekaj najbolj standardnih tvegan;:
* a=010, 2z, =165
* a=005, z42=196
c a=001, z,/0=258

Naj bo z,, kvantil p-tega reda za porazdelitveno funkcijo F'(z), tj. tak x,,
da velja F'(x,) = P(X < x) = p. Se pravi, da lahko na z,, gledamo kot na
inverzno funkcijo od F(x), seveda bi bilo v tem primeru lepse pisati x(p)
namesto x, in bi prejSnjo zvezo napisali v naslednji obliki: F'(z(p)) = p.

Potem velja z,/2 = T1_q/2 I —24/2 = Zy/2 (slednje je zaradi
ksimetriénosti normalne porazdelitve enako tudi —xz;_, /2). /
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/

o

Pomen stopnje tveganja pri intervalih zaupanja

izbrani stopnji tveganja « interval zaupanja za parameter .

in zato tudi izraCunani intervali zaupanja za parameter .
To pomenti, da se intervali zaupanja od vzorca do vzorca razlikujejo.
Meji intervala sta slucajni spremenljivki.

vzorcev in za vsakega izraCunali interval zaupanja za parameter +.

iskanega parametra .

~

Za vsak sluCajni vzorec lahko ob omenjenih predpostavkah izraCunamo ob

Ker se podatki vzorcev razlikujejo, se razlikujejo vzorCne ocene parametrov

Vzemimo stopnjo tveganja o = 0-05. Denimo, da smo izbrali 100 slucajnih

Tedaj lahko pricakujemo, da 5 intervalov zaupanja od 100 ne bo pokrilo

/
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/

Povedano je lepo graficno predstavljeno na naslednji strani.

kvocienta. Kot vemo, se vzoréno povpredje X za dovolj velike vzorce
porazdeljujejo nomalno.

Denimo, da v tem primeru poznamo vrednost parametra (u = 100).

ob stopnji tveganja o = 0-05.

Predstavitev veC intervalov zaupanja za pri¢akovano vrednost o pri 5%
stopnji tveganja: priblizno 95% intervalov pokrije parameter p.

o

~

V tem primeru ocenjujemo parameter pricakovano vrednost inteligencnega

Za veC sluCajnih vzorcev smo izraCunali in prikazali interval zaupanja za u

/
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/

' <

o

X
i bl -
; X
g o— -
X |
— ° :)--—X
X
3 & T |
X - :o -
X

/
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4 N

Intervalsko ocenjevanje parametrov

Naj bo porazdelitev sl. spremenljivke X odvisna od nekega parametra a.
Slu¢ajna mnozica M C R, ki je odvisna le od sl. vzorca, ne pa od a,
se imenuje mnoZica zaupanja za parameter a, ¢e velja

Ja € (0,1), davelja Plae M) =1 - «a.

Stevilo 1 — a imenujemo stopnja zaupanja, e pa stopnja tveganja
(1 — a nam pove, kaksSna je verjetnost, da M vsebuje vrednost parametra a,
ne glede na to, kakSna je njegova dejanska vrednost).

Obicajno je a € {0°1,0°05,0'01} oz. (1 — a)100% € {90%, 95%, 1%}.
Ceje M = [A, B], je M interval zaupanja (za a).

A in B sta funkciji sluCajnega vzorca — torej statistiki.

o /
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/

... Intervalsko ocenjevanje parametrov

Izberimo taki konstanti a in b (b > a), da bo

Pla<Z<b)=1-a,

Oznac¢imo
bo _ ao

A=X—-—"-" in B=X—- ——.
N NG

Za katera a in b je interval [A, B] najkrajsi?

o

Primer. X ~ N(u, o), ocenjujemo parameter ;4 pri znanem o.

~

/
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/

®(b) = (1 — ) /2. Slednje pomeni, da je b = z, /.

Iskani interval je torej doloCen s toCkama
— 0] .

A:X—ZQ/QWIHB:X—FZQ/Q%

o

NG

tj., z verjetnostjo 1 — aje |Z — | < 242

Od tu dobimo, da mora za to,

da bo napaka manjsa od ¢ z verjetnostjo 1 — «,

2
20 /20
veljati n > (L>

S g

Pokazati je mogoce (Lagrangeova funkcija), da mora biti @ = —b in

~
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/ ... Intervalsko ocenjevanje parametrov \

Ce pri porazdelitvi X ~ N (w4, o) tudi parameter o ni znan, ga nadomestimo

X —
s cenilko s in moramo zato uporabiti Studentovo statistiko I’ = a V.
S
Ustrezni interval je tedaj
_ S — S
A:X—ta/g— B:X+ta/2—

vn’ Vn

kjer je P(T' > to/2) = /2.
2
Ce pa bi ocenjevali parameter o2, uporabimo statistiko y2 = (n—1) 8—2,
o

ki je porazdeljena po x?(n — 1). Tedaj sta

A:(n—1)327 B:(n—1)52
b a
Konstanti a in b véasih dolo¢imo iz pogojev P(x* < a) = «a/2

in P(x* > b) = «/2; najkrajsi interval pa dobimo, ko velja zveza

\cﬂp(a) = b?p(b) in seveda f;p(t)dt =1-aq. /
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/

N

TeoretiCna interpretacija
koeficienta zaupanja (1 — «)

Ce zaporedoma izbiramo vzorce velikosti n
1z dane populacije in konstruiramo

(1 — a)100]% interval zaupanja

za vsak vzorec, potem lahko pricakujemo,

da bo [(1 — «)100]% intervalov
vsebovalo pravo vrednost parametra.

stopnja tveganja — 1 — stopnja zaupanja

/
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o

/I. (1 — ) %-ni interval zaupanja za pricakovano vredno
1+ z znanim standardnim odklonom o

toCki

S|
L]

o
= 2o /2 %

ooooo

Zo/2 Vrednost spremenljivke,

ki zavzame povr$ino «/2 na svoji desni;
je standardni odklon za populacijo;

je velikost vzorca;

o
n
\92' je vrednost vzorCnega povprecja. /
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4 N

II. Velik vzorec za (1 — ) %-ni interval zaupanja
za pricakovano vrednost /::

S|
L]

S
:Zoz/Z %7

kjer je s standardni odklon vzorca.

N

Univerza v Ljubljani




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 514

4 N

Primer: Na vzorcu velikosti n = 151 podjetnikov v majhnih podjetjih

v Sloveniji, ki je bil izveden v okviru ankete ‘Drobno gospodarstvo

v Sloveniji’ (Prasnikar, 1993), so izraCunali, da je povpreCna starost
anketiranih podjetnikov X = 40-4 let in standardni odklon s = 10°2 let.
Pri 5 % tveganju Zelimo z intervalom zaupauja oceniti povpreCno starost
podjetnikov v majhnih podjetjih v Sloveniji.

P CE—Zoégi<,u<f—|—,2’042i = 1—q.
12 n 12 n

1-96 x 10-2 1-96 x 10-2

404 — < po< 404+
V151 3 V151

04-16 < pu < 404416

95 % interval zaupanja za povprecno starost podjetnikov v majhnih podjetjih

v Sloveniji je med 388 in 4270 letu.

o /
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/

III. Majhen vzorec za (1 — «) %-ni interval zaupanja
za pricakovano vrednost /::

T Tla—F—

stopen;.

Privzeli smo: lastnost X ima na populaciji pribliZno normalno po-
razdelitev.

N

~

kjer je porazdelitev spremenljivke X vzeta na osnovi (n — 1) prostostnih

/
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/

Primer: Vzemimo, da se spremenljivka X - Stevilo ur branja dnevnih
¢asopisov na teden - porazdeljuje normalno N (u, o).

za pricakovano vrednost pri 10% tveganju.

o

Na osnovi podatkov za 7 slucajno izbranih oseb ocenimo interval zaupanja

/
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4 N

Podatki in ustrezni 1zracuni so:

i | v — T | (1; — T)*
5 —2 4
7 0 0
9 2 4
7 0 0
6 —1 1
10 3 9
5 —2 4
49 0 22

o /

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

4 n

n—1 6

Iz tabele za t porazdelitev preberemo, da je
ta/z(n — ].) — t0.05(6) = 1943

in interval zaupanja je

1-9
7T—1943 - —— < u <7+ 1943 -
vi !

ter konCno

o

T—14<pu< 7+ 14

1.

Sls
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4 N

IV. (1 — @) %-ni interval zaupanja za razliko 1, — jo,
z znanima odklonoma o, in o5,
kjer sta vzorca izbrana neodvisno:

- o | 03
X1 — X9 T Z@/Q |
ni T2

N
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4 N

V. Velika vzorca za (1 — «) %-ni interval zaupanja
za razliko pricakovanih vrednosti ;11 — 1o,
kjer vzorca izbiramo neodvisno:

- st 53
L1 — X9 T Za/Z |
ni 12

N
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/ VI. Majhna vzorca za (1 — «) %-ni interval zaupanja za\
razliko (1; — y» z neznanima odklonoma o; = o5,
vZzorca pa sta izbrana neodvisno:

1 1

— = 2
T1 — T2 Tla/2n+na—214/ 5, |
T %

o _ (1 —1)si+ (na — 1)s;

p—

kjer je
Jet] > TL1—|—TL2—2

Privzeli smo:

— lastnosti na obeh populacijah sta porazdeljeni pribliZzno normalno,
— varianci sta enaki,

\— naklju¢na vzorca sta izbrana neodvisno. j
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/

N

razliko (11 — 19, Kjer sta vzorca izbrana neodvisno:

2 2
_ _ S9
Ty — Ty T lajo |

n

kjer je

(Sf/nl +3%/n2)2

(s1/n1)*/(n1 — 1) + (83/n2)"/ (n2 — 1)

~

VII. Majhna vzorca za (1 — «) %-ni interval zaupanja za
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4 N

Primer:

Naslednji podatki predstavljajo dolzine filmoyv,
ki sta jih naredila dva filmska studija.

Izracunaj 90%-ni interval zaupanja
za razliko med povpreCnim Casom filmoyv,
ki1 sta jih producirala ta dva studija.

Predpostavimo, da so dolzine filmov
porazdeljene pribliZzno normalno.

o /
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4 N

Cas (v minutah)
Studio 1: 103 94 110 87 98
Studio2: 97 82 123 92 175 88 118

N /
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4 N

Podatke vnesemo v Minitab

Film.MTV

Studio 1: Studio 2:

103 97
94 82
110 123
877 92
98 175

88

118

o /
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/

Dva vzorca T'-Test in interval zaupanja

Dva vzorca T za Cl : CZ

N povpr. St.odk. SE povpr.
Cl 5 98.40 8.73 3.9
C2 7 110.7 32.2 12

90%—ni1i 1nterval zaupanja za mu Cl-mu C2:

T-TEST mu Cl=mu C2 (vs ni=):
T = -0.96 P = 0.37 DF = 7

o

L W

/
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-~

N

VIII. Velika vzorca za (1 — ) %-ni interval zaupanja

za razliko 11, = 111 — 1o ujemajocih se parov:

d -

- Z&/Q

Sd

——, kjer je n Stevilo parov.

N

~
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/

N

IX. Majhni vzorci za (1 — ) %-ni interval zaupanja

za razliko 1, = 111 — 1o ujemajocih se parov:

d -

- toz/Q,n—l

Sd C e
——, Kjer je n Stevilo parov.

N

Privzeli smo: razlika dveh lastnosti je normalno porazdeljena.

~

/
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/

Nal. 8-39. Spricanje jabolk lahko pozro¢i kontaminacijo zraka.
Zato so v Casu najbolj intenzivnega Spricanja zbrali in
analizirali vzorce zraka za vsak od 111ih dni.

Raziskovalci zelijo vedeti ali se povprecje ostankov Skropiv
(diazinon) razlikuje med dnevom in nocjo.

Analiziraj podatke za 90% interval zaupanja.

o

)

/
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/

Nal. 8-39
Diazinon Residue
Datum dan
Jan. 11 5.4
12 2.7
13 34.2
14 19.9
15 2.4
16 7.0
17 6.1
18 7.
19 18.4
20 27.1
21 16.9

o

noc
24 .
lo.
477 .
12.
24 .
21.
104.
96.
105.
718 .
44 .

OO J W W W o © b N U1 W

/
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//’

Datum

Jan. 11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

o

Diazinon Residue

dan noc
5.4 24.3
2.7 16.5
34.2 47 .2
19.9 12.4
2.4 24 .0
7.0 21.6
6.1 104.3
7.7 96.9
18.4 105.3
27.1 78.7
16.9 44 .6

razlika

dan—-noc

-18

.9
-13.
-13.

7.
—21.
—14.
-98.
—39.
—86.
-51.
—27.

O W DD DD oo oo U1 O 0o

/
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4 N

Podatke vnesemo v Minitab:
Ex8-39.MTW
Cl C2
5.4 24 .3
2.7 16.5
34.2 477 .2
19.2 12.4
2.4 24 .0
7.0 21.6
6.1 104.3
7.7 96.9
18.4 105.3
27.1 78.77
16.9 44 .6

o /
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//’

MTB > Let C3=Cl-C2.
T i1nterval zaupanja

Spremen. n povpr. Stdev SEpovpr.
C3 11 -38.9 36.6 11.0

90°0 % interval zaupanja je (—58'9, —189).

o

/
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4 N

Za deleze
m = deleZ populacije
p = delez vzorca,

kjer je p = x/n in je x Stevilo uspehov v n poskusih.

o /
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N

X. (1 — «@)%-ni interval zaupanja
za delez populacije 7,
kadar poznamo o:

Px2apn0
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/ XI. Velik vzorec za (1 — ) %-ni interval zaupanja
za delez populacije 7:

p = Za/g ;

Privzeli smo: velikost vzorca n je dovolj velika,
da je aproksimacija veljavna.

Dobro pravilo (angl. rule of thumb) za izpolnitev pogoja

“dovolj velik vzorec™ je:

np>4 1m nqg>4.

N

/
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/

gospodarstvo v Sloveniji’, so izraCunali. da je delez obrtnih podjetij
p = 0°50. Pri 5% tveganju zelimo z intervalom zaupanja oceniti delez
obrtnih majhnih podjetij v Sloveniji.

0-50 x 0-50 0-50 x 0-50
0°50 96\/ s <™ < 050+ 96\/ .
050 - 008 < 7 < 0504008

S 5% stopnjo tveganja trdimo, da je delez obrtnih majhnih podjetij v
Sloveniji glede na vsa majhna podjetja med 0-42 in 0-58.

o

Primer: Na vzorcu (n = 151), ki je bil izveden v okviru ankete *Drobno

~

/
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/

N

XII. (1 — «)%-ni interval zaupanja

za razliko delezev m; — 7o,

kadar poznamo o, _,:

(pl — p2) -

— Za/g 0'71_7@.
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/ XIII. Velika vzorca za (1 — ) %-ni interval zaupanja \
za razliko delezev m; — 75

p1q1 | P2G2
(p1 — p2) £ 2o /2 |
T 9

Privzeli smo: velikost vzorca n je dovolj velika,
da je aproksimacija veljavna.

Kot sploSno pravilo za dovolj velika vzorca privzamemo naslednje:

nipr > 4 niq = 4.
nop2 > 4 In naqy > 4.

N /
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XIV. Majhen vzorec za (1 — «) %-ni interval zaupanja
za varianco populacije o°:

_1)2 12
(n =) o (=)o
X(1—a/2,n—1) X(a/2,n—1)

Privzeli smo: lastnost X ima na populaciji pribliZno normalno po-
razdelitev.

N

~

/
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4 N

Primer: Vzemimo prejsSnji primer spremenljivke o Stevilu ur branja dnevnih
casopisov na teden. Za omenjene podatke 1z vzorca ocenimo z intervalom

zaupanja varianco pri 10% tveganju.

Iz tabele za y? porazdelitev preberemo, da je
X%—a/2(” —1) = X%95(6) = 1276,

90 % 1nterval zaupanja za varianco je teda;

6-367 , 6-367
<0

126 < 1-64 °

1'75 < 0% < 13:43.

o /
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/

XV. (1 — a)%-ni interval zaupanja
za kvocient varianc dveh populacij o7 /03:

s 1 - 0? - s 1
s3 F 03~ s: F
92 a/2n1—1ny—1 2 2 a/2no—1n;—1

Privzeli smo:

— obe populaciji iz katerih izbiramo vzorce,
imata pribliZno normalni porazdelitvi relativnih frekvenc.

—naklju¢na vzorca sta izbrana neodvisno iz obeh populacij.

N

542

/
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/

veljati

XVI. Izbira velikosti vzorca za oceno

populacijskega povprecja u

znotraj ¢ enot z verjetnostjo (1 — «):

Spomnimo se (glej str. 510), da z verjetnostjo 1 — a velja

o

|z —pf < Za/Z%-

T —

Zoz/2 o

E

\Populacij ski odklon mora biti obicajno aproksimiran.

Od tu dobimo, da mora za to, da bo napaka manjSa od ¢ z verjetnostjo 1 — a,

/
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/

povpreCjem manjSa od enega leta.

Ce vemo, da je standardni odklon o = 10 let in izberemo 5% tveganie,
lahko ocenimo, kako velik vzorec potrebujemo:

2 2
Z0/2 " O 1-96 x 10
n> |22 %) = 1>< _ 3842
g

Ce zelimo doseci postavljeno natanCnost ocenjevanja,

potrebujemo vsaj 385 enot v sluCajnem vzorcu.

o

~

Primer: Denimo, da zelimo oceniti povprecno starost podjetnikov majhnih
podjetij, tako da bo razlika med populacijskim povprecjem in ocenjenim

/
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XVII. Izbira velikosti vzorca za oceno razlike 11, — 1
med parom populacijskih povprecij, ki je pravilna
znotraj ¢ enot z verjetnostjo (1 — «):

~
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4 N

XVIII. Izbira velikosti vzorca za oceno

deleza populacije 7, Ki je pravilna
znotraj < enot z verjetnostjo (1 — «):

2

Za/2
2 ) pg

Opozorilo: v tem primeru potrebujemo oceni za p in q.
Ce nimamo nobene na voljo, potem uporabimo p = g = 05
za konzervativno izbiro Stevila n.

N
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N

XIX. Izbira velikosti vzorca za cenilko razlike 7 — 5
med dvema delezema populacije, ki je pravilna
znotraj ¢ enot z verjetnostjo (1 — «):

2

far/2
/ (P1q1 + P2go)

N1 — N9 —

~
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/r’l_ H\\
LONGRATULATIONS! WITH THESE

SECTIONS COVERING THE BASIZS OF
CONFIPENCE INTERVALS AND
HWYPOTHEZIS TESTING, YOU HAVE JUST
COMPLETEDR YOUR FIRST COURSE IN
LLASSICAL STATISTIZS!
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N

~

IL.5. Preverjanje statisticnih domnev
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N

e postopek

e clementi

—napake 1. in 2. vrste
— znacilno razlikovanje

— moc statistiCnega testa

e testi

— centralna tendenca
— delez

— varianca

Nacrt
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Uvod

e postavimo domnevo (hipotezo)
o populaciji,

* izberemo vzorec, s katerim bomo

preverili domnevo,

e zavrnemo ali sprejmemo domnevo.

Domneva je testirana z doloCanjem
verjetja, da dobimo doloCen,

rezultat kadar jemljemo vzorce

1z populacije s predpostavljenimi

\Vrednostimi parametrov. /
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Z.godovina

Teorijo preverjanja domnev sta v
20. 1n 30. letih prejSnjega stoletja
razvila J. Neyman in E.S. Pearson.

Statisticna domneva (ali hipoteza)
je vsaka domneva o porazdelitvi
sluCajne spremenljivke X na populaciji.

N /
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@ R

Ce poznamo vrsto (obliko) porazdelitve p(x; a) in postavljamo/raziskujemo

domnevo o parametru a, govorimo o parametricni domnevi.

Ce pa je vprasljiva tudi sama vrsta porazdelitve,

je domneva neparametricna.

Domneva je enostavna, Ce natacno doloCa porazdelitev
(njeno vrsto in toCno vrednost parametra); sicer je sestavijena.

Primer: Najbo X ~ N(u,o0).

Ce poznamo parameter o, je domneva H : ;= 0 enostavna;
Ce pa parametra o ne poznamo, je sestavljena.

Primer sestavljene domneve je tudi H : pu > 0.

/
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Statisticna domneva je lahko pravilna ali napacna.
Zelimo seveda sprejeti pravilno domnevo in zavrniti napacno.
Tezava je v tem, da o pravilnosti/napacnosti domneve

Ponavadi se odloCamo le na podlagi vzorca.

Ce vzor¢ni podatki preveC odstopajo od domneve, reCemo,
da niso skladni z domnevo, oziroma,

da so razlike znacilne, in domnevo zavrnemo.

Ce pa podatki domnevo podpirajo, jo ne zavrnemo
— vCasih jo celo spreymemao.
To ne pomeni, da je domneva pravilna, temvec

da ni1 zadostnega razloga za zavrnitev.

o

ne moremo biti gotovi, Ce jo ne preverimo na celotni populaciji.

/
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o

Postopek preverjanja domneve

postavimo niCelno in alternativno domnevo,
1zberemo testno statistiko,

doloCimo zavrnitveni kriterij,

izberemo nakljucni vzorec,

1zracunamo vrednost na osnovi testne statistike,
sprejmemo odlocitev,

naredimo ustrezen zakljucek.

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

555



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

o

Domneva

e Nicelna domneva (H)

— je trditev o lastnosti populacije za katero predpostavimo, da drzi
(oziroma za katero verjamemo, da je resniCna),

— je trditev, ki jo test skusa ovreci.

e Alternativna (nasprotna) domneva (H )

— je trditev nezdruzljiva z nicelno domnevo,

— je trditev, ki jo s testiranjem skuSamo dokazati.

/
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o

e niCelna domneva (H)

... Domneva

— obtozenec je nedolzen,

— obtoZenec je kriv.

 alternativna domneva (H )

/
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/

o

Odlocitev in zakljucek

* Porota je spoznala obtoZenca za Krivega.
Zaklju¢imo, da je bilo dovolj dokazov, ki nas prepriCajo,
da je obtozenec storil kaznivo dejanje.

 Porota je spoznala obtoZenca za nedolznega.
ZakljuCimo, da je n1 bilo dovolj dokazov, ki bi nas prepricali,
da je obtozenec storil kaznivo dejanje.

/
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/

o

Elementi preverjanja domneve

odlocitev
nedolzen kriv
pravilna napaka
nedolzen | odlocitev 1. vrste
. (@)
dejansko
stanje napaka mocC
kriv 2. vrste testa
(8) (1-0)

/
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... Elementi preverjanja domneve

 verjetnost napake 1. vrste (o)

verjetnost za obtozbo nedolznega obtozenca.
 znacilno razlikovanje (signifikantno) oziroma stopnja znacilnosti

e koli¢ina dvoma («), ki ga bo porota Se sprejela.
— Kriminalna tozba: Beyond a reasonable doubt...

— Civilna tozba: The preponderance of evidence must suggest...

o

/
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o

... Elementi preverjanja domneve

e verjetnost napake 2. vrste: ()

— verjetnost, da spoznamo krivega obtozenca za nedolznega,

e moc testa: (1 — )

— verjetnost, da obtozimo krivega obtozenca.

/
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Sodba

* breme dokazov,

e potrebno je prepricati poroto, da je obtoZeni kriv
(alternativna domneve)
preko doloCene stopnje znacilnosti.

— Criminal: Reasonable Doubt

— Civil: Preponderance of evidence

o /
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* Ni bremena dokazovanja.

o

Obramba

e Povzrociti morajo dovolj dvoma pri poroti,
Ce je obtozeni resniCno Kriv.

/
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/ Primeri preverjanja domnev \

Postavimo domnevo o vrednosti parametra, npr. m — delez enot z doloCeno
lastnostjo na populaciji. Denimo, da je domneva

Hy : m=036

Tvorimo slucCajne vzorce npr. velikosti n = 900 in na vsakem vzorcu
doloC¢imo vzor¢ni delez p (delez enot z doloCeno lastnostjo na vzorcu).
Ob predpostavki, da je domneva pravilna, vemo, da se vzorCni delezi
porazdeljujejo priblizno normalno

N(m \/Wo(ln— wo))

Vzemimo en sluCajni vzorec z vzorCnim delezem p. Ta se lahko bolj ali

manj razlikuje od 7. Ce se zelo razlikuje, lahko podvomimo o resni¢nosti
domneve m = my. Zato okoli my naredimo obmocje sprejemanja domneve
kin izven tega obmocja obmocje zavraCanja domneve. /
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Denimo, da je obmocje zavraCanja doloceno s 5% vzorceyv,

ki 1imajo ekstremne vrednosti delezev (2:5% levo in 2:5% desno).

Deleza, ki loCita obmocje sprejemanja
od obmocja zavraCanja lahko izraCunamo takole:

mo(l — 7
P12 = Mo = Za/z\/ ol O>,

n
0-36 x 0-64
p1,2 =036 & 1'96\/ 900 obmocje
0°36 + 003 zavracanje Zpre]emanja zavracanje
— omneve

(FTR H,)

X
\ 0.33 0.36 0.39 /
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Kot smo ze omenili, je sprejemanje ali zavraCanje domnev po opisanem

postopku lahko napacno v dveh smislih:

Napaka 1. vrste (a):

Ce vzor¢na vrednost deleZa pade v obmogje zavradanja, domnevo m = 7
zavrnemo. Pri tem pa vemo, da ob resni¢ni domnevi m = 7 obstajajo
vzorci, ki imajo vrednosti v obmocju zavracanja.

Stevilo « je verjetnost, da vzorCna vrednost pade v obmocje zavracanja,
ob prodpostavki, da je domneva resniCna.

Zato je « verjetnost, da zavrnemo pravilno domnevo — napaka 1. vrste.
Ta napaka je merljiva in jo lahko poljubno manjSamo.

o /
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Napaka 2. vrste (3):

VzorCna vrednost lahko pade v obmocje sprejemanja,
Ceprav je domnevna vrednost parametra napacna.

V primeru, ki ga obravnavamo,
naj bo prava vrednost deleza na populaciji m = 0-40.

Tedaj je porazdelitev vzorCnih delezev

N(w, \/7(1 - ﬂ) — N(0-40,0°0163)

n

o /
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/

Ker je obmocje sprejemanja, domneve v intervalu 0-33 < 7 < 0-39,
lahko izraCunamo verjetnost, da bomo sprejeli napacno domnevo takole:

B=P(033<nm<039) =027

Napako 2. vrste lahko 1zraCunamo le,
¢e imamo znano resnicno vrednost parametra 7.

Ker ga ponavadi ne poznamo, tudi ne poznamo napake 2. vrste.

Zato ne moremo sprejemati domnev.

o

~

/
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0.33 0.36 0.39 0.40

N /
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Statisticna nicelna domneva

Hy : p =9 mm
(Premer 9 milimetrskega kroga),
Hy @ p =600 km

(Proizvalajec trdi, da je to doseg

novih vozil),

Hy : p = 3 dnevi

o /
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Neusmerjena alternativna domneva

3

Hy : p =9 mm

H, : 1 #9mm

Premer 9 milimetrskega kroga.

N /
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“Manj kot” alternativna domneva

Hy : p =600 km

H, : < 600 km

Proizvalajec trdi, da je to

doseg novih vozil.

o /
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““Vec kot” alternativna domneva

Hy @ p= 3 dnevi

H, : p> 3 dnevi

Cas odsotnosti dolo¢enega artikla
pri neposredni podpori.

o

/

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &

573



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

N

Definicije

. Zavrnitev niCelne domneve, Ce je le-ta pravilna, je napaka 1. vrste.

Verjetnost, da naredimo napako 1. vrste, oznaCimo s simbolom «

in ji pravimo stopnja tveganja, (1 — o) pa je stopnja zaupanja.

Ce ne zavrnemo niCelno domnevo, v primeru, da je napacna,
pravimo, da gre za napako 2. vrste.

Verjetnost, da naredimo napako 2. vrste, oznacimo s simbolom S,

. Moc statisti¢nega testa, (1 — )

je verjetnost zavrnitve niCelne domneve v primeru,
ko je le-ta v resnici napacna.

/
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o

e nicelna domneva

—Hy : g=qo

Statisticna domneva

e alternativna domneva

-H, : ¢# q
-H, : g> qo
—HaIQ<QO

/
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Naloga 9.4 na strani 428

Pascal je visoko-nivojski programski jezik,
ki smo ga nekoC pogosto uporabljali na
miniracunalnikih in microprocesorjih.

Narejen je bil eksperiment, da b1 ugotovili

delez Pascalovih spremenljivk, ki so tabelariCne spremenljivke
(v kontrast skalarim spremenljivkam,

ki so manj ucinkovite, glede na Cas izvajanja).

o /
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(-

0 spremenljivk je bilo naklju¢no izbranih i1z

mnozice Pascalovih programoyv,

—
pri tem pa je bilo zabelezeno Stevilo (( @}\‘
tabelariCnih spremenljivk Y. /::;:twr//g\s

Predpostavimo, da zelimo testirati domnevo,
da je Pascal bolj uCinkovit jezik kot Agol,
pri katerem je 20% spremenljivk tabelariCnih.

To pomeni, da bomo testirali Hy : m = 020,
proti H, : ™ > 020, kjer je 7 verjetnost,
da imamo tabelari¢no spremenljivko na vsakem poskusu.

Predpostavimo, da je 20 poskusov neodvisnih.

- /
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/(a) Doloci o za obmocje zavrnitve Y > 8. Q \‘ \

IzraCunati zelimo verjetnost, da se bo zgodila
napaka 1. vrste, torej da bomo zavrnili pravilno domnevo.

Predpostavimo, da je domneva H pravilna, tj. Y ~ B(20,0°2).
Ce se bo zgodilo, da bo Y pri izbranem vzorcu vedji ali enak 8,
bom domnevo zavrnili, Ceprav je pravilna. Torej velja:

a = PY>8)=1-P(Y <7)

7
= 1-) P(Y=
1=0
7

i=0
= 1-09679 = 00321 = 3 21%.

o /
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/(b) DolocCi a za obmocje zavrnitve Y > 5. \

Stevilo 5 smo si izbrali &isto naklju¢no (tako kot prej 8), ([ @\\
vendar z namenom, da dobimo obcCutek, kaj se dogaja  E= //§D
z verjetnostjo «, ko spreminjamo velikost obmocja.

Do rezultata pridemo na enak nacin kot v prejSnji tocki:

a = P(Y>5)=1-P(Y <4)

4
= 1—ZP(Y:
— 1-2(210)02@0820 :

i=0
= 1—-06296 = 03704 = 37:04%.

o /
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(¢) Doloci 3 za obmocje zavrnitve Y > 8, e je m = 0°5.

Izracunati Zelimo verjetnost, da se bo zgodila napaka 2. vrste,

torej da bomo sprejeli napacno domnevo.
Ker vemo, da je m = 05, velja Y ~ B(20,05).

Napacno domnevo bomo sprejeli,
¢e bo Y pri izbranem vzorcu manjsi od 8.

7
B = =) ( )0 5 0'5°97" = 01316 = 13'16%.

1=0

o /
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(d) Dolo¢i 8 za obmocje zavrnitve Y > 5, e je p = 0°5.

Do rezultata pridemo na enak nacin kot v prejSnji tocki:

4
B =P <4) Z( )05’L 0'5297% = 0'0059 = 0'59%.

1=0

o /
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(e) Katero obmocje zavrnitve Y > 8 ali Y > 5 je bolj zazeleno,
Ce zelimo minimizirati verjetnost napake 1. stopnje

oziroma ¢e zelimo minimizirati verjetnost napake 2. stopnje.

Napako 1. stopnje minimiziramo z izbiro obmocja Y > 8,
napako 2. stopnje pa z izbiro obmocja ¥ > 5.

o

/
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(f) Doloc¢i obmocje zavrnitve Y > a tako, da je « priblizno 0-01.

Na osnovi toCke (e) zaklju¢imo, da se

z veCanjem Stevila a manjSa verjetnost c.

S poskuSanjem, ki ga pricCnemo na osnovi izkuSenje iz toCke (a),
pridemo do a = 9.

o /
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/

ce je v resnici m = 0-4.
VeljaY ~ B(20,0°4) in
8

1=0
Moc testa znasa 0-4044.

o

B =

(g) Za obmocje zavrnitve doloCeno v tocCki (f) dolo¢i moc testa,

Moc testa je 1 — (3. Verjetnost (3 izraCunamo enako kot v to¢kah (c) in (d).

~

LLLLLLLLL

T,
( )0 4 06297 = 0°'5956 = 59°56%.

584

/
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(h) Za obmocje zavrnitve doloCeno v tocki (f) doloCi moc testa,

cejevresnicim = 07.

Tokrat velja Y ~ B(20,0'7) in

8
20 . .
B=PY <8) = E ( , )0-7@ 0'32°7* = 0'0051 = 0'51%.
)
i=0
Moc testa znasa 0-995.

o /
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/ Formalen postopek preverjanja domneyv \

1. Postavi domnevi:
—nicelna,

— alternativna.

2. Za parameter poiS¢emo kar se da dobro cenilko
(npr. nepristransko) in njeno porazdelitev ali
porazdelitev ustrezne statistike (izraz, v katerem nastopa cenilka).

3. Doloci odlocitveno pravilo.
Izberemo stopnjo znacilnosti ().
Na osnovi stopnje znacilnosti in porazdelitve statistike
dolo¢imo kriticno obmocje;

4. Zberi/manipuliraj podatke ter na vzorcnih podatkih

k 1zraCunaj (eksperimentalno) vrednost testne statistike (TS). /
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5. Primerjaj in naredi zakljucek.

e Ce TS pade v kriticno obmocje, niCelno domnevo zav

in sprejmi osnovno domnevo ob —

stopnji znacCilnosti a.

e Ce TS ne pade v kriticno obmocije,
pa pravimo da vzorCni podatki
kazejo na statisticno neznacilne razlike

med parametrom in vzorcno oceno.

N
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Preverjanje domneve

odlocitev

FTR H, zavrni H

Hy je | pravilna

pravilna | odlocCitev
dejansko
stanje

Hy je pravilna
napacna odlocitev

o

/
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/

Napaka 1. vrste

o

odlocitev
FTR H, zavrni H
Hy je napaka
pravilna 1. vrste
dejansko
stanje
H 0 je
napacna

/
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Napaka 2. vrste

o

odlocitev
FTR H, zavrni H
HO je
pravilna
dejansko
stanje
Hy je | napaka
napacna | 2. vrste

/
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o

Moc testa
odlocitev
FTR H, zavrni H
HQ je
pravilna
dejansko
stanje
Hy je (1—-0)
napacna

/
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Elementi preverjanja domneve

odlocitev
FTR H, zavrni H
HO je
pravilna o)
dejansko (@)
stanje
Hy je (8) (1—5)
napacna

o /
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o

... Elementi preverjanja domneve

verjetnost napake 1. vrste («)

— Ce domneva H drzi, kakSna je moznost, da jo zavrzemo.

stopnja znacilnosti testa (signifikantnosti)

— Najvelji «a, ki ga je vodja eksperimenta pripravljen sprejeti
(zgornja meja za napako 1. vrste).

verjetnost napake 2. vrste ()

— Ce domneva H( ne drzi, kaksSna je moznost, da je ne zavrzemo.

moc¢ statistiCnega testa: (1 — ()

— Ce domneva H( ne drzi, kakSna je moznost, da jo zavrzemo.

~

/
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P-vrednost

P-vrednost (ali ugotovljena bistvena stopnja
za dolocen statisticni test) je verjetnost

) .- _ [y
(ob predpostavki, da drzi Hy), @W@
da ugotovimo vrednost testne statistike, gy

ki je vsaj toliko v protislovju s H|

in podpira H, kot tisto,

ki1 je 1zraCunana 1z vzorCnih podatkov.

o /
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/ ... P-vrednost \

Poenostavljeno: P-vrednost je najmanjSa stopnja znacilnosti, pri kateri Se

zavrnemo nicelno domnevo pri1 danih podatkih.

e Sprejemljivost domneve Hg na osnovi vzorca

— Verjetnost, da je opazovani vzorec (ali podatki) bolj ekstremni,
Ce je domneva H pravilna.

e Najmanjsi « pri katerem zavrnemo

Ty
THE $MALLER
THE P-VALUE,
THE STROMNGER
THE EVIDENCE
AGAINST Hy.

domnevo H,.
— Ce je P-vrednost > «, potem FTR Hy,

— Ce je P-vrednost < «, potem zavrni Hy.

o
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... Elementi preverjanja domneve

velikost  napaka napaka mocC

vzorca l.vrste 2.vrste testa

n o) I’ 1—p5
konst. 1 ) T
konst. d T 3
povecanje ) ) 0
zamnjSanje T T d

o /
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/ Predznacni test

Da bi preverili to trditev, bomo izbrali 10 vzorcev zemlje 1z te regije,
da ugotovimo, Ce empirini vzorci mocno podpirajo,
da je dejanska mediana mansja ali enaka 6-0?

Predpostavke

* nakljuCni vzorec
— neodvisen

— enako porazdeljen (kot celotna populacija),

e vzorcCenje iz zvezne porazdelitve,

k * verjetnostna porazdelitev ima mediano.

Predpostavimo, da je dejanska mediana (7) pH iz doloCene regije 6-0.

/
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N

Postavitev statisticne domneve
in izbira testne statistike

* nicelna domneva

— Hy : 7 = 60 (mediana populacije )

e alternativna domneva

-H, : 7<60

Testna statistika (TS)

e S, = Stevilo vzorcey, ki so vec¢ji od mediane 7y 1z domneve,

e S_ = Stevilo vzorcev, ki so mansji od mediane 7 iz domneve.

/
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/

Porazdelitev testne statistike

 vsak poskus je bodisi uspeh ali neuspeh,
e fiksen vzorec, velikosti n,

e nakljucni vzorci
— neodvisni poskusi,

— konstantna verjetnost uspeha.

Torej gre za
 binomsko porazdelitev: S, ~ B(n,p),

e s parameteri n = 101n p = 05,

e in pricakovano vrednostjo (matemati¢nim upanjem): E(X) = np =

~

D.

/
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o

P

0.2

Porazdelitev testne statistike

Mean=15.0 5td Dev=1581 Bkewness=0.000 Kurtosis =2.300

0.20

0.1s

oo

0.0

0.oo

0 1 2 3 4 5 6 7 & 9

Number of Binomial Successes forn=10,p=.5

/
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o

Doloc¢imo zavrnitveni kriterij

P(X =)

F ()

© 00 J O O = W N~ O |8

—
-

0-000977
0-009766
0-043945
0-117188
0-205078
0-246094
0-205078
0-117188
0-043945
0-009766
0-000977

0-00098
0-01074
0-05469
0-17188
0-37695
0-62305
0-82813
0-94531
0-98926
0-99902
1-00000

~

/
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o

... DoloC¢imo zavrnitveni Kriterij

e Stopnja znacilnosti testa (o) = 001074,
e Kriti¢na vrednost

-5, =1,
e Obmocje zavrnitve

/
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Izberemo nakljucni vzorec

Predpostavimo, da je dejanska mediana (7) pH iz doloCene regije 6-0.

Da bi preverili to trditev, smo i1zbrali 10 vzorcev zemlje iz te regije in jih
podvrgli kemiCni analizi in na ta nacin dolocili pH vrednost za vsak vzorec.

Ali empiricni podatki podpirajo trditev,
da je dejanska mediana mansja ali enaka 6-0?

593, 6:08, 586, 591, 612, 590, 595, 589, 598, 596.

o /
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N

Izracunamo vrednost iz testne statistike

in naredimo odlocitev

pH

predznak

593
6-03
5 36
591
6-12
590
595
589
598
596

S, =2
e IzraCunana vrednost S, lezi
zunaj zavrnitvenega obmocja.

e Ni osnove za zavrnitev

domneve H,.

/
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... PP-vrednost

P(X =x)

F(x)

© 00 J O O = W N~ O |8

—_
-]

0-000977
0-009766
0-043945
0-117188
0-205078
0-246094
0-205078
0-117188
0-043945
0-009766
0-000977

0-00098
0-01074
0-05469
0-17188
0-37695
0-62305
0-82813
0-94531
0-98926
0-99902
1-00000

Q-Vrednost = P(S5. > 2|7 =60) = 005469.

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

605



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

Izracunamo vrednost iz testne statistike

pH

predznak

593
6-08
586
591
612
590
595
589
598
596

_|_

~

/
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... PP-vrednost

P(X =x)

F(x)

© 00 J O O = W N~ O |8

—_
-]

0-000977
0-009766
0-043945
0-117188
0-205078
0-246094
0-205078
0-117188
0-043945
0-009766
0-000977

0-00098
0-01074
0-05469
0-17188
0-37695
0-62305
0-82813
0-94531
0-98926
0-99902
1-00000

Q-Vrednost = P(S_ > 8|7 =60) = 0-05469.

/
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/ Odlocitev in zakljucek \

P-vrednost > a = 0-01074.

Ni osnove za zavrnitev domneve H.

Zavrni niCelno domnevo.
— ZakljuCimo, da empiricni podatki sugerirajo,
da velja alternativna trditev.

N1 osnove za zavrnitev nicelne domneve
(angl. fail to reject, kratica FTR).

— Zaklju¢imo, da nimamo dovolj osnov,
da b1 dokazali, da velja alternativna trditev.

Premalo podatkov, da bi pokazali,
da je dejanska mediana pH manjSa od 6-0.

k e Privzemimo, da je pH enaka 6°0 v tej konkretni regiji. /
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/

DA

N

norralna
porazdelitey

T—test

Zrana varianca

por azdelitey

Izberimo testno statistiko

valik vaorec

Wilcoxow
predznacen
rang teat

predznachi
tazt

normaalna
porazdelitey

/—test

DA

/
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4 N

L. Hy: p=po

I\

Ce poznamo odklon o, potem

BAK
-

TS sledi z porazdelitev.

o /
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/

Primer (B)

Proizvajalec omake za Spagete da v vsako posodo 28 unCe omake
za Spagete. Koli¢ina omake, ki je v vsaki posodi,
je porazdeljena normalno s standardnim odklonom 0-005 unce.

Podjetje ustavi proizvodni trak in popravi napravo za polnenje,
¢e so posode bodisi

— premalo napolnjene (to razjezi kupce),
— ali preveC napolnjene (kar seveda pomeni manjsi profit).

Ali naj na osnovi vzorca iz 151h posod ustavijo proizvodno linijo?
Uporabi stopnjo znacilnosti 0-05.

o

/
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4 N

Postavimo domnevi

e nicelna domneva

—HO . u:28

e alternativna domneva

—H, : u+#28

o /
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/

DA

N

norralna
porazdelitey

T—test

Zrana varianca

por azdelitey

Izberimo testno statistiko

valik vaorec

Wilcoxow
predznacen
rang teat

predznachi
tazt

normaalna
porazdelitey

/—test

DA

/
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///’7

o

Z.-Test

* fest

— Hy : pu = pg (povprecje populacije)
e predpostavke

— naklju¢no vzorcenje

— poznamo varianco populacije

— 1zbiramo vzorce 1z normalne porazdelitve in/ali imamo vzorec
pri katerem je n velik.

/
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/

o

fiz)

0.40

Doloc¢imo zavrnitveni kriterij

Mormal Distribution: Mu =0, Sigma =1

0.3

0.30

0.2

0.20

0.1

010

0.0s

zavrni H zavrnl H

0.00
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/

o

Rezultati testiranja

naredi nakljuCni vzorec

— vzorcno povprecje: 28:0165

1zraCunajmo

TS = (280165 — 28)/0°0129 = 1-278.

naredimo odlocCitev

— FTR H

zakljucek

— privzemi p = 28

/
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4 N

P-vrednost

e Sprejemljivost domneve Hg na osnovi vzorca

— moznost za opazovanje vzorca (ali bolj ekstremno podatkov),
ce je domneva H pravilna

— P-vrednost = (2)P(Z > 1-278) = (2)(0-1003) = 02006

e Najmanjsi « pri katerem zavrnemo domnevo H

— P-vrednost > «, zato FTR H

o /
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/ ZaHaI,LL>,LL() \

odlocitveno pravilo: zavrni H, Ce je

TS > z,

C (rooooooooo
\

o “o /
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/

o

Za H, : 1 < g

odlocitveno pravilo: zavrni Hy, Ce je

TS < —z,

/
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/

o

Za Ha : /L#/LO

odlocitveno pravilo: zavrni H

ceje TS < —z,/2

alice je TS > z,/2

/
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/ 11. HQZ,LL:,LL()

Ce ne poznamo odklona o in je n > 30, potem

TS = sledi

(Velja omeniti Se, da se pr1 tako velikem n z- 1n
kt—porazdelitev tako ne razlikujeta kaj dosti.)

t porazdelitev z n — 1 prostostnimi stopnjami.

/
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4 N

111. H() . =

Ce ne poznamo odklona o, lastnost X je (na popu-

lac1j1) normalno porazdeljena in n < 30, potem

TS = sledi

t porazdelitev z n — 1 prostostnimi stopnjami.

o /
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/

Za sluCajni vzorec: 16-ih odraslih Slovencev smo izraCunali povprecno

Primer (C2)

Stevilo in variance priznanih let Solanja: £ = 10 in s% = 9.

Ali lahko sprejmemo domnevo, da imajo odrasli Slovenci
v povprecju vec kot devetletko pri 5% stopnji znacilnosti?

Postavimo najprej nicelno in osnovno domnevo:
HO:,LL:9 in H11M>9.

Ustrezna testna statistika je

X _
S“H NG

ki se porazdeljnje po ¢ porazdelitvi s 15 prostostnimi stopnjami.

o

~

Predpostavljamo, da se spremenljivka na populaciji porazdeljuje normalno.

/
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/

Ker gre za enostranski test,

je glede na osnovno domnevo
kriticno obmocje na desni strani
porazdelitve in kritiCna vrednost

Izracunaymo

10—-9
TS = 5 V16 =13

TS ne pade v kriticno obmocje.
Zato nicelne domneve ne moremo zavrniti
in sprejeti osnovne domneve,

da imajo odrasli Slovenci veC kot devetletko.

o

0 t,=1753 1

/
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4 N

Primer (C)

Ravnatelj bezigrajske gimnazije trdi, da imajo najboljsi PT program v
Sloveniji s povprecjem APFT 240.

Predpostavi, da je porazdelitev rezultatov testov priblizno normalna.

Uporabi a = 0-05 za dolocitev ali je povpreCje APFT rezultatov
Sestih nakljuCno izbranih dijakov iz bezigrajske gimnazije
statisticno vecje od 2407?

Postavimo domnevi:
¢ H() U= 240
e H, : 1> 240

o /
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/

DA

N

norralna
porazdelitey

T—test

Zrana varianca

por azdelitey

Izberimo testno statistiko

valik vaorec

Wilcoxow
predznacen
rang teat

predznachi
tazt

normaalna
porazdelitey

/—test

DA

/
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4 N

T'-test

* fest

— Hy : pu = pg (povprecje populacije)
e predpostavke

— naklju¢no vzorcenje

— ne poznamo varianco populacije

— 1zbiramo vzorce iz normalne porazdelitve
in/ali imamo vzorec pri katerem je n velik.

o /
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/

o

=)

0.40

0.35

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

Doloc¢imo zavrnitveni kriterij

Student's t Distribution: D.F. =5

avrni H
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/

o

Rezultati testov

naredi nakljuCni vzorec

— vzorcno povprecje: 2554

— vzorcni standardni odklon: 4007

izraCunaj

TS = (255'4 — 240)/16'36 = 0°9413

spreymi odlocCitev

— FTR H

zakljuCek

— Bezigrajska gimnazija ne more pokazati, da imajo visje

povprecje APFT rezultatov, kot slovensko povprecje.

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

629



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 630

4 N

P-vrednost

e Sprejemljivost domneve Hg na osnovi vzorca

— moznost za opazovanje vzorca (ali bolj ekstremno podatkov),
ce je domneva H pravilna

— P-vrednost = P(T > 09413) = 0-1949.

e Najmanjsi « pri katerem zavrnemo domneva H

— P-vrednost > «, zato FTR Hj .

o /
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/ge en primer: \

Specifikacije za mestni vodovod zahtevajo, da cevi zdrzijo pritisk 2500

enot. Proizvajalec cevi testira svoje cevi in dobi naslednje podatke:
2610, 2750, 2420, 2510, 2540, 2490, 2680.

Al je to dovolj, da nadzornik zakljuci izpolnjevanje pogojev?
Uporabimo stopnjo zaupanja o = 0-10.

Vstavimo podatke v Minitab (Ex9-23.MTV)

Cl:
2610
2750
2420
2510
2540

2490
2680 /
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4 N

T-test povprecja

Test of mu = 2500.0 vs mu > 2500.0

N MEAN  STDEV SE MEAN
Cl 7 2571.4  115.1 43.5
T p—VALUE
1.64 0.076

o /
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4 N

Razlaga P-vrednosti

1. Izberi najvecjo vrednost za a,
ki1 smo jo pripravljeni tolerirati.

2. Ce je P-vrednost testa manjSa kot
maksimalna vrednost parametra
potem zavrni nicelno domnevo.

o /
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4 N

Razlika povprecij dveh populaciji
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4 N

IV. Hy @ pp — pe = Dy

Ce poznamo o7 1n 09

ter jemljemo vzorce neodvisno, potem

(X, — X) — Dy

TS sledi z porazdelitev.
o} o3
mnq | o

N /
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/

V. Hy o — po = Dy

Ce ne poznamo o 1n/ali o9,
vzorce jemljemo neodvisno,

ny > 30 in/ali ny > 30, potem

TS

- (Xl—Xz)—DO
s? 83

(5] T2

N

~

sledi z porazdeliteyv.

/
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4 N

Primer 1: Preveriti Zelimo domnevo, da so dekleta na izpitu boljsa od

fantov. To domnevo preverimo tako, da izberemo slucajni vzorec 36 deklet
in slucajni vzorec 36 fantov, za katere imamo izpitne rezultate, na katerih
1izraCunamo naslednje statistiCne karakteristike:

XF:TO, sp=1

X D = 7'2, sp=1
Domnevo preverimo pri 5% stopnji znacilnosti.

Postavimo niCelno in osnovno domnevo:
Hy : up = purp oziroma pup — pup =0,

Hy : up > pr oziroma up — pug > 0.

o /
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~

Za razliko priCakovanih vrednosti lastnosti dveh populacij na vzorcih
raCunamo razliko vzorCnih povprecij, ki se za dovolj velike vzorce po-
razdeljuje normalno

% Sh ., Sk
Xp—Xp : N{pup —pr,\/ —+ —
np nrg

oziroma statistika

_ Xp—Xr— (up — pr)u
2 8%1

S_D+_

np nr

Z

standardizirano normalno N (0, 1).

Osnovna domneva kaze enostranski test: moznost napake 1. vrste je le na
desni strani normalne porazdelitve, kjer zavraCamo niCelno domnevo.
Z.ato je kriticno obmocje doloceno z vrednostmi vecCjimi od 1:65.

o /
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/

0 4165 2

ne pade v kriticno obmocje, zato nicelne domneve ne moremo zavrniti.
PovprecCna uspesnost deklet in fantov ni statisticno znacilno razli¢na.

o

/
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/

TS

VL. Hy @ pn — p2 = Dy

Ce ne poznamo o; 1n/ali 09, a vemo o1 = 03

in je n; < 30 ali ny < 30, potem

(X1 — X2) — Dy

~

nl—l—n2—2

sledi ¢ porazdelitev z n{ + ny — 2
\prostostnimi stopnjami.
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4 N

Privzeli smo:

1. slucajni spremenljivki sta vsaka na svoji populacij

priblizno normalno porazdeljent,
2. varianci na obeh populacijah sta enaki,

3. nakljuCna vzorca sta izbrana neodvisno

1z obeh populaci;.

o /
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/

o

VII. HO : ,ul—,LLQZDO

TS

Ce ne poznamo o; 1n/ali 09, a sta razliCna,
slucajni spremenljivki sta vsaka na svoji populacyj
normalno porazdeljeni, vzorca pa sta neodvisna

in n; < 30 ali ny < 30, potem
- (Xl — Xz) — DO

sledi

St

S3

(5]

t porazdelitev z v prostostnimi stopnjami,

T2

~

/
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/

kjer je
2
2 2
ST | S5
|
nq T
V= 2 5
2 9
S1 S9
1 19
|
|
n, — 1 no — 1

Ce v n1 naravno Stevilo, zaokrozi v navzdol do

najblizjega naravnega Stevila za uporabo ¢-tabele.

o

/
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/

TS

VIII. HO . g = DQ

Ce je vzorec izbran neodvisno in je n > 30, potem

D — Dy

sledi z porazdelitev.

Sd
NG

/
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/ IX. H() : ,ud:D() \

Ce vzorce ne jemljemo neodvisno, razlika dveh
lastnosti je na populaciji normalno porazdeljena

in n < 30, potem

D — D, . :
TS = sledi ¢ porazdelitev
Sd
NG
\ Z n — 1 prostostnimi stopnjami./
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//’

naloga

0 J o O b w DD

o

clovek.

urnik

185.
l406.
174.
184.
240.
253.
238.
2603.

T & 00 O W b W bH»

avtomatizirana

metoda

180.
248.
185.
216.
2609.
249.
2382
315.

O O O W b U1 O b»
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//’

naloga

O J o O b o w DD

o

clovek.

urnik

185.
l46.
174.
184.
240.
253.
238.
263.

T & 00 O W > W b

avtomatizirana

metoda

180.
248.
185.
216.
269.
249.
2382
315.

O O O W b U1 O b

~

razlika

—-102.
-11.
-31.
—29.

—43.
—-52.

D D w o kNN O

/
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4 N

Vstavimo podatke v Minitab (Ex9-40.MTYV)
Cl: 1854 146'3 174'4 184'9 2400 253,8 2388 2635
C2: 1804 2485 1855 2164 2693 2496 2820 3159

o /
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4 N

Test za parjenje in interval zaupanja

Parjen T" za C1-C2

N povpr. StDev SE povpr.
Cl 8 210.9 43.2 15.3
C2 8 243.4 47.1 16.7
Razlika 8 032.6 35.0 12.4

95% interval zaupanja za razliko povprec¢ja: (—61-9, —3:3)

T'-test za razliko povpr. = 0 (proti £ 0):
TS= —263
P-vrednost= 0-034.

o /
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4 X. Hy : m=m
Ce je n dovolj velik, potem

A

P — m . .
TS = sledi z porazdelitev.

7'('0(1 — 71'0)

n

Kot sploSno pravilo bomo zahtevali, da velja

np>4 1 ng > 4.

o

/
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/ Primer (D) \

Drzavni zapisi indicirajo, da je od vseh vozil, ki gredo skozi testiranje

izpuSnih plinov v preteklem letu, 70% uspesno opravilo testiranje
v prvem poskusu.

Naklju¢ni vzorec 2001ih avtomobilov testiranih v doloCeni pokrajni v
tekoCem letu je pokazalo, da jih je 156 Slo Cez prvi test.

Ali to nakazuje, da je dejanski delez populacije za to pokrajno
v tekoCem letu razli¢no od preteklega drzavnega deleza?

Pr1 testiranju domneve uporabi v = 0-05.

e Nicelnadomneva Hy : m =07

e Alternativna domneva H, : m # 07

kNa osnovi stopnje tveganja in porazdelitve doloCimo zavrnitveni kriteri;. /
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4 N

Mormal Distribution: Mu = 0, Sigma =1

p = 156/200 = 0'78.

e IzraCunaj
078 — 07
f(z) T = = 24: .
> 0-0324 088

Naredi odlocitev

— zavrni domnevo H

Zakljucek: pokrajna

~1-96 1-96

ima drugacen kriteri;.
P-vrednost: gre za najmanjsi « pri katerem zavrnemo domneve H
(t.j. sprejemljivost domneve Hy na osnovi vzorca):
P-vrednost = (2) x P(Z > 2°469) = (2) % (0-:0068) = 0-0136.
Qnaéem primeru je torej P-vrednost < «, zato zavrni domnevo H. /
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/ Razlika delezev dveh populacij \

Velika vzorca za testiranje domneve o m; — o

Kot splosno pravilo bomo zahtevali, da velja

nip1 > 4, niqy > 4,

K nopa >4 1In nag > 4. /
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4 N

XI. Velika vzorca za preverjanje
domneve o m; — my, kadar je Dy = 0.

P]_ T P2 ° °
TS = sledi z porazdelitev.
( : : )
prq |
mnq n-
. Yy T Y2 .
kjer je p = mqg=1-—np.
N1 +— N9

N

Univerza v Ljubljani

654



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

glasovalo 50 prebivalcev (k2).

o

Primer (D3)

preverimo pri 10% stopnji znacinosti.

Zelimo preveriti, ali je predsedniski kandidat razli¢no priljubljen
med mestnimi in vasSkimi prebivalci. Zato smo sluCajni vzorec mestnih
prebivalcev povprasali, ali b1 glasovali za predsedniSkega kandidata.

Od 300 vpraSanih (nq) jih je 90 glasovalo za kandidata (k).
Od 200 slucajno izbranih vaskih prebivalcev (ns) pa je za kandidata

Domnevo, da je kandidat razlicno priljubljen v teh dveh obmocjih

/
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/

H() . T = 79 oziroma 7'('1—7'('2:0,
H, : my # 1y oziroma mw; —my # 0.

Vemo, da se razlika vzorCnih delezev porazdeljuje priblizno normalno:

Pl—pg N 1 — o, 7T1(1—7T1)_|_7T2<1—7T2)

ni n2
Seveda 71 1n 79 nista znana. Ob predpostavki, da je nicelna domneva
pravilna, je priCakovana vrednost razlike vzorCnih delezev hipotetiCna
vrednost razlike delezev, ki je v nasem primeru enaka 0. Problem pa je,
kako oceniti standardni odklon. Ker velja domneva 71 = m = m, je

disperzija razlike vzorCnih delezev

__|__
niy N2

1 12 ni n2

o

m(l—m) m(l-m) w(l-7m) w(1l-m) ( 1 1 )
+ + = 7(1—m) :

~

/
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4 N

Populacijski delez m ocenimo z utezenim povprecjem vzorcnih delezev pq

n D2
_ mprt+napy kit ke
ny + n2 ni+ng
Vrnimo se na primer. VzorCna deleza sta:
90 50
= — =030 = — = 025.
P17 300 S C T

o /
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/

Ocena populacijskega deleza je

50 + 90
= = 0°28.
P~ 900 + 300
Kot smo ze omenili, se
TS P — P, — (m —m2)m

: 5y (1 1
\/P(l — P) (5 + n—Z)
porazdeljuje priblizno standardizirano normalno N (0, 1).

Ker gre za dvostranski test, sta kriticni vrednosti +z,, o = +1-65.

. — 025 —
TS 030 —025—-0 _ 199

\/0-28(1 —0-28) (555 + 230)

o

/
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4 N

~1,65 0 +1,65 Z

TS ne pade v kriticno obmocje, zato niCelne domneve ne moremo zavrniti.
Priljubljenost predsedniSkega kandidata ni statisticno znacilno razlicna med

mestnimi in vaskimi prebivalci.

o /
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-~

TS

N

o (Pl—Pz) — D()

~

XII. Velika vzorca za preverjanje
domneve o m; — my, kadar je Dy # 0

/

P14d1

sledi z porazdeliteyv.
P2q2

(5]

T2

/
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/

znamko B.

negacija nicelne domneve).

o

Primer

~

Neka tovarna cigaret proizvaja dve znamki cigaret. Ugotovljeno je, da
ima 56 od 200 kadilcev raje znamko A in da ima 29 od 150 kadilcev raje

Preveri domnevo pri 0°06 stopnji tveganja, da bo prodaja znamke A boljsa
od prodaje znamke B za 10% proti alternativni domnevi, da bo razlika
manj kot 10% (slednje poment le, da je v tem primeru alternativna domneva

Qs

/
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4 XIII. Preverjanje domneve o Varianci\

populacije H, : ¢ = o}

(n —1)S? ,

TS = 5 sledi porazdelitev x~.
O

Ce je
e H, : 02> 0Z, potem je odloditveno pravilo:
zavrni ni¢elno domnevo, Ce je test statistike vedji ali enak x2 (n—1).

 H, : 0? <02 potem je odlo¢itveno pravilo:
zavrni ni¢elno domnevo, Ce je test statistike manjsi ali enak x%__, (n—1).

e H, : 0?+# 0, potem je odloditveno pravilo:
zavrni ni¢elno domnevo, Ce je test statistike manjsi ali enak x3__, (n—1)

\ ali Ce je test statistike vecji ali enak y2 (n—1). /
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/

in izmerijo zavrzeno tekocino.

potem mora naprava na Servis.

Ali naj jo odpeljejo na servis?

Uporabr a = 0-1.

o

Primer (E)

KoliCina pijace, ki jo naprava za mrzle napitke zavrze je normalno
porazdeljena s povprecjem 12 uncev in standardnim odklonom 0-1 unce.

Vsakic, ko servisirajo napravo, si izberejo 10 vzorcev

Ce je razprsenost zavrzene koliCine prevelika,

/
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4 N

Testiranje domneve o varianci

Nic¢elna domneva Hy : o2 = 0'01,

Alternativna domneva H, : o2 > 001,

Predpostavke
— nakljucni vzorec

— vzorcenje i1z normalne porazdelitve.

Testna statistika

S?%(n —1)

2 _
Xv=n—-1 " 2
90

o /
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/

o

fitx)

Doloc¢imo zavrnitveni kriterij

Chi-Square Distribution: D.F. =9

0.08—

0.06—

0.04 —

0.02—

0.01—

zavini H

| | | |
| | | |
15 20 5 0

14,684

0.00

/
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/

o

Rezultati testiranja

naredi nakljuCni vzorec

— varianca vzorca: 0, 02041

1zraCunaj

TS = (0:02041)(9)/(0°01) = 18369

naredi odlocCitev

—zavrni H

zakljucek

— popravi napravo

/
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/

o

P-vrednost

e Sprejemljivost domneve Hg na osnovi vzorca

— moznost za opazovanje vzorca (ali bolj ekstremno podatkov),
ce je domneva H pravilna

— P-vrednost = P(x? > 18:369) = 0-0311

e Najmanjsi « pri katerem zavrnemo domnevo H

— P-vrednost < «, zato zavrni domnevo H,.

/
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varianc neodvisnih vzorcev
Hy : oi/o5 =1

Ce velja

H, : 0i/o5 > 1,
potem je testna statistika enaka s /s3,
odlocitveno pravilo pa je:
zavrni niCelno domnevo, Ce velja

TS Z Fa(nl — 1,712 — 1)

N

- XIV. Preverjanje domneve o kvocientu\

/
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@ )

Ce velja H, : 0}/05 < 1, potem je testna statistika

enaka
varianca vecjega vzorca

varianca manjSega vzorca
odlocitveno pravilo pa je:

zavrni ni¢elno domnevo, &e velja s7 > s3 in
TS Z Fa(nl — 1,77,2 — 1)
oziroma zavrni ni¢elno domnevo, &e velja s7 < s3 in

TS 2 Fa(ng — 1,%1 — 1)

o /
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/

Preverjanje domnev o porazdelitvi
spremenljivke

Do sedaj smo ocenjevali in preverjali domnevo o

parametrih populacije kot u, o in 7.

Sedaj pa bomo preverjali, Ce se spremenljivka
porazdeljuje po doloCeni porazdelitvi.

Test je zasnovan na dejstvu, kako dobro se prilegajo
empiricne (eksperimentalne) frekvence vrednosti
spremenljivke hipoteticnim (teoretiCnim) frekvencam,

ki so doloCene s predpostavljeno porazdelitvijo.

N

~

/
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/

Za primer vzemimo met kocke in za spremenljivko Stevilo pik pri metu

Preverjanje domneve o enakomerni porazdelitvi

kocke. Preverimo domnevo, da je kocka poStena, kar je enakovredno

in osnovna domneva
Hy @ spremenljivka se porazdeljuje enakomerno,
H; : spremenljivka se ne porazdeljuje enakomerno.

Denimo, da smo 120-krat vrgli kocko (n = 120)
in Stejemo kolikokrat smo vrgli posamezno Stevilo pik.

To so empiri¢ne ali opazovane frekvence, ki jih ozna¢imo s f;.
TeoretiCno, Ce je kocka poStena, pricakujemo, da bomo dobili vsako
vrednost z verjetnostjo 1/6 oziroma 20 krat.

To so teoreticne ali pricakovane frekvence, ki jih oznacimo s f7.

o

~

domnevi, da je porazdelitev spremenljivke enakomerna. Tedaj sta niCelna

/
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/

Podatke zapiSimo v naslednji tabeli

T; 1 2 3 4 5 6
p; | /6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

7120 20 20 20 20 20
fi | 20 22 17 18 19 24

o

/
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4 N

S primerjavo empirinih frekvenc z ustreznimi teoreticnim frekvencami se
moramo odlociti, Ce so razlike posledica le vzorcnih ucinkov in je kocka
postena ali pa sp razlike prevelike, kar kaze, da je kocka neposStena. Testna
statistika, ki mer1 prilagojenost empiricnih frekvenc teoretiCnim je

k

N JAV”
X2:Z(f’b f/fz) ’

1=1

ki se porazdeljuje po x? porazdelitvi z m = k — 1 prostostnimi stopnjami, ki
so enake Stevilu vrednosti spremenijivke ali celic (k) minus Stevilo koliCin
dobljenih 1z podatkov, ki so uporabljene za izraCun teoretiCnih frekvenc.

o /
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/V nasem primeru smo uporabili le eno koli¢ino in sicer skupno Stevilo met(h
kocke (n = 120). Torej Stevilo prostostnih stopenjje m = k—1 = 6—1 = 5.
Nicelna in osnovna domneva sta tedaj

Hy:x*=0 in H;:x?>0.

Doomnevo preverimo pri stopnji znacilnosti o« = 5%.

Ker gre za enostranski test, je kritiCna vrednost enaka

Xi—alk—1) = xZg5(5) = 11°1.
IzraCunamo
(m—2m2+(m—am2+(W—2m2
20 20 20
18 — 20)2 19 — 20)2 24 — 20)2
L(18—20)° | (19-20)° (24— 20)
20 20 20

_AH9+4+1416 34

\\\¥ 20 - 20 4///
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4 N

0 2 4 6 8 10 12
11.1

Ker TS ne pade v kriticno obmocje, nicelne domneve ne moremo zavrniti.
Empiri¢ne in teoretiCne frekvence niso statisticno znacilno razli¢ne med

seboj.

o /
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/

o

Omenjeni test najpogosteje uporabljamo za preverjanje
al1 se spremenjivka porazdeljuje normalno.

V tem primeru je izraCun teoretiCnih frekvenc

potrebno vloziti malo vec truda.

Preverjanje domneve o normalni porazdelitvi

676

/
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/

takole:

o

Primer: Preverimo domnevo, da se spremenljivka telesna viSina porazdel-
juje normalno N (177, 10). Domnevo preverimo pri 5% stopnji znacilnosti.
Podatki za 100 sluCajno izbranih oseb so urejeni v frekvencni porazdelitvi

fi

nad 150-160 2
nad 160-170 | 20
nad 170-180 | 40
nad 180-190 | 30
nad 190-200 8
100

~

/
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Nicelna in osnovna domneva sta tedaj
Hy : x*=0 in H; : x*#0.

Za test uporabimo testno statistiko

k N2
XQZZ(fZ f/fz) ’
1 i

1

ki se porazdeljuje po x? porazdelitvi z m = 5 — 1 prostostnimi stopnjami.
Kriti¢na vrednost je
Xo.95(4) = 949

V naslednjem koraku je potrebno izraCunati teoretiCne frekvence.

Najprej je potrebno za vsak razred izraCunati verjetnost p;, da spremenljivka
zavzame vrednosti doloCenega intervala, Ce se porazdeljuje normalno.

To lahko prikazemo na sliki:

o /
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/N
A N

150 X

Tako je na primer verjetnost, da je viSina med 150 in 160 cm:

150 — 177 160 — 177
< 4 <

P(150 < X < 160) = P
(150 < X < 160) ( n n

o

)

= P(—27<Z<-17)=®(27)—®(1'7) = 04965 —0 4554 = 0-0411.

/
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/

Podobno lahko 1zraCunamo ostale verjetnosti. TeoretiCne frekvence so
fi = n X p;. IzraCunane verjetnosti p; in teoreticne frekvence f; so

fi Di fi
nad 150-160 2 100411 | 411
nad 160-170 | 20 | 0-1974 | 1974
nad 170-180 | 40 | 0-3759 | 3759
nad 180-190 | 30 | 0-2853 | 28:53
nad 190-200 8 | 00861 | 861

100 9858

o

~

/
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/Izraéunaj mo

knpr. Kolmogorov-Smirnov test.

—— (2—411)%2 (20—1974)% (40 — 37°59)?
411 19-74 3759
(30 — 28:53)% (8 —861)? <1
28-53 861
p(¥)
| l l |

0 2 2 4 6 g 10 12 X
Ker ne pade v kriticno obmocje, ne moremo zavrniti niCelne domneve, da je
spremenljivka normalno porazdeljena.
Obstajajo tudi drugi testi za preverjanje porazdelitve spremenljivke,

/
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/

I1.6. Bivariatna analiza in regresija

x

N

250 - |
200 H 1' Bs 8
% goo
5 % &o 0
150 oo g_ﬁ_azﬁﬂ B0
0 . o E P B
08°8 g0 8
® °38:
100 - 5" |
50 e | T I
BO B5 70 75

/
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4 N

Bivariatna analiza

X <— Y povezanost

X — Y odvisnost

Mere povezanosti lo¢imo glede na tip spremenljivk:

1. NOMINALNI tip para spremenljivk (ena od spremenljivk je

nominalna): y?, kontingencni koeficienti, koeficienti asociacije;

2. ORDINALNI tip para spremenljivk (ena spremenljivka je ordinalna
druga ordinalna ali boljsa) koeficient korelacije rangov;

3. STEVILSKI tip para spremenljivk (obe spremenljivki sta $tevilski):
koeficient korelacije.

o /
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4 N

Preverjanje domneve o povezanosti dveh nominalnih

spremenljivk

Vzemimo primer:

ENOTA: dodiplomski Student neke fakultete v letu 1993/94;

VZOREC: sluCajni vzorec 200 Studentov;

1. SPREMENLIJIVKA: spol;

2. SPREMENLIJIVKA: stanovanje v Casu Studija.

Zanima nas ali Studentke drugace stanujejo kot Studentje oziroma: ali sta
spol in stanovanje v Casu Studija povezana. V ta namen podatke Studentov
po obeh spremenljivkah uredimo v 2-razsezno frekvencno porazdelitev.

To tabelo imenujemo kontingencna tabela.

o /
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4 N

Denimo, da so podatki za vzorec urejeni v naslednji kontingencni tabeli:

starS1  Stud. dom zasebno | skupaj
moski 16 40 24 80
zenske | 48 36 36 120
skupaj | 64 76 60 200

Ker nas zanima ali Studentke drugace stanujejo v Casu Studija kot Studentje,

moramo porazdelitev stanovanja Studentk primerjati s porazdelitvijo
Studentov.

o /
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/

primerjave izraCunati relativne frekvence:

Ker je Stevilo Studentk razlicno od Stevila Studentov, moramo zaradi

~

starS1  St. dom zasebno | skupaj
moski 20 50 30 100
zenske | 40 30 30 100
skupaj | 32 38 30 100

o

Ce med spoloma ne bi bilo razlik, bi bili obe porazedelitvi (za moske in

zenske) enaki porazdelitvi pod “skupaj”. NasS primer kaze, da se odstotki
razlikujejo: npr. le 20% studentov in kar 40% Studentk zivi med Studijem
pri starSith. Odstotki v Studentskih domovih pa so ravno obratni.

Zasebno pa stanuje enak odstotek deklet in fantov. Ze pregled relativnih

frekvenc (po vrsticah) kaze, da sta spremenljivki povezani med seboj.

/
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/

Relativne frekvence lahko raCunamo tudi po stolpcih:

starS1  St. dom zasebno | skupaj
moski 25 066 40 40
zenske | 75 434 60 60
skupay | 100 100 100 100

Hy: spremenljivki nista povezani
H: spremenljivki sta povezani

o

Relativno frekvenco lahko prikazemo s stolpci ali krogi.

Kontingencna tabela kaze podatke za sluCajni vzorec.

Zato nas zanima, ali so razlike v porazdelitvi tipa stanovanja v Casu Studija

po spolu statistCno znacilne in ne le ucinek vzorca.

/
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4 N

Za preverjanje domneve o povezanosti med dvema nominalnima spre-
menljivkama na osnovi vzorCnih podatkov, podanih v dvo-razsezni
frekven¢ni porazdelitvi, lahko uporabimo ? test.

Ta test sloni na primerjavi empiricnih (dejanskih) frekvenc s teoreticnimi
frekvencami, ki so v tem primeru frekvence, ki bi bile v kontingencCni tabeli,
Ce spremenljivki ne bi bili povezani med sebo;.

To pomenti, da bi bili porazdelitvi stanovanja v Casu Studija deklet in fantov
enaki.

o /
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/(Vje spremenljivki nista povezani med seboj, so verjetnosti hkratne zgoditve\
posameznih vrednosti prve in druge spremenljivke enake produktu verjet-
nosti posameznih vrednosti. Npr., ¢e oznaCimo moske z M in stanovanje

pri starSih s S, je:
80

P(M) = — = 040;
64
P(S) = — = 032;
80 64
P(MNS)=P(M)-P(S)= : = 0"128.
( ) =PM)-P(S) =5 500
Teoreti¢na frekvenca je verjetnost P(M N S) pomnoZena s Stevilom enot v
VZOrcu:
80 64
(M =n-P(M = 200 - : = 256.
J(MNAS)=n-P(MAS) =200 o - o =256

Podobno 1zraCunamo teoretiCne frekvence tudi za druge celice kontingencCne

leele. /
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/Ce teoretiCne frekvence zaokrozimo na cela Stevila, je tabela izraéunanih\
teoretiCnih frekvenc f; naslednja:

starS1  St. dom zasebno | skupaj
moski 26 30 24 80
zenske | 38 46 36 120
skupaj | 64 76 60 200

x2=Z

k

Spomnimo se tabel empiri¢nih (dejanskih) frekvenc f;:

v statistika, ki primerja dejanske in teoreti¢ne frekvence je

=1

(fi = f1)?
i

kjer je k Stevilo celic v kontingen¢ni tabeli. Statistika y? se porazdeljuje po
x? porazdelitvi s (s — 1)(v — 1) prostostnimi stopnjami, kjer je s Stevilo

kvrstic v kontingencCni tabeli in s Stevilo stolpcev.

/
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/

Nicelna in osnovna domneva sta v primeru tega testa

HQZ
Hll

x? =0 (spremenljivki nista povezani)
x? >0 (spremenljivki sta povezani)

pri 5% stopnji znacCilnosti:

Izracunajmo Se

Iz tabele za porazdelitev x* lahko razberemo kriti¢ne vrednost te statistike

Xi_ol(s =D (v—1)] = X(2)-95(2) = 9'99.

~

o

— (16 — 26)? N (40 — 30)? N (24 — 24)2
- 26 30 24
(48 —38)? (36 —46)%2 (36 — 36)>
— 12.
+ 38 + 46 + 36

/
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4 N

Ker je ekperimentalna vrednost vecja od kritiCne vrednosti, pomeni, da

pade v kriticno obmocje.
To pomeni, da nicelno domnevo zavrnemo.

Pri 5% stopnji znacCilnosti lahko sprejmemo osnovno domnevo, da sta

spremenljivki statisticno znacilno povezani med seboj.

o /
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/

Statistika y? je lahko le pozitivna. Zavzame lahko vrednosti v intervalu
0, x2 .., kjer je x2,.. = n(k — 1), & je k = min(v, ).

x? statistika v sploSnem ni primerljiva. Zato je definiranih ve¢ kontin-
gencnih koeficientov, ki so bolj ali manj primerni. Omenimo naslednje:

1. Pearsonov koeficient:

o=

n

Y

ki ima zgornjo mejo ®2 =k — 1.

max

o /

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &

694



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 695

4 N

2. Cramerjev koeficient:

ki je definiran na intervalu [0, 1].

3. Kontingencni koeficient:

2

C =] —=—,
X2 +n

ki je definiran na intervalu [0, Cipax], Kjer je Cinax = /k/(k — 1).

o /
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/

Koeficienti asociacije \

kontingencCne tabele 2 x 2:

Denimo, da imamo dve nominalni spremenljivki, ki imata le po dve
vrednosti (sta dihotomni). Povezanost med njima lahko ra¢unamo poleg
kontingenCnih koeficientov s koeficienti asociacije na osnovi frekvenc 1z

Y\X | x; 9

U1 a b a—+b

Yo c d c+d
a+c b+d| N

o

veC koeficientov asociacije:

kjer je N = a + b + ¢ + d. Na osnovi §tirih frekvenc v tabeli je definirnih

* Yulov koeficient asociacije:

Q=

ad — bc

_— —1.1}.
ad—l—bce[ 1] /
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/

e Sokal Michenerjev koeficient:

a -+ d a -+ d

Pearsonov koeficient:

b =

at+b+c+d N

ad — bc

Velja

Jaccardov koeficient:

in Se veC drugih.

N

V(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)

X2:N'¢2-

/
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/

Primer:

Vzemimo primer, ki kaze povezanost mod kaznivimi dejanji in alkoholiz-
mom. Tabela kaze podatke za N = 10 750 ljudi

alk. \ kaz. d. | DA NE | skupaj
DA 50 500 550

NE 200 10000 | 10200
skupaj | 250 10500 | 10750

o

~

/
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/Izraéunajmo koeficiente asociacije:

50 x 10000 — 200 x 500

— — 0'67:
@ 50 x 10000 + 200 x 500 ’
10 050
S“1onm'_09&

50

= 0°066.

7 = 50+ 500 + 200
Izracunani koeficienti so precej razliCni. Yulov in Sokal Michenerjev
koeficient kazeta na zelo moCno povezanost med kaznjivimi dejanji in alko-
holizmom, medtem kot Jaccardov koeficient kaze, da med spremenljivkama
n1 povezanosti. Pri prvih dveh koeficientih povezanost povzroca dejstvo, da
vecina alkoholiziranih oseb ni naredila kaznivih dejanj in niso alkoholiki
(frekvenca d). Ker Jaccardov koeficient upoSteva le DA DA ujemanje, je
lazji za interpretacijo. V nasem primeru pomeni, da oseba, ki je naredila

kkaznivo dejanje, sploh ni nujno alkoholik. /
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4 N

Preverjanje domneve o povezanosti dveh ordinalnih

spremenljivk

V tem primeru gre za Studij povezanosti med dvema spremenljivkama, ki
sta vsaj ordinalnega znacaja.

Primer:

Vzemimo slucajni vzorec Sestih poklicev in ocenimo, koliko so odgovorni
(O) 1n koliko fizino naporni (N).

V tem primeru smo poklice uredili od naymanj odgovornega do najbolj
odgovornega in podobno od najmanj fizicno napornega do najbolj na-
pornega.

Poklicem smo torej priredili range po odgovornosti () in po napornosti
(Rn)od 1doé6.

o /

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

Podatki so podani v tabeli:

o

poklic

o 3 O Q"

Sy Ot AW N

W N Ot s O

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

701



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 702

4 N

Povezanost med spremenljivkama lahko merimo s koeficientom korelacije

rangov 7s (Spearman), ki je definiran takole:

6-3 i1 d;
n-(n?—1)

re =1

kjer je d; razlika med rangoma v i-ti enoti.

Koeficient korelacije rangov lahko zavzame vrednosti v intervalu [—1, 1].
Ce se z veCanjem rangov po prvi spremenjivki veCajo rangi tudi po drugi
spremenljivki, gre za pozitivno povezanost. Tedaj je koeficient pozitiven
in blizu 1. Ce pa se z vefanjem rangov po prvi spremenljivki rangi po
drugi spremenljivki manjSajo, gre za negativno povezanost. Koeficient je
tedaj negativen in blizu —1. V nasem preprostem primeru gre negativno
povezanost. Ce ne gre za pozitivno in ne za negativno povezanost, re¢emo,
da spremenljivki nista povezani.

o /
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kpoklicev.

/Izraéunajmo koeficient korelacije rangov za primer Sestih poklicev: \
poklic | Ry | Ry | d; | d?
A 1 6 | —5 |25
B 2 4 | -2 | 4
C 3 5 | -2 4
D 4 2 2 | 4
E 5 3 2 | 4
F 6 1 5 | 25
vsota 0 | 66
6 - 66
Tszl—ﬁ:1—1°88:—0'88.

Res je koeficient blizu, kar kaze na mocCno negativno povezanost teh 6-ih

/
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4 N

Omenili smo, da obravnavamo 6 sluCajno izbranih poklicev.

sta odgovornost in fiziCna napornost poklicev (negativno) povezana med

seboj.

UpoStevajmo 5% stopnjo znacilnosti.

o

Zanima nas, ali lahko na osnovi tega vzorca posploSimo na vse poklice, da

/
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Za populacijski koeficient p, postavimo niCelno in osnovno domnevo:

Hy: ps = 0 (spremenljivki nista povezani)
H: ps # 0 (spremenljivki sta povezani)

Naj bo R, slucajna spremenljivka, ki sledi vrednostim 5. Potem se

R -+vn—2
V1 — R?

porazdeljuje priblizno po t porazdelitvi z m = (n — 2) prostostnimi

TS =

stopnjami. Ker gre za dvostranski test, sta kriticni vrednosti enaki
:l:ta/z = +t9.095 (4) = :|22776,

Nadalje je
- 2 ~1
g 08 x2 U g
Vv 1—(-088)2 0475

o

/
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4 N

TS pade v kriticno obmocje. Pri 5% stopnji znacilnosti lahko reCemo, da

sta odgovornost in fiziCna napornost (negativno) povezani med seboj.

Ce je ena od obeh spremenljivk Stevilska, moramo vrednosti pred izraCunom
d; rangirati. Ce so kakSne vrednosti enake, zanje izraCunamo povprecne
pripadajoCe range.

o /
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/ Preverjanje domneve o povezanosti dveh Stevilskih \
spremenljivk

Vzemimo primer dveh Stevilskih spremenljivk:

X - 1zobrazba (Stevilo priznanih let Sole)
Y - Stevilo ur branja dnevnih Casopisov na teden

Podatki za 8 sluCajno izbranih oseb so:

X |10 8 16 8 6 4 8 4
Y| 3 4 7 3 1 2 3 1

Grafi¢no lahko ponazorimo povezanost med dvema
Stevilskima spremenljivkama z razsevnim grafikonom.

To je, da v koordinatni sistem, kjer sta koordinati obe spremenljivki,

\Vriéemo enote s pari vrednosti. /
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V naSem primeru je izgleda razsevni grafikon takole:

o /

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 709

4 N

Tip1 povezanosti:

 funkcijska povezanost: vse toCke lezijo na krivulji:

» korelacijska (stohastiCna] povezanost: tocke so od krivulje bolj ali

manj odklanjajo (manjSa ali veCja povezanost).

- e om e =

2
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/

TipiCni primeri linearne povezanosti spremenljivk:

o
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Primer nelinearne povezanosti spremenljivk:

o /
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Vzorcna kovarianca (male ¢rke za vrednosti, velike za slucajne spre-
menljike)

n

XYY = = (- 3) - (i — B)

n “
1=1

meri linearno povezanost med spremenljivkama.
k(X,Y) > 0 pomeni pozitivno linearno povezanost,
k(X,Y) = 0 pomeni da ni linearne povezanosti,
k(X,Y) < 0 pomeni negativno linearno povezanost.
(Pearsonov) koeficient korelacije je

REY) YL@ )
5X Sy Vi (@i —2)2 -3 (i — §)°

o /
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(x

oeficient korelacije lahko zavzame vrednosti v intervalu [—1, 1].

~

Ce se z veCanjem vrednosti prve spremenljivke
veCajo tudi vrednosti druge spremenljivke,
gre za pozitivno povezanost.

Tedaj je px,y pozitiven in blizu 1.

Ce pa se z veCanjem vrednosti prve spremenljivke
vrednosti druge spremenljivke manjSajo,
gre za negativno povezanost.

Tedaj je px,y negativen in blizu —1.

Ce ne gre za pozitivno in ne za negativno povezanost,

reCemo da spremenljivki nista povezani in px y je blizu 0.

N /
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StatistiCno sklepanje o korelacijski povezanosti:

Postavimo torej nicelno in osnovno domnevo za korelacijski koeficient

p=pxy:

Hy: p = 0 (spremenljivki nista linearno povezani)
H1: p # 0 (spremenljivki sta linearno povezani)

Ce slucajna spremenljivka R x y spremlja vrednosti indeksa rx y, se

=2
Tg = XY VP
J1- Ry

porazdeljuje po t porazdelitvi z m = (n — 2) prostostnimi stopnjami.

N /
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o

/Primer: Preverimo domnevo, da sta izobrazba (Stevilo priznanih let §ole)\
in Stevilo ur branja dnevnih Casopisov na teden povezana med seboj pri 5%
stopnji znacilnosti. Najprej izraCunajmo vzorcni koeficient korelacije:

(x; —
v |y |i—Z|yi—9| (i—2)° | (i—9)°| (vi—7
10| 3 2 0 4 0 0
8 | 4 0 1 0 1 0
16 | 7 8 4 64 16 32
8 | 3 0 0 0 0 0
6 | 1 —2 —2 4 4 4
4 | 2 —4 —1 16 1 4
8 | 3 0 0 0 0 0
4 |1 —4 —2 16 4 8
64 | 24 0 0 104 26 48

/
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4 n ‘ N

— 48
rxXy = =1 = = 0'92.

n n V104 - 26
\ Z(ﬂii —z)° Z(yi —7)°

1=1

Ker gre za dvostranski test, je kriticno obmocje doloCeno s kriticnima
vrednostima =t /2(n — 2) = Ftg.025(6) = 12:447.

IzraCunajmo Se

TS — rxy - \/n—2 _ 0’92\/8—2
\/1 _Tgc,y V1 — 0922

k1 pade v kriticno obmocje.

= 266,

Zakljucek: ob 5% stopnji znacCilnosti lahko reCemo, da je izobrazba
klinearno povezana z branjem dnevnih Casopisov. /
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/ Parcialna korelacija \

Vasih je potrebno meriti zvezo med dvema spremenljivkama in odstraniti

vpliv vseh ostalih spremenljivk.

To zvezo dobimo z uporabo koeficienta parcialne korclacije. Pri tem seveda
predpostavljamo, da so vse spremenljivke med seboj linearno povezane.
Ce hotemo iz zveze med spremenljivkama X in Y odstraniti vpliv tretje
spremenljivke 7, je koeficient parcialne korelacije:

TrXy —TxzTyz
2 2
1 —7r%, \/1 —Tyz

Tudi ta koeficient, ki zavzema vrednosti v intervalu [—1, 1],

rXy,zZz —
Vv

interpretiramo podobno kot obicajni koeficient korelacije.

S pomocjo tega obrazca lahko razmiSljamo naprej,
\kako b1 izloCili vpliv naslednjih spremenljivk. /
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Primer: V neki ameriSki raziskavi, v kateri so proucevali vzroke za

kriminal v mestih, so upostevali naslednje spremenljivke:

: % nebelih prebivalcev,
: % kaznivih dejanj,

: % revnih prebivalceyv,

SEENE

. velikost mesta.

Izracunali so naslednje koeficiente korelacije:

o /
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X Z U Y

X |1 051 041 036
A 1 029 060
U 1 049
Y 1

Zveza med nebelim prebivalstvom in kriminalom je
rxy = 0°36.

Zveza je kar mocCna in lahko bi mislili,
da nebeli prebivalci povzroCajo veC kaznivih dejan;.

Vidimo pa Se, da je zveza med revSCino in kriminalom tudi precejSna
Ty z = 0°60.

Lahko bi predpostavili, da revSCina vpliva na zvezo med nebelci in krimi-

knalom, saj je tudi zveza med revnimi in nebelimi precejSna rx 7 = 0-51. /

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 720

4 N

Zato poskusim odstraniti vpliv revsCine 1z zveze:

“nebelo prebivalstvo : kazniva dejanja”:

0:36 — 0-51 - 0-60
r — :
A2 T 05121 — 0602

Vidimo, da se je linearna zveza zelo zmanjSala.

Ce pa odstranimo Se vpliv velikosti mesta,
dobimo parcialno korelacijo —0-02

oziroma zveze prakticno ni vec.

o /
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Regresijska analiza

Regresijska funkcija Y’ = f(X) kaze, kaksen bi bil vpliv spremenljivke
X na Y, Ce razen vpliva spremenljivke X ne bi bilo drugih vplivov na
spremenljivko Y. Ker pa so ponavadi Se drugi vplivi na proucevano
spremenljivko Y, se toCke, ki predstavljajo enote v razsevnem grafikonu,
odklanjajo od 1dealne regresijske krivulje

Y=Y'+FE=fX)+F
kjer X imenujemo neodvisna spremenljivka, Y odvisna

spremenljivka in /' Clen napake (ali motnja, disturbanca).

Ce je regresijska fukcija linearna: Y’ = f(X) = a + bX
je regresijska odvisnost Y =Y’ '+ FE=a+bX + FE "'
koziroma za 7 to enoto Y; = yg +e; = a—+ bx; + e;
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Regresijsko odvisnost s1 lahko zelo nazorno predstavimo v razsevnem

grafikonu:
Y
Y

Y

o ' /
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Regresijsko funkcijo lahko v splosnem zapiSemo
V' = f(X,CL,b,“'),
kjer so a, b, . .. parametri funkcije.

Ponavadi se moramo na osnovi pregleda razsevnega grafikona odlocCiti
za tip regresijske funkcije in nato oceniti parametre funkcije, tako da se
regresijska krivulja kar se da dobro prilega toCkam v razsevnem grafikonu.

o /
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/ ... Regresijska analiza

Pri dvorazsezno normalno porazdeljenem sluCajnem vektorju
(X,Y) : N(tg, ty, 0z, 04, p) je, kot vemo
o
E(Y|2) = py + p—= (2 = piz).

x

Pogojna porazdelitev Y glede na X je tudi normalna:

o
Npy +p—=(x = pa) 0y V1 = p?).

e
Regresija je linearna in regresijska premica,
ki gre skozi tocko (pg, fty ).
Med Y in X ni linearne zveze, sta le ‘v povprecju’ linearno odvisni.

y o

\ . . Y ce 7. . . .

Ce oznaCimo z 3 = ,00— regresijski koeficient, o« = p, — By In
X

o? = g,4/1 — p?, lahko zapiSemo zvezo v obliki

o

y = a+ Px.

/
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Linearni model

Pri prouCevanju pojavov pogosto teorija postavi doloCeno funkcijsko zvezo
med obravnavanimi spremenljivkami. Ogleymo si1 primer linernega modela,

ko je med spremenljivkama x in y linearna zveza
Y=o+ px

Za dejanske meritve se pogosto izkaze, da zaradi razliCnih vplivov, ki jih ne
poznamo, razlika u = y — a — Sz v sploSnem ni enaka 0, Ceprav je model

toCen. Zato je ustreznejsSi verjetnosini linearni model
Y=a+ X + U,

kjer so X, Y in U sluéajne spremenljivke in E(U) = 0 — model je vsaj v

povprecju linearen.

o /
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... Linearni model

Slucajni vzorec (meritve) (x1,¥41), ..., (zn,yn) je realizacija slu¢ajnega
vektorja. Vpeljimo spremenljivke

U =Y, —a—pX;

in predpostavimo, da so spremenljivke U; med seboj neodvisne in enako
porazdeljene z matemati¢nim upanjem 0 in disperzijo o2. Torej je:

E(Uz) = O, D(UZ) — 0'2 1n E(UZUJ) — 0, Za 1l 7& ]

ObicCajno privzamemo Se, da lahko vrednosti X; to¢no doloCamo — X; ima
vedno isto vrednost. Poleg tega naj bosta vsaj dve vrednosti X razli¢ni.

Tezava je, da (koeficientov) premice y = o + Sz ne poznamo.
Recimo, da je priblizek zanjo premica y = a + bx.

o /
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/ ... Linearni model
DoloCimo jo po nacelu najmanjsih kvadratov z minimizacijo funkcije
fla.b) = (yi — (bxi +a))*.
i=1

Naloga zadoscCa pogojem izreka. Iz pogoja VP = 0 dobimo enacbi

0

a—i = —22 — (bx; +a)) =0,
0

8—£ = —22 — (bx; +a))x; =0,

Z 1eS1tvijo

AR (s

o

~

/
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/

. o . — 1 .
oziroma, Ce vpeljemo oznako z = - > 2:

... Linearni model

Ty —TY o

b= — : a=7y— bx.
12 — 7°

Poglejmo Se Hessovo matriko
o’f  9%f I
- a®  dadb | _ n ).
| x| 2 |
| Bb9a 0BT _ DL DI

Kerje A1 =25 22 > 0in

A2:4(TLZZE2—(Z$)2 —222 x; — ;)% >0,

Torej je regresijska premica enolicno doloCena.

o

je matrika A pozitivno definitna in zato funkcija P strogo konveksna.

/
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4 N

... Linearni model

Seveda sta parametra a in b odvisna od sluCajnega vzorca — torej sluCajni
spremenljivki. Iz dobljenih zvez za a in b dobimo Ze znani cenilki za
koeficients o in (3

B- %g in A=Y - BX.
Iz prej omenjenih predpostavk lahko (brez poznavanja porazdelitve Y in U)
pokazemo
1 X2 2
E(A) = a in D(A) = 02(5 n c—g) E(B) =8 in D(B) = %
X
K(A, B) = —0'2@

Cenilki za A in B sta najboljsi linearni nepristranski cenilki za o in 3.

o /
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Min 10 Median 30 Max
-19.2149 -5.4003 0.3364 6.8453 16.0204

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 55.852675 14.491253 3.854 0.00388 x*«
X 0.03119¢6 0.002715 11.492 1.11e-06 **=*

Signif. codes: 0O "x%x’" 0.001 "%%x" 0.01 "x" 0.05 ".” 0.1 '
Residual standard error: 11.18 on 9 degrees of freedom

Multiple R—-Squared: 0.9362, Adjusted R-squared: 0.9291
F-statistic: 132.1 on 1 and 9 DF, p-value: 1.112e-06

\\j;plot(fitted(m),resid(m))

14

/ ... Linearni model \
> x <- ¢(3520, 3730,4110,4410,4620,4900,5290,5770,06410,6920,7430)
> vy <- c¢(166,153,177,201,216,208,227,238,268,268,274)
> 1 <—= 1947:1957
> plot(y ~ x); abline(lm(y ~ x),col="red")
> m <— Im(y = X)
> summary (m)

Call:
Im(formula =y = Xx)
Residuals:

1

/
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260

240

220

200

180

160

4000 5000 6000 7000

> coef (m)
(Intercept)

X
55.8526752 0.0311963

\metoda najmanjSih kvadratov.

resid(m)

-15 -10 -5 0

-20

/ ... Linearni model

180

T
200

T T T I
220 240 260 280

fitted(m)

To metodo ocenjevanja parametrov regresijske funkcije imenujemo

/
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4 N

Linearni model

Ce 1zraCunana parametra vstavimo v regresijsko funkcijo, dobimo:

Y=Y+ K(‘X;’Y)(X—X).
SX

To funkcijo imenujemo tudi prva regresijska funkcija.

Podobno b1 lahko ocenili linearno regresijsko funkcijo
X =a +b"Y.

Ce z metodo najmanjsih kvadratov podobno ocenimo parametra a* in b*,
dobimo:

X=X+ K(XQ’Y)(Y—Y).
SY

To funkcijo imenujemo druga regresijska funkcija.

o /
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4 N

Primer: Vzemimo primer 8 oseb, ki smo ga obravnavali v poglavju o

povezanosti dveh Stevilskih spremenljivk.

Spremenjivki sta bili:
X -1izobrazba (Stevilo priznanih let Sole),

Y - Stevilo ur branja dnevnih Casopisov na teden.

Spomnimo se podatkov za teh 8 sluCajno izbranh oseb:

X110 8 16 8 6 4 8 4
Y| 3 4 7 3 1 2 3 1

Zanje 1zraCunajmo obe regresijski premici in ju vrisimo v razsevni grafikon.

o /
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4 N

Ko smo raCunali koeficient korelacije smo zZe izraCunali vzorCni povprecji

64 24
—:8 _:—:3
8 Y y 8 Y

vsoti kvadratov odklonov od vzorcnih povprecij za obe spremenljivki

r —

n mn

Y (wi—x2)*=104, > (y;—7)°> =26

in vsoto produktov odklonov od obeh vzorcCnih povprecij

n

S (s — 7)(y: — §) = 48,

1=1

o /
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o

Potem sta regresijski premici
y = y+ 2
r = T+ 2
oziroma
48
— 34—
Y " 104
48
— 84 —
x + 56

e (i — ) (ys — 7)) (
Z(ﬂfi —z)°

?:1(% - j)(yz — _)
Z(yz —7)°

(z —8) =046z — 069,

(y—3) =185y + 246, .

y =054z — 133

/
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/

Obe regresijski premici lahko vriSemo v razsevni grafikon in preverimo,
Ce se res najbolje prilegata toCkam v grafikonu:

spremenljivk X in Y (premislite, kako b1 to preverili).

o

~

Regresijski premici se seCeta v toCki, doloCeni s pricakovanimi vrednostmi

/
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4 N

StatistiCno sklepanje o regresijskem koeficientu

Vpeljimo naslednje oznake:

Y = a + BX regresijska premica na populaciji,

y = a -+ bxr regresijska premica na vzorcu.

Denimo, da Zelimo preveriti domnevo o regresijskem koeficientu (.
Postavimo niCelno in osnovno domnevo takole:

Hy: 8 = po,
Hy: 8 # pBo.

o /

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

Nepristranska cenilka za regresijski koeficient 3 je B = K(X,Y)/S%.

Njena pracakovana vrednost in standardna napaka sta:

Sy\/l—Rgf,Y
a SX\/R—Q '

E(B)=p8; SE(B)

Potem se

porazdeljuje po t porazdelitvi z m = (n — 2) prostostnimi stopnjami.

N

~

/
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Primer: Vzemimo primer, ki smo ga Ze obravnavali.
Spremenljivki sta

X -1zobrazba (Stevilo priznanih let Sole),
Y - Stevilo ur branja dnevnih Casopisov na teden.

Podatke za slucajno izbrane enote (n = 8) najdemo na prejSnjih prosojnicah.

Preverimo domnevo, da je regresijski koeficient razli¢en od 0 pri o« = 5%.

o /
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Postavimo najprej nicelno in osnovno domnevo:
HQZ 5 — 0,
H 1- 5 # 0.

Gre za dvostranski test. Zato je ob 5% stopnji znacilnosti kriticno obmocje
doloCeno s kriticnimia vrednostima:

:tta/g(’n, — 2) = :|:t0.025(6) = :|:2447,

ki pa ne vsebuje

[ 104-(8-2) .
TS_\/%.O_O_W) (046 — 0) = 5°8.

Regresijski koeficient je torej statisticno znacilno razlicen od 0.

o /

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

Vrednost odvisne spremenljivke Y; lahko razstavimo na tri komponente:

Pojasnjena varianca (ang. ANOVA)

vi = ky + (Y — py) + (¥ — ¥5),
kjer so pomeni posameznih komponent
wy : rezultat sploSnih vplivov,
(yi — wy) : rezultat vpliva spremenljivke X (regresija),

(y; — yi) : rezultat vpliva drugih dejavnikov (napake/motnje).

vseh enotah in kon¢no delimo s Stevilom enot (/NV), dobimo:

1 N N
<2 Wi —py)* =
=1

%Z(yé -

1=1

N
1
MY)2 + N E (y; — 3/2)2-
i=1

o

~

Ce zgornjo enakost najprej na obeh straneh kvadriramo, nato sestejemo po

/
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To lahko zapisemo takole:

2 _ 2 2
Oy = Oy + 0,

kjer posamezni Cleni pomenijo:

o2 : celotna varianca spremenljivke Y,

0%, : pojasnjena varianca spremenljvke Y,

o2 : nepojasnjena varianca spremnenljivke Y.

Delez pojasnjene variance spremenljivke Y s spremenljivko X je

2

0
_ Y’
R_ 0-2 .
Y

Imenujemo ga determinacijski koeficient in je definiran na intervalu [0, 1].

N /
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/Pokazati se da, da je v primeru linearne regresijske odvisnosti \
determinacijski koeficient enak

kjer je p koeficient korelacije.

Kvadratni koren i1z nepojasnjene variance 0. imenujemo standardna
napaka regresijske ocene. Meri razprSenost toCk okoli regresijske krivulje
oziroma kakovost ocenjevanja vrednosti odvisne spremenljivke z regresijsko
funkcijo.

V primeru linearne regresijske odvisnosti je standardna napaka enaka:

Oc =0y 1 — p?
saj velja:
52
2 2 P2 2 Oy 2
o, =0y —0oyR" =0y — 0oy 3 =0y — Oy
Y

N /
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/ Podatki za 6 oseb so: \

Primer: Vzemimo spremenljivki

X110 15 6 7 20 8
Y|2 1 2 4 1 2

X - Stevilo ur gledanja televizije tedensko

Y - Stevilo obiskov kino predstav mesecno

(a) Z regresijo ocenimo, kolikokrat mesecno bo Sla

oseba v kino, Ce gleda televizijo 18 ur tedensko.
(b) Koliksna je standardna napaka?

(¢) KolikSen delez variance obiska kinopredstav

Y lahko pojasnimo z gledanjem televizije?
4+ °
Podatke predstavimo v
3!
razsevnem grafikonu:
2 ° ° °
1 ([ ] [ ]

Kosmlszox /
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=

Za odgovore potrebujemo naslednje 1zracune:
(x; — T
i | Y |Ti—T|\yi—T| (@i—2)° | (Wi—7)°| (vi—7
10 | 2 —1 0 1 0 0
15 1 4 —1 16 1 —4
6 | 2 —5 0 25 0 0
7| 4 —4 2 16 4 —8
20| 1 9 —1 81 1 -9
8 | 2 —3 0 9 0 0
66 | 12 0 0 148 6 —21
Torejje n=6, =11, j=2, nsy =148, ns? =6 in
nk(X,Y) = 21.

/
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4 O

91 Zakljucek: (a) Ce oseba

Y'=2- 148 (X —11) =354 -014X gleda TV 18 ur na teden,

y'(18) =354 — 014 - 18 = 1:02

lahko pri¢akujemo, da bo Sla
v kino 1-krat na mesec, pri

p = —21 — _0'70 Cemer je standardna napaka
V148 - 6 0-71.

o2 = 6\/1 —(=0:70)2 = v0:51 =071 (¢) 49% variance obiska
kino predstav lahko pojas-
R=(0"70) =049

nimo z gledanjem televizije.
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I1.7 Casovne vrste
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‘b N

ruzbeno-ekonomski pojavi so ¢asovno spremenljivi. Spremembe so
rezultat delovanja najrazlicnejSih dejavnikov, ki tako ali dugaCe vplivajo na

pojave. Sliko dinamike pojavov dobimo s ¢asovimi vrstami.

Casovna vrsta jo niz istovrstnih podatkov, ki se nanasajo na zaporedne
casovne razmike ali trenutke.

Osnovni namen analize Casovnih vrst je
e opazovati ¢asovni razvoj pojavov,
* iskati njithove zakonitosti in
e predvidevati nadaljni razvoj.

Seveda to predvidevanje ne more biti popolnoma zanesljivo, ker je skoraj
nemogoce vnaprej napovedati in uposStevati vse faktorje, ki vplivajo na
proucCevani pojav. Napoved bi veljala strogo le v primeru, Ce bi bile
1zpolnjene predpostavke, pod katerimi je napoved izdelana.

N /
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4 N

Casovne vrste prikazujejo individualne vrednosti neke spremenljivke v

¢asu. Cas lahko interpretiramo kot trenutek ali razdobje; skladno s tem so

casovne vrste
* trenutne, npr. Stevilo zaposlenih v doloCenem trenutku:
* intervalne, npr. druzbeni proizvod v letu 1993.

Casovne vrste analiziramo tako, da opazujemo spreminjanje vrednosti
Clenov v Casovih vrstah in iSCemo zakonitosti tega spreminjanja. Naloga

enostavne analize Casovnih vrst je primerjava med Cleni v isti Casovni vrsti.

Z. metodami, ki so specifiCne za analizo Casovnih vrst, analiziramo za-
konitosti dinamike ene same vrste, s korelacijsko analizo pa zakonitosti
odvisnosti v dinamiki veC pojavov, ki so med seboj v zvezi.

o /

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 750

4 N

Primer:

Vzemimo Stevilo nezaposlenih v Sloveniji v letih od 1981 do 1990.

V metodoloskih pojasnilih v Statisticnem letopisu Republike Slovenije
1991, so nezaposlni (spremenljivka X') opredeljeni takole:

“Brezposelna oseba je oseba, ki je sposobna in voljna delati ter je pripravl-
jena sprejeti zaposlitev, ki ustreza njeni strokovni izobrazbi oz. 7 delom
pridobljeni delovni zmoZnosti, vendar brez svoje krivde nima dela in
moznosti, da si 7 delom zagotavlja sredstva za preZivetje in se zaradi

zaposlitve prijavi pri obmocni enoti Zavoda za zaposlovanje (do leta 1989
skupnosti za zaposlovanje).”

o /

Univerza v Ljubljani

4> O # & %



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

o

leto

1931
1982
1983
1984
1985
1986
1987
1983
1989
1990

12315
13700
15781
15300
11657
14102
15184
21311
28218
44 227

/
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Primerljivost clenov v ¢asovni vrsti

Kljub temu, da so Cleni v isti Casovni vrsti istovrstne koliCine, dostikrat niso

med seboj neposredno primerljivi.

Osnovni pogoj za primerljivost Clenov v isti Casovni vrst je pravilna
in nedvoumna opredelitev pojava, ki ga Casovna vrsta prikazuje.
Ta opredelitev mora biti vso dobo opazovanja enaka in se ne sme

spreminjati.

Ker so spremembe pojava, ki ga Casovna vrsta prikazuje bistveno odvisne
od Casa, je zelo koristno, ¢e so ¢asovni razmiki med posameznimi Cleni
enaki. Na velikost pojavov dostikrat vplivajo tudi administrativni ukrepi,

ki z vsebino prouCevanja nimajo neposredne zveze.

o /
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4 N

En 1zmed obicajnih vzrokov so upravnoteritorialne spremembe, s katerimi
se spremeni geografska opredelitev pojava, ki onemogoca primerljivost
podatkov v Casovni vrsti. V tem primeru je potrebno podatke Casovne vrste
za nazaj preracunati za novo obmocje.

o /
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Graficni prikaz Casovne vrste

Kompleksen vpogled v dinamiko pojavov dobimo z graficnim prikazom
Casovnih vrst v koordinatnem sistemu, kjer nanaSamo na abscisno os Cas
in na ordinatno vrednosti dane spremenljivke. V isti koordinatni sistem

smemo vnasati in primerjati le istovrstne Casovne vrste.

o /
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/Primer:

1990.

o

40,000

A0, 00D

70,000

10,000

Grafi¢no prikazimo Stevilo brezposelnih v Sloveniji v letih od 1981 do

B

i 1 X

s,

~

—

]
19

w2 s 178G AR5 16 198

AFRE 1969 49D

/
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4 N

Indeksi

Denimo, da je Casovna vrsta dana z vrednostmi neke spremenljivke v
casovnih toCkah takole:

X1, Xo, ..., X,

o indeksih govorimo, kadar z relativnimi Stevili primerjamo istovrstne
podatke.

o /
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o

/Glede na to, kako doloCimo osnovo, s katero primerjamo Clene v éasovni\

vrsti, lo¢imo dve vrsti indeksov:

* Indeksi s stalno osnovo

Clene Casovnih vrst primerjamo z nekim stailnim Clenom v Casovni

vrsti, ki ga imenujemo osnova X

Xk
/ X,
Verizni indeksi
Za dano c¢asovno vrsto racunamo vrsto veriznih indeksov tako, da za

vsak Clen vzamemo za osnovo predhodni Clen

X

I, —
" X

- 100.

Clene Casovne vrste lahko primerjamo tudi z absolutno in relativno

razliko med cCleni: /
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* Absolutna razlika
Dy, = X — Xp_1.

e Stopnja rasti (relativna razlika med Cleni)

_ X — X
Xk—1

Ty - 100 = I, — 100.

Interpretacija indeksov

Jrojav

ineleks rasto stagnira pada
s stalno .
Lo > i g =1 Ligijo < lipu
U'HI[_[J"'-“'._]
VET1Z111

Iy > 100 L = 100 [ < 100
indeks
stopija

I >0 Ii=1 Ti <0

_rasti

N /
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o

Primer: IzraCunajmo omenjene indekse za primer brezposelnih v Sloveniji:

leto

Xk

Iy /0

Iy,

1}

1931
1982
1983
1984
1985
1986
1987
1988
1989
1990

12315
13700
15781
15300
11657
14102
15184
21311
28218
44 227

100
111
128
124
119
115
124
173
229
359

111
115
97
96
97
107
141
132
157

11

O\

Rezultati kazejo,

da je bila brezposenost
v letu 1990 kar 3-5 krat
vecja kot v letu 1981
(glej indeks

s stalno osnovo).

Iz leta 1989 na leto 1990
je bil prirast nezposlenih
57% (glej stopnjo rasti).

/
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/

Sestavine dinamike v ¢asovnih vrstah

Posamezne vrednosti Casovnih vrst so rezultat Stevilnih dejavnikov,

ki na pojav vplivajo.

Iz Casovne vrste je mocC razbrati skupen ucCinek dejavnikov,

k1 imajo Sirok vpliv na pojav, ki ga prouCujemo.

Na Casovni vrsti opazujemo naslednje vrste sprememb:

1. Dolgorocno gibanje ali trend - X
podaja dolgoroCno smer razvoja.
ObicCajno ga je mogocCe 1zraziti s
preprostimi rahlo ukrivljenimi krivuljami.

o

/
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/

o

2. Cikli¢na gibanja - X,

so oscilarijo okoli trenda.
Poriode so ponavdi daljSe od enega leta
in so lahko razli¢no dolge.

3. Sezonske oscilacije - X g

so posledice vzrokov, ki se pojavljajo na stalno razdobje.

Periode so krajSe od enega leta, ponavadi sezonskega znacaja.

4. Nakljucne spremembe - X

so spremembe, ki jith ne moremo razloziti s
sistematiCnimi gibanji (1, 2 in 3).

/
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4 N

Casovna vrsta ne vsebuje nujno vseh sestavin. Zvezo med sestavinami je

mogoce prikazati z nekaj osnovnim modeli. Npr.:
X=Xr+Xc+ Xs+Xg

ali
X =Xr -Xc- -Xs-Xr;

ali
X =X7-X¢o- -Xg+ Xg.

o /
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/

Primer Casovne vrste z vsemi Stirimi sestavinami:

N

/
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/ Ali je v Casovni vrsti trend? \

Obstaja statisticni test, s katerim preverjamo ali trend obstaja v Casovni
vrsti. Med Casom in spremenljivko 1izraCunamo koeficient korelacije rangov

DY
n-(n?—1)

re =1

kjer je d;, razlika med rangoma ¢ tega Casa in pripadajoCe vrednosti
spremenljivke. Nicelna in osnovna domneva sta:

Hy: pe =0 trend ne obstaja
Hy: pe # 0 trend obstaja

Ce sluCajna spremenljivka R spremlja vrednosti indeksa 7, se

Rov/n — 2

V/1—R?’

TS =

@)razdeluje priblizno po ¢ porazdelitvi z (n — 2) prostostnimi stopnjami. /
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/

Prostoro¢no

o

Metode dolocanja trenda

Metoda drsecih sredin
Metoda najmanjsSih kvadratov

Druge analiti¢ne metode

/
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4 N

Drsece sredine

Metoda drseCih sredin lahko pomaga pri dolocCitvi ustreznega tipa krivulje
trenda. V tem primeru namesto Clena Casovne vrste zapiSemo povprecje
doloCenega Stevila sosednjih Clanov. Ce se odlo¢imo za povpreje treh
Clenov, govorimo o triClenski vrsti drseCih sredin. Tedaj namesto Clanov v
osnovni ¢asovni vrsti X : tvorimo triclenske drsece sredine X :

_ Xip—1+ X+ Xiga
3 .

V tem primeru prvega in zadnjega Clena Casovne vrste moramo izraCunati.

X

o /
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4 N

Vasih se uporablja obtezena aritmetiCna sredina, vCasih celo geometri-
jska za 1zraCun drsecih sredin.

Ce so v Gasovni vrsti le nakljudni vplivi, dobimo po uporabi drseéih
sredin cikliCna gibanja (uCinek Slutskega).

Ce so v Casovni vrsti stalne periode, lahko drseCe sredine zabriSejo
oscilacije v celoti.

V splosnem so drseCe sredine lahko dober priblizek pravemu trendu.

o /
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/

~

Primer: Kot primer drsecih sredin vzemimo zopet brezposelne v Sloveniji.
[zraCunajmo triclensko drseco sredino:
T X tri¢l. drs. sred.
1981 | 12315 —
1982 | 13700 13032
1983 | 15781 14030
1984 | 15240 15249
1985 | 15300 14710
1986 | 14657 14678
1987 | 14102 15184
1988 | 21 341 21 581
1989 | 28218 31262
1990 | 44 227 —

o

/
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4 N

Analiticno dolocanje trenda

Trend lahko obravnavamo kot posebni primer regresijske funkcije, kjer je
neodvisna spremenljivka ¢as (7). Ce je trend

lahko parametre trenda doloCimo z metoda najmanjSih kvadratov

n

Z:()(Z — Xz'T)2 — min.
1=1

o /
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V primeru linearnega trenda

XT:a—I—bT,

n

Z(Xq; —a — bT})* = min.

1=1

dobimo naslednjo oceno trenda

e (X = X) (- T) ]
Xr=X+ =5 g o T

Ponavadi je ¢as T transformiran tako, da je T = 0. Tedaj je ocena trenda

_ T(X - X) -ty
XT:X+ZZ=1(n 2>
Zizlti

L.

o

/
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/

Standardna napaka ocene, ki meri razprSenost toCk okoli trenda, je

Se = \ %Z(Xz — Xir)?,
i=1

kjer je X;r enak X1 v Casu t;.

Primer: Kot primer si ogleymo Stevilo doktoratov znanosti v Sloveniji
v razdobju od leta 1986 do 1990. Z linearnim trendom ocenimo koliko
doktorjev znanosti je v letu 1991. Izracunajmo tudi standardno napako

ocene.

o

/
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/Izraéunajmo najprej trend:

T | X |t | Xi—X | (Xs—X)t; | t7
1986 | 89 | —2 | —198 396 4
1987 | 100 | —1 —88 88 1
1988 | 118 | O 9-2 0 0
1989 | 116 | 1 72 72 1
1990 | 121 | 2 12-2 244 4

544 | 0 0 80 10
_ 544

X =—=1088
5 Y

80
X7 =1088 + 1—075 = 1088 + 8¢,

X7(1991) = 108'8 + 8- 3 = 132'8.

\Ocena za leto 1991 (¢t = 3) je priblizno 133 doktorjev znanosti.

772

/
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/

Zdaj pa izraCunajmo standardno napako ocene.
Za vsako leto je potrebno najprej izraCunati

T | Xi | Xir | Xs — Xir | (X5 — Xip)?
1986 | 89 | 928 —38 14-14
1987 | 100 | 1008 —08 0 64
1988 | 118 | 1088 9-2 8464
1989 | 116 | 1168 —08 0 64
1990 | 121 | 1248 —38 14-44

544 | 544 0 114-8

o

1148
L= 2 =48,
° 5

/
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-

I1.8. Nacrtovanje eksperimentov
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/

Nacrtovanje eksperimentov se pogosto neposredno prevede v
uspeh oziroma neuspeh.

V primeru parjenja lahko statistik spremeni svojo vlogo
1z pasivne v aktivno.

Predstavimo samo osnovne ideje, podrobno numeri¢no analizo

pa prepustimo statistiCni programski opremi.

/
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4 N

Elementi nacrta so eksperimentalne enote ter terapije, ki jih Zelimo uporabiti
na enotah.

e medicina: bolniki (enote) in zdravila (terapije),
e optimizacija porabe: taxi-j1 (enote) in razliCne vrste goriva (terapije),

e agronomija: obmocja na polju in razliCne vrste kulture, gnojiva,
Spricanja,...

o /
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4 N

Danes uporabljamo ideje nacrtovanja eksperimentov na Stevilnih podrocjih:

 optimizacija industrijskih procesov, U ALWAYS
KNEW THAT

e medicina, P ) L DRnie A CAB

 sociologija.

Na primeru bomo predstavili tri osnovne principe
nacrtovanja eksperimentov:

1. Ponavljanje: enake terapije pridruzimo razlicnim enotam,
saj n1 mogoce oceniti naravno spremenljivost (ang. natural variability) in
napake pri merjenju.

o /
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/

2. Lokalna kontrola pomeni vsako metodo,

ki zmanjSa naravno spremenljivost.

En od nacinov grupira podobne enote
eksperimentov v bloke. V primeru
taxijev uporabimo obe vrsti goriva na

vsakem avtomobilu in reCemo, da je avto blok.

3. Nakljucna izbira je bistven korak

povsod v statistiki! Terapije za enote
1zbiramo naklju¢no. Za vsak taksi izberemo
vrsto goriva za torek oziroma sredo z
metom kovanca. Ce tega ne bi storili,

b1 lahko razlika med torkom in sredo

kvplivala na rezultate.
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/

o

NOTE: EACH
TREATMENT
APPEARS ONCE IN
EACH ROW ANE
COLUMNI
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Latinski kvadrati

OX..CAR b 5DES
WiTH SAS B AND
TRE A op okq Z..
S WG

Latinski kvadrat reda v je v X v-razseZna matrika, v kateri vsi simboli iz
mnozice

{1,...,v}

nastopajo v vsaki vrstici in vsakem stolpcu.

o /
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/

&
s
\/
®

Trije paroma ortogonalni latinski kvadrati reda 4,

tj. vsak par znak-Crka ali ¢rka-barva ali barva-znak

Qe pojavi natanko enkrat. /
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Projektivni prostor PG(d, q) (razse$nosti d nad ¢q) dobimo iz vektorskega

prostora [GF(q)]%*!, tako da naredimo kvocient po 1-razseZnih podpros-
torth.

Projektivna ravnina PG(2, q) je inciden¢na struktura z 1- in 2-dim.
podprostori prostora [GF(q)]° kot to¢kami in premicami, kjer je “C”
inciden¢na relacija. To je 2-(¢° + ¢ + 1, q + 1, 1)-design, j.,
e v =¢?+ q+ 1 je Stevilo tock (in tevilo premic b),
e vsaka premicaima k = g + 1 toCk
(in skozi vsako toCko gre » = q + 1 premic),
 vsak par tock lezi na A = 1 primicah
(in vsaki premici se sekata v natanko eno tocki).

o /
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4 N

Primeri:
1. Projektivno ravnino PG(2, 2) imenujemo

Fano ravnina (7 tock in 7 premic).

o /
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/

o

AG(2,3).

2. PG(2,3) lahko skonstruiramo iz 3 x 3 mreze oziroma afine ravnine

T,

N7

~

/
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-~

Bose in Shrikhande

Bose in Nair a potrebe statistike.

podroCji matematike, naprimer teorijo kodiranja in teorijo nacrtov.

N

Prva sta konec tridesetih let prejSnjega stoletja vpeljala asociativne sheme

Toda Delsarte je pokazal, da nam lahko sluzijo kot povezava med Stevilnimi

/
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4 1. ZAKLJUCKI O

Osnovni principi 1n orodja,

ki smo jih spoznali pr1 VIS,
lahko posploSimo in razSirimo
do te mere, da se dajo

z njimi resiti tudi

bolj kompleksni problema.

o
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(. )

Spoznali smo kako predstaviti eno spremenljivko (dot-plot, histogrami,...)

in dve spremenljivki (razsevni diagram).

Kako pa predstavimo vec kot dve spremenljivki
na ravnem listu papirja?

Med Stevilnimi moznostmi moramo omeniti idejo
Hermana Chernoffa, ki je uporabil Cloveski obraz,
pri Cemer je vsako lastnost povezal z eno spremenljivko.

Oglejmo si Chernoffov obraz:
X =naklon obrvi,

Y —=velikost oci,

/ =dolzina nosu,

T' =dolzina ust,

U =visino obraza,

itd.

-
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/

n-razseznih podatkov.

npr. z analizo vzorcev

o

na homogene podskupine,

senatorskih glasovanj v ZDA
zakljuCimo, da jug in zahod
tvorita dva razliCna grozda.

Multivariantna analiza

Zdruzevalna/grozdna tehnika (ang. cluster technique):

Iskanje delitve populacije

~

Sirok 1zbor multivariantnih modelov nam omogoca analizo in ponazoritev
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4 N

Diskriminacijska analiza

je obraten proces. Npr. odbor/komisija za sprejem novih Studentov bi
rad nasel podatke, ki bi Ze vnaprej opozorili ali bodo prijavljeni kandidati
nekega dne uspesno zakljucili program (in finan¢no pomagali Soli - npr. z
dobrodelnimi prispevki) ali pa ne bodo uspesni (gre delati dobro po svetu in

Sola nikoli vecC ne slisi zanj(o).
CoULON' T WE FIND

o /
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/ Analiza faktorjev

1SCe poenostavljeno razlago vecrazseznih podatkov z manjSo skupino
spremenljivk.

ON A S¢ALE FROM ONE O TEY,

Npr. Psihiater lahko postavi
P P You'RE 7.6 EXTROVERTE, 4.5

100 vprasanj, skrivoma pa
Dy : . THATS Yoo, 1 p NUTSHELL !
pricakuje, da so odgovori

odvisni samo od nekaterih

faktorjev:

ekstravertiranost,
avtoritativnost,
alutarizem, itd.

Rezultate testa lahko potem povzamemo le z nekaterimi sestavljenimi
Q:zultati v ustreznih dimenzijah.

ALTRLUSTIC, ANT 277 AUTHORMAR(AN .

~

/
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Nakljucni sprehodi

pri¢nejo z metom kovanca, recimo, da se pomaknemo korak nazaj, Ce pade
grb, in korak naprej, Ce pade cifra. (z dvema kovancema se lahko gibljemo
v 2-razseznemu prostoru - tj. ravnini).

Ce postopek ponavljamo, pridemo do

stohasti¢nega procesa, L_E—
ki ga imenujemo
. : Cf’?h 1

nakljucni sprehod ( |
(ang. random walk). &g_' l L '—L_‘L_[‘

Modeli na osnovi nakljuCnih sprehodov se uporabljajo za

nakup/prodajo delnic in portfolio management.

o /
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StatistiCna analiza slik
zeli najti nek pomen 1z
“informacije” kot je ta.

o

Sliko lahko sestavlja 1000 x 1000 pikslov,
ki so predstavljeni z eno izmed 16,7 milijonov barv.

> ) ¥ e We UsE PICTURES TO
\| | '\ HCLP UNDERGTANG DATA,
BUT NoW WE WG To
ol

Vizualizacija in analiza slik

PieTures !

W

/
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/ Ponovno vzorcenje

Pogosto ne moremo izraCunati standardne napake in limite zaupanja.

Takrat uporabimo tehniko ponovnega vzorcenja,
ki tretira vzorec, kot b1 bila celotna populacija.
Z.a takSne tehnike uporabljamo

pod 1ment:

4-'—'—""_"'""""'-\
Ndae! seeme

IIAPOSS\BLE,
BUT T WORkS!

randomization
Jackknife, in
Bootstrapping.

o

~

/
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4 N

Kvaliteta podatkov

navidezno majhne napake pri vzorCenju, merjenju,
zapisovanju podatkov, lahko povzrocCijo katastrofalne
ucinke na vsako analizo.

R. A. Fisher, genetik in ustanovitelj moderne statistike
ni samo nacrtoval in analiziral eksperimentalno rejo,

pac pa je tudi Cistil kletke in pazil na Zivali.

Zavedal se je namrec, da bi izguba zivali
vplivala na rezultat.

Moderni statistiki, z njithovimi raCunalniki in podatkovnimi bazami ter

vladnimi projekti (beri denarjem) si pogosto ne umazejo rok.

N /
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(no vsaj najti jih ni kar tako).

Inovacija

Najboljse resitve niso vedno v knjigah

Npr. Mestni odpad je najel strokovnjake,
da ocenijo kaj sestavljajo odpadki,

le-t1 pa so se znasli pred zanimivimi problemi,
ki se jih ni dalo najti v standardnih uc¢benikih.
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Komunikacija

Se tako uspesSna in bistroumna analiza je zelo malo vredna,
¢e je ne znamo jasno predstaviti,
vkljuCujocC stopnjo statisticne znacilnosti? v zakljucku.

Npr. V medijih danes veliko bolj natanCno porocajo o velikosti napake pri
svojih anketah.

o /
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/ Timsko delo \

V danasnji kompleksni druzbi.

Resevanje Stevilnih problemov zahteva timsko delo.
InZeniryji, statistiki in delavci sodelujejo,
da bi 1zboljsali kvaliteto produktov.

Biostatistiki, zdravniki, in AIDS-aktivisti zdruzeno sestavljajo kliniCne

poiskuse, ki bolj uCinkovito ocenijo terapije.
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