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PR OBLEM MER CEDESO VEGA V OZLA

1

Aleksandar Juri � si � c

Math. Sub j. Class. (2000): 57M25

�

Clanek obra vna v a naslednji top olo � ski problem. Na sredi (okrogle) sob e p osta vimo � zogo in jo s

tremi elasti � cnimi trak o vi b , m in w p o v e � zemo s stenami. Ali je mogo � ce s premik anjem trak o v (ne

pa tudi njiho vih k oncev) na viti trak m enkrat ok oli traku w , ne da bi pri tem premaknili � zogo? T a

problem imen ujemo \Problem Mercedeso v ega v ozla" zaradi oblik e, ki jo tv ori � zoga in trije trak o vi.

Predsta vljen je enosta v en na � cin za dv akratno na vitje (in zato tudi p oljubno so do na vitje).

Nazorna (negativna) re � sitev za � cetnega problema je p o dana s p omo � cjo p o jma su � cnega � stevila.

THE MER CEDES KNOT PR OBLEM

The pap er is dev oted to the follo wing top ological problem. Imagine a solid ball in the middle

of a (round) ro om connected with three elastic bands b , m and w to the w alls. Is it p ossible to

mo v e the elastic bands (but not their ends) in suc h a w a y that the band m b ecomes wrapp ed

precisely once around the band w without mo ving the ball? The problem is called \the Mercedes

knot problem" b ecause of the shap e formed b y the ball and the three bands.

A simple w a y to wrap the bands t wice (and, therefore, an y ev en n um b er of times) is sho wn.

A transparen t (negativ e) solution of the initial problem based on the notion of t wisting n um b er is

presen ted.

1. UV OD. Goto v o ste � ze p ospra vljali dolgo � zico (p o dalj � sek) in jo na vili ok oli rame (npr.

p o sesanju sob e ali k o � snji tra v e z elektri � cno k osilnico)? Ko ste jo naslednji � c zop et razvili, ste

morda ugoto vili, da je v e � ckrat zvita (glej slik o 1).

Slik a 1: Zak a j se p o dalj � ski p ona v adi zvijejo?

Naslednji matemati � cni problem je tesno p o v ezan s tem p o ja v om in zna pritegniti tudi nema-

tematik e. Na sredo sob e p osta vimo � zogo in jo s tremi elasti � cnimi trak o vi b , m in w p o v e � zeno

s stenami. Z izjemo k oncev, ki so �ksni, lahk o trak o v e premik amo p o sobi in jih raztegujemo

1

Op. urednik a:

�

Clanek je prev o d � clank a [Ju], ki je bil leta 1999 nagra jen z Hassejev o nagrado. Glej

http://www.maa.o rg /aw ar ds/ aw ar ds mf99.html#hasse . Le to vsak o drugo leto p o deljuje Mathematic al

Asso ciation of A meric a (MAA) k ot priznanje a vtorju uglednega � clank a, ki je ob ja vljen v eni o d publik acij

MAA in ki je namenjen � sir � sem u krogu bralcev. V uradni obrazlo � zitvi nagra jenega dela lahk o preb eremo:

O � carljiv � clanek Aleksandra Juri � si � ca se pri � cne z vpra � sanjem, zak a j se p o dalj � ski v edno zvija jo. T o nas priv ede

do vpra � sanja o na vijanju elastik, pritrjenih na tri stene sob e in na � zogo na sredi te sob e. T a problem je v

� clanku obra vna v an s � stevilnih zornih k oto v, ki nas prip eljejo do glob ok e in zanimiv e matematik e. Na tej p oti

sp oznamo p o v eza v e s teorijo v ozlo v, P aulijev o up orab o spinorjev za mo deliranje elektrono v, igro Piet Heina,

teorijo kit in napra v e za zvijanje elektri � cnih � zic.

�

Clanek sprejme za cilj Hilb erto v nasv et, ki pra vi: \ Umetnost

ustvarjanja matematike je v tem, da p oi � s � cemo tisti p osebni primer, ki vsebuje vse zametke splo � snosti " in ga

nadvse usp e � sno realizira.

\Problem mercedeso v ega v ozla" pritegne bralca k resni matematiki z up orab o privla � cnega vizualnega prob-

lema. T rud, vlo � zen v skrbno branje b o p o vrnjen tak o � studen tom, ki jih zanima p o dro � cje teorije v ozlo v in

� stevilne njene p o v eza v e, k ak or tudi tistim, ki se prizadev a jo za u � cink o vito matemati � cno razlago.
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p o mili v olji, ne da bi se strgali. Vpra � sanje je, ali je mo go � ce s pr emikanjem tr akov p o sobi

naviti tr ak m nekajkr at okoli tr aku w , ne da bi pri tem pr emaknili � zo go (glej slik o 2(a)).

b w
m

b w
m

za � cetek k onec

(a) (b)

Slik a 2

Gre za geometrijski problem, ki so di nekje med top ologijo in teorijo v ozlo v, to da na � sa re � sitev

b o zasno v ana predvsem na enosta vni k om binatoriki.

Na jprej b omo p o dali delno re � sitev, nato prev edli problem v matemati � cni jezik in omenili

nek a j zgo do vinsk ega ozadja. V � cetrtem razdelku se b omo s p omo � cjo teorije v ozlo v pribli � zali

bistvu problema z obra vna v o nek aterih enosta vnej � sih primero v, nato pa sledi celotna re � sitev.

Na na � si p oti b omo sp oznali nek atere zanimiv e p o v eza v e in na k oncu omenili � se nek a j mo � znosti

za up orab o. Na sv o j ra � cun b o do pri � sli tudi re � sev alci ugank. Za na � se v o dilo je morda primeren

Hilb erto v citat:

\ Umetnost ustvarjanja matematike je v tem, da p oi � s � cemo tisti p osebni primer, ki vsebuje

vse zametke splo � snosti."

2. DELNA RE

�

SITEV. Na � s problem je p oln presene � cenj, sa j nas zna za v esti v napa � cno

smer � ze na samem za � cetku. P a p oskusimo nek a j naivnih pristop o v.

�

Ce bi do v olili vrtenje

� zoge, p otem bi bil o dgo v or na zasta vljeno vpra � sanje `D A', tj. trak m bi lahk o na vili ok oli

traku w tolik okrat, k olik okrat bi � zeleli ( � ze z vrtenjem � zoge ok oli osi, ki jo dolo � cata k onca

traku w ), in tak o problem sploh ne bi bil zanimiv. Do p o dobnega zaklju � ck a bi pri � sli tudi,

� ce bi privzeli, da sta v sobi samo trak o v a w in m . (Zak a j?) T o da � zoge ne smemo vrteti in v

sobi so trije trak o vi, tak o zna biti o dgo v or na na � se vpra � sanje prej `NE' k ot `D A'.

P o drugi strani pa, � ce smo prepri � cani, da je o dgo v or pritrdilen, lahk o morda privzamemo,

da je � zeleni p olo � za j mo � zno dose � ci celo v primeru, k o trak o v b in w sploh ne premik amo. T o

prepri � canje lahk o izvira iz dejstv a, da sta trak o v a b in w na istem mestu v ob eh primerih na

sliki 2(a) ali pa da vrtenje � zoge trak o v b in w ne bi premaknilo (le zvilo). V primeru, � ce sta

trak o v a b in w trdna in ju torej ne premik amo, je prostor, v k aterem premik amo trak m p oln

svitek (torus), v top olo � sk em jeziku bi rekli, je homeomorfen kro � znice in o dprtega disk a. T o da

v p olnem svitku ni mo � zno na vijati traku m ne da bi premik ali vsa j enega izmed njego vih

k oncev. T op ologi bi rekli, da za � cetna in k on � cna lega traku m ustrezata zap oredoma enoti in
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neenotsk em u elemen tu fundamen talne grup e p olnega svitk a (glej npr. Neu wirth [Neu]). Iz

slednjega razmislek a zaklju � cimo, da je premik anje trak o v b in w klju � cnega p omena za re � sitev

ali pa, da je o dgo v or `NE'.

Presenetljiv o je o dgo v or (D A ali NE) o dvisen o d tega, k olik okrat � zelimo na viti trak m

ok oli traku w . Za � cnimo preu � cev ati obsto j. Izdelamo realni mo del in nepri � cak o v ano hitro

ugoto vimo, k ak o je mogo � ce na viti trak m dv akrat ok oli traku w . Glej naslo vnico (za � cetek

in k onec), ki p o jasni tudi naslo v tega � clank a. V teoriji v ozlo v je na v ada, da ra je ri � semo dia-

grame. Pra vzapra v gre za pro jek cije (glej slik o 2(b), ki p onazarja, k a j se zgo di pri kri � zanju),

te vsebujejo vse p otrebne informacije za gradnjo trirazse � znih ob jekto v, ki jih opisujejo.

Obra vna v a ne izgubi na splo � snosti, � ce nadomestimo k o c k o/sob o s kroglo. Rado v ednega

bralca v abimo, da se p oigra s sv o jim mo delom, preden prev eri na � so re � sitev na naslo vnici.

Bralcu obljubimo tudi, da b o ob k oncu � clank a b olje razumel na � so re � sitev.

Ni se te � zk o prepri � cati, da lahk o � ze na viti del traku premaknemo v bli � zino ene o d sfer in

nato zno v a p ono vimo p ostop ek z naslo vnice. Na ta na � cin lahk o na vijemo trak m ok oli traku

w so do krat. Problem pa je precej te � zji, � ce � zelimo na viti trak m ok oli traku w za liho krat.

3. MODELIRANJE IN ZGODO VINA PR OBLEMA.

�

Cas je, da prev edemo na � s

problem v matemati � cni jezik. Ker opisujemo geometrijski problem, b omo p otreb o v ali nek a j

top olo � sk e terminologije ( � cepra v na � sa re � sitev ne b o temeljila zgolj na top ologiji). T orej sledi-

mo top ologom, ki ra je go v orijo o deformaciji prostora, ki jo imen ujejo ambientna izotopija ,

namesto o p omiku ob jekto v v njej. Za b olj � se razumev anje si predsta vlja jmo sob o, nap olnjeno

z medom (ali k ak � sno drugo lepljiv o sno vjo). P otem premik anje elasti � cnih trak o v p o vzro � ca

deformacijo medu. P o drugi strani pa deformacija medu premik a elasti � cne trak o v e. T orej se

obi � ca jno spra � sujemo, ali obsta ja am bien tna izotopija, ki premakne ob jekte iz enega p olo � za ja

v drugega.

Na j b osta S

1

in S

2

dv orazse � zni sferi s sredi � s � cema v izho di � s � cu prostora R

3

in zap oredoma

z radijema ena in dv a. Na j b o H prostor med sferama S

1

in S

2

(tj. v otla krogla S

2

� [1 ; 2])

in na j b o do b , m , w zap oredoma o dseki, v k aterih H sek a p ozitivne k o ordinatne osi x , y , z .

V p ogo v oru z Johnom Milnorjem je Jo � ze V rab ec vpra � sal naslednje vpra � sanje:

Vpra � sanje 1. A li obstaja ambientna izotopija votle kr o gle H , ki �ksir a sferi S

1

in S

2

in

navije tr ak m dvakr at okoli tr aku w (glej naslovnic o - za � cetek in kone c)?

Na k oncu prej � snjega razdelk a smo si ogledali gra� � cno re � sitev. Na preda v anjih pri predmetu

T op ologija I (1985/86) je profesor V rab ec predsta vil top olo � sk o re � sitev Johna Milnorja, v

k ateri je isk ana am bien tna izotopija k onstruirana s p omo � cjo netrivialnega elemen ta funda-

men talne grup e S O (3) (

�

=

R P

3

). Glej Juri � si � c [Ju] ali Bredon [Br, str. 164-167]. Presenetljiv o

pa ne znamo ne na � se gra� � cne re � sitv e ne Milnorjev e prirediti � se za o dgo v or o drugem delu

problema.

Vpra � sanje 2. A li obstaja ambientna izotopija votle kr o gle H , ki �ksir a sferi S

1

in S

2

in

navije tr ak m enkr at okoli tr aku w ?
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Ob e vpra � sanji imata zanimiv o zgo do vino. Na primer E.D. Bolk er [Bo] je pred dv a jsetimi

leti p o dal � se eno top olo � sk o re � sitev prv ega vpra � sanja. Vseeno pa so se �ziki prvi zanimali

za prv o vpra � sanje. Re � sitev so up orabili za b olj � so razlago kv an tne nara v e elektrono v. Leta

1925 je � svicarski �zik W. P auli p ok azal (star k oma j 25 let), da dv a elektrona ne moreta biti

na istem mestu in imeti enak spin. Iz njego v ega mo dela sledi, da se mora elektron za vrteti

za 4 � , da se vrne v sv o j za � cetni p olo � za j. Leta 1928 je angle � ski �zik P .A.M. Dirac v sv o jem

26. letu opisal gibanje elektrono v z ena � cb o, ki je zdru � zila kvantno mehaniko in sp e cialno

te orijo r elativnosti . Da bi prepri � cal sv o je � studen te, da je P aulijev mo del nara v en, je vzel

klju � c (namesto na � se � zoge na sredi sob e), ga p o v ezal s tremi vrvicami za stol in ga za vrtel za

4 � , nato pa razpletel vrvice, ne da bi premaknil klju � c oziroma stol. V e � c o analizi spinorjev in

teoriji k otnih momen to v (angl. angular momen tum) lahk o na jdete v knjigi Biedenharna in

Louc k a [BL, Ch. 2]. V za � cetku tridesetih let prej � snjega stoletja je bila to tak o vro � ca tema na

in � stitutu Nielsa Bohra, da so v p o v eza vi z njo izumili celo nek a j igric. Danski p o et, pisatelj

in matematik Piet Hein je p oimeno v al sv o jo igro tangloidi . Igrali so jo v e � c let p o vsej Evropi.

Glej Gardner [G1, str. 28].

(a) (b)
Slik a 3: Igra T angloidi in ugank a, ki jo � ze dolgo p ozna jo usnjarji, p eki in tab orniki.

Vsak izmed dv eh igralcev dr � zi v roki k os lesa s tremi luknjami, ki so p o v ezane s tremi

v ezalk ami (glej slik o 3(a)). Eden izmed igralcev za vrti sv o j k os ok oli k atere k oli osi za 4 � ,

drugi pa sku � sa v � cim kra j � sem � casu razplesti v ezalk e (sev eda brez rotacije k oso v lesa). Nato

pa zamenjata vlogi. Zmaga tisti, ki v kra j � sem � casu razplete v ezalk e. (Zak a j je to dob er

mo del za prv o vpra � sanje?) Omenimo � se eno ugank o (glej Berlek amp, Con w a y in Guy [BCG]

ali Gardner [G2, str. 101]), kjer ne da bi trgali in lepili, spletemo papir (namig: za � cnite

plesti na enem k oncu, hkrati pa razpleta jte na drugem k oncu). T a trik je v erjetno zelo star,

tak o da ga p ozna jo � stevilni usnjarji, p eki, tab orniki in v erjetno � se marsikdo.

Drugo vpra � sanje pa se za razlik o o d prv ega ne ukv arja s k onstruk cijo, pa � c pa z ne obstojem

in je zato vsek ak or v domeni matematik e. Re � seno je bilo vsa j na dv a na � cina (Newman

[New] je up orabil Artino v o teorijo kit, prim. F adell in V an Buskirk [FB], F adell [F a] pa

k on�guracijsk e prostore).

Na prvi p ogled izgleda, da je � ze vse re � seno in da ni v e � c k a j do dati. P a v endar ni o � citne
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p o v eza v e med re � sitv ami prv ega in drugega vpra � sanja.

�

Se v edno se lahk o vpra � samo, zak a j

gra� � cna re � sitev na naslo vnici sploh deluje. (Njeno prev erjanje sp ominja na vpre � zenega k onja,

ki vidi le predse.) Ali bi jo lahk o b olje razumeli, ali pa na � sli nara vnej � so re � sitev in jo nato

up orabili � se za re � sitev drugega vpra � sanja?

2

Up orabimo sv o jo domi � sljijo ( � ce � ze ne gre za obujanje sp omino v iz otro � stv a) in si pred-

sta vlja jmo otrok a, ki sedi za mizo v upanju, da b o z branjem deb ele knjige ustregel sv o jim

star � sem. Otrok kmalu p ostane utrujen in se pri � cne igrati z mo delom letala:

{ letalo mora leteti naprej dlje � casa (letala ne letijo naza j, k a jne!), medtem pa ga otrok � zeli

dr � zati � cvrsto v roki, v endar pa se ne bi bilo mo dro premakniti s stola (park et namre � c

zelo � skripa in star � si bi opazili, da ne b ere v e � c),

{ letalo tudi ni dobro obrniti na gla v o, sa j si je otrok zamislil, da je pilot p otni � sk ega letala

in bi se lahk o razjezili vsa j tisti p otniki, ki ne up orablja jo v arnostnih paso v.

Kar naenkrat otrok ugoto vi, da lahk o leti p o osmici (8). \ Nev erjetno!!! " p omisli otrok,

\ � ce bi letel p o kro � znici, bi se mi rok a zapletla in bi se moral zausta viti, osmica pa deluje."

Ali bi lahk o up orabili to \genialno" re � sitev pri na � sem problem u? Prep ognimo to osmico

tak o, da vidimo o d zgora j samo \kro � znico" (matematiki bi rekli, da je tak � sna osmica kro v

nad kro � znico, glej slik o 4).

senca

D A

CE B
C

D

B

A

E

Slik a 4: Osmica nad kro � znico.

Otroku ni te � zk o leteti z letalom niti p o prep ognjeni osmici. P oskusimo sami, slik a 5 nam zna

p omagati (p o dobne slik e lahk o na jdemo v � stevilnih revijah in knjigah, npr. [Ri], [Str], [Br,

str. 166]). T o da otrok seda j leti p o kro � znici (v ta namen p op olnoma prep ognemo osmico),

njego v a rok a pa se vra � ca v za � cetno stanje le p o vsak em drugem krogu (vmes pa gre k omolec

ok oli letala). Ni te � zk o zmanj � sati kro � znice, dokler se letalo samo � se vrti. T orej lahk o otrok

nepr etr goma vrti letalo v isti smeri, me dtem ko ga dr � zi � cvrsto v r oki . Pra vzapra v lahk o

brez prestank a vrti celo sv o jo dlan, medtem k o je v es � cas obrnjena na vzgor. T a fenomen

b o v o dilna ideja pri na � sem re � sev anju drugega vpra � sanja, prip omogla pa b o tudi k `b olj � si'

re � sitvi prv ega vpra � sanja. Ste presene � ceni? P omislite { � ce bi bilo letalo pri miru, mi pa bi � se

v edno izv a jali iste gib e, bi bila rok a v e � ckrat zvita. Da bi b olje razumeli, k a j se doga ja med

premik anjem elasti � cnih trak o v, sledimo njiho v em u zvijanju.

2

V � casu re � sev anja a vtor ni v edel, da je bilo drugo vpra � sanje � ze re � seno.
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Slik a 5: Ev a Juri � si � c vrti letalo, medtem k o ga dr � zi � cvrsto v roki. Za p o dobno demonstracijo Uro � sa Juri � si � ca glej

http://valjhun.f mf. un i- lj. si / � a ju ris ic / .

4. SU

�

CNO

�

STEVILO. In terv ale b , m , w zamenja jmo z ozkimi trak o vi. T ak pristop je

danes precej obi � ca jen v teoriji v ozlo v, mo � zne pa so tudi � stevilne prakti � cne up orab e. Na

primer, k o preu � cujemo molekule DNK, ki so p o dobne dolgim ozkim (dv o jnim) pramenom,

obi � ca jno sledimo njiho v em u zvijanju. Preden za � cnemo re � sev ati drugo vpra � sanje v raz � sirjeni

obliki (s trak o vi), si p oglejmo nek a j p o enosta vitev (skromnost ni nik oli o dv e � c). Rok o, ki je

dr � zala letalo, lahk o smatramo za trak. P oskusimo ugoto viti, k a j se zgo di z enim trak om v

3-razse � zni krogli (lema 1) in k a j v v otli krogli H (lema 2).

�

Se pred tem pa vp eljimo eno

izmed na jenosta vnej � sih in v arian t am bien tne izotopije v teoriji v ozlo v. Gre za spletno � stevilo,

ki ga de�niramo za dv e orien tirani, sklenjeni krivulji v R

3

(glej npr. Kau�man [K1] ali [K2]).

Vsak em u kri � zi � s � cu v 2-razse � zni pro jek ciji danih krivulj priredi-

mo \predznak", tak o k ot k a � ze slik a 6. P otem je spletno � stevilo

enak o p olo vici vsote \predznak o v" pri kri � zi � s � cih ene krivulje z

drugo (predznaki kri � zi � s � c, pri k aterih krivulja sek a samo seb e,

ne � stejejo). V 19. stoletju, k o je bila teorija v ozlo v � se v p o v o jih,

� = � 1 � = +1

Slik a 6: Pra vilo desne rok e/vijak a.

je Karl F. Gauss izra � cunal spletna � stevila sistema sklenjenih kro � znih � zic. Ker je spletno

� stevilo in v arian ta am bien tne izotopije, ni o dvisno o d izbrane 2-razse � zne pro jek cije. Glej slik o 7.
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Slik a 7: Reidemeister je p ok azal, da je iz enega diagrama v ozla mo � c narediti k ateri k oli drugi diagram istega v ozla � ze

samo s k on � cnim zap oredjem zgornjih p omik o v [Re]. Zato je � stevilo prirejeno diagram u v ozla in v arian tno za am bien tno

izotopijo, k ak or hitro se ohranja pri teh p omikih.

Slik a 8: Spletno � stevilo je o digralo p omem bno vlogo tudi pri preu � cev anju vpliv a encimo v na kro � zne DNK (tj. tiste,

ki jih lahk o predsta vimo s sklenjenim trak om v R

3

, k aterega rob ima dv e k omp onen ti). Glej Sumners [Su1] in W ang

[W a]. Lev a slik a k a � ze DNK brez encimsk ega p ostopk a, desna pa z encimskim p ostopk om, ki je o dpra vil nek a j p en telj.

Vlo � zitev DNK v celi � cno jedro je zelo k ompleksna. De Witt Sumners [Su1] je zapisal: \

�

Ce p o v e � camo celi � cno jedro do

v elik osti k o � sark a � sk e � zoge, p otem se pri tem DNK p o v e � ca do tank ega ribi � sk ega laksa, dolgega 200km."

Na j b o X ozek trak v 3-razse � znem p o dprostoru prostora R

3

, k aterega sredi � s � cnica (glej

slik o 9(a)) le � zi vzdol � z premice, oba k onca traku le � zita v ra vnini, oba rob o v a pa sta orien tirana

o d lev e proti desni (glej slik o 9(b)).

vv

X'

pp p -p -p -p

B

X

S
2

3

(b) (c)

(a)

p p -p -p -p

X

robova

konca

srediscnica

Slik a 9

�

Ce na enak na � cin k ot prej priredimo predznak vsak em u kri � zi � s � cu enega robu traku X z drugim

v 2-razse � zni pro jek ciji (na ra vnino, ki vsebuje k onca), p otem je su � cno � stevilo Zv( X ) enak o

p olo vici vsote vseh predznak o v. Glej slik o 9(b). In tuitivno je su � cno � stevilo p olo vica razlik e

med � stevilom zasuk o v za k ot � in � stevilom zasuk o v za k ot � � .

Lahk o bi se izognili 2-razse � zni pro jek ciji in p o dali Whito v o splo � snej � so de�nicijo su � cnega

� stevila s p omo � cjo in tegrala, ki se � stev a k oli � cino zvijanja vzdol � z sredi � snice traku. Glej Sumners
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[Su2, str. 22], prim. Chinn in Steenro d [CS]. T o pa � se ne p omeni, da gre za in v arian to

am bien tne izotopije.

�

Ce se naha ja jo na � si trak o vi v R

3

in so sklenjeni, p otem lahk o de�niramo

tudi � stevilo p entelj P e( X ) (angl. writhing n um b er), tak o da orien tiramo sredi � s � cnico in nato

na enak na � cin, k ot v primeru spletnega � stevila, pridru � zimo vsak em u kri � zi � s � cu sredi � s � cnice same

s seb o j `predznak', na k oncu pa se � stejemo vse predznak e.

P otem je vsota � stevila p en telj P e( X ) in su � cnega � stevila Zv( X )

enak a spletnem u � stevilu Sp( X ). T o je J.H. Whitov zakon

ohr anjanja : Sp( X ) = P e( X ) + Zv( X ). Glej slik o 10.

Slik a 10: Ena p en tlja je enak a enem u

p olnem u zasuku.

LEMA 1. Na j b o B

3

krogla v R

3

, k atere rob je sfera S

2

.

�

Ce je X ozek trak, p olo � zen

s sredi � s � cnico vzdol � z x -osi in z ob ema k oncema na ekv atorju krogle B

3

, p otem se su � cnega

� stevila traku X ne da spremenit z am bien tno izotopijo krogle B

3

, ki �ksira sfero S

2

.

Dokaz. Konca traku X p o v e � zemo p o zunanjosti krogle B

3

s trak om X

0

tak o, da ima rob

dobljenega sklenjenega traku X [ X

0

dv e k omp onen ti. Glej slik o 9(c). Vsak o am bien tno

izotopijo krogle B

3

, ki �ksira sfero S

2

, lahk o raz � sirimo z iden titeto na k omplemen t krogle

B

3

v prostoru R

3

.

�

Ce bi am bien tna izotopija krogle B

3

spremenila su � cno � stevilo traku X ,

p otem bi tak o raz � sirjena am bien tna izotopija prostora R

3

spremenila spletno � stevilo roba

unije X [ X

0

, v endar pa to ni mo � zno, k er je spletno � stevilo in v arian ta am bien tne izotopije.

Zgora j smo lahk o videli, da je bilo za spremljanje su � cnega � stevila traku v trirazse � zni krogli

do v olj slediti ob ema rob o v oma traku. V primeru v otle krogle pa tem u ni tak o. Na j b o A

ozek trak, ki p o v ezuje sferi S

1

in S

2

v v otli krogli H in je p olo � zen vzdol � z z -osi, njego v a k onca

pa le � zita v ra vnini xz . P otem obsta ja am bien tna izotopija v otle krogle H , ki spremeni su � cno

� stevilo traku A za dv e. T o bi moralo biti o � citno � ze iz otrok o v e igre z letalom, � se b olj jasno

pa se vidi s slik e 11. Zadnji p olo � za j lahk o nari � semo tudi na naslednji na � cin (glej slik o 12).

1 2 3 4 5

Slik a 11: Iz drugega v tretji p olo � za j pridemo tak o, da zasuk amo del traku, ki je bli � ze sferi S

2

, na drugo stran p o

zgornji hemisferi. V naslednjem k oraku pa zasuk amo isti del traku � se p o sp o dnji hemisferi.

Pri � sli smo do jedra problema. P omagati si moramo s k an � ck om top ologije, da bi lahk o neo-

p ore � cno dok azali neobsto j. V endar pa lahk o zaradi naslednjih dv eh trditev vseeno ostanemo

zv esti tudi k om binatornem u pristopu.
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(1) Ker je za � cetni p olo � za j mogo � ce narisati z lomljenk ami, je mo � zno

narisati p oljub en p olo � za j, do k aterega pridemo z am bien tno izotopijo,

z lomljenk ami � ze p o ma jhni deformaciji.

(2)

�

Ce obsta ja am bien tna izotopija med dv ema p olo � za jema, ki ju

lahk o nari � semo z lomljenk ami, p otem obsta ja tudi k osoma-linearna

am bien tna izotopija med tema p olo � za jema.

Glej Burde in Ziesc hang [BZ, str. 4 in Corollary 3.16].

Slik a 12

LEMA 2. Am bien tna izotopija v otle sfere H , ki �ksira sferi S

1

in S

2

, lahk o spremeni su � cno

� stevilo traku A le za so do � stevilo.

O � citno ne obsta ja am bien tna izotopija v otle krogle H , ki �ksira sferi S

1

in S

2

in spremeni

su � cno � stevilo traku A za eno p olo vico, sa j sta tudi k onca traku A �ksna. Preostane nam

samo � se dok az, da su � cnega � stevila ne moremo spremeniti za ena. T a rezultat je implicitno

in brez dok aza na v edel � ze Kau�man [K1, VI.1, VI.18] (glej k onec tega razdelk a). Oglejmo si

le skico dok aza.

Dokaz. Z a in b ozna � cimo zap oredoma in terv ala o d (0 ; 0 ; 2) do (0 ; 0 ; 1) in o d (2 ; 0 ; 0) do

(1 ; 0 ; 0) (glej slik o 13(a)). T orej je a sredi � s � cnica traku A , za k atero b omo privzeli, da se

premik a z am bien tno izotopijo v otle krogle H . P o drugi strani pa b omo na in terv al b gledali

k ot na � zarek, ki se ne premik a. Kot smo omenili � ze zgora j, lahk o privzamemo, da je am bien tna

izotopija k osoma-linearna. Glej Burde in Ziesc hang [BZ, Prop. 1.10]. Od to d sledi, da lahk o

inducirano gibanje in terv ala a izp eljemo s k on � cnim � stevilom �-p omik o v (glej slik o 13(b)),

hkrati pa dose � zemo, da sta p o vsak em p omiku trak A in � zarek b disjunktna.

A
a

(b)(a) (c)

b

-pomikD
Slik a 13

V elja p oudariti, da, � ce trak A ne pre � ck a � zark a b , p otem ostane su � cno � stevilo nespremenjeno

zaradi leme 1. P oglejmo si seda j, k a j se zgo di, k adar gre pri �-p omiku trak A sk ozi � zarek

b . P ok azali b omo, da lahk o premaknemo lomljenk o a naza j na isto mesto, kjer je bila pred

tem �-p omik om, ne da bi pri tem pre � ck ali � zarek b , to da cena za to je, da se su � cno � stevilo

traku A spremeni za dv e (glej slik o 14, ki smo jo dobili iz slik e 11).
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Slik a 14

Sprv a nismo prepri � cani, ali lahk o izp eljemo `p otezo' s slik e 14 v v otli krogli H , sa j bi se

lahk o zgo dilo, da nam del nak opi � cenega traku A sto ji na p oti in se m u ne moremo izogniti

(sp omnimo se � zoge v k ateri je 200 km laksa). P a v endar se lahk o izvle � cemo iz teh te � za v,

sa j ne p otrebujemo celotne v otle krogle H za to p otezo. Del traku, ki se je premaknil pri

�-p omiku, k o je � sel trak A sk ozi � zarek b , je na za � cetku le � zal v notranjoti nek e v otle krogle

H

0

� H (glej slik o 15(a)). Predp osta vimo, da se je tudi ta v otla krogla H

0

deformirala z

na � so am bien tno izotopijo (glej slik o 15(b)).

(a) (b)

H'

H'

Slik a 15: Dv a ra vninsk a presek a v otle krogle.

T o da ne glede na to k ak o se je premik ala z am bien tno izotopijo, ne vsebuje nob enega drugega

dela traku A in izgleda k ot v otla krogla (tj. je homeomorfna v otli krogli). T orej lahk o seda j

up orabimo zv ezdi p o dobno v otlo kroglo H

0

, da opra vimo p omik s slik e 14 v obratni smeri.

Kon � cno zaklju � cimo, da se lahk o su � cno � stevilo traku A spremeni le za v e � ckratnik � stevila 2.

Bralec, ki se m u m udi prebrati re � sitev na 2. vpra � sanje, lahk o preide na naslednji razdelek,

mi pa si oglejmo � se eno zanimiv o p o v eza v o z grup o kv aterniono v. Glej Kau�man [K1] in

[K3]. Na j b o do i , j in k zap oredoma rotacije sfere S

1

ok oli k o ordinatnih osi x , y in z za �

radiano v. De�nira jmo grup o, ki je generirana z rotacijami i , j , k p o mo dulu ekviv alen � cne

relacije � , ki jo inducira am bien tna izotopija v otle krogle H s trak om A , ki �ksira sferi S

1

in S

2

. Glej slik o 16.

1

x y

z

i

i

j

j
y

k

k

z

x

Slik a 16: Za la � zjo predsta v o si na sprednjo stran nari � semo v esel obraz, na hrbtno pa � zalosten. Iz za � cetnega p olo � za ja

\1" dobimo z rotacijo za � radiano v zap oredoma p olo � za je \ i ", \ j " in \ k ".
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P otem je s slik e 11 o � citno, da v elja i

4

= j

4

= k

4

= 1. P o dobne slik e zagoto vijo tudi

i

2

= j

2

= k

2

, ij = k , j k = i , k i = j in � ce ozna � cimo i

2

z min us ena, tj. ( � 1), p otem tudi

j i = � k , k j = � i , ik = � j . Slik a 17 nas prepri � ca o v elja vnosti zadnje enak osti. T orej smo

dobili ra vno grup o kv aterniono v.

1
-1 3ikk -j   = j  =   j 

Slik a 17: Na zadnjem k oraku presta vimo samo trak.

(Neobsto j iz leme 2 je izra � zen v Kau�mano vi knjigi [K1] k ot i

2

6= 1.)

5. RE

�

SITEV. Seda j smo pripra vljeni, da z lemama 1 in 2 o dgo v orimo na 2. vpra � sanje.

Na j b o do B , M in W nezviti trak o vi v v otli krogli H , ki smo jih p osta vili zap oredoma vzdol � z

in terv alo v b , m in w . Predp osta vimo, da obsta ja am bien tna izotopija v otle krogle H , ki

�ksira sferi S

1

ter S

2

, pri tem pa na vije trak M k -krat

ok oli traku W , za nek k 2 Z .

�

Ce je � sirina trak o v do v olj

ma jhna, p otem ta izotopija na vije tudi trak M k -krat

ok oli traku W , tak o da dobimo p olo � za j, ki je prik azan

na sliki 18.

�

Ce orien tiramo rob o v e trak o v tak o, k ot k a � ze

slik a 18, p otem je zaradi leme 2 su � cno � stevilo traku B

enak o 2 n , za nek n 2 Z . Seda j pa p oglejmo trak, ki ga

sesta vlja unija B [ W . T rak o v a B in W lahk o p o v e � zemo z

nezvitim trak om znotra j manj � se krogle in tak o dobimo

en sam trak, ki ima oba k onca na robu v elik e krogle.

P otem nam lema 1 zagota vlja, da je su � cno � stevilo traku

1
2 W

M

k

B

n

n

2

2

n2

1

1

1

Slik a 18

W enak o � 2 n . P o dob en razmislek up orabimo � se na uniji B [ M : k er lahk o zra vnamo trak M

(sev eda tak o, da ga p omaknemo sk ozi trak W ), ne da bi pri tem naredili k ak � sen no v zasuk,

zaklju � cimo, da ima ra vni del traku M � 2 n zasuk o v. P o drugi strani pa pri obra vna vi unije

M [ W trak M ni do v oljeno premik ati sk ozi W (ali sk ozi samega seb e ali sk ozi notranjost

manj � se krogle). Da bi zra vnali trak M , moramo na jprej sneti `na v o je' traku M s p omo � cjo

k -kratne p ono vitv e p omik a, ki ga opisuje slik a 14 (sev eda se premik a trak M sk ozi trak B ).

P omik sredi � s � cnice traku M vzdol � z ra vne � crte nam prinese 2 k zasuk o v na traku M . Od to d

zaklju � cimo, da je su � cno � stevilo traku M enak o � 2 n + 2 k . T o da p o drugi strani nam lema 1

za unijo M [ W zagota vlja, da je to � stevilo enak o 2 n . T orej je k = 2 n . Zato ne obsta ja

am bien tna izotopija v otle krogle H , ki �ksira sferi S

1

in S

2

ter hkrati na vije trak M liho krat

ok oli traku W .

11



6. ZAKLJU

�

CEK.

�

Ce up orabimo re � sitev za drugo vpra � sanje na sredi � s � cnici in stranicah

traku A v v otli krogli H , dobimo neobsto j iz leme 2. T orej lahk o zaklju � cimo, da je trditev,

ki nam da o dgo v or na drugo vpra � sanje, ekviv alen tna neobsto ju iz

leme 2. Seda j pa b omo p o dali b olj nara vno re � sitev prv ega vpra � sanja.

Na jprej lahk o premaknemo elastik e iz za � cetnega p olo � za ja na naslo vnici

v p olo � za j na sliki 19. Nato p ono vimo p omik s slik e 11 na vzp ored-

nih delih trak o v m in w in tak o na vijemo trak m dv akrat ok oli traku

w . Preostane nam le � se, da `razpletemo' trak b o d `vzp orednih' de-

lo v trak o v m in w (sp omnimo se, da lahk o v edno razpletemo dv e

elastiki, ki p o v ezujeta sferi S

1

in S

2

).

b

m
w

Slik a 19

Kon � cno p o jasnimo � se p o ja v, s k aterim smo pri � celi � clanek. Predp osta vimo, da smo na vili

p o dalj � sek na lev o ramo.

SJ

(a) (b)

J S

Slik a 20

Zamislimo si trirazse � zno kroglo na mestu na � se rame, pri � cemer sev erni te � ca j k a � ze v smeri

na � se lev e rok e. T o p omeni, da na vijamo p o dalj � sek ok oli ekv atorja iz smeri sev ernega te � ca ja

(glej slik o 20(a)). P otem k o smo p o dalj � sek za nek a j � casa p ospra vili, se obi � ca jno ne sp omn-

imo v e � c, kje je sev erni te � ca j in kje ju � zni oziroma ali smo na vijali iz smeri sev ernega oziroma

ju � znega te � ca ja. V prv em primeru p o dalj � sek ne b o zvit, medtem k o nam v drugem primeru

(k o za � cnemo razvijati p o dalj � sek direktno s klina, glej slik o 20(b)) slik a 11 zagota vlja, da

b o p o dalj � sek v e � ckrat zvit. Sev eda mora biti pri tem eksp erimen tu p o dalj � sek b o disi do v olj

dolg b o disi moramo en k onec pritrditi, medtem k o drugega dr � zimo � cvrsto v roki. `Kosci',

ki se za v eda jo problema zvijanja, spra vlja jo p o dalj � sk e tak o, da jih na vijejo v obliki osmice,

primerja jte sliki 4 in 10, p o drugi strani pa so v industriji dolgi p o dalj � ski obi � ca jno na v-

iti na v alj.

Omenimo � se eno up orab o. Glej Stong [Sto]. P omik na sliki 11 je mo � c razumeti � se na en

na � cin. Slik a 21 nam k a � ze, da, k o gre trak (ki ga p osta vimo v obliki vpra � sa ja) enkrat ok oli
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manj � se sfere, pride trak zop et v sv o j prv otni p olo � za j, � ce se ob tem (ali pa na k oncu k ot k a � ze

slik a) manj � sa sfera za vrti za 4 � radiano v (v isto smer k ot se je v bistvu vrtel trak v obliki

vpra � sa ja).

Slik a 21

D. A. Adams [A] je up orabil to dejstv o zato, da je zgradil napra v o, ki do v a ja izmeni � cno

elektrik o vrte � ci se plo � s � ci p o pro � znih � zicah (tj. taki napra vi, ki prepre � cuje, da bi se � zici zapletli

in prekinili). Obraten pristop je p ogosto up orabljen v industriji, na primer za enak omerno

zvijanje � zice. Mnoge p o dobne, a v erjetno enosta vnej � se, napra v e so k asneje o dkrili �ziki. Glej

npr. Rie
in [Ri].

Diskretni pristop lahk o raz � sirimo � se dalje. Predp osta vimo, da � zelimo p osneti ansam b el

na vrte � ci � se platformi, hkrati pa ne � zelimo, da bi gledalec opazil vrtenje. Ali lahk o na jdete

re � sitev, pri k ateri ne b o p otrebno premik ati k amere? (Namig: trak na sliki 21 nadomestite

z nek a j prizmami.) Re � sitev na jdete na sliki 22(b). P o dob en princip je up orabljen tudi pri

p eriskopu (tj. napra vi, s k atero lahk o opazo v alec opazuje predmete, ki jih ne vidi direktno),

pri tem pa lahk o gledali naok oli ne bi bi premik al gla v o. Glej Born in W olf [BW, str. 243-

244].

Za k onec je tu � se nek a j izto � cnic za nadaljnje branje o teoriji v ozlo v [Re], [K1], [K2], [K3],

[Br], [BZ], [Sti], o up orabi pri � studiji DNK, [Su1], [Su2], [BCW] in o spletnem in su � cnem

� stevilu [Wh], [CS], ter � zelja, da bi u � citelji med branjem o dkrili k a j k oristnega, s � cimer b o do

lahk o pritegnili � studen te, medtem k o b o do vp eljev ali recimo kv aternione.

vrtece se

fiksna
osnova

vrteca se
plosca

maticapodlozka

vrtece se

fiksna
osnova

usklajevalnik

lezaj

vrteca se
plosca

prestava motor

telo
napajanje

telo

(a) (b)

Slik a 22: (a) damso v prototip napra v e za do v a janje izmeni � cne elektrik e vrte � ci se plo � s � ci. (b) Vlak prizm `o dvije' opti � cni � zarek.
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Zah v ala. Nek atere ideje za ta � clanek sem dobil med p ogo v ori ali pa dopiso v anjem z W. J.

Gilb ertom, F. Jaegerjem, U. Milutino vi � cem, R. C. Readom in J. V rab cem. Zah v aljujem se

tudi k olegom in k olegicam, ki so prebrali rok opis in mi sv eto v ali � stevilne izb olj � sa v e.
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